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Ponizej jest lista zadan semestralnych, ktére nalezy rozwiaza¢ i odda¢ w formie pi-
semnej. Niektore zadania maja kilka podpunktéw o podobnej tematyce ale zréznicowane;j
skali trudnogci. W takim przypadku przystuguje Panstwu mozliwosé wyboru, ktéry
podpunkt zdecyduja sie¢ Panstwo rozwigza¢. W sumie nalezy zrobi¢ 8 zadan.

1. Przedstaw granice diagramu
Ag As Ay
NI NG 7
Ax As
przy pomocy produktéow i ekwalizatorow.
2. Niech G : A — Set funktor z kategorii lokalnie matej.

(a) Pokaz, ze jezeli funktor G ma lewy sprzezony to jest reprezentowalny.

(b) Pokaz, ze jezeli A ma granice, to G jest reprezentowanly wtedy i tylko wtedy
gdy G zachowuje granice oraz spelnia warunek zbioru rozwiazujacego: istnieje
zbior I oraz rodzina I-indeksowana {a;};c; obiektow A taka, ze dla dowolnego
obiektu a € A i elementu z € G(a) istnieje ¢ € I, morfizm h : a; — a oraz
y € G(a;) 2 takie, ze G(h)(y) = x.

3. Niech {A4;}icr bedzie rodzing zbioréw. Definiujemy funktor

A: Set — Set

wzorem
AX)=]]x%  A(f)=fohey™
i€l

dla zbioru X i funkcji f: X — Y oraz h € X4,

(a) Pokaz, ze funktor A zachowuje szerokie pulbeki.

(b) Przy jakich zalozeniach o rodzinie zbiorow {4; };cr, funktor A zachowuje wystkie
granice.

Szeroki pulbek to granica po kategorii matej J postaci



to znaczy, J ma obiekt koricowy t, oraz pelna podkategoria rozpieta na pozostalych
obiektach jest dyskretna.

4. Kazde z poje¢: funktor sprzezony, granica (kogranica), functor reprezentowalny, mor-
fizmu uniwersalny mozna sprowadzi¢ do szczegolnego przypadku kazdego innego z
nich. Ponizej jest kilka przyktadéw. Niech J kategoria mata, a C, D kategorie lokal-
nie mate.

(a) Pokaz, ze funktor G : C — Set jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje morfizm uniwersalny z 1 do G.

(b) Pokaz, ze funktor F': C? — Set jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy
funktor z kategorii elementoéw [, F' — 1 ma prawy sprzezony.

(¢) Pokaz, ze funktor F : C? — Set jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy
kategoria elementow [, F' ma obiekt koncowy.

(d) Pokaz, ze istnieje morfizm uniwersalny z obiektu ¢ € C do funktora G : D — C
wtedy i tylko wtedy gdy funktor

C(e,G(—)): D — Set

jest reprezentowalny.

(e) Pokaz, ze istnieje morfizm uniwersalny z obiektu ¢ € C do funktora G : D — C
wtedy i tylko wtedy gdy kategoria ¢ | G ma obiekt poczatkowy.

(f) Pokaz, ze funktor G : D — C ma lewy sprzezony wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego obiektu ¢ € C istnieje morfizm uniwersalny z ¢ do G.

(g) Niech T': J — C funktor. Definiujemy funktor Coner : C? — Set tak, ze
Coner(X) jest zbiorem stozkow nad T o wierzchotku X. Pokaz, ze T ma
granice wtedy i tylko wtedy gdy funktor Coner jest reprezentowalny.

5. Opisz produkty i koprodukty (binarne) w kategorii

(a) grup abelowych Ab;
(b) pierscieni przemiennych C'Rng. Wskazowka: Sprawdz, ze koprodukty to ilo-
czyny tensorowe nad pierscieniem liczb catkowitych Z.

6. Podaj charakteryzacje mono- i epimorfizméw w kategorii grup abelowych przez ekwa-
lizatory i koekwalizatory.

7. Pokaz, ze funktor zapominania

(a) Uy : Mody — Ab, zapominajacy o dzialaniu pierscienia z kategorii modutéw nad
pierscieniem przemiennym k do kategorii grup abelowych ma lewy sprzezony;

(b) Uy : Rng — Mon, zapominajacy o dodawaniu z kategorii pierscieni do kategorii
monoidéw ma lewy sprzezony;



(¢) Us : Gpd — Cat, wlozenia z kategorii matych grupoidéw do kategorii kategorii
matych ma oba sprzezone. Jak mozna opisa¢ granice w Gpd w terminach granic
w Cat?

8. Funktor zapominania
O :Top — Set

z kategorii przestrzeni topologicznych do kategorii zbioréw ma oba funktory sprzezone
L,R: Set — Cat (L 4O - R). Opisz te funktory. Czy ktorys z funktor6w L, R ma
jeszcze jeden sprzezony?

9. Niech C i D bedg kategoriami ze skonczonymi granicami.

(a) Zalozmy, ze funktor F' : D — C zachowuje pulbeki. Pokaz, ze wowczas funktor
F:D— C/F(l)
taki, ze
d— F(!): F(d) - F(1)
zachowuje wszystkie skoniczone granice.
(b) Pokaz, ze dla dowolnego obiektu ¢ kategorii C funktor zapominania
F: C/C —C
taki, ze
f:d—c—d

kreuje pulbeki i ekwalizatory.

(¢) Wywnioskuj z powyzszego, ze jesli F' : D — C zachowuje pulbeki to zachowuje
tez ekwalizatory.



