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Poni»ej jest lista zada« semestralnych, które nale»y rozwi¡za¢ i odda¢ w formie pi-

semnej. Niektóre zadania maja kilka podpunktów o podobnej tematyce ale zró»nicowanej

skali trudno±ci. W takim przypadku przysªuguje Pa«stwu mo»liwo±¢ wyboru, który

podpunkt zdecyduj¡ si¦ Pa«stwo rozwi¡za¢. W sumie nale»y zrobi¢ 8 zada«.

1. Przedstaw granic¦ diagramu
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przy pomocy produktów i ekwalizatorów.

2. Niech G : A → Set funktor z kategorii lokalnie maªej.

(a) Poka», »e je»eli funktor G ma lewy sprz¦»ony to jest reprezentowalny.

(b) Poka», »e je»eli A ma granice, to G jest reprezentowanly wtedy i tylko wtedy

gdy G zachowuje granice oraz spelnia warunek zbioru rozwi¡zuj¡cego: istnieje

zbiór I oraz rodzina I-indeksowana {ai}i∈I obiektów A taka, »e dla dowolnego

obiektu a ∈ A i elementu x ∈ G(a) istnieje i ∈ I, mor�zm h : ai → a oraz

y ∈ G(ai) 2 takie, »e G(h)(y) = x.

3. Niech {Ai}i∈I b¦dzie rodzin¡ zbiorów. De�niujemy funktor

A : Set→ Set

wzorem

A(X) =
∐
i∈I

XAi , A(f) = f ◦ h ∈ Y Ai

dla zbioru X i funkcji f : X → Y oraz h ∈ XAi .

(a) Poka», »e funktor A zachowuje szerokie pulbeki.

(b) Przy jakich zaªo»eniach o rodzinie zbiorów {Ai}i∈I , funktor A zachowuje wystkie

granice.

Szeroki pulbek to granica po kategorii maªej J postaci
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to znaczy, J ma obiekt ko«cowy t, oraz peªna podkategoria rozpi¦ta na pozostalych

obiektach jest dyskretna.

4. Ka»de z poj¦¢: funktor sprz¦»ony, granica (kogranica), functor reprezentowalny, mor-

�zmu uniwersalny mo»na sprowadzi¢ do szczególnego przypadku ka»dego innego z

nich. Poni»ej jest kilka przykªadów. Niech J kategoria maªa, a C, D kategorie lokal-

nie maªe.

(a) Poka», »e funktor G : C → Set jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy

istnieje mor�zm uniwersalny z 1 do G.

(b) Poka», »e funktor F : Cop → Set jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy

funktor z kategorii elementów
∫
C F → 1 ma prawy sprz¦»ony.

(c) Poka», »e funktor F : Cop → Set jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy

kategoria elementów
∫
C F ma obiekt ko«cowy.

(d) Poka», »e istnieje mor�zm uniwersalny z obiektu c ∈ C do funktora G : D → C
wtedy i tylko wtedy gdy funktor

C(c,G(−)) : D → Set

jest reprezentowalny.

(e) Poka», »e istnieje mor�zm uniwersalny z obiektu c ∈ C do funktora G : D → C
wtedy i tylko wtedy gdy kategoria c ↓ G ma obiekt pocz¡tkowy.

(f) Poka», »e funktor G : D → C ma lewy sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy gdy dla

dowolnego obiektu c ∈ C istnieje mor�zm uniwersalny z c do G.

(g) Niech T : J → C funktor. De�niujemy funktor ConeT : Cop → Set tak, »e

ConeT (X) jest zbiorem sto»ków nad T o wierzchoªku X. Poka», »e T ma

granic¦ wtedy i tylko wtedy gdy funktor ConeT jest reprezentowalny.

5. Opisz produkty i koprodukty (binarne) w kategorii

(a) grup abelowych Ab;

(b) pier±cieni przemiennych CRng. Wskazówka: Sprawd¹, »e koprodukty to ilo-

czyny tensorowe nad pier±cieniem liczb caªkowitych Z.

6. Podaj charakteryzacj¦ mono- i epimor�zmów w kategorii grup abelowych przez ekwa-

lizatory i koekwalizatory.

7. Poka», »e funktor zapominania

(a) U1 : Modk → Ab, zapominaj¡cy o dziaªaniu pier±cienia z kategorii moduªów nad

pier±cieniem przemiennym k do kategorii grup abelowych ma lewy sprz¦»ony;

(b) U2 : Rng →Mon, zapominaj¡cy o dodawaniu z kategorii pier±cieni do kategorii

monoidów ma lewy sprz¦»ony;
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(c) U3 : Gpd → Cat, wªo»enia z kategorii maªych grupoidów do kategorii kategorii

maªych ma oba sprz¦»one. Jak mo»na opisa¢ granice w Gpd w terminach granic

w Cat?

8. Funktor zapominania

O : Top→ Set

z kategorii przestrzeni topologicznych do kategorii zbiorów ma oba funktory sprz¦»one

L,R : Set→ Cat (L a O a R). Opisz te funktory. Czy który± z funktorów L, R ma

jeszcze jeden sprz¦»ony?

9. Niech C i D b¦d¡ kategoriami ze sko«czonymi granicami.

(a) Zaªó»my, »e funktor F : D → C zachowuje pulbeki. Poka», »e wówczas funktor

F̄ : D → C/F (1)

taki, »e

d 7→ F (!) : F (d)→ F (1)

zachowuje wszystkie sko«czone granice.

(b) Poka», »e dla dowolnego obiektu c kategorii C funktor zapominania

F̄ : C/c → C

taki, »e

f : d→ c 7→ d

kreuje pulbeki i ekwalizatory.

(c) Wywnioskuj z powy»szego, »e jesli F : D → C zachowuje pulbeki to zachowuje

te» ekwalizatory.
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