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Poni»ej jest lista zada« semestralnych, które nale»y rozwi¡za¢ i odda¢ w formie pi-

semnej. Niektóre zadania maja kilka podpunktów o podobnej tematyce ale zró»nicowanej

skali trudno±ci. W takim przypadku przysªuguje Pa«stwu mo»liwo±¢ wyboru, który

podpunkt zdecyduj¡ si¦ Pa«stwo rozwi¡za¢. W sumie nale»y zrobi¢ 8 zada«.
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przy pomocy produktów i ekwalizatorów.

2. Poka», »e je»eli funktor G : A → Set ma lewy sprz¦»ony to jest reprezentowalny.

3. Niech F : A → B i G : B → A b¦dzie par¡ funktorów sprz¦»onych F a G z jedno±ci¡

η : 1A → GF i kojedno±ci¡ ε : FG → 1B. Niech Fix(A) b¦dzie podkategori¡

peªn¡ A do której nale»¡ te obiekty a ∈ A, dla których jedno±¢ ηa : a → GF (a)
jest izomor�zmem. Niech Fix(B) b¦dzie podkategori¡ peªn¡ B do której nale»¡ te

obiekty b ∈ B, dla których kojedno±¢ εb : FG(b) → b jest izomor�zmem. Poka», »e

powy»sze sprz¦»enie obcina si¦ do równowa»no±ci kategorii Fix(A) i Fix(B).

4. Zwi¡zki Galois. Niech R ⊆ X × Y b¦dzie relacj¡ binarn¡, A = (P(X),⊆) i B =
(P(Y ),⊆)op cz¦±ciowymi porz¡dkami. Relacja r indukuje dwa funktory

F : A → B, G : B → A

takie, »e dla X0 ⊂ X oraz Y0 ⊂ Y mamy

F (X0) = {y ∈ Y |X0 × {y} ⊆ R}, G(Y0) = {x ∈ X| {x} × Y0 ⊆ R}.

(a) Poka», »e F a G.
(b) Poka», »e funktory F i G ustalaj¡ bijekcj¦ zbiorów

Fix(P(X)) = {X0 ∈ P(X) : X0 = GF (X0)},

F ix(P(Y )) = {Y0 ∈ P(Y ) : Y0 = FG(Y0)}.

(c) Niech R ⊂ R2×H b¦dzie relacj¡ nale»enia pomi¦dzy punktami na pªaszczy¹nie

a póªpªaszczyznami. Opisz zbiory Fix(P(R2)) i Fix(P(H)) = {X ⊆ H :}. R
jest zbiorem liczb rzeczywistych.
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5. Opisz produkty i koprodukty (binarne) w kategorii

(a) grup abelowych Ab;

(b) pier±cieni przemiennych CRng. Wskazówka: Sprawd¹, »e koprodukty to ilo-

czyny tensorowe nad pier±cieniem liczb caªkowitych Z.

6. Podaj charakteryzacj¦ mono- i epimor�zmów w kategorii grup abelowych przez ekwa-

lizatory i koekwalizatory.

7. Poka», »e funktor zapominania

(a) U1 : Rng → Ab, zapominaj¡cy o mno»eniu z kategorii pier±cieni do kategorii

grup abelowych

(b) U2 : Rng →Mon, zapominaj¡cy o dodawaniu z kategorii pier±cieni do kategorii

monoidów

(c) U3 : Cat → Graf , zapominaj¡cy o mno»eniu i identyczno±ciach z kategorii

maªych kategorii do kategorii grafów

ma lewy sprz¦»ony.

Przez graf rozumiemy par¦ zbiorów E i V oraz par¦ funkcji d, c : E → V przypo-

rz¡dkowuj¡cych kraw¦dziom z E ich ko«ce w zbiorze wierzchoªków V . Mor�zmy, to

pary funkcji przyporzadkowuj¡ce kraw¦dzie kraw¦dziom, wierzchoªki wierzchoªkom i

zachowuj¡ce dziedziny oraz przeciwdziedziny. Czyli graf jest kategori¡ równowa»n¡

z kategori¡ SetC , gdzie C jest kategori¡

• •--

Funktor U3 kategorii maªej (C1, C0, d, c, i,m) przyporz¡dkowuje jej 'graf podkªadowy'
(C1, C0, d, c).

8. Funktor zapominania

O : Cat→ Set

z kategorii maªych kategorii do kategorii zbiorów ma oba funktory sprz¦»one L,R :
Set→ Cat (L a O a R). Opisz te funktory. Czy który± z funktorów L, R ma jeszcze

jeden sprz¦»ony?

9. Dla jakich zbiorów X funktor

(a) X × (−) : Set→ Set ma lewy sprz¦»ony.

(b) (−)X : Set→ Set ma prawy sprz¦»ony.

10. Niech C i D b¦d¡ kategoriami ze sko«czonymi granicami.

(a) Zaªó»my, »e funktor F : D → C zachowuje pulbeki. Poka», »e wówczas funktor

F̄ : D → C/F (1)

taki, »e

d 7→ F (!) : F (d)→ F (1)

zachowuje wszystkie sko«czone granice.
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(b) Poka», »e dla dowolnego obiektu c kategorii C funktor zapominania

F̄ : C/c → C

taki, »e

f : d→ c 7→ d

kreuje pulbeki i ekwalizatory.

(c) Wywnioskuj z powy»szego, »e jesli F : D → C zachowuje pulbeki to zachowuje

te» ekwalizatory.
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