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Ponizej jest lista zadan semestralnych, ktére nalezy rozwiazaé¢ i odda¢ w formie pi-
semnej. Niektore zadania maja kilka podpunktéw o podobnej tematyce ale zréznicowanej
skali trudnogci. W takim przypadku przystuguje Panstwu mozliwosé wyboru, ktéry
podpunkt zdecyduja sie Panstwo rozwigza¢. W sumie nalezy zrobi¢ 8 zadan.

1. Przedstaw granice diagramu
Ao Az Ay
fa
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przy pomocy produktéw i ekwalizatorow.

2. Pokaz, ze jezeli funktor G : A — Set ma lewy sprzezony to jest reprezentowalny.

3. Niech F: A — Bi G : B — A bedzie parg funktoréw sprzezonych F' 4 G z jednoécia
n: 1y — GF i kojednoscia ¢ : FG — 1. Niech Fiz(A) bedzie podkategoria
pelna A do ktorej naleza te obiekty a € A, dla ktorych jednosé n, : a — GF(a)
jest izomorfizmem. Niech Fiz(B) bedzie podkategoria pelna B do ktoérej naleza te
obiekty b € B, dla ktorych kojednosé e, : FG(b) — b jest izomorfizmem. Pokaz, ze
powyzsze sprzezenie obcina sie do rownowaznosci kategorii Fiz(A) i Fiz(B).

4. Zwigzki Galois. Niech R C X x Y bedzie relacja binarng, A = (P(X),C) 1 B =
(P(Y), C)% czesciowymi porzadkami. Relacja r indukuje dwa funktory

F:A—-B G:B— A
takie, ze dla Xg C X oraz Yy C Y mamy
F(Xo)={yeY|Xox{y} TR}, G) ={xeX|{z}xY,CR}.
(a) Pokaz, ze F' 4 G.
(b) Pokaz, ze funktory F' i G ustalaja bijekcje zbiorow
Fiz(P(X)) ={Xo € P(X) : Xo = GF(Xo)},
Fiz(P(Y)) = {¥o € P(Y) : Yy = FG(¥p)}.

(¢) Niech R C R? x H bedzie relacja nalezenia pomiedzy punktami na plaszczyznie
a poiplaszczyznami. Opisz zbiory Fix(P(R?)) i Fiz(P(H)) ={X C H :}. R
jest zbiorem liczb rzeczywistych.



5. Opisz produkty i koprodukty (binarne) w kategorii

a) grup abelowych Ab;

g

(b) pierscieni przemiennych C'Rng. Wskazowka: Sprawdz, ze koprodukty to ilo-
czyny tensorowe nad pierscieniem liczb catkowitych Z.

6. Podaj charakteryzacje mono- i epimorfizméw w kategorii grup abelowych przez ekwa-
lizatory i koekwalizatory.

7. Pokaz, ze funktor zapominania
(a) Uy : Rng — Ab, zapominajacy o mnozeniu z kategorii pierscieni do kategorii
grup abelowych

(b) Uy : Rng — Mon, zapominajacy o dodawaniu z kategorii pierscieni do kategorii
monoidow

(¢c) Us : Cat — Graf, zapominajacy o mnozeniu i identycznosciach z kategorii
maltych kategorii do kategorii grafow
ma lewy sprzezony.

Przez graf rozumiemy pare zbioréw F i V oraz pare funkcji d,c : E — V przypo-
rzadkowujacych krawedziom z FE ich konice w zbiorze wierzchotkow V. Morfizmy, to
pary funkcji przyporzadkowujace krawedzie krawedziom, wierzchotki wierzchotkom i
zachowujace dziedziny oraz przeciwdziedziny. Czyli graf jest kategoria réwnowazna
z kategoria SetC, gdzie C jest kategoria

_
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Funktor Us kategorii matej (C1, Co, d, ¢, i, m) przyporzadkowuje jej 'graf podkladowy’
(C1,Co, d, c).

8. Funktor zapominania
O :Cat — Set

z kategorii malych kategorii do kategorii zbioréw ma oba funktory sprzezone L, R :
Set — Cat (L 4O 4 R). Opisz te funktory. Czy ktoérys z funktoréw L, R ma jeszcze
jeden sprzezony?

9. Dla jakich zbiorow X funktor

(a) X x (=) : Set — Set ma lewy sprzezony.
(b) (—)* : Set — Set ma prawy sprzezony.

10. Niech C i D beda kategoriami ze skoficzonymi granicami.
(a) Zalozmy, ze funktor F' : D — C zachowuje pulbeki. Pokaz, ze wowczas funktor
F:D— C/F(l)

taki, ze
d— F(!): F(d) — F(1)

zachowuje wszystkie skoriczone granice.



(b) Pokaz, ze dla dowolnego obiektu ¢ kategorii C funktor zapominania
F: C/c —C
taki, ze
f:d—>c—d

kreuje pulbeki i ekwalizatory.

(¢c) Wywnioskuj z powyzszego, ze jesli F' : D — C zachowuje pulbeki to zachowuje
tez ekwalizatory.



