Elementy Teorii Kategorii
Zadania Semestralne
Semestr Wiosenny 2012

Marek Zawadowski

15 maj 2012

Ponizej jest lista dziesieciu zadan, z ktérych nalezy wybraé dziewieé, rozwiazac¢ i oddaé
w formie pisemnej. Zadania 8 i 10 jest liczone podwdjnie.

1. Przedstaw granice diagramu
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f2
N / FAN /f5
Aq As

przy pomocy produktow i ekwalizatoréw.

2. Funktor zapominania

O : Cat — Set

z kategorii malych kategorii do kategorii zbioréw ma oba funktory sprzezone L, R :
Set — Cat (L 4O 4 R). Opisz te funktory. Czy ktorys z funktoréow L, R ma jeszcze
jeden sprzezony?

3. Niech G:C —-D,F:D —C,G :C" — D oraz F' : D — C funktory takie, ze
F 4 Goraz F' 4G". Ponadto H : C — C' i K : D — D’ sa dowolnymi funktorami.
To znaczy mamy (niekoniecznie przemienny) diagram kategorii i funktorow
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C K D
Pokaz, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é¢ pomiedzy naturalnymi
transformacjami

0:FFoK —-HoF

oraz

7:KoG—G oH

4. Dany jest diagram (seryjnie) przemienny w kategorii Set,
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w ktorym wiersze sa kostozkami kogranicznymi a kolumny sa ekwalizatorami dla
n € w. Pokaz, ze wtedy diagram
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tez jest ekwalizatorem.

5. Niech A bedzie kategoria z obiektem konicowym, F' : A — Set funktorem. Pokaz,
ze F' jest koproduktem w Cat(A, Set) funktorow z A w Set zachowujacych obiekt
koticowy.

6. Niech F': A — Boraz G : B — A beda funktorami, o : 14 — GF oraz 8 : FG — 13
naturalnymi izomorfizmami. Pokaz, ze F' i G sa funktorami sprzezonymi. Czy mozna
przyjaé, ze « jest jednoscia tego sprzezenia?

7. Niech

At g G

~C

beda para funktoréw, C kategoria zupelna. Zatézmy, ze G kreuje granice. Pokaz, ze
wtedy F' zachowuje granice wtedy i tylko wtedy gdy G o F' zachowuje granice.

8. Niech C i D beda kategoriami ze skoriczonymi granicami.

(a) Zalozmy, ze funktor F': D — C zachowuje pulbeki. Pokaz, ze wowczas funktor
F :D — C/F(l)
taki, ze
d— F(1): F(d) — F(1)
zachowuje wszystkie skoriczone granice.

(b) Pokaz, ze dla dowolnego obiektu ¢ kategorii C funktor zapominania
F:C e —C
taki, ze
f:d—c—d

kreuje pulbeki i ekwalizatory.
(¢c) Wywnioskuj z powyzszego, ze jesli F' : D — C zachowuje pulbeki to zachowuje
tez ekwalizatory.

9. Pokaz, ze kategoria grup (wewnetrznych) w kategorii grup jest rownowazna z kate-
gorig, grup abelowych.



10. Funktory P, P, : Set — Set sg funktorami zbioru podzbioréw i zbioru skoriczonych
podzbioréw, odpowiednio. To znaczy, ze dla zbioru X, P(X) jest zbiorem wszystkich
podzbioréw zbioru X a P, (X) jest zbiorem podzbioréw skonczonych zbioru X. Na
morfizmach te funktory sa zdefiniowane przez funkcje obrazu. Na obu funktorach
mozna zdefiniowaé monady. Jednosé dla P jest wlozeniem elementéw zbioru na
singletony, tzn.

nx : X — P(X)
a mnozenie w monadzie P to suma (zbioru zbiorow)
U :PP(X)— P

Jednosé i mnozenie dla P, sa obcieciami jednosci i mnozenia dla P. Sprawdz, ze P
jest monada. Opisz algebry dla obu monad jako algebry rownosciowe (o operacjach
niekoniecznie skoriczonej arnosci).



