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Ponizej jest lista zadan semestralnych, ktore nalezy rozwiazaé i odda¢ w formie pisem-
nej. Niektore zadania maja kilka podpunktéw o podobnej tematyce ale zrbéznicowanej
skali trudnosci. W takim przypadku przystuguje Paiistwu mozliwosé wyboru, ktory
podpunkt zdecyduja si¢ Panstwo rozwiazac.

1. Niech f,G : C — D beda funktorami, 7 : F' — G transformacjg naturalng. Wtedy

(a) 7T jest naturalnym izomorfizmem tzn. izomorfizmem w kategorii Nat(C, D) wt-
edy 1 tylko wtedy gdy 7. jest izomorfizmem (w D) dla kazdego ¢ € Ob(C).

(b) Gdy D jest kategoria Set to 7 jest naturalnym epimorfizmem tzn. epimorfizmem
w kategorii Nat(C, Set) wtedy i tylko wtedy gdy 7. jest surjekcja (w Set) dla
kazdego ¢ € Ob(C).

2. Przedstaw granice diagramu
Ao Ay Ay
Ja
N2 ION /fS
Ay As
przy pomocy produktow i ekwalizatoréw.

3. Pokaz, ze jezeli funktor G : A — Set ma lewy sprzezony to jest reprezentowalny.

4. Niech F': A — Bi G : B — A bedzie parg funktoréw sprzezonych F' 4 G z jednoscia
n : 1y — GF i kojednoscia ¢ : FG — 1. Niech Fiz(A) bedzie podkategoria
pelna A do ktorej naleza te obiekty a € A, dla ktorych jednosé n, : a — GF(a)
jest izomorfizmem. Niech Fiz(B) bedzie podkategoria pelna B do ktoérej naleza te
obiekty b € B, dla ktorych kojednosé e, : FG(b) — b jest izomorfizmem. Pokaz, ze
powyzsze sprzezenie obcina si¢ do rownowaznosci kategorii Fliz(A) i Fiz(B).

5. Opisz produkty i koprodukty (binarne) w kategorii

(a) grup abelowych Ab;

(b) pierscieni przemiennych C Rng. Wskazowka: Sprawdz, ze koprodukty to iloczyny
tensorowe nad pierscieniem liczb catkowitych Z.

6. Pokaz, ze funktor zapominania

(a) Uy : Rng — Ab, zapominajacy o mnozeniu z kategorii pierscieni do kategorii
grup abelowych



(b) Uy : Rng — Mon, zapominajacy o dodawaniu z kategorii pierscieni do kategorii
monoidéw

(¢c) Us : Cat — Graf, zapominajacy o mnozeniu i identycznosciach z kategorii
matych kategorii do kategorii graféw

ma lewy sprzezony.

Przez graf rozumiemy pare zbioréw E i V oraz pare funkcji d, ¢ : E — V przyporzad-
kowujacych krawedziom z E ich korice w zbiorze wierzchotkéw V. Morfizmy, to pary
funkcji przyporzadkowujace krawedzie krawedziom, wierzchotki wierzchotkom i za-
chowujgce dziedziny oraz przeciwdziedziny. Czyli graf jest kategorig réwnowazna z
kategoria SetC, gdzie C jest kategoria
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Funktor Us kategorii maltej (Cy, Co, d, ¢, i, m) przyporzadkowuje jej 'graf podkladowy’
(C1,Co,d, c).

7. Pokaz, ze kategoria

(a) Set¢™”,
(b) Set™,

(c) przestrzeni ciagowych w sensie Kuratowskiego,

jest kartezjanisko domknieta. — jest kategorig majaca dwa obiekty i jeden morfizm
nieidentycznosciowy:

e —» 0
Przestrzeniq ciggowg w sensie Kuratowskiego nazywamy zbiér X wraz z funkcja czes-
ciowg lim : X¥ — X. Jesli limyec,xy, jest okreslona to ciag {xy,}new nazywamy
zbieznym. Ponadto spelnione sa nastepujace aksjomaty.

(a) limpe,x—x (granica ciaggu statego rownego x jest rowna z).

(b) Jesli granica ciagu jest rowna x to granica kazdego jego podciagu tez jest rowna
x.

(c) Jesli kazdy podciag ciagu {xy, }ne, zawiera podciag ktory jest zbiezny to caly
ciag {n tnew tez jest zbiezny.

Morfizm przestrzeni ciagowych w sensie Kuratowskiego f : (X,lim) — (Y, lim) jest to
funkcja f : X — Y zachowujaca granice, tzn. jesli limpco®yn, = © to limpew f(2n) =
f(x) dla dowolnego ciagu z X“.

8. Pokaz, ze kategoria grup (wewnetrznych) w kategorii grup jest rownowazna z kate-
goria grup abelowych.

9. Niech P : Set — Set? bedzie funktorem zbioru potegowego, tzn. dla f : A — B
w Set mamy P(f) = f~1: P(B) — P(A), a P bedzie funktorem dualnym, tzn.
'tym samym funktorem’ ale oreslonym na dualnych kategoriach P : Set°? — Set.
Pokaz, ze P 4 P°P.

10. Dla jakich zbioréw X funktor

(a) X x (—): Set — Set ma lewy sprzezony.
(b) ()X : Set — Set ma prawy sprzezony.



