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1 Wprowadzenie

1.1 Rys historyczny

Trudno jest doktadnie ustali¢ kiedy sie w praktyce matematycznej pojawity kategorie
i funktory. Mozna argumentowac, ze byto to juz w starozytnej Grecji. W kazdym
razie stato sie to na pewno przed poczatkiem wieku XX. Naturalne transformacje po-
jawily sie na poczatku lat czterdziestych ubieglego stulecia. Natomiast za poczatek
Teorii Kategorii, jako osobnej dyscypliny matematycznej uwaza sie zgodnie jedno
wydarzenie: publikacje w roku 1945 pracy S. Eilenberga i S. MacLanea, ‘General
theory of natural equivalences‘, Transactions of AMS.

Potrzeba zdefiniowania wszystkich trzech wyzej wspomnianych poje¢ powstata
tak péino gdyz o konkretnych kategoriach mozna byto méwié bez definiowania co
to jest kategoria'. Nawet, jak sie okazato, mozna bylo definiowaé konkretne funk-
tory pomiedzy kategoriami nie tlumaczac ani czym sa abstrakcyjne kategorie i ani
czym sg abstrakcyjne funktory. To sie jednak zmienito gdy trzeba bylo opisaé czym
sa naturalne transformacje pomiedzy funktorami. Do tego oczywisdcie trzeba byto
opisaé co to sy funktory dziatajace z kategorii do kategorii... a do tego trzeba byto
zdefiniowaé co to sa kategorie. Wszystkie te trzy pojecia zostaly zdefiniowane we
wspomnianej pracy? z 1945 roku.

Nie od razu uzytecznosé Teorii Kategorii zostata w pelni doceniona. Przez pierw-
sze kilkanagcie lat nie powstalo zbyt wiele prac dotyczacych tej teorii. Oprocz wspo-
mnianych twércéw teorii na wyrédznienie za wkitad we wezesnym okresie jej istnienia
zastuguje Ch. Eresmann, A. Grothendieck a zwtaszcza D. Kan, ktory w pracy z 1958
roku wprowadzit pojecie funktoréw sprzezonych, jedno z najbardziej fundamental-
nych poje¢ w calej Teorii Kategorii. W latach sze$é¢dziesigtych rozwoj tej teorii
nabral duzej dynamiki co zaowocowalo w 1971 roku monografia ‘Categories for the

'E.Galois uzywal pojecia grupy w latach dwudziestych XIX wieku choé abstrakcyjne pojecie
grupy jest mniej wiecej o 100 lat mlodsze.

Moéwiac doktadniej w pracy tej oprocz kategorii i funktoréw zostaty zdefiniowane tylko naturalne
izomorfizmy. S. Eilenberg komentujac dlaczego nie wprowdzil juz wtedy dowolnych naturalnych
transformacji powiedzial: ’one generalization at a time’.



Working Mathematician® S.MacLane’a, do dzi§ bedaca najlepszym wprowadzeniem
do Teorii Kategorii.

1.2 O kategoriach

Kategorie i funktory pojawity sie by opisa¢ z sposob sformalizowany proces przecho-
dzenia od struktur pewnego typu do struktur innego typu.

Na kategorie mozna tez patrzeé¢ jak na matematyczne struktury uogélniajace
monoidy (kategorie z jednym obiektem) z jednej strony i czesciowe (pra)porzadki
(kategorie w ktorych pomiedzy dwoma obiektami istnieje co najwyzej jeden mor-
fizm) z drugiej. To moze pomoc w zrozumieniu poje¢ kategoryjnych na prostszych
przyktadach, jak rowniez fakty dotyczace monoidéw i czesciowych porzadkéw maja
nierzadko interesujace uogélnienia kategoryjne.

Ale ja bardziej wole patrze¢ na kategorie jak na pewna subtelna formalizacje
struktury matematycznej na wlasciwym poziomie ogélnosci. Samego pojecia struk-
tury nie sposéb zdefiniowa¢ gdyz jest ono zbyt ogélne? ale sprobuje w kilku zdaniach
opisa¢ co mam na mysli.

Rozwazymy kategorie ktoérej obiektami sa grupy a morfizmami funkcje pomiedzy
uniwersami grup. Takie przeksztalcenia grup ignoruja cata istniejaca w naszych
obiektach strukture. To powoduje, ze ta struktura wtasciwie przestaje mie¢ ja-
kiekolwiek znaczenie. Na przyktad grupa liczb catkowitych w takiej kategorii jest
izomorficzna z grupa liczb wymiernych i kazda inna grupa przeliczalna. W konse-
kwencji mamy do czynienia bardziej ze zbiorami niz z grupami. W tym przypadku
jest dosé¢ dobrze widaé, ze by badaé grupy sensowniej jest to robi¢ w kategorii grup
i homomorfizmow.

7 drugiej strony, jesli rozwazymy kraty zupelne to wyb6r morfizméw nie jest juz
taki oczywisty. Krata zupeta jest to zbiér czesciowo uporzadkowany w ktérym ist-
nieja, wszystkie kresy. Ot6z jedli nawet ograniczymy sie w definicji tylko do kreséw
dolnych (czy gornych) to i tak krata bedzie posiadala wszystkie kresy*. W szcze-
gblnosci mamy wiecej operacji niz moze byémy chcieli... Ale mamy tez morfizmy i
te wcale nie muszg zachowywaé wszystkich kreséw. Mozemy rozwazaé kategorie w
ktorej morfizmy zachowuja wszystkie kresy A 1\ ale tez takyg w ktorej morfizmy
zachowuja tylko \/ lub tylko A, a nawet taka, w ktérej morfizmy zachowuja tylko
\/ i A’. W kategoriach patrzymy na obiekty od zewnatrz (strukturalnie), to znaczy
badamy jak dany obiekt zachowuje sie w stosunku do innych obiektéw ’tego typu’
porownujac obiekty przy pomocy morfizméw zachowujacych strukture a nie od we-
wnatrz (analitycznie) kazdy obiekt osobno. W tym sensie mozna mysle¢, ze struktura
(obiektow danej kategorii) to jest to co zachowuja morfizmy.

3Duzo trudniej jest poda¢ ’definicje’ struktury niz przyklad struktury, ktory nie spelnia tej
definicji.

Jedli krata L posiada kresy dolne /\ 1 X jest podzbiorem uniwersum L, to kres gérny X mozna
zdefiniowaé nastepujaco \/ X = A{l € L|Veexz <1}

5Jegli ograniczyé jeszcze kraty do takich w ktoérych te operacje \/ i A sa ze soba rozdzielne to
otrzymujemy w ten sposob kategorie lokali, kategorie dualng do kategorii przestrzeni topologicznych
bezpunktowych.



2 Kategorie, funktory i transformacje naturalne

2.1 Kategorie

Kategoria C sktada si¢ z rodziny obiektéw Ob(C), rodziny morfizméw Mor(C). Po-
nadto

e kazdy morfizm f ma dziedzine dom(f) i przeciwdziedzine cod(f); piszemy
F:X 5 Yiub X Ly gdy X = dom(f) oraz Y = cod(f);

e jesli f i g sa dwoma morfizmami takimi, ze cod(f) = dom(g), to okreslone jest
Aozenie f 1 g, ktére zapisujemy g o f.

X
1N
Y
gof

e dla kazdego obiektu X okreslony jest morfizm identycznosciowy, oznaczany idx
(lub 1 X);

Z

e operacje te spelniaja nastepujace aksjomaty; dla X, Y € Ob(C), f,g,h €
Mor(C)

1. dom(lx) =X = cod(1x);

2. dom(go f) = dom(f), cod(go f) = cod(d), gdy cod(f) = dom(g);
3. lyof=f=folx,gdy f: X =Y,

4. ho(gof)=(hog)o f, gdy cod(f)=dom(g) i cod(g) = dom(h).

Notacja zlozenia morfizméow. Jesli f : X — Y oraz g:Y — Z to
go f: X — Z oznacza ztozenie f z g, jesli kto§ woli to moze tez pisaé takie zto-
zenie w porzgdku aplikacyjnym, ze $rednikiem: f;g: X — Z. Czyli piszemy jak kto
chce ale piszemy jak piszemy!

Jesli C jest kategoria to przez C(X,Y) (lub Home(X,Y), Hom(X,Y')) oznaczamy
rodzine morfizméw z X do Y, t.zn.

C(X,)Y)={f€ Mor(C):dom(f) =X, cod(f)=Y}.

Kategorie C nazywamy lokalnie matg jesli dla dowolnych obiektéw X, Y € C, rodzina
C(X,Y) jest ‘matym’ zbiorem. Kategorie C nazywamy matg jesli zar6wno rodzina
obiektow Ob(C) jak i rodzina morfizméw Mor(C) sa zbiorami.

Uwaga. Powyzsza definicja kategorii nie odnosi sie w ogole do zbioréw by uczynic
teorie kategorii niezalezna od teorii mnogosci. Jednak przyktady jak najbardziej
odnoszg sie do teorii mnogoéci choé¢ nie zawsze w taki sposéb w jaki ona by sobie
tego zyczyta. Rozwazanie kategorii ktére nie sa mate wymaga uwagi. Na przyktad
kategoria wszystkich funktoréw pomiedzy takimi kategoriami wyglada podejrzanie
z punktu widzenia teorii mnogosci, poniewaz ‘obiekt’ ktéry otrzymujemy moze sie
okazaé ‘zbyt duzy’. Tymi sprawami nie trzeba sobie zbytnio zaprzatac¢ gtowy ale jesli
ktos chce sta¢ na twardych fundamentach to moze mysle¢ jak nastepuje. Pracujemy
w teorii ZFC z aksjomatem moéwiacym ze istnieja dwie liczby mocno nieosiggalne
01 < 0. Jedli V jest modelem tej teorii to Ry, C Ry, C V sa wtedy modelami
dla ZFC. Male zbiory to zbiory w Rp,. Kategorie male to kategorie ktorych rodziny



obiektéw i morfizméw sa matymi zbiorami. Kategorie lokalnie mate to kategorie to

kategorie w Ry, jesli rozwazamy co$ na ksztalt kategorii funktoréw pomiedzy takimi

kategoriami to i tak to cos nalezy do V. Nigdy nic wiecej nie bedzie nam potrzebne.
Przyklady kategorii

1.
2.

10.

11.

12.
13.

0 - kategoria pusta. W tej kategorii nie ma obiektéw ani morfizmow.

1 - kategoria z jednym obiektem i jednym morfizmem (identycznoscia)
1lp: 0 — 0.

2 - kategoria z dwoma obiektami 0 i 1 i jednym morfizmem nieidentycznoscio-
wym 0 — 1.

Set - kategoria zbioréw i funkcji. Tu jak i podczas catego wyktadu zaktadamy,
ze kazda funkcja ma ustalona dziedzine i przeciwdziedzine.

Set pin - kategoria zbioréw skonczonych i funkcji.
Gr - kategoria grup i homomorfizmow.
G — Set kategoria akcji grupy G na zbiorach i przeksztalcenn ekwiwariantnych.

Alg(T) - kategoria algebr teorii rownosciowej T i homomorfizméow algebr. Ten
przyklad jest uogélnieniem poprzedniego jako, ze teoria grup jest teoria réow-
no$ciowa. Jesli pojecie teorii rownosciowej nie jest znane czytelnikowi to nie
szkodzi. To pojecie bedzie wyttumaczone pézniej, jak réwniez pojecie kategorii
algebr réwnosciowych w dowolnej kategorii z produktami skonczonymi.

Monoid - kategoria z jednym obiektem. Jesli M = (M, e, o) jest monoidem
to mozemy patrze¢ na M jako na kategorie z jednym obiektem x* i rodzina
morfizméw M. Wtedy ztozenie jest zawsze okreslone i jest mnozeniem o w
monoidzie oraz 1, = e.

Grupa - kategoria z jednym obiektem, podobnie jak w poprzednim przyktadzie,
w ktorej kazdy morfizm jest izomorfizmem.

Praporzadek: kategoria w ktorej istnieje co najwyzej jeden morfizm pomiedzy
dwoma obiektami. Doktadniej praporzadek (P, <) jest to zbior P z relacja
zwrotna i przechodnig <.

Top - kategoria przestrzeni topologicznych i funkcji ciagtych.

Toph - kategoria przestrzeni topologicznych i klas homotopii funkcji ciaglych.

Operacje na kategoriach

1.

Kategoria dualna C°P do kategorii C. Jesli zamienimy operacje dom i cod (odpo-
wiada to odwroceniu strzatek w diagramach) to tak otrzymane operacje rowniez
spetniaja aksjomaty kategorii. Tak otrzymana kategoria nazywa sie kategoria
dualna.

Produkt kategorii C x D jest to kategoria ktérej obiektami sa pary obiektéw
(C, D) takie, ze C € C oraz D € D. Morfizm (f,g) : (C,D) — (C’, D) jest
to para morfizmow f: C — C'wC1i f: D — D' w D. Identycznosci i ztozenia
w C x D sa zdefiniowane w oczywisty sposéb po wspotrzednych.



3.

Niech X bedzie obiektem kategorii C. Kategoria C/C ptat kategorii C nad C?
(slice category) ma jako obiekty morfiziny o przeciwdziedzinie C. Morfizmem
wC/Czf:A— Cdog:B — C jest morfizm h : A — B w C taki, ze
goh = f. Graficznie, na diagramie, mozemy to przestawi¢ tak:

A h

e

Mowimy, ze ten diagram jest przemienny gdy go h = f.

B

Morfizmy specjalne w kategoriach

Morfizm f : X — Y w kategorii C jest epimorfizmem (epi) jesli dla dowolnych
morfizméw g, h:Y — Z je§ligo f=ho f to g = h.

Morfizm f : X — Y w kategorii C jest monomorfizmem (mono) jesli dla dowol-
nych morfizméw g, h: Z — X jesli fog= foh tog=h.

Morfizm f : X — Y w kategorii C jest izomorfizmem (izo) jesli istnieje morfizm
g:Y — X taki, ze go f = idx oraz fog =idy. Jedli istnieje izomorfizm f: X — Y
w kategorii C to méwimy, ze X 1Y sa izomorficzne i oznaczamy X =Y.

Morfizm f: X — Y w kategorii C jest retrakcjg (split epi) jesli istnieje morfizm
g:Y — X taki, ze fog=1idy.

Morfizm f : X — Y w kategorii C jest koretrakcjq (split mono) jesli istnieje
morfizm g : Y — X taki, ze go f = idx.

Cwiczenia

1

2.

Podaj charakteryzacje monomorfizméw i epimorfizméw w kategorii Set.
Pokaz, ze w Set kazdy morfizm ktory jest mono i epi jest tez izo.
Niech f: X — Y bedzie morfizmem w kategorii C. Pokaz, ze

(a) Jesli f jest split epi i mono to jest izo.

(b) Jesli f jest split mono i epi to jest izo.

Niech f : X — X bedzie epimorfizmem w kategorii C takim, ze fo f = f.
Pokaz, ze f = 1x.

Podaj przyktad morfizmu w kategorii monoidéw Mon i kategorii pierscieni
Rng, ktory jest monomorfizmem i epimorfizimem ale nie jest izomorfizmem.

Pokaz, ze ztozenie dwoch epimorfizméw (monomorfizméw, izomorfizmow) jest
epimorfizmem (monomorfizmem, izomorfizmem).

Pokaz, ze jesli ztozenie morfizméw g o f jest epi to g tez jest epi.

Pokaz, ze jesli ztozenie morfizmoéw g o f jest mono to f tez jest mono.



2.2 Funktory

Funktor F : C — D z kategorii C do kategorii D jest to przyporzadkowanie obiektom
kategorii C obiektow kategorii D i morfizmom kategorii C morfizméw kategorii D, w

taki sposéb, ze zachowane sa dziedziny, przeciwdziedziny, ztozenia i identycznodci,
czylidla X, f,geC

L. F(dom(f)) = dom(F(f)), F(cod(f)) = cod(F(f));
3. Fgo f)=F(g) o F(f).

Ostatnia réwnoéci oczywidcie nie miata by sensu gdyby nie zatozy¢, ze dom(g) =
cod(f). Tego typu zaltozenia bedziemy na ogét przyjmowaé milczaco.

Przyktady funktoréw

1. Funktor identycznosciowy ide : C — C.

2. X €C, [X]:D — C funktor staly rowny;

3. Setyi, — Set funktor wlozenia;

4. U : Alg(T) — Set funktor zapominania;

5. U :Top — Set funktor zapominania;

6. w1 : Top. — Gr funktor grupy podstawowej;
7. F:Set — Gr funktor grupy wolnej.

8. Funktory reprezentowalne. Obiekt X kategorii lokalnie matej C wyznacza dwa
funktory:

(a) C(X,—):C —> Set
Kazdy funktor naturalnie izomorficzny z takim funktorem nazywamy (ko-
wariantnym) funktorem reprezentowalnym

(b) C(—,X) : C? — Set
Kazdy funktor naturalnie izomorficzny z takim funktorem nazywamy
(kontrawariantnym) funktorem reprezentowalnym

9. C(—,=) : C? x C —» Set funktor hom;
10. m; : C x C — C funktory rzutowania, dla ¢ = 0, 1;
11. A :C — C x C funktor diagonalny;

12. Funktory na kategorii zbioréw:



(f) P : Set®? — Set funktor potegowy (P(X) jest zbiorem podzbioréw
zbioru X);
P(f: X —=Y)=f":PY) — P(X)

(g) Natomiast przyporzadkowanie X +— X~ nie da sie rozszerzy¢ do funktora
z Set w Set.

13. Funktor przestrzeni sprzezonej:
(=) : Vect? — Vectg

V= Hom(V,K)

Funktory specjalne

Funktor F' : C — D jest wierny jesli dla dowolnej pary obiektéow X, Y w C funkcja
Fxy : C(X,Y) = C(F(X), F(Y)) indukowana przez F jest injekcja. F' jest petny
jesli ta funkcja jest surjekcja. F jest petny na izomorfizmach jedli ta funkcja jest
surjekcja gdy jej dziedzine i przeciwdziedzine obetniemy do izomorfizmow.

Funktor F' : C — D jest wlasciwie surjektywny jesli dla dowolnego obiektu YV w
D istnieje obiekt X w C oraz izomorfizm f: f(X) — Y.

Przyklady

1. Funktor grupy podstawowej w1 : Top, — Gr nie jest wierny bo kazde dwa
homotopijne przeksztatcenia indukuja ten sam homomorfizm grup podstawo-
wych. Nie jest tez wierny ale jest wlasciwie surjektywny.

2. Funktor grupy wolnej F : Set — Gr jest wierny poniewaz rézne funkcje po-
miedzy zbiorami indukuja rézne homomorfizmy grup wolnych. Funktor F nie
jest ani petny, jako ze nie kazdy homomorfizm grup przeksztatca zbidr wy-
branych generatoréw grupy na zbiér wybranych generatoréw, ani wlasciwie
surjektywny, jako ze nie kazda grupa jest izomorficzna z grupa wolna.

3. Funktor zanurzenia kategorii grup abelowych w kategorie wszystkich grup
Ab — Gr jest wierny i petny ale nie jest wlasciwie surjektywny.

4. Funktor zapominania Ab — Sety jest wierny i wlasciwie surjektywny ale nie
jest pelny.

5. Funktor zapminania Latt — Poset z kategorii krat do kategorii porzadkéow cze-
$ciowych jest wierny i pelny na izomorfizmach ale nie jest pelny ani wlasciwie
surjektywny.

Kategoria krat ma jako obiekty, kraty a jako morfizmy, morfizmy krat. Krate
mozna definiowa¢ jako algebre dla teorii réwnosciowej lub prodciej jako cze-
Sciowy porzadek ktory ma kresy gorne i dolne zbiorow skonczonych (w tym
zbioru pustego). Morfizmmy krat zachowuja skoriczone kresy. Jest to wiecej
niz tylko zachowywanie cze$ciowego porzadku ale jesli morfizm zachowujacy
czesciowy porzadek jest izomorfizmem to musi tez zachowywaé kresy. Przy-
czyna tego zjawiska lezy w tym, ze nawet jesli kresy sa czyms$ szczegdlnym
w czesciowym porzadku to w terminach samego porzadku mozna wyrazié, ze
co$ jest kresem jakiego$ zbioru. W tym sensie krata jest czesciowym porzad-
kiem z dodatkowa wlasnogcia (istnienie skoriczonych kresow) a nie czesciowym
porzadkiem z dodatkowsa struktura.



6. Niech B bedzie kategoria ktorej obiektami sa zbiory (n] = {1,...,n} dlan €
w a morfizmami bijekcje. Sety;, jest kategorig zbiréw skoriczonych. Wtedy
funktor zanurzenia B — Set;, jest wierny, pelny na izomorfizmach i wlasciwie
surjektywny ale nie jest pelny.

Méwimy, ze funktor F' zachowuje wlasnos¢ W gdy jesli obiekt lub morfizm lub
.. ma wlasnos¢ W to jego obraz przy F' tez ma wlasnoéé W.

Méwimy, ze funktor F' odbija wlasnosé W gdy jedli obraz przy F obiektu lub
morfizmu lub ... ma wlasnos¢ W to obiekt lub morfizm lub ... tez ma wtasnosé¢ W.

Moéwimy, ze funktor F' jest konserwatywny jesli odbija izomorfizmy.

Cwiczenia
1. Pokaz, ze funktor zapominania U : Top — Set jest wierny ale nie jest pelny.

2. Pokaz, ze funktor rzutowania mg : C x C — C jest wierny wtedy i tylko wtedy
gdy C jest praporzadkiem.

3. Pokaz, ze kazdy funktor zachowuje izomorfizmy, split epi i split mono.
4. Pokaz, ze kazdy wierny funktor odbija epimorfizmy i monomorfizmy.

5. Pokaz, ze jesli funktor F': C — D jest wierny i pelny oraz X, Y sa obiektami w
C takimi, ze FI(X) = F(Y) to X 2 Y. Pokaz, ze funktor wierny i pelny odbija
izomorfizmy.

2.3 Transformacje naturalne

Jesli F,G : C —> D sa funktorami to transformacja naturalne 7 : F — G jest
rodzina morfizméw w D indeksowana obiektami C, {rx : F(X) — G(X)}xeonc
taka, ze diagram

F(Y) —

jest przemienny, dla dowolnego morfizmu f: X — Y w C.

Przyklady transformacji naturalnych
1. idp : F — F transformacja identycznosciowa;
2. jesli f: X — Y jest morfizmem w C, to
C(—,f):C(—,X)—=C(—,Y)
C(f,—):C(Y,—) = C(X,—)
sa transformacjami naturalnymi pomiedzy funktorami reprezentowalnymi;

3. f: X — Y funkcja. Wtedy f indukuje transformacje naturalna pomiedzy
funktorami X x (—): Set — Set i Y x (—) : Set — Set,



4. Niech ﬁ : Set — Set bedzie kowariantnym funktorem potegowym,tzn

6.

B(f: X oY) =3 PX) — P(Y)

gdzie 3y jest funkcjg obrazu. Wtedy mamy transformacje naturalng p : PP -
P taka, ze px(A) =JA dla X € Set oraz A € PP(X) (pux sumuje rodziny
podzbioréw zbioru X);

{-}: gt — B taka, ze {—}x(x) = {z} dla X € Set oraz x € X jest
transformacja naturalna ({—}x wklada elementy zbioru X do P(X) jako sin-
gletony);

Wtozenie przestrzeni wektorowej w przestrzen podwdjnie sprzezona:
T Idyeet, — (=) : Vectx — Vecty
v :V — V™ =Hom(Hom(V,K), K)
mv(z): Hom(V,K) — K)
v (z)(f) = f(x)

Jesli C i D sa kategoriami to transformacje naturalne pomiedzy funktorami o
dziedzinie C i D przeciwdziedzinie D mozna sktadac¢ i tworza one kategorie funkto-
réw (i transformacji naturalnych), oznaczana DC. DC(F,G) oznacza zbior (klase)
transformacji z F' do G. Izomorfizmy w tej kategorii nazywamy naturalnyms izomor-
fizmami.

Funktor F' : C — Set (G : C? — Set) jest reprezentowalny jesli istnieje obiekt
C € C oraz naturalny izomorfizm 7 : C(C,—) — F (7 : C(—,C) — G). Pare (C, 1)
nazywamy reprezentacjq funktora F (G).

Przyklady funktoréow reprezentowalnych

1.

Funktor P : Set®? — Set jest reprezentowany przez obiekt 2 = {0,1}. Dla
zbioru X, sktadowa 7x : 2¥ — P(X), naturalnego morfizmu 7 : 2(-) — P
przyporzadkowuje funkcjom charakterystycznym podzbioréw, przeciwobrazy
1, tzn 7x(f) = f71(1) dla f € 2%.

. Funktor produktu Set — Set t.ze X — X x X jest reprezentowany przez 2

(ale jako funktor kowariantny).

Funktor zapominania | — | : Gr — Set jest reprezentowany przez grupe liczb
catkowitych Z, tzn. przez grupe wolna o jednym generatorze.

Cwiczenia

1.

Niech F,G : C — D bedg funktorami a 7 : F' — G transformacja naturalng
taka, ze 7¢ : F(C) — G(C) jest izomorfizmem dla wszystkich C' € C. Pokaz,
ze T jest naturalnym izomorfizmem.

Pokaz, ze funktory 2(=), P : Set®? — Set sa naturalnie izomorficzne. Wywnio-
skuj stad, ze P jest reprezentowalny.

Pokaz, ze funktor zapominania z kategorii grup Gr w kategorie zbiordéw Set
jest reprezentowalny.
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4. Niech N bedzie kategoria, ktoérej obiektami sa liczby naturalne, a morfizm
pomiedzy dwoma obiektami m i n z N istnieje gdy m < n.

(a) Dla n € N opisz funktor reprezentowalny N(n,—) : N — Set.

(b) Dla dowolnego funktora F' : N — Set i n € N opisz transformacje z
N(n,—) w F.

(c) Dla n € N opisz funktor reprezentowalny N(—,n) : N7 — Set.

(d) Dla dowolnego funktora G : N’ — Set i n € N opisz transformacje z
N(—,n) w G.

5. Niech G bedzie grupa (tzn. kategoria z jednym obiektem * w ktorej kazdy
morfizm jest izomorfizmem). Pokaz, ze funktor F' : G — Set odpowiada dzia-
taniu grupy G na zbiorze F'(x). Opisz transformacje naturalne z G(x, —) do
dowolnego F' : G — Set.

2.4 Roéwnowaznosé kategorii

Jak juz moéwilidmy, czesto nie ma sensu pytanie: ’czy dwa obiekty kategorii sg réwne?’
ale raczej: ’czy sa izomorficzne?’. Szczegblnie jesli sg one otrzymane w wyniku
roznych konstrukeji. Na przyktad, produkty kartezjanskie zbiorow A x (B xC) i (A x
B) x C sa rozne ale oczywiscie w wielu sytuacjach chcemy je utozsamia¢ poniewaz sg
one w (naturalny) sposob izomorficzne. Innymi stowy wszystkie 'rozsadne’ wlasnosci,
ktore ma jeden z obiektéw ma tez i drugi.

Pojecie funktora daje nam automatycznie pojecie tzomorfizmu kategorii. Miano-
wicie, jesli A i B sa kategoriami a F': A — Bi G: B — A takimi, ze

FoG=idg oraz GoF =idy

to kategorie A i B sa izomorficzne. Jednak pojecie izomorfizmmu kategorii jest nieco za
silne. Na przyktad, kategoria grup skonczonych Gry;, jest 'w zasadzie’ ta sama ka-
tegoria co kategoria grup, ktérych nosnikami sg liczby naturalne Gr‘]‘c’m. Te kategorie
oczywiscie nie s rowne ale tez nie sg nawet izomorficzne! By mo6c utozsamiaé takie
kategorie potrzebne jest stabsze pojecie niz izomorfizm kategorii. Takim pojeciem
jest réwnowaznodé kategorii. Mowimy, ze kategorie A 1 B s3 réwnowazne jesli istnieja
funktory F': A — Bi G : B — A oraz naturalne izomorfizmy

T:idg —>FoG oraz o:idy - GoF

Cwiczenia
1. Pokaz, ze kategorie Gryin 1 Gr§;, sa rownowazne.

2. Kategoria A jest szkieletowa o ile dla dowolnych obiektow A, B € A, jezeli A =
B to A = B. Pokaz, ze kazda kategoria jest réwnowazna kategorii szkieletowej.

3. Niech Vecy;, bedzie kategorig skoniczenie wymiarowych przestrzeni liniowych
nad R i przeksztalcen liniowych. Pokaz, ze kategorie Vecyi, oraz Vecy sa
réwnowazne.

4. Niech Rel bedzie kategoria zbiorow i relacji, tzn Rel(X,Y) = P(X xY) (relacje
sktadamy w zwyktly sposob). Pokaz, ze kategorie Rel oraz Rel®P sa rownowazne.
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5. Kratg nazywamy czesciowy porzadek w ktorym sa skoriczone kresy (A gorny i
V dolny). Krata A jest dystrybutywna o ile dla dowolnych a, b, c € A zachodzi
rOwnosc:

aN(bVe)=(anb)V(aAc)
Algebra Boole’a to krata dystrybutywna w ktorej kazdy element a ma uzupel-
nienia —a takie, ze
aV—a=1 aAN—-a=0

Pokaz, ze kategoria skoniczonych algebr Boole’a jest réwnowazna z kategoria
dualna do kategorii zbioréw skonczonych.

2.5 2-kategoryjne aspekty kategorii Cat

Jak juz moéwilismy dla ustalonych kategorii C i D funktory z C w D oraz naturalne
transformacje pomiedzy takim funktorami tworza kategorie oznaczany Nat(C,D)
(lub D). Zatem jesli mamy transformacje o : F — G i 7 : G — H jak na diagramie

F

e Vo G 4
U
H
to ztozenie wertykalne transformacji naturalnych 7o o jest okreslone punktowo,tzn.
(too)ec=1coo0c dlaC eC.
Ponadto transformacje naturalne mozemy sktadaé¢ z funktorami i to z obu stron.
Majac kategorie, funktory i naturalna transformacje jak w diagramie

F K

C o D
H

mozemy okresli¢ transformacje naturalna

c’ D’

op:GoF — HoF
tak, ze (oF)cr = op(cry dla C' € C' a takze transformacje naturalng
K(o): KoG— KoH

taka, ze K(0)c = K(o¢) dla C € C.
Majac dane dwie transformacje naturalne jak w diagramie

Fy Go
C o D yr &
Fy G1

mozemy zdefiniowaé ztozenie horyzontalne tych transformacji
Tx0:Gygo by — G1o F

Jak wida¢ z ponizszego kwadratu

TE,

Goo Fy G10o
Go(o) G1(o)
G()OF1 T G10F1
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istnieja dwie transformacje naturalne z funktora Gy o Fy do G o Fi.

powyzszy kwadratu na obiekcie C' € C otrzymujemy kwadrat

-
Go o Fo(C) — 9 L G 6 Ry(C)
Go(oc) Gi(oc)
G()OF1<C) TFl(C GloFl(C)

Ewaluujac

ktory jest oczywiscie przemienny na mocy naturalnosci transformacji 7 na morfizmie

oc: Fo(c) = Fi(c). Zatem definiujemy

(T*x0)c = Gi(oc) o Tryc) = TR (c) © Goloc)

dla C €C.

Cwiczenia

1. Pokaz, ze wszystkie zdefiniowane powyzej transformacje sa naturalne.

2. Pokaz, ze ztozenie horyzontalne jest taczne.
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3 Funktory reprezentowalne

3.1 Lemat Yonedy

Ostatnie dwa ¢wiczenia sekcji 2.3 dotyczacej transformacji naturalnych z poprzed-
niego rozdzialu dotycza szczegdlnych przypadkéw Lematu Yonedy, ktory opisuje
transformacje naturalne pomiedzy funktorami reprezentowalnymi a dowolnymi funk-
torami w Set. Warto jest przestudiowad te szczegélne przypadki przed przeczytaniem
tego rozdziatu.

Niech C bedzie kategorig lokalnie maly. Przypomnijmy, ze Set®” oznacza ka-
tegorie presnopéw nad C, to znaczy kategorie funktorow z kategorii C°? (dualnej do
kategorii C) do kategorii zbiorow Set. Wtozeniem Yonedy nazywamy funktor

Y :C — Set®”

taki, ze dla C € C
Y(C)(=Ye)=C(—,C):CP? — Set

jest funktorem reprezentowanym przez c, oraz dla f : C — C' € C
Y(f)(=Y)=Ye = Yo
jest naturalng transformacja taka, ze dla g : D — C € Y(D)
(Yf)p(g)=fog:D —
Cwiczenie
1. Pokaz, ze funktor wlozenia Yonedy Y jest dobrze okreslony.
Lemat 3.1 (Lemat Yonedy) Dla dowolnego funktora F : C°? — Set i dowolnego
obiektu C' € C istnieje bijekcja
oo : Set®” (Yo, F) — F(C)

Bijekcja ta jest naturalna w nastepujgeym sensie: dla f : C' - C wCip: F —
F' diagram

SetC” (Yo, F) — %L poy
Setcop(Yf,,u) pucr o F(f) = F'(f) o uc
Setcop(YC’vF/) oc r' F/(C,)

jest przemienny.

Uwaga. Innymi stowy powyzszy Lemat mowi, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna od-
powiedniod¢ pomiedzy transformacjami naturalnymi ¢ : Yo — F oraz elementami x
zbioru F'(C). Najistotniejszym aspektem powyzszego Lematu jest to, ze taka trans-
formacja ¢ jest jednoznacznie wyznaczona przez przez jeden element x = @¢(idc)
zbioru F(C). A priori, transformacja naturalna jest klasa morfizmow {pc}eo in-
deksowang zbiorem obiektéow C. Okazuje sie, ze warunek naturalnosci transformacji
bardzo ogranicza liczbe takich rodzin.
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Dowdd: Niech C € Ci F : C? — Set. By udowodnié pierwsza cze$é Lematu,
zdefiniujemy dwie funkcje

oo : Set®” (Yo, F) — F(C)

oraz
TC,F : F(C) — Setcop<Y0,F)

i pokazemy, ze 83 one wzajemnie odwrotne. Dla o : Yo — F

O'C,F(a) = ago (idc)

adlaxe F(C)
TC,F(CE) : YC — F

jest transformacja naturalna taka, ze dla g : D — C

70,7 (7)p(9) = F(g)(z).

By pokaza¢, ze 7o jest dobrze okreslong funkcja musimy pokazaé, ze 7¢ p(z)
jest transformacja naturalnag. W tym celu pokazemy, ze dla dowolnego morfizmu
h: D" — D kwadrat

yo(D) 1,7 () D

Ye(h) J \ Fh)
Ye(D) F(D)

TC,F(QC)D’
jest przemienny. Dla dowolnego g : D — C € Yo (D) mamy

F(h)otor(x)p(g) =  def 7o,p(z) nag
)= (F funktor)
() = def ¢ p(z)nagoh
) = def Yo

Czyli 7¢ p(x) jest rzeczywiscie transformacjg naturalng.
Teraz pokazemy, ze przyporzadkowania oc r 1 7o F 53 wzajemnie odwrotne. Dla
z € F(C) mamy

O'apoTC,F(l‘) = def O0Cp
= Tcyp(z)c(idc) = def TC,F
= F(id¢)(x) = F funktor

=idpc)(v) =

Niech teraz « : Yo — F. Chcemy pokazaé, ze zachodzi rownoséé¢ transformacji
naturalnych

ToF oo r(a) =a

W tym celu wystarczy pokazaé, ze maja one réwne sktadowe, to znaczy, ze dla
dowolnego D € C i dowolnego g : D — C' zachodzi

(te,poocr(a))plg) = ap(g)
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Mamy

(e, 0 oc,r())p(g) =
=1cr(oor(a))plg) =  defocr
=TC F(Oéc(%dc))D(g) def 7¢
F(g)(ac(idc)) = amnat transf
= aD(Yc(g (idc)) = def Yy
= ap(9)
Przedostatnia réwno$¢ wynika z ponizszego diagramu
Yo(C) =2+ F(C)
Ye(g) J JF(g)
Yo (D) —55~ F(D)

ktory wyraza naturalno$é o na morfizmie g. W ten sposoéb pokazalismy, ze przypo-
rzadkowania oc F 1 7o,F S3 wzajemnie odwrotne.

Pozostaje do pokazania druga czesé Lematu, naturalnosé przyporzadkowania o.
Niech f: C" — C € C oraz niech « : Yo — F i p: F — F’ beda transformacjami
naturalnymi. W szczegélnodci, kwadraty

Ya(e) "2 yo(0) —2C s p(oy —HC s prie)
ido
Yor(f) || yetn F(f) F'(f)
tdor|—— f
Yo ) o Yel©) —agr FIC) —gg— F(C)

sa przemienne. Mamy pokaza¢, ze

Set®” (Yo, F) 3 a

- ac(ide) € F(C)

|

picr © F(f)(HOéc(idc))

Set” (YC/, F,) Spuowo Yf‘—» (,u, oo Yf)c/ (idc/) S F/(C/)

Mamy
(noaoYy)e(ider) =
(o) ((Yy)er(ider)) = def (Yy)er)
(moa)er(f) = def (Yo)(f))
= per(acr o Yo(f)(ide)) = anat transf
= pcr (F(f) e ac(ide)) =
= pcr o F(f)(ac(ide))
Q.E.D.

7 Lematu Yonedy otrzymujemy
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Whniosek 3.2 (Lemat Yonedy II) Funktor
Y :C — Set®™

jest wierny 1 petny.

Dowdd: Dla ¢, ¢ € C mamy
C(C,C") = Yer (C) 22 Set®” (Yo, Yer)

Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze powyzsza bijekcja 7cy,, jest dana przez funktor Y.
Czyli,zedla f: C — C’

Tch/(f) = Yf : YC — YC/

Te réwnosé naturalnych transformacji sprawdzamy dla wszystkich sktadowych.
Niech g : D — C. Wtedy uzywajac definicji 7¢y,,, Yoo (f) 1 Yy mamy

70y (F)p(9) = Yo (£)(9) = fog = (Yi)p(9)

Q.E.D.

3.2 Elementy uogoélnione

Lemat Yonedy jest prostym ale bardzo skutecznym narzedziem. Jesli popatrzymy
na morfizm x : D — C w kategorii C jako na ’element uogélniony’ obiektu C' para-
metryzowany obiektem D to funktor Yo = C(—, C') mozna traktowac jako 'funktor
elementow uogoélnionych’ obiektu C. Przy takim spojrzeniu, z Lematu Yonedy (w
wersji IT) wynika, ze jezeli dwa obiekty C'i C’ kategorii C maja izomorficzne "funktory
elementow’ (Yo = Yer) to same tez sg izomorficzne (C = C”). Dokladniej, jezeli dla
dowolnego D mamy wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie 7p

rz:D—C
() : D — '

takie, ze dla f : D' — D,
mp(z)o f=Tp/(z0 f)

(czyli mamy naturalny izomorfizm 7 : Yo — Yer) to obiekty C' i C’ sa izomorficzne.

W ten sposéb mozemy rowniez zdefiniowaé dowolne morfizmy z C w C' w C. W
tym celu wystarczy zdefiniowa¢ dowolne naturalne przyporzadkowanie 7 : Yo —
Yeor.

Uwaga. Wtasnosé, ze dwa obiekty kategorii sg izomorficzne jesli maja izomor-
ficzne funktory elementéw jest podobna wtasnosé zbioréow wyrazonej w aksjomacie
ekstensjonalnosci w teorii mnogosci, ktéry moéwi, ze dwa zbiory sa réwne gdy maja
te same elementy:

VoVy(Voz€ex e zex) =y

By pokazaé jak daleko idaca jest to analogia oméwimy pojecie kategorii kartezjarisko
domknietych uzywajac elementéw uogélnionych. Najpierw jednak kilka obserwacji
ogdlnych dotyczacych funktoréw reprezentowalnych.

7Z Lematu Yonedy, reprezentacja 7 : C(—,C) — G funktora G : C? — Set jest
jednoznacznie wyznaczona przez pare (C,x), dla x = 7¢(1¢) € G(C). Oczywiscie
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nie kazdy element z € G(C) wyznacza izomorfizm naturalny funktorow C(—,C) i G.
Para (C,z € G(C)) wyznacza reprezentacje funktora wtedy i tylko wtedy gdy

VpecVyea(p)g:p—c G(g)(x) =y (1)
Powyzszy warunek tatwo wynika z diagramu

Ye(C) s G(C)

dol——z

Ye(g) T T G(g)
gy

Yo (D)

— G(D)

Dlatego tez czesto mowimy, ze para (C, x) spelniajaca (1) reprezentuje G.

Fakt 3.3 Reprezentacja (C,x) funktora G : C°P — Set, o ile istnieje, jest wyzna-
czona z doktadnoscig do izomorfizmu, w tym sensie, ze jesli (C',2') jest inng repre-
zentacjq funktora G to istnieje jedyny izomorfizm f : C' — C taki, ze G(f)(z) = «'.

Dowdd: Niech (C,z) i (C',2') beda reprezentacjami funktora G. Zatem z wa-
runku (1) dla (C,z) mamy morfizm f : C' — C taki, ze G(f)(z) = 2’ oraz dla
(C', 2"y mamy morfizm g : C — C’ taki, ze G(g)(2') = x. Wtedy

G(fog)(z) =Glg) o G(f)(z) = G(9)(G(f)(x)) = G(9)(2") = x = G(idc)(x)

(Pierwsza rownosé odwraca kolejnosé f i G poniewaz funkor G jest kontrawariantny.)
Ale, znow z warunku (1), morfizm h : C' — C taki, ze G(h)(z) = x jest jedyny, zatem
fog=1idc. Podobnie mozna pokazaé, ze go f = idor. Zatem f jest izomorfizmem.
Q.E.D.

Przyktad Niech A, B, C beda zbiorami. Uzywajac wzajemnie jednoznacznego
przyporzadkowania Ax
x: X — AP
AX (.1’) : X xB—A

mozemy wykazac, ze istnieje bijekcja zbiorow (AP)C i AB*C) Mamy bowiem

X — (ABYC
X xC — AP
(XxC)xB— A
Xx(CxB)— A
X — ACXB)

Nalezy jeszcze sprawdzi¢ naturalnosé tej odpowiedniodci i otrzymujemy bijekcje po-
miedzy zbiorami (AP)C i ABXC).

Wkrotce przekonamy sie, ze ten argument dowodzi, ze obiekty (AP)C i A(CxB)
sa izomorficzne w dowolnej kategorii katrtezjarisko domkniete;j.
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3.3 Przyklady funktoréw reprezentowalnych

Przyklad 1. lloczyn tensorowy przestrzeni wektorowych.

Wszystkie rozpatrywane przestrzenie liniowe sg nad ustalonym cialem K; Vectg
oznacza kategorie przestrzeni liniowych nad ciatem K.

Niech  BiLin(V,V';W)  oznacza  zbiér  przeksztalceri  dwuliniowych
f:VxV = W. Poniewaz =zlozenie przeksztalcenia dwuliniowego =z prze-
ksztatceniem liniowym g : W — W' jest znow przeksztalceniem dwuliniowym
gof:VxV'— W tow istocie mamy funktor

BiLin(V,V';—) : Vect — Set

taki, ze
W — BiLin(V,V'; W)

Jesli para (P, u) reprezentuje ten funktor to p: V x V' — P jest przeksztalceniem
dwuliniowym takim, ze dla dowolnego przeksztalcenia dwuliniowego h : V x V' — W
istnieje jedyne przeksztalcenie liniowe h : P — W uprzemienniajace diagram

vy —F
W

Crzyli reprezentacja funktora BiLin(V,V'; —) to po prostu zwykta definicja iloczyny
tensorowego przestrzeni wektorowych, gdzie P =V @ V' oraz u: VxV' — VeV’
jest uniwersalnym przeksztalceniem dwuliniowym z V' x V/ (w tym sensie, ze kazde
inne przeksztalcenie dwuliniowe jest zlozeniem tego przeksztalcenia z liniowym w
jedyny sposob).

P

W ponizszych przyktadach bedziemy analizowali jaki konsekwencje dla kategorii
C ptyna z faktu, ze pewne funktory sa reprezentowalne.

Przyklad 2. Obiekt koricowy

Rozwazmy funktor staly T : CP? — Set wysylajacy wszystkie obiekty C na
zbiér jednoelementowy {0} i wszystkie morfizmy na morfizmy na 15;. Jesli funktor
T jest reprezentowalny to istnieje obiekt 1 o tej wlasnosci, ze funktor C(—, 1) jest
izomorficzny z T. Zatem z kazdego obiektu c kategorii C musi istnie¢ dokladnie jeden
morfizm w 1. Wtedy para (1,0) jest reprezentacja T (oczywiscie element 0 w tym
wypadku nie niesie zadnej istotnej informacji). Obiekt 1 reprezentujacy funktor T
nazywamy obiektem kornicowym.

W kategorii Set kazdy zbiér jednoelemnetowy jest obiektem koncowym. W kate-
gorii Ab, grup abelowych, obiektem koricowym jest (kazda!) grupa jednoelemntowa.

Przyktad 2°. Obiekt poczgtkowy

Dualnie, mozemy rozwazy¢ funktor staty 1 : C' — Set wysyltajacy wszystkie
obiekty C na zbiér jednoelementowy {0} i wszystkie morfizmy na morfizmy na 1.
Jesli funktor L jest reprezentowalny to istnieje obiekt 0 o tej wtasnosci, ze funktor
C(0,—) jest izomorficzny z L. Zatem z 0 do kazdego obiektu ¢ kategorii C musi
istnie¢ doktadnie jeden morfizm. Wtedy para (0,0) jest reprezentacja L (podobnie
jak poprzednio element 0 nie niesie zadnej istotnej informacji). Obiekt O reprezentu-
jacy funktor | nazywamy obiektem poczgtkowym. W kategorii Set zbiér pusty jest
obiektem poczatkowym; zatem 1 2 0 w tym przypadku. W kategorii Ab obiektem
poczatkowym jest grupa jednoelemntowa; zatem 1 = 0 w tym przypadku.

Przyktad 3. Produkt binarny
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Niech A i B beda obiektami C. Rozwazmy funktor
C(—,A) xC(—,B): C? — Set

zdefiniowany w sposob oczywisty. Jedli ten funktor jest reprezentowalny to jego
reprezentacja sktada sie z obiektu p i dwéch morfizméw 4 : P — A oraz np :
P — B takich, ze na mocy warunku (1) dla dowolnej pary morfizméw f: D — A
oraz g : D — B istnieje jedyny morfizm (f,g) : D — P taki, ze mq 0 (f,g) = f
oraz mp o (f,g) = g. Taki obiekt, oznaczany zwykle A x B, wraz z morfizmami
74 AXB— Ainp: Ax B — B nazywamy produktem binarnym A i B.

ATA AxpB-TB. R
f
D

Jedli f: A — A'ig: B — B sa dwoma morfizmami to ich produkt kartezjanski
fxg:AxB — A" x B’ jest definiowany jak jedyny morfizm uprzemienniajacy
ponizszy diagram

A~TA Axp—TB . p

N

A A" x B B’

TA TR

W Set produkt binarny jest zwyklym produktem kartezjanskim z rzutowaniami.
Przyklad 3’. Koprodukt binarny
Dualnie dla obiektow A i B kategorii C, mozemy zdefiniowa¢ funktor

C(A,—) xC(B,—):C — Set

zdefiniowany w sposéb oczywisty. Jedli ten funktor jest reprezentowalny to jego
reprezentacja sktada sie z obiektu @ i dwdéch morfizmow k4 : A — Q oraz kp :
B — @ takich, ze na mocy warunku (1) dla dowolnej pary morfizméw f: A — D
oraz g : B — D istnieje jedyny morfizm [f,g] : Q@ — D taki, ze [f,g]ka = f oraz
[f,glkp = g. Taki obiekt, oznaczany zwykle A + B, wraz z morfizmami wlozenia
(lub koprojekcjami) K4 : A - A+ Biky : A — A+ B nazywamy koproduktem
binarnym A i B.

A-LA A BB B
|
f {flg] g

D

W Set koprodukt binarny A i B jest suma roztaczna, tzn. ({0} x A)U ({1} x B) z
oczywistymi wlozeniami.

Przyklad 4. Obiekt wyktadniczy

Zatozmy, ze w C istnieja produkty binarne dowolnej pary obiektow. Niech A1 B
beda obiektami C. Wtedy mozemy zdefiniowaé¢ funktor
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C(Ax (—),B):C° Set
nastepujacy sposéb
C C(AxXxC,B)>ho(laxf))
f — C(A x f,B)
C’ C(Ax(C',B)>

Jedli C jest kategoria Set to ten funktor jest reprezentowalny przez obiekt wyktadni-
czy b* wszystkich funkcji z A w B, tzn. Mamy oczywista wzajemnie jednoznaczna,
odpowiednio$¢ pomiedzy zbiorami funkcji

Set(C, B*) = Set(A x C, B)

ktora jest naturalna w C'. Przy tej odpowiedniosci idga przechodzi na funkcje ewalu-
acji evap : Ax BA — B taka, 7e eva p(z,h) = h(z) dlax € A oraz h € BA. To zna-
czy, ze w Set taki funktor jest reprezentowany przez pare (B4, evap: Ax B4 — B).

Przez analogie z ta sytuacja jesli w dowolnej kategorii C z produktami binar-
nymi funktor C(A x (—), B) jest reprezentowalny to pare reprezentujaca ten funktor
oznaczamy (B4, eva p) i nazywamy obiektem wyktadniczym.

Warunek (1) w tym przypadku oznacza, ze dla dowolnego morfizmu h : A x C —
B istnieje jedyny morfizm h : C — b® taki, ze trojkat

BA Ax BA-%. R
iL 1A><]_I h
C AxC

jest przemienny.
Kategoria C jest kartezjarisko domknieta jesli ma obiekt konicowy, produkty bi-

narne i obiekt wyktadniczy. Kategoria kartezjarisko domknieta C jest bikartezjarisko
domknieta jedli ma obiekt poczatkowy i koprodukty binarne.

3.4 Formalne prawa w kategoriach kartezjaiisko domknietych

Niech C bedzie kategorig kartezjarisko domknieta, A, B obiekty C. Rozwazmy takie
prawo

AxBX=BxA (2)

ktore mowi, ze stosowne obiekty sa izomorficzne czyli, ze istnieje izomorfizin pomie-
dzy nimi. W rzeczywistoéci my chcemy powiedzie¢ co§ wiecej mianowicie, ze istnieje
kanoniczny izomorfizm, cho¢ nie jest tatwo sformutowaé w ogdlnosci co rozumiemy
pod pojeciem kanonicznego izomorfizmu.

Pierwszy dowdd. Pokazemy bijekcje pomiedzy zbiorami C(D,A X B) oraz
C(D,B x A) naturalna w D:

D—AxB
D—A D—B
D—B, D—A

D—BxA
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Kazda linia reprezentuje bijekcje pomiedzy obiektami powyzej i ponizej. Pierwsza i
ostatnia wynika bezposrednio z definicji produktu w kategorii C. Bijekcja srodkowa
jest przestawieniem dwoch elementéw w parze uporzadkowanej (czyli korzystamy tu
z niejako z przemiennosci produktu kartezjanskiego w Set. Latwo(!) sprawdzi¢, ze
ta odpowiednioé¢ jest naturalna w D, tzn. ze dostajemy w ten sposéb naturalny
izomorfizm funktoréow 7 : C(—, A x B) — C(—, B x A). Teraz z Lematu Yonedy (w
wersji IT) otrzymujemy izomorfizm A x B = B x A. Ten izomorfizm to oczywiscie
TaxB(idaxp) ale nie zawsze jest tatwo znalezé konkretne wyrazenie opisujace taki
morfizm. Q.E.D.

Drugi dowdd. Ten dowdd jest mniej intuicyjny ale bardziej bezposredni bo kon-
struuje eksplicite izomorfizm pomiedzy obiektami A x B'i B x A. Majac produkty

TA Uys T Ty
A<—AxB—2B B<—BxA—A

to znaczy reprezentacje funktoréw C(—, A x B) oraz C(—, B x A) mozemy zdefiniowac
morfizmy

p={(mp,ma): AX B — B X A, q={m'y,m5) : BxA— AxB
Mamy
mao(qop) =mao (my,mp) o (mp,ma) =7y 0 (1B, ma) =74 =7a0laxp
i podobnie
mpo(qop) =mpo(ry, ) o (np,ma) =T o (B, ma) =7p =7 o laxp

Zatem zlozenia z rzutowaniami z produktu A x B morfizméw q o p oraz 14xp sa
rowne. Wobec tego te morfizmy tez sa réwne i mamy gop = laxp. RoOwnosé
poq = lpyxa mozna pokaza¢ analogicznie. Zatem p = (mp,m4) jest rzeczywiscie
szukanym izomorfizmem. Q.E.D.

3.5 C(at jako kategoria kartezjannsko domknieta

Cat ma oczywiscie obiekt koficowy 1 kategorie z jednym obiektem i jednym morfi-
zmem (identycznosciowym). Cat ma tez produkty binarne. Jesli A i B sa kategoriami
to A x B jest kategoria, ktorej obiektami sg pary obiektow < A, B > takie, ze A € A
i B € B, a morfizmami pary morfizméw < f,g >:< A, B >—< A, B’ > takie, ze
f e Aige B. Ztozenia i identycznosci sg definiowane w A x B po wspolzednych.
Nieco trudniej jest zobaczy¢ jak wyglada obiekt wyktadniczy B#4. Na chwile zato-
zymy, ze B4 istnieje i ustalimy czemu odpowiadaja obiekty i morfizmy w BA. A
nastepnie pokazemy, ze taka kategoria ma rzeczywidcie zadane wisnosci.

Zauwazmy, ze dla dowolnej kategorii C mam wzajemnie jednoznaczna odpowied-
nio$¢ pomiedzy obiektami C i funktorami z 1 w C, to znaczy

0b(C)
1—C

Uzywajac tej odpowiedniosci i whasnosci BA mamy

Ob(BA)
1— BA
A=21x A—B
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Zatem obiekty B4 odpowiadja funktorom z A w B. Podobnie morfizmy dowolnej
kategorii C odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie funktorom z 2 (kategorii o dwoch
obiektach 0 i 1 i jednym morfizmie nieidentycznosciowym 2 : 0 — 1), to znaczy

Mor(C)
2—C

Podobnie jak w poprzednim przypadku, uzywajac tej odpowiedniosci i whasnosci BA
mamy

Mor(B4)

2 — BA

2xA— B

Funktor F : 2 x A — B odpowiada naturalnej transformacji £2 : FO — F!, gdzie
F': A — B takie, ze F'(f : A — A') = F(i,f) dlai = 0,1 oraz F3 = F(2,A) :
FO(A) — F'(A).

Podobnie mozna sprawdzi¢ jak wygladaja ztozenia w Cat uzywajac kategorii 3.

Zdefiniujmy zatem B4 jako Cat(A,B) kategorie funktoréw z A do B i transfor-
macji naturalnych pomiedzy nimi. By pokaza¢, ze tak zdefiniowana kategoria B4
jest obiektem wyktadniczym musimy pokazaé, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiedniosé¢

C — BA
AxC— B

naturalna w C.
Niech F' : A x C — B bedzie funktorem, A € A, C € C. F wyznacza sekcje

Fic:A—B Fop:C— B
takie, ze
Fio(f: A= A)=F(f,idc): F(A,C)— F(A',C)
Fya(g:C — C')=F(ida,g): F(A,C) — F(A,C")
Mamy

Lemat 3.4 Funktor F': A x C — B jest jednoznacznie wyznaczony przez rodziny
swoich sekcyi

< Fic: A— B>ceone) < Fp4:C — B> ac0n4) (3)

Rodziny mofizmoéw (3) sq sekcjami pewnego funktora F wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnych morfizméw f: A— A" i g:C — C' kwadrat

Fuo(d) = Foa€) — 229 g (o) = Fuena) @
Fic(f) Fio(f)
Fic(A) = F 4 (A) Fya(9) - Fy 4(C) = Fy c0r(A)

jest przemienny.
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Dowdd: Dla < f,g >:< A,C >—< A',C’ > mamy
< f,g>=< f,idcr >0 <ida,g >=<idg,g >0 < f,idc >

Zatem
F(f,9) = Foa(g9) o Fic(f) = Fic(f) o F2,a(g)

Czyli sekcje funktora F' wyznaczaja go jednoznacznie.
Niech teraz dane beda rodziny morfizmow (3) takie, ze kwadrat (4) jest prze-
mienny. Dla < A,C >€ A x C definiujemy

F(A,C) = Fic(A) = F> 4(C)
oraz dla < f,g >:< A,C >—< A',C" >€ A x C definiujemy

F(f,9) = Fro/(f) o Fa.4(g9) = F5 a/(g) o F1,c(f)

Tak okreglone F' zachowuje dziedziny i przeciwdziedziny. Weryfikacje, ze F' za-
chowuje tez ztozenia i identycznosci pozostawiamy czytelnikowi.

Q.E.D.

Fakt 3.5 Kategoria Cat jest kategoria kartezjarisko domknietq.

Dowdd: Niech A, B, C beda kategoriami malymi. Mamy pokazaé wzajemnie
jednoznaczna odpowiedniodé

c H . C F=G - A

ida x H_ F=G

AxC AxC ~-B

naturalng w C. Dla F : C — B rodziny funktorow
<Foc=F(QC):A— B>ccone) <Fyp:C = B>pcu

gdzie
F>,4(C) = F(C)(A) Fya(9) = F(g)a

dla g : C — C' € C, spelniaja warunek z Lematu 3.4. Zatem istnieje funktor
F: AxC — B, ktorego sa one sekcjami. To znaczy, ze

F(A,C) = F(O)(A) F(f,9) = Fro(f) o Faa(g) = F(C)(f) o F(g)a

dlaf:A—>AeAdig:C—C eC.
Dla funktora G : A x C — B okredlamy funktor
G:C—BA
tak, ze dla C € C
GC): A—B

jest funktorem takim, ze

G(C)(A) =G(A,0)

dla Aec A
G(C)(f) = G(f,idc) : G(A,C) — G(A',C)
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dla f: A— A orazdlag: C — '

G(g) : G(C) — G(C")
transformacja naturalng taks, ze
zj(g)A ::(;(ﬂjAyg) Z(;(/l,(j)-—>(;(f1,ch

dla A € A.
Pokazemy, ze przyporzadkowania F' +— F' i G — G sa wzajemnie odwrotne i

naturalne w C, czyli
Fo(idax H)=FoH

Dlaf:A—-AeAig:C— C"e€C mamy

)|

(C)(A) = F(A,C) = Fic(A) = F(C)(A)

F(f,idc) = Fic(f) = F(C)(f)

)|

(©)(F)

F(g)a = F(ida, g) = Faa(g) = F(9)a
Zatem f = F'. Ponadto

G(A,C) = Gic(A) = G(A,C)

G(f,9) = Gror(f) 0 Gaalg) = G(f,ider) 0 Glida, ) = G(f, g)

Zateméz G.
Na koniec dla < A,C >e AxC'i< f,g >:< A,C >—< A", C" > Ax (' mamy

Fol(idy x H)(A,C) = F(A, H(C)) =

= Fy A(H(C)) = (F o H)3 4(C) = F o H(A,C)

oraz

Fo(ida x H)(f,9) = F(f,H(g)) =

= Fiucn(f) o Foa(H(g)) = F(H(C))(f) o F(H(g))a =
= (Fo H)(C")(f) o (F e H)(g)a = FoH(f,9)

Zatem przyporzadkowania (/—\) i (—) sa rzeczywiscie naturalne w C.
QED.
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4 Granice funktorow

4.1 Przyklady granic

Obiekt koticowy Obiektem koricowym nazywamy taki obiekt 1 w kategorii w ktory
istnieje doktadnie jeden morfizm z kazdego innego obiektu.

Przyklady

1. W Set obiektem konicowym jest kazdy zbior jednoelementowy, w Gr i Ab jest
to grupa trywialna, w Vecty jest to przestrzen liniowa zerowa, a w Top jest to
przestrzen topologiczna jednoelementowa.

2. Czesciowy porzadek ma obiekt konicowy wtedy i tylko wtedy gdy ma element
najwiekszy.

3. Kategoria ciat nie ma obiektu koricowego.

Produkt binarny Niech A bedzie kategoria, a A, B obiektami w A. Produk-
tem binarnym (produktem) A i B nazywamy obiekt A x B wraz z rzutowaniami
mAa:AXB—Aing : Ax B — B takie, ze dla dowolnego obiektu C kate-
gorii A i morfizmow f : C — A i g : C x B istnieje dokladnie jeden morfizm
< f,g >: C — A x B uprzemienniajacy ponizszy diagram

C
|
/< fig>\J

}
A T Ax B 5

B

Przyktady

1. Kategorie Set, Gr, Vecty, Top maja produkty binarne. W kazdej z nich pro-
dukt binarny jest definiowany jak produkt kartezjariski uniwerséw wyposazony
w odpowiednig strukture produktowa.

2. W czesciowym porzadku produkty binarne to kresy dolne par elementéw.

3. Kategoria ciat nie ma produktow.

Ekwalizator Niech A bedzie kategoria, a f,g : A — B roéwnolegla para morfi-
zmow w A. Ekwalizatorem f i g nazywamy obiekt F wraz z morfizmem e : £ — A

f
g

E—&% A

B

takie, ze foe = goe oraz dla dowolnego obiektu C kategorii A i morfizmu h: C — A
takiego, ze foh = goh istnieje doktadnie jeden morfizm k : C — E taki, ze h = eok.

Przyktlady

1. W Set ekwalizator morfizméw f i g to najwiekszy podzbiér ich wspdlnej dzie-
dziny na ktorym f i g sy zgodne. W Ab ekwalizator f i g to jadro réznicowe,
tzn. jadro homomorfizmu f — g.
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Produkt wtdknisty Niech A bedzie kategoria, a f : A - C g : B — C parg
morfizméw w A. Produktem wicknistym (lub pulbekiem) f i g (lub A1 B nad C jesli
wiadomo o jakie morfizmy chodzi) nazywamy obiekt A x¢ B wraz z rzutowaniami
ma:AXgB—>Aing: AxgB — Btak,ze fomrg =gomp

AxcB—TB . p

TA g

A C

f
oraz dla dowolnego obiektu D kategorii A i morfizméw h : D - Aik: D — B
takich, ze foh = gok istnieje doktadnie jeden morfizm (h, k) : C — D x¢ B taki, ze

wao(h,k)=h oraz mwpo(hk)=%F

Przyklady

1. W Set pulbek A i B nad C mozna opisaé tak

AxcB={{ab) € AxB| fla) =g0)} = [] /7 (c) x g7 (c)
ceC

Ta druga charakteryzacja pokazuje, ze pulbek jest suma roztaczna po elemen-
tach C produktéow wlokien funkcji f i g (stad nazwa produkt wioknisty).

4.2 Definicja granicy funktora

Wszystkie powyzsze pojecia sa szczegdlnymi przyktadami pojecia granicy funktora.
Niech J i A beda kategoriami A € A. Funktor staty z J w A o wartosci A jest
to funktor A4 : J — A, przyporzadkowujacy obiektom J obiekt A a morfizmom z
J morfizm 14. Niech F : J — A bedzie funktorem. Stozkiem nad funktorem F o
wierzchotku A nazywamy transformacje naturalng 7: Ay — F. To znaczy, ze dla
dowolnego a : i — j, trojkat

A
N\
P} —— F0)

jest przemienny. Morfizmem stozkow nad F, f: (A,7) — (B, o) nazywamy morfizm
f:A— BwAtaki,ze 1, = 0;0f dlai € J. W ten sposob zdefiniowalismy kategorie
stozkow nad F, Cone(F). Mowimy, ze F' ma granice o ile kategoria Cone(F) ma
obiekt koncowy. Wtedy kazdy obiekt koricowy (A, 7) nazywamy granicqg funktora F
(oznaczenie: (Lim F,7)). Moéwimy, ze kategoria A ma (skoriczone) granice (lub ze
jest (skoniczenie) zupetna) o ile kazdy funktor z kategorii malej (skoriczonej) w A ma
granice.

4.3 Granice via produkty i ekwalizatory

Jak juz widzieliémy istnienie niektérych granic pocigga za soba istnienie innych.
Ponizszy lemat nietylko stwierdza, ze kategoria Set jest zupelna, ale podaje opis
tych granic w duch opisu produktéw przez produkty i ekwalizatory.
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Lemat 4.1 Granice dowolnego funktora F : J — Set (gdzie C jest kategorig matq)
mozna przedstawié joko zbior:

LimF ={< a; >icg€ HF(C):F(a)(ai):aj daa:i—jeJ}
ieJ

(czyli jako ‘elementy produktu spetniajgce pewne réwnosci’) wraz z rzutowaniamsi
7i : Lim F — F(i)

takimi, ze
Ti(< aj; >j€j) = a;

Dowdd: Najpierw zauwazmy, ze istnieje naturalny izomorfizm funktoréw o

Z.dSet

Set Jo Set
Set(1,—) )

taki, ze dla zbioru X, ox(x) : 1 = {¥} — X jest funkcja taka, ze ox(z)(x) = x.
Innymi stowy elementy zbioru X odpowiadaja funkcjom z obiektu koricowego 1 w X.
Zatem, jesli umiemy opisa¢ funkcje z 1 w X to umiemy opisa¢ X z doktadnoscia do
izomorfizmu. Poniewaz granice sg wyznaczone z doktadnosdcia do izomorfizmu, oraz
tatwo jest opisa¢ morfizmy w granice, to ta 'sztuczka’ (czytaj: trick) postuzy nam do
pokazania, ze stozek opisany w lemacie jest rzeczywiscie stozkiem granicznym nad
F, o ile granica F istnieje.

Zalozmy, na chwile, ze granice F istnieje i ze (X, o) jest stozkiem granicznym
nad F. Mamy wtedy nastepujace odpowiednioéci (odpowiedniosci sa w kolumnie
pierwszej a objasnienia tych odpowiedniosci sa kolumnach drugiej i trzeciej) :

reX element X
2:1—-X morfizm z 1 w X T(x) ==
xX:1—=F stozek nad F Xi =T; 0F
x; € F(i) dlaieJ zgodna rodzina x; = xi(*)
tze F(o)(x;)) =z;dlac:i—j€J elementéw F
7€ [lieq F(0) 'zgodny element (%) = x;
t.ze F(a)(z;) =xjdlaa:i— j€J | produktu’ [];c 7 F()
e LimF element zbioru Lim F z

Te rozwazania pokazuja, ze o ile granica (X, o) funktora F' istnieje to X musi by¢ izo-
morficzny z Lim F. Pozostaje do pokazania, ze (Lim F, T) jest rzeczywiscie stozkiem
granicznym nad funktorem F. Ale to pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
Q.E.D.

W dowolnej kategorii nie mamy do dyspozycji elementéw w dostownym tego stowa
znaczeniu ale i tak mozemy powtérzyé te konstrukcje. Mamy nastepujacy fakt:

Fakt 4.2 Jezeli kategoria A ma:
1. dowolne mate produkty i ekwalizatory to A jest zupetna;

2. skoticzone produkty i ekwalizatory to A jest skoriczenie zupetna;

28



Dowdd: Udowodnie tylko pierwszy fakt. Niech F': J — A bedzie funktorem z
kategorii malej. Tworzymy dwa produkty:

H F(i) oraz H F(cod(a))

ieJ aced

Pomiedzy tymi produktami definiujemy dwa morfizmy ktorych ekwalizatorem jest
E:

F(cod(a)

< Teod(c) >

acJ
e licg F(2) . Haeg Flcod(a))
< F(a) O Tdom(a) ~acd

Tdom(a)) T

F(dom(a)) Fa) » F(cod(av))

Rodzina morfizmow (F,(r; = mjoe: E — F(i));cy) jest stozkiem nad F' poniewaz
dla dowolnego morfizmu « : i — j trojkat

E
e o/ \Trj oe
F() gy F0)

jest przemienny. Z drugiej strony stozek (D, o) definiuje morfizm
d=<o0; >icg: D — H F(i)
ieJ

ktory ekwalizuje dwa morfizmy miedzy produktami. Zatem istnieje jedyny morfizm

h: D — FE taki, ze eo h = d. Latwo pokazaé, ze h jest tez morfizmem ze stozka
(D,o) w (E,7) Q.E.D.
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5 Kogranice funktoréw

Pojecie kogranicy funktora jest dualne do pojecia granicy funktora. Jednak zwykle
kogranice sa znacznie trudniejsze niz granice.

5.1 Definicja kogranicy funktora

Dla funktora F' : J — A mamy funktor dualny F°P : J°P — A ktory na obiektach
i morfizmach jest tak samo okreslony jak F'. Wtedy stozek (graniczny) funktora F°P
jest kostozkiem (kogranicznym) funktora F. Funktor F' ma kogranice wtedy i tylko
wtedy gdy F°P ma granice. Oczywiscie mozna zdefiniowa¢ kogranice funktorow w
bardziej bezposredni sposéb bez odwotywania sie do kategorii dualnej. Dla wygody
czytelnika przytocze tez ta definicje. Kostozkiem nad funktorem F : J — A o
wierzchotku A nazywamy dowolng transformacje naturalng x : FF — Ay z F w
funktor staty Ay, tzn., ze dla dowolnego « : i — j € J, trojkat

A
Fay - FO)

F(i)

jest przemienny. Morfizmem kostozkow nad F, f : (A,7) — (B, o) nazywamy mor-
fizm f: A— Bw Ataki, ze for;, =0; dlai € J. W ten sposob zdefiniowalismy
kategorie kostozkow nad F, Cocone(F). Moéwimy, ze F' ma kogranice o ile kate-
goria Cocone(F') ma obiekt poczatkowy. Wtedy kazdy obiekt poczatkowy (A, 7)
nazywamy kogranicg funktora F (oznaczenie: (Colim F,k)).

Mowimy, ze kategoria A ma (skoriczone) kogranice (lub ze jest (skoriczenie) ko-
zupetna) o ile kazdy funktor z kategorii matej (skoriczonej) w A ma kogranice.

5.2 Przyklady kogranic

Dla kazdego rodzaju granic mamy odpowiadajacy mu rodzaj kogranic.

Obiekt poczatkowy Obicktemn poczgtkowym nazywamy taki obiekt 0 w kategorii
z ktérego istnieje doktadnie jeden morfizm w kazdy inny obiekt. Réwnowaznie mozna
zdefiniowaé obiekt poczatkowy jako kogranice funktora z kategorii pustej.

Przyktady
1. W Set obiektem poczatkowym jest zbiér pusty, w Top przestrzen pusta.

2. W kategoriach grup Gr i grup abelowych Ab obiektem poczatkowym jest grupa
jednoelementowa, w Vecty przestrzen jednoelementowa.

3. W kategorii pierscieni Rng obiektem poczatkowym jest pierscien liczb catko-
witych Z.

4. W czesciowym porzadku obiektem poczatkowym jest element najmniejszy.
Koprodukt binarny Niech A bedzie kategoria, a A, B obiektami w A. Kopro-
duktem (binarnym) A i B nazywamy obiekt A+ B wraz z wltozeniamirk g : A — A+ B

ikp: B — A+ B tak, ze dla dowolnego obiektu C kategorii A i morfizméw f: A — C
ig: B — C istnieje doktadnie jeden morfizm [f,g] : A+ B — C taki, ze diagram
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C

f
/7 19l N9

jest przemienny. Réwnowaznie mozna zdefiniowaé koprodukt binarny jako kogranice
funktora z kategorii dyskretnej dwuelementowej, tzn. majacej dwa obiekty i zadnych
morfizméw poza identycznodciami.

Przyklady
1. W Set koprodukty to sumy roztgczne, mozna je opisa¢ w nastepujacy sposob.

Jesli A1 B s zbiorami to A + B mozna opisac¢ jako ({0} x A) U ({1} x B).
Wtedy wlozenia sa okreslone jako

ka(a) =(0,a), wp(b) = (1,b)
dlaa € Aoraz b € B.

2. W kategorii przestrzeni topologicznych Top koprodukty binarne to sumy roz-
taczne z najbogatsza topologia, przy ktorej oba wlozenia sg ciagte.

3. W kategorii Ab i Vectg koprodukty binarne to produkty binarne wraz z wto-
zeniami. Dla A, B € Ab, oraz a € A, b € B mamy

rka(a) = (a,0), rp(b)=(0,b)
dla a € A oraz b € B (0 - element neutralny obu grup).

4. W kategorii pierscieni przemiennych C'Rng koprodukt binarny pierscienie Ai B
jest to iloczyn tensorowy tych pierscienie A®z B traktowanych jako Z-moduty.
Wtozenia w koprodukt sa dane wzorami

kala)=a®1, kpb)=1®Db
dlaa € Aoraz b e B.

5. W czesciowym porzadku koprodukty binarne to kresy gorne par elementéw.

Koekwalizator Niech A bedzie kategoria, a f,g : A — B réwnolegla para
morfizméw w A. Koekwalizatorem f 1 g nazywamy obiekt () wraz z morfizmem
qg: A — Q taki, ze gqo f = q o g oraz dla dowolnego obiektu C' kategorii A i
morfizméw h : A — C takiego, ze ho f = h o g istnieje doktadnie jeden morfizm
k:Q — C taki, ze h =qok.

f
A B

_—

1 _.q
gy 3k
c

jest przemienny. Roéwnowaznie mozna zdefiniowaé koekwalizator jako kogranice funk-
tora z kategorii, ktéra ma dwa obiekty i, poza identycznosdciami, dwa réwnolegte
morfizmy pomiedzy nimi:
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Przyktady

1. W Set koekwalizator pary morfizmow f,g : A — B mozna opisa¢ jako zbior
ilorazowy B/. podzielony przez najmniejsza relacj¢ rownowaznosci ~, zawie-

rajaca relacje ~o= {(f(a),g(a))|a € A}. Wtedy ¢(b) = [b]. dla b € B.

2. W Top koekwalizator mozna opisac tak jak powyzej w Set, przy czym topologia
na zbiorze ilorazowym @) jest to najbogatsza topologia przy ktérej ¢ jest funkcja
ciagla.

3. W kategorii grup abelowych Ab koekwalizator pary homomorfizméw
f,9: A— B to kojadro roznicowe. Funkcja f —g : A — B tez jest homo-
morfizmem, jej obraz im(f — g) jest podgrupa (normalng) grupy B a koekwa-
lizator @) to grupa ilorazowa Q = By (f—g), Wraz z morfizmem ¢ takim, ze
q(b) =b+ (im(f —g)), dlab e B.

4. W kategorii grup Gr koekwalizator pary homomorfizméw f,g : A — B jest kon-
struowany podobnie do powyzszej konstrukeji w kategorii Ab z tym, ze teraz nie
mamy pewnosci, ze f — g jest homomorfizmem i ze obraz tej funkcji jest pod-
grupa normalng w B. Musimy zatem domkna¢ zbior {f(a) — g(a)la € A} C B
do podgrupy normalnej N < B i wtedy koekwalizator f i g jest grupa ilorazowa
Q = By, amorfizm w ¢ : B — @ jest dany wzorem q(b) =b+ N, dla b € B.

Koprodukt wloknisty Niech A bedzie kategoria, a f : C — A g: C — B para
morfizmow w A. Koproduktem wtéknistym (lub puszautem f i g (lub Ai B nad C
jesli wiadomo o jakie morfizmy chodzi) nazywamy obiekt A +¢ B wraz z wlozeniami
ka:A—A+cBikg:B— A+¢c B takie, ze kyo f =kpog

f

C - A

g kA

B A+¢c B h

KB
[, k]

D

oraz dla dowolnego obiektu D kategorii A i morfizméw h: A —- Dik: B — D
takich, ze ho f = ko g istnieje doktadnie jeden morfizmn [h, k] : A+¢c B — D taki, ze

[h,kl]okga=h oraz |hklokp =k

Roéwnowaznie mozna zdefiniowaé¢ koprodukt wtoéknisty binarny jako kogranice
funktora z kategorii, ktora ma trzy obiekty i, poza identycznodciami, dwa réwnolegte
morfizmy tak jak na rysunku:

e — 0

Przyklady
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1. W Set koprodukt wloknisty zbiorow A i B nad C otrzymujemy dzielgc ich
sume roztaczna ({0} x A)U ({1} x B) przez najmniejsza relacje rownowaznosci
~ generowana przez relacje ~o= {((0, f(¢))(1, g(c))) : ¢ € C'}. Wtedy wlozenia
sa okreslone wzorem

ka(a) =[(0,a)]~, wp(b) =[(1,b)]~
dla a € A oraz b € B.

2. W kategorii grup Gr koprodukt wtoknisty zbiorow A i B nad C otrzymu-
jemy dzielac ich sume roztaczna A + B przez najmniejsza podgrupe normalna
N < A+ B taka, ze kwadrat

jest przemienny.

5.3 Zachowywanie granic i kogranic

Niech

Jg—Lta—CG .5
beds funktorami, A obiektem kategorii A, o : Ay — F stozkiem nad funktorem F,
tzn. dla dowolnego morfizmu o : i — j € J trojkat

F(a)
jest przemienny. Poniewaz G jest funktorem to trojkat
G(A)

G(oi) G(o;)

G o F(i) Go F(j)

G o F(a)
tez jest przemienny. Zatem G(o) : Aga) — G o F jest stozkiem nad funktorem
GoF. Taki stozek to obraz stozka (A, o) przy funktorze G. W szczegolnosci funktory
przeksztalcaja stozki na stozki. Oczywiscie dualny fakt tez jest prawdziwy: kazdy
funktor przeksztatca kostozki na kostozki.

Funktor G : A — B zachowuje granice (kogranice) jesli przeksztatca wszystkie
stozki graniczne (kostozki kograniczne) funktorow z kategorii matych w stozki gra-
niczne (kostozki kograniczne).

Oprécz funktorow zachowujacych wszystkie granice lub kogranice mozemy oczy-
widcie wyrdznia¢ funktory zachowujace pewne szczegélne klasy granic lub kogranic.
Na przyktad funktor G : A — B zachowuje skoriczone granice (skoriczone kogra-
nice) jesli przeksztalca wszystkie stozki graniczne (kostozki kograniczne) funktorow
z kategorii skoniczonych w stozki graniczne (kostozki kograniczne).
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5.4 Kreowanie granic

Niech U : Gr — Set bedzie funktorem zapominania z kategorii grup w Set, Gg, Gy
beda grupami a diagram
U(Go)

o 1

U(Go) X U(Gl)

U(Gh)

produktem ich uniwerséw U(Go) i U(G1) w kategorii Set. Wtedy na zbiorze
U(Goy) x U(Gy) istnigje jedyna struktura grupy G = (U(Go) x U(Gq), 0, le) taka,
ze rzutowania my : G — Go oraz w1 : G — G1 sa homomorfizmami grup. Ponadto
stozek

UGy ~—20 ¢ —TL L y(Gy)

jest produktem Gp i G; w Gr. W takiej sytuacji mowimy, ze funktor U kreuje
produkt grup Gop i GG;1. Ponizej podajemy ogélng definicje tego pojecia.
Méwimy, ze funktor G : A — B kreuje granice funktora H : J — A jesli

1. dla dowolnego stozka granicznego 7 : b — G o H w B istnieje jedyny stozek
o:a— Hw Ataki, ze G(a) =biG(o) =7);

2. (a,0) jest stozkiem granicznym.

Funktor G : A — B kreuje granice jesli G kreuje granice wszystkich funktoréw
z kategorii kategorii maltych. Funktor G : A — B kreuje kogranice jesli funktor
dualny G : AP — B kreuje granice.

Przyktady.

1. Funktor zapominania U : Gr — Set kreuje granice i filtrujace kogranice.

2. Powyzszy przyktad jest szczegbdlnym przypadkiem pewnej ogélniejszej sytuacji.
Niech T bedzie finitarna teoria rownosciowa, Alg(T') kategoria algebr rowno-
sciowych, Up : Alg(T) — Set funktorem zapominania. Wtedy funktor Up
kreuje granice i filtrujace kogranice.

3. Dla dowolnej kategorii matej C funktor zapominania Set¢ —s Set@b(C)
przyporzadkowujacy funktorowi F : C? — Set w Set® rodzine zbiorow
{F(c)}econc) W SetOC€) kreuje granice i kogranice.

4. Funktor U : Comp — Set zapominania z kategorii przestrzeni zwartych w
Set kreuje granice.

Ponizszy fakt jest uzytecznym sposobem na sprawdzenie czy jakas kategoria ma
granice (lub kogranice) i jak one wygladaja.

Fakt 5.1 Jesli funktor G : A — B kreuje granice oraz B jest kategorig (skoticze-
nie) zupelng to A tez jest kategorig (skoniczenie) zupelng i G zachowuje (skoniczone)
granice.

Dowdd:  Jesli funktor G : A — B kreuje granice funktora H : J — A to
w szczegdlnosci A ma granice funktora H oraz G zachowuje granice funktora H.
Zatem jesli B jest kategoria (skoniczenie) zupelna to A tez jest kategoria (skoriczenie)
zupelng oraz G zachowuje (skonczone) granice. Q.E.D.
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5.5 Kogranice funktoréw w Set

Opiszemy teraz konstrukcje kogranicy (Colim F, k) dowolnego funktora F' : J — Set
z kategorii matej J. Z definicji kogranicy, dla dowolnego zbioru S, mamy odpowied-
niosé

oc:F — Ag € Setd

h:ColimF — S € Set

to znaczy h jest taka funkcja, ze hok; = 05, dla dowolnego i € J. Intuicyjnie stozek
(Colim F, k) powinien by¢ ’stozkiem wolnym na F’ generowanym przez zbiory Fj,
tzn. elementy zbioru Colim F' musza 'pochodzi¢’ ze zbioru

\F|=][ F={(=:icd, v€F}
ieJ

Dowolny stozek o : FF — Ag nad F wyznacza funkcje
|F| — S
(i, ) — o(x)
ktora definiuje relacje rownowaznosci ~, na |F'| wzorem
(i,2) ~o (i",2") iff o;(z) = op(a’)

tzn., utozsamiamy te pary (i, z) € |F|, ktore sa posylane przez o na ten sam element
wS. Jedlia:i — j€J totrojkat

jest przemienny. Zatem dla z € Fj, mamy o;(x) = 0j(Fu(x)) 1 wtedy

(i,2) ~o (J, Fa()) ()

Czyli warunek (5) musi zachodzi¢ dla dowolnego stozka o nad F', dowolnego a : i —
j € J idowolnego z € F;. Niech teraz ~g bedzie najmniejsza relacja réwnowaznosci
na |F| taka, ze

(i, ) ~o (J, Fa(z)) (6)
dla dowolnego av: ¢ — j € J oraz x € F;. Oczywidcie taka najmniejsza relacja ist-
nieje jako przeciecie wszystkich relacji rownowaznosci ~ na |F'| spelniajacych waru-
nek (6). Definiujemy kogranice F' jako zbior klas abstrakeji relacji ~g

Colim F = |F|,,

oraz wlozenia
Ki : E — ’F|

tak, ze dla 7 € J oraz = € F;
x = [(i, 7)]

. Kk jest kostozkiem, poniewaz dla dowolnego a: ¢ — j € J tréjkat
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F;

F,
. o FJ
K\‘ /fj

Colim F

jest przemienny

ri(x) = [(i, 2)] = [(J, Fa(2))] = rj(Fa(z)) = Kj o Fu(x)

dla x € F;. Nalezy jeszcze pokazad, ze dla dowolnego kostozka o : F — Ag istnieje
jedyny morfizm h : Colim F' — S taki, ze trojkat

K

F; U Colim F
N
S
jest przemienny. Taka funkcja h, o ile istnieje, musi by¢ okreslona wzorem

h([(@, 2)]) = oi(x)

Powyzszy wzor definiuje funkcje o ile nie zalezy od wyboru reprezentanta, a tak jest
wtedy i tylko wtedy gdy

(i,z) ~o (i',2') implikuje o;(z) = oy (a) (7)

dla dowolnych (i, z), (i, 2') € |F|. Ale warunek (7) jest spetniony jako, ze na mocy
(5) i (6) mamy ~y C ~,. To konczy opis kogranicy funktora F.

5.6 Kogranice funktoréw reprezentowalnych w Set¢”

Niech X bedzie zbiorem. Wtedy X mozna reprezentowa¢ jako [[,cy 1. Innymi
stowy X jest kogranica obiektu konicowego indeksowanego zbiorem X. Poniewaz
Set jest rownowazny kategorii funktorow Set'™ oraz przy tym utozsamieniu jedyny
(z doktadnoscia do izomorfizmu) funktor reprezentowalny 1(—,1) : 17 — Set jest
identyfikowany z obiektem koricowym Set, to powyzsze obserwacje mozna podsu-
mowaé tak: kazdy obiekt X w Set!™ jest kogranica funktoréw reprezentowalnych
indeksowana kategoria (dyskretna, ktorej obiektami sa elementy) X . Okazuje si¢, ze
kategoria 1 nie jest tu wyjatkiem. Jesli odpowiednio zdefiniujemy pojecie ’kategorii
elementéw funktora’ to podobny fakt bedzie zachodzit dla dowolnej kategorii malej
C. Ponizej zajme sie tym uogoélnieniem.

Kategoria elementéw funktora Niech C bedzie kategorig mata a F' : CP —
Set funktorem. Obiektami kategorii [, F elementéw funktora F sa pary (C,z)
takie, ze C € C iz € F(C). Morfizmem f : (C,z) — (C',2") w [, F jest morfizm
f:C — C" wC taki, ze

F(f)@) ==

(zauwazmy miejsca x i *’ w powyzszej definicji). Mamy funktor rzutowania:

7I‘F:/F—>C
C

taki, ze

mp(f: (Cox) = (C'a"))=f:C—C
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dla f: (C,x) — (C',2") € C. Ponadto dla (C,z) € C definiujemy transformacje
naturalna
T{gm Y(C)omp(C,z) =Y (C)=C(—,C) — F
taka, ze
T(}é«,x) (ido) =z
NB. Zauwazmy, ze z lematu Yonedy wynika, ze powyzszy warunek jednoznacznie

wyznacza transformacje naturalng 7'(FC )"

Fakt 5.2 Dia dowolnego funktora F w Set®™ | para (F,7) jest kostozkiem kogra-
nicznym nad funktorem Y o mp.

Dowdd: Musimy pokazaé, ze
1. 7% jest kostozkiem;
2. 71 jest obiektem poczatkowym w kategorii kostozkéw nad Y o mp.

Ad 1. Niech f: (C,z) — (C',2') € [, F. Mamy pokaza¢, ze trojkat
F

z = F(f)(«)

TW)/ \

ido| f
Y(f)

jest przemienny. A to wynika z definicji morfizmu f : (C,z) — (C",2') w [, F.
Ad 2. Niech (G, o) bedzie innym kostozkiem na Y o mp. Definiujemy morfizm
stozkow o : F' — G tak, by dla dowolnego (C,z) w [, F' trojkat

Y(C) Y ()

[0

F G
T(C,N / (Cyz)

Y(e)

byl przemienny. Dla x € F(C') ktadziemy

ac(r) = o(cq)(ide)

Oczywiscie by « byta morfizmem stozkéw nad Y o mp, o musi spetnia¢ powyzszy
warunek. Zatem o ile a jest dobrze okreslonym morfizmem w Set®” to jest to
jedyny morfizm stozkéw z (F,7) do (G, o). Zatem pozostaje do pokazania, ze « jest
transformacjg naturalna. Niech f : C — C' bedzie morfizmem w C. Pokazemy, ze
kwadrat

F(C") ac G(C)

X | > U(C’,Z’)C/ (ch/)

ac
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jest przemienny. Korzystajac z faktu, ze o ;) jest naturalna transformacja, i w
szczegolnosci kwadrat dla morfizmu f

(Xt ,
Yo (C) e

idc/ ‘ > T

Yoo (f) T T G(f)

fr—ocranc(f) = G())
- G(CO)

- G(C)

/

YC,(C) O'(C/ x’)C

jest przemienny, oraz o jest stozkiem nad G i w szczegblnodcei dla morfizmu

HCFNE) () w [ F

trojkat
YOFF(C,JJ) = YC

e
| e

Yornp(C' o)=Y

Yorp(f)

jest przemienny, otrzymujemy:

U(C,F(f)(xf))c(fdc) = (o kostozek)
= 0(cran) e © (Yp)olide) = (def Yf)
- U(C’w’)c(f) = (U ) nat. transf. )
= G(f (x/) - (def O'(C/ /))

Q.ED.

Whiosek 5.3 Kazdy funktor w Set®” jest kogranicq funktoréw reprezentowalnych.
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6 Funktory sprzezone

Pojecie funktora sprzezonego jest jednym z najwazniejszych poje¢ w teorii kategorii.
Czesto istnienie funktora sprzezonego (lewego lub prawego) do danego funktora jest
glebokim faktem majacym daleko idace konsekwencje. Wiele poje¢ mozna definio-
waé postulujac istnienie funktoréw sprzezonych do istniejacych juz funktoréw. Na
przyktad pojecie obiektu wykltadniczego (i kategorii kartezjansko domknietej) jest
wygodnie definiowaé w ten sposob.

6.1 Dwa przyklady sprzezen funktoréow

Zanim podam definicje ogo6lng przyjrzymy sie dwoém szczegbdlnym sprzezeniom funk-
toré6w. Na tych dobrze znanych przyktadach chce pokaza¢ szereg konstrukeji zwia-
zanych ze sprzezeniami, ktére pézniej ujmiemy w sposob ogdlny.

Przyktad 1: obiekt wykladniczy

Funktory Mamy dwa funktory

Set Set

takie, zedla f: X =Y
AX (=) (f: X =Y)=(ldax f):Ax X — AXY

dla (a,z) € Ax X,
(ida x f)(a,z) = (a, f(z))

oraz
(DN X—-Y)=f4 x4 — v
dla g € X4,
Fig)=1foyg
Naturalny izomorfizm Te funktory indukuja dwa funktory z Set’? x Set w Set:
Set(A x (=), =)
SetP x Set Jo  Set
Set(—, (=)")

ktore sa naturalnie izomorficzne. Mamy bowiem bijekcje
oxy : Set(Ax X,Y) — Set(X,Y4)
taka, zedla f: AXx X =Y, z€ X, a€ A
pxy (f)(z)(a) = f(a, )

Dla dowolnych zbioréw X, Y mamy wzajemnie jednoznaczna odpowiednioé¢
wx,y funkcji, ktora jest naturalna w X i w Y. Jesli g = px y(f) to méwimy,
ze g jest transpozycja f (a f jest transpozycja ¢g) 1 oznaczamy to tak

fiAXX =Y
g: X YA
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Naturalnosé ¢ mozna przedstawié¢ jako wzajemnie jednoznaczng odpowiednioéé

funkcji
idg X k x f= <P)_(,1Y(9) h (8)

Ax X' Y ~Y!

A x

X' - X -y -y’A
k g=exy() * A Y

lub krocej
hopxy(f)ok=pxy(ho fol(ida x k))

Jednosé i kojednosé Niech X, Y beda zbiorami a nx i ey transpozycjami iden-
tycznosci (w dwoch réznych kierunkach). To znaczy nx jest transpozycja

idAXXa
daxx  AxX —-Ax X
nx: X — (Ax X)A

nx(z)(a) = {a, z)

dlax € X, a € A, a ey jest transpozycja idy 4,
idya: YA YA
ey tAxYA LY

5Y(a7 f) = f(a)

dlaa € A, f € YA Czyli ey jest morfizmem ewaluacji. Latwo sprawdzi¢, ze
zaréwno 1 jak i € sa naturalnymi transformacjami

n:lger — (A X (—))A, n:AXx (—)A — 1get

Znajac nx, ey dla dowolnych X i Y mozemy odtworzy¢ . Dla f: Ax X =Y
mamy

id
AXX%AXX !/

X YA

X (AxX)A Iz

Czyli pxy(f) = 4 onx. Podobnie dla ¢ : X — Y4 mamy

tdya
X I ya ey

AxYA

Ax X ida X g ey

Y

Czyli go)_(’ly(g) =cy o (idg X g).
FLatwo sprawdzi¢, ze
n:idger — (A x (=))4

e: Ax (=) = idge
sg naturalnymi transformacjami.
Morfizmy uniwersalny i kouniwersalny Ponadto dla dowolnego X, morfizm nx

ma nastepujaca wlasnosé:
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X Ax X

NE

g (A x X)4 f
Vs
y4 Y
dla dowolnego Y i g : X — Y4 istnieje jedyny morfizm f: A x X — Y taki,
ze
g=f"onx
Oczywiscie f(a,xz) = g(x)(a), dlaa e Aix e X.

Podobnie, dla dowolnego Y, morfizm ey ma nastepujaca wlasnosé:

X Ax X
\(\iAXQ

g / AxYyA
/Y

y4 Y

dla dowolnego X i f : A x X — Y istnieje jedyny morfizm g : X — Y4 taki,
ze

f = E&y ©o idA X g
Oczywiscie g(x)(a) = f(a,z),dlaa € Aiz € X.
Morfizm o wtasnosci nx jest morfizmem uniwersalnym z X w funktor (—)4, a
morfizm o wlasnosci ey jest morfizmem kouniwersalnym z funktora A x (=) w
Y. Ogblne definicje zostang sformutowane w nastepnym paragrafie.

Réwnodci trojkatne Na koniec zauwazmy, ze ponizsze dwa trojkaty
Ax (AxX)A (AxYHA
idg X nx EAXX Ny A (é‘y)A

Ax X

- Ax X vA
idaxx

Sa przemienne.

Przyklad 2: monoid wolny

Funktory Niech Mon bedzie kategoriag monoidéw. Mamy dwa funktory

Set Mon
U

F jest funktorem monoidu wolnego a U jest funktorem zapominania. To zna-
czy, 7€
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1. dla zbioru X, F(X) jest monoidem wolnym nad X, czyli zbiorem stow
nad X;

2. dla funkcji f : X — Y, F(f) : F(X) — F(Y) jest homomorfizmem
monoidéw wolnych indukowanym przez f (dla z € X mamy F(f)(z) =
f(@));

3. dla monoidu M, U(M) jest uniwersum monoidu M (tez oznaczane przez
M);

4. dla homomorfizmu monoidéw h : M — N, U(h) jest to ten sam homo-
morfizm traktowany jako funkcja pomiedzy uniwersami.

Naturalny izomorfizm Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, funktory F' i U
indukuja dwa funktory z Set°? x Mon w Set:

Mon(F(-),=)
Set? x Mon Je  Set
Set(_7 U(:)

ktoére sa naturalnie izomorficzne. Mamy bowiem bijekcje
ox,.m : Set(F(X), M) — Set(X,U(M))
taka, ze dla h: F(X) > M,z € X,
pxm(h)(x) = h(x)

Dla dowolnych zbioru X i monoidu M, mamy wzajemnie jednoznaczng od-
powiednio$¢ ¢x a, ktora jest naturalna w X i w M. Jesli g = ox m(h) to
mowimy, ze g jest transpozycja h (a h jest transpozycja g) i oznaczamy to tak

h:F(X) = M
g: X —-UM)

Naturalnosé ¢ mozna przedstawi¢ jako wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé
funkeji i homomorfizméw

-1
X X oy Y gy YY)
lub krécej

U )opxy(h)ok=px n(ho foF(k))

Jednosé i kojednosé Podobnie jak poprzednio, funkcja nx : X — UF(X) jest
definiowana jako transpozycja homomorfizmu identycznosciowego idp(x)
F(X) — F(X) ahomomorfizm ¢y : FU(M) — M jest definiowany jako trans-
pozycja funkcji identycznosciowej idy(pry @ U(M) — U(M). Funkcja nx jest
wlozeniem generatoréw w uniwersum monoidu wolnego na stowa jednoliterowe.
Monoid FU (M) jest to monoid wolny nad uniwersum monoidu M. Zatem jest
to zbior stow nad U(M). Homomorfizm e : FU(M) — M ewaluuje stowa
nad M izwraca elementy M. Na przyktad epr(momims) = mg+myxme gdzie
* jest dziataniem w M, a mgmimsy jest stowem nad M.

Znajac nx, ey dla dowolnych X i M mozemy odtworzy¢ ¢. Dlah: F(X) — M
mamy
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nx

Czyli px p(h) = U(h) onx. Podobnie dla g : X — U(M) mamy

id
X g M) —2M
F(X)—FUM M
() g5 FUOD) ——=;
Czyli Xy (9) = ear o U(g).
Latwo sprawdzi¢, ze
N :idget — UF

82FU—)idMon

sg naturalnymi transformacjami.

Morfizmy uniwersalny i kouniwersalny Ponadto dla dowolnego X, morfizm nx
ma nastepujaca wlasnosé:

X F(X)
N
g UF(X) h
U(h)
U(M) M

dla dowolnego monoidu M i funkcji g : X — U(M) istnieje jedyny homomor-
fizm h: F(X) — M taki, ze

g="U(h)onx

Jako, ze dziedzing homomorfizmu h jest algebra wolna wystarczy okresli¢ go
tylko na generatorach F'(X). Zatem warunek

h(z) = g(x)
dla z € X jednoznacznie wyznacza homomorfizm h.

Dualng wlasno$é ma homomorfizm ).

Réwnosci trojkatne Na koniec zauwazmy jeszcze, ze dla zbioru X i monoidu M
ponizsze trojkaty

FUF(X UFU(M
77/ \ / \EM
ZdF(X ZdU

Sg przemienne.
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6.2 Morfizmy uniwersalne i kouniwersalne

Podamy teraz ogoélna definicje morfizmu uniwersalnego. Przyktady morfizméw uni-
wersalnych i kouniwersalnych wiedzieliSmy powyzej.

Niech G : D — C bedzie funktorem, C' € C. Para (D,u : C — G(D)), jest
morfizmem uniwersalnym z obiektu C' w funktor G o ile

C D
N
g G(D) f
/G(f )
G(D') D'
dla dowolnego D’ i g : C — G(D’) istnieje jedyny morfizm f: D — D’ taki, ze
g=G(f)ou

Zauwazmy tez, ze para (d,u : C — G(D)) jest morfizmem uniwersalnym wtedy i
tylko wtedy gdy jest reprezentacja funktora

C(C,G(—)): D — Set

Definicja morfizmu kouniwersalnego z jest dualna do definicji morfizmu uniwer-
salnego. Sformutowanie jej pozostawiamy czytelnikowi.

6.3 Definicja sprzezenia

Jesli F:C — DiG:D — C sa funktorami to méwimy, ze funktor F' jest lewym
sprzezonym do funktora G (a G jest prawym sprzezonym do funktora F) gdy istnieje
naturalny izomorfizin funktoréw ¢:

C? x D b  Set

Trojke (F, G, ¢) nazywamy sprzezeniem. Jesli taki izomorfizm naturalny ¢ istnieje
to piszemy F - G.
Innymi stowy, dla dowolnych obiektéw ¢ € C i d € D mamy wzajemnie jedno-
znaczng odpowiedniosé
f:F(C)—D
g:C — G(D)

ktora jest naturalna w C'iw D (g = ¢co,p(f)). W takiej sytuacji mowimy, ze g jest
transpozycjg morfizmu (lub morfizmem transponowanym) f i, ze f jest transpozycja
(lub morfizmem transponowanym) g. Naturalno$¢ te mozna wyrazi¢ jako wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$é morfizmow

-1
() F(k) F(C) f—s@ap(g)‘D by (10)
O = vent C P Gy ¢
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to znaczy dla dowolnych k : C' — C wCoraz f : F(C) = Dih:D — D' w0D
mamy:

pcrpr(ho foF(k)) =G(h)opon(f)ok

lub jako przemienno$¢ nastepujacych diagramow:

D(F(C), D) — PSP (. G(D) (11)
D(F(C), h) C(C. G(h)
DF(C), D) — P (o, (D)

D(F(k),D’) C(k,G(D")

Y

D(F(C"), D) (' G(D)

wcr,p’

Naturalny izomorfizm ¢ jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wartosci na iden-
tycznosciach. Mamy bowiem dla dowolnego morfizmu f : F(C) — D w D

Fo)— O ey p
C - GF(C G(D
vc,rc)(idrc)) ©) G(f) (D)
czyli
vo.p(f) = G(f) o ve,r)idrcy) (12)

Zwykle pc p(o)(idp(cy) jest oznaczany jako ne : € — GF(C).

Podobnie, naturalny izomorfizm ¢! tez jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje wartosci na identycznosciach. Mamy bowiem dla dowolnego morfizmu

g:C—-GD)wC

-1 .
F @ (ida(p))
F(C) (9) Fo(p) LE@LD @) 5
C - G(D : - G(D
g (D) o) (D)
czyli
vc.p(9) = P5(p),plidan)) © F(g) (13)

Zwykle wéép)p(ida(p)) jest oznaczany jako ep : FG(D) — D.

Lemat 6.1 Rodziny morfizméw n = {nc}cec i € = {ep}pep zdefiniowane powyzej
sq naturalnymi transformacjami:

n:ide — GF e: FG — udp

Ponadto trojkaty

GFG FGF (14)
77G/ \G(s) F(?ﬂ/’ \ep
G o G F idp F

sq przemienne.
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Dowdd: By pokazaé, ze n : ide — GF jest naturalna transformacja wystarczy
pokaza¢, ze dla dowolnego f : C — C’ kwadrat

c 1, gr(C) (15)
g G
C! e~ GF(C)

jest przemienny. A to wynika z faktu, ze oba ztozenia sa transpozycjami morfizmu

F(f): F(C) - F(C"):

c f L g O T PO (idrcn) GF(C")
oraz
. Ne = SDC,F(C) (ZdF(c)) GF(C) GF(f) GF(C/)
F(0O) idp (o) (@) F(f) e

Poniewaz transformacja morfizmu F(f) (i kazdego innego) jest jedyna, to kwadrat
(15) jest przemienny i n: 1¢ — GF jest naturalng transformacja.
Innymi stowy z przemiennosci ponizszych kwadratéw

D(F(C), F(C)) — D cc,GFR(0))
Lro)l - 1)C
D(F(C), F(f)) j j C(C,GF(f))
F(f)— o(F(f)) = GF(f) o n.
P(C,F(C)

C(C,GF(C)

A

D(F(C), F(C")

F(f)l O(F(f)=mnc of
D(F(f), F(C") j j C(.GF(C")
1o /el

D(F(C"),F(C") ~-C(C',GF(C"))

P(Cr,F(C"))
otrzymujemy ne o f = @(F(f)) = GF(f) onc a stad przemiennosé (15).

By pokazaé, ze € : FG — idp jest transformacjg naturalng nalezy pokazaé, ze
dla dowolnego g : D — D’ kwadrat

FG(D)—% D (16)
FG(g) \ \ g
FG(D') —5—~ D'

jest przemienny. Podobnie jak w poprzednim przypadku pokazemy, ze oba zlozenia
sa transpozycjami morfizmu G(g) : G(D) — G(D'):
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Ep = <PE;}1,D (idg(py) g

FG(D) - D - G(D')
G(D) o - G(D) g F(D)
— ot (G
Fa(p)-LCY) | popy P = Fedn ldew) |,
G T, 9

Poniewaz transformacja morfizmu G(g) jest jedyna, to kwadrat (16) jest przemienny
ie: FG — idp jest naturalng transformacja.

Pokazemy teraz, ze trojkaty (14) sa przemienne.
Niech D € D. Pokazemy, ze G(ep) o ng(py = idg(p). Mamy nastepujace wza-
jemnie jednoznaczne odpowiednio$ci:

G 60 qram) —C2En) G
FG(D) WrGD) | pepy €D D
FG(D) =D ~D

’ G(D) Mew) G(D)

Zatem morfizmy G(ep) © ng(py 1 idg(p) sa réwne poniewaz oba sg transpozycjami
morfizmu ep. A stad lewy trojkat (14) jest przemienny.

Niech €' € C. Pokazemy, ze ep ) o F(nc) = idpc). Mamy nastepujace wzajem-
nie jednoznaczne odpowiedniosci:

Fo)—Fe) | pape) O g
! C B e L /) ot
» C e - GF(C)
! F(e) —O . o)

Zatem morfizmy epc) o F(ne) i idpcy sa réwne poniewaz oba sa transpozycjami
morfizmu no. Wobec tego prawy trojkat (14) tez jest przemienny. Q.E.D.

Jesli (F,G, ) jest sprzezeniem to transformacje naturalne n : ide — GF i
€ : FG — idp okreslone powyze] nazywamy jednoscig i kojednoSciq sprzezenia,
odpowiednio.

6.4 Inne charakteryzacje sprzezen

Jak juz widzielismy jesli mamy jednos¢ lub kojednosé sprzezenia to mozemy z ich od-
tworzy¢ cate sprzezenie (czyli naturalny izomorfizm ). Ponizsze twierdzenie wylicza
jakie porcje informacji o sprzezeniu (F, G, ¢) wystarcza by jednoznacznie wyznaczy¢
cale sprzezenie. W ¢éwiczeniach znajduja sie dalsze takie warunki.

47



Twierdzenie 6.2 Sprzezenie (F,G, ) jest jednoznacznie wyznaczone przez:

1. funktory F', G i transformacje naturalng n : ide — GF takq, Ze dla C € C,
para (F(C),nc) jest morfizmem uniwersalnym z obiektu C' w funktor G.

2. funktor G, przyporzgdkowanie obiektowe Fy : Ob(C) — Ob(D) i dla C € C mor-
fizmno : C — GFy(C) taki, ze para (Fo(C),nc) jest morfizmem uniwersalnym
z obiektu C' w funktor G.

3. funktory F', G 1 transformacje naturalne n : ide — GF i ¢ : FG — idp takie,
ze trdjkaty (14) sq przemienne.
Dowdd: Ad 1. Niech C € C, D € D. Definiujemy

vo.p(f: F(O) = D)=G(f)onc

Z uniwersalnosci morfizmu nc wynika, ze pc p jest bijekcja.
Pokazemy, ze ¢ jest transformacja naturalna, to znaczy, ze kwadraty (11) sa
przemienne. Dolny kwadrat jest przemienny poniewaz rownoscé

G(f)oncok=G(foF(k))onc

wynika z naturalnosci 7, a gérny kwadrat jest przemienny poniewaz réwnoscé

G(h) o G(f)oncr = G(ho f)onc

wynika stad, ze G jest funktorem.
W ten sposoéb pokazalismy, ze (F, G, ') jest sprzezeniem.
Ponadto dla C' € C mamy, ze

vo.ro)idrc)) = Glidpc)) o ne = nc

a to oznacza, ze 7 jest jednodcia tego sprzezenia. Jesli n jest tez jednodcia tego
sprzezenia (F, G, ) to ¢ = ¢'.

Ad 2. By sprowadzi¢ sytuacje do poprzedniej, wystarczy pokazac¢, ze przypo-
rzadkowanie Fy rozszerza sie do funktora F : C — D takiego, ze 1 : ide — GF jest
transformacja naturalna.

Niech f: C' — C’ bedzie morfizmem w C. Z uniwersalno$ci morfizmu 7¢ istnieje
jedyny morfizm F(f) : Fo(C) — Fp(C") taki, ze

F(f)onc=mncrof

c—1¢ . GFy(C) Fo(C)
g | F60) R |
C' —5 GFo(C) Fo(C")

Oczywiscie F tak okredlone zachowuje dziedziny i przeciwdziedziny. Dla f = id¢
mamy

G(idp,(cy) © nc = nc o idc

Zatem z jedynosci F(id¢),
F(ide) = idF(C).
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Czyli F' zachowuje identycznosci. Podobnie z jedynosci F'(g o f),

F(go f) = F(g) o F(f).

Czyli F jest funktorem rozszerzajacym Fy. Z definicji F' wynika tez, ze jest to
n :ide — GF jest transformacja naturalna.

Ad 3. Niech C € C, D € D. Zdefiniujemy dwie funkcje:

D(F(C), D) C(C,G(D))

Dla f € D(F(C), D)
von(f) =G(f)onc

oraz dla g € C(C,G(D))
Ye,n(g) = ep o F(g).

Naturalnos¢ ¢ mozna tatwo pokazaé korzystajac z tego, ze G jest funktorem i 7 jest
transformacja naturalna.

Pokazemy, korzystajac z przemiennosci (14) i naturalnosci n, €, ze funkcje peo p
1 9¢.q 53 wzajemnie odwrotne. Mamy

vc,p(Ye,p(g)) =

=pc,plepo F(g)) =
=G(epoF(g))onc =
=G(ep) o GF(g) ome =
= G(ep)ongmpyog=g-
Ponadto
Yo,p(eo,p(f)) =
Yo,p(G(f)onc) =
ep o F(G(f)onc) =
epo FG(f)o F(nc) =
foereyoFne) = f.

Zatem ¢ jest rzeczywidcie naturalnym izomorfizmem.

Q.E.D.

Ze wzgledu na punkt 3 powyzszego twierdzenia, sprzezenie (F,G, ) mozna tez
reprezentowaé jako czworke (F, G, n, ) gdzie transformacje naturalne 7 i € spetniaja
rownosci trojkatne (14).

Przyklady funktoréw sprzezonych

1. Dla dowolnej teorii rownosciowej T' funktor zapominania z kategorii T-algebr
w Set Up : Alg(T) — Set ma lewy sprzezony, funktor T-algebry wolnej.

2. Funktor wlozenia kategorii na przekatna A : C — C x C ma lewy sprzezony
wtedy i tylko wtedy gdy C ma produkty binarne, i ma prawy sprzezony wtedy
i tylko wtedy gdy C ma koprodukty binarne.
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3.

10.

11.

Ogolniej funktor wlozenia kategorii C na funktory stale A : C — CP ma lewy
sprzezony wtedy i tylko wtedy gdy C ma granice indeksowane kategorig D,
i ma prawy sprzezony wtedy i tylko wtedy gdy C ma kogranice indeksowane
kategorig D.

Kategoria grafow Grph utozsamiamy z kategoria funktoréw z kategorii:

[ ] [ ]
Mama funktor zapominania z kategorii maltych kategorii w kategorie gra-
fow Cat — Grph, ktory kategorii (Cy,Co,d,c,m,1) przyporzadkowuje graf
(C1,Co,d,c). Ten funktor ma lewy sprzezony, funktor kategorii wolnej nad
grafem.

Funktor zapominania z kategorii matych kategorii w kategorie zbioréow Cat —
Set przyporzadkowujacy kategorii C' zbior jej elementow Ob(C') ma lewy sprze-
zony (kategorii dyskretnej) i prawy sprzezony (kategorii antydyskretnej).

Jesli f: A — B jest funkcja to funkcja monotoniczna przeciwobrazu trakto-
wana jako funktor pomiedzy czesciowymi porzadkami f~!: P(B) — P(A) ma
oba funktory sprzezone. Lewy sprzezony 3¢ : P(A) — P(B) to kwantyfikator
egzystencjalny wzdtuz f, tzn. dla X C A mamy

3¢(X) ={be B|3, f(a) =bANa e X}(={be€ BlFuex f(a) =b})

prawy sprzezony V¢ : P(A) — P(B) to kwantyfikator ogélny wzdtuz f, tzn.
dla X € A mamy

Vi(X)={be BN, fla) =b=ac X}

Dla funkcji f = nx : X xY — X otrzymujemy zwykle operacje kwantyfikacji.

Funktor Comp — Set zapominania z kategorii przestrzeni zwartych w Set ma
lewy sprzezony 3 : Set — Comp, funktor uzwarcenia Cecha-Stone’a.

Funktor zbioru potegowego P : Set®? — Set taki, ze dla funkcji f : A — B
mamy P(f) = f~' : P(B) — P(A) ma lewy sprzezony P : Set — SetP tzn.
ten sam funktor, rozpatrywany jak funktor dualny.

Rozwazamy przestrzenie liniowe nad ustalonym ciatem k. Poniewaz zbiér prze-
ksztalcenn pomiedzy dwoma przestrzeniami liniowymi jest w naturalny sposob
przestrzenig liniowa, dla dowolnej przestrzeni wektorowej V mamy funktor
Hom(V,—) : Vecty, — Vecty przyporzadkowujacy przestrzeni W przestrzen
przeksztatcen liniowych Hom(V,W). Ten funktor ma lewy sprzezony mnoze-
nia tensorowego przez V: V @ (—) : Vecty, — Vecty.

Ten przyktad ma zwiazek z poprzednimi dwoma. Mamy funktor Hom(—, R) :
Vect,’ — Vecty, przyporzadkowujacy przestrzeni W przestrzen przeksztalcen
liniowych Hom(W, k). Ten funktor ma lewy sprzezony Hom(—, R)°P : Vecty —
Vect,”.

Konstrukcja algebry grupowej jest funktorem lewym sprzezonym ale do funk-
tora zapominania do kategorii monoidéw. Doktadniej mamy funktor zapomi-
nania z kategorii k-algebr w kategorie monoidéw U : k — Alg — Mon przy-
porzadkowujacy algebrze A jej monoid multiplikatywny. Funktor U ma lewy
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sprzezony 'k-algebry monoidowej’ (M — k[M]). Ten funktor zastosowany do
grupy G daje tzw. algebre grupowa k[G].

12. Funktor Set®? — CaBA z kategorii zbioréw do kategorii zupelnych dystry-
butywnych atomowych algebr Boole’a przyporzadkowujacy zbiorowi X algebre
Boole’a jego podzbiorow P(X) ma lewy sprzezony. W tym przypadek jest to
rownowaznosé kategorii.

6.5 Wlasnosci funktoréw sprzezonych

Lemat 6.3 Niech G : D — C bedzie funktorem. Jesli G ma lewy sprzezony to jest
on wyznaczony z doktadnoscig do izomorfizmu.

Dowdd: Niech F, F': C — D bedg funktorami lewymi sprzezonymi do G. Poka-
zemy, ze F' 1 F’ sa naturalnie izomorficzne.

Morfizm uniwersalny z C' w G jest obiektem poczatkowym w kategorii, ktorej
obiektami sa pary (D,f : C — G(D)) a morfizmami g : (D, f) — (D', [f’) sa
morfizmy g : D — D’ w D takie, ze f' = G(g) o f. Poniewaz obiekt poczatkowy
jest jedyny z doktadnoscia do izomorfizmu istnieje (jedyny) izomorfizm 7¢ : F(C) —
F'(C) taki, ze trojkat

C
ule / \77’0
GF(C) gn GF(O)

jest przemienny. Pozostaje do pokazania, ze transformacja 7 : F' — F” jest naturalna.
Niech f: C — C' bedzie morfizmem w C. Rozwazmy diagramy

C: D :
N
ne e
PTG o) F(C) 2o F(c)
, orin| or) )| )
GF(C') — GF'(C") F(C") — F'(C")
7707\G(TC,) e :
C/

Mamy pokazac, ze kwadrat po prawej stronie jest przemienny. W tym celu wystarczy
pokazaé, ze oba ztozenia w tym kwadracie 7¢r o F(f) 1 F'(f) o 7¢ sa transpozycjami
morfizmu g, o f.

Mamy
G(rer o F(f)) ome =
=G(1c) o GF(f)onc =
= G(rcr) omer o f =
= ey o f
oraz

G(F'(f)o1c)onc =
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= GF'(f) o G(1¢) o nc
= GF/(f) o 77’0 =
= o f
Q.E.D.

Lemat 6.4 Niech G : D — C bedzie funktorem. G jest prawym sprzezonym wtedy 4
tylko wtedy gdy dla dowolnego obiektu C' € C funktor

C(C,G(-)) : D —» Set

jest reprezentowalny.

Dowdd: = Jezeli (F,G,p) jest sprzezeniem to dla C' € C
(F(C),pc : D(F(C), =) = C(C,G(-)))

jest reprezentacja funktora C(C, G(—))).
«: Ustalmy obiekt C' € C. Niech

(Fo(C), ¢c = D(Fo(C), —) = C(C,G(-)))

bedzie reprezentacja funktora C(C,G(—)) : D — Set oraz niech nc =

vo,rc)(Iryey) = € — GFy(C). Na mocy Twierdzenia 6.2.2 wystarczy pokazac,

ze (Fo(C),nc) jest morfizmem uniwersalnym z obiektu C' do funktora G.
Rozwazmy morfizmy w kategoriach C i D:

‘o P4 Rio)
Mc
f GFy(C) g
/?(g)
G(D) D

Poniewaz ¢¢ jest naturalnym izomorfizmem, to dla dowolnego morfizmu f : C' —
G(D) istnieje jedyny morfizm g : Fy(C) — D taki, ze

ec,n(g) = f
7. tej rownosci, definicji funktora C(C, G(—)) i morfizmu n¢ i naturalnosci ¢ mamy
f=wvcn(9) =D(C,G(=))(9)((¢c,clidr(c))) =
=D(C,G(9))(nc) = G(g) o nc

Mozna to tez zobaczy¢ rozwazajac kwadrat

D(Fy(C), Fo(C) —— 2D e(c,aRy(0))
Lry o)l - 1C
D(FY(C),g) T T e(C, G(g))
g———f=G(9) onc
D(Fy(C), D) o - C(C,G(D))
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ktory jest przemienny na mocy naturalnosci o na morfizmie g.
Zatem (C,n¢) jest morfizmem uniwersalnym z obiektu C' do funktora G.
Q.E.D.

Ponizszy fakt jest czesto wykorzystywany do pokazywania, ze jaki§ funktor nie
ma sprzezonego lub, ze zachowuje (ko)granice.

Twierdzenie 6.5 Niech G : D — C bedzie funktorem prawym sprzezonym. Witedy
G zachowuje wszystkie granice, ktére istniejg w D.

Dowdd: Niech F' : C — D funktor taki, ze F 4 G oraz H : J — D funktor
z kategorii matej J. Niech (D,7) bedzie stozkiem granicznym nad funktorem H,
(G(D),G(m)) obrazem tego stozka przy funktorze G. Pokazemy, ze (G(D),G(m))
jest stozkiem granicznym nad funktorem GH. Niech (C, o) bedzie stozkiem nad
GH. Wtedy (F(C),7) jest stozkiem nad H, gdzie 7; jest transpozycja morfizmu o;
dlaie J.

C — F(0)
a; gJ o T; fJ Tj
G(D) D
G(Tr/ \G\(TFZ) 7/ \T\z
»GH(z‘)GT(a)»GH(j)« —~ H(i) Ho) H(j) +

Poniewaz (D, ) jest stozkiem granicznym, to istnieje (jedyny) morfizm stozkow f :
(F(C)1) — (D, 7). Wtedy morfizm g : C — G(D), bedacy transpozycja f tez jest
morfizmem stozkow z g : (C,0) — (G(D),G(w)). Poniewaz f jest jedyne to g tez
jest jedyne. Zatem (G(D),G(m)) jest stozkiem granicznym.

Q.E.D.

Twierdzenie odwrotne do powyzszego twierdzenia nie jest prawdziwe. Na przy-
ktad funktor zapominania z kategorii zupelnych algebr Boole’a C'Ba w Set nie ma
lewego sprzezonego, chociaz zachowuje wszystkie granice. Przyczyna tego faktu lezy
w tym, ze wolna i zupelna algebra Boole’a musiala by mie¢ klase elementéw. Lub
innymi stowy, istniejg zupelne algebry Boole’a dowolnie duzej mocy, ktore sa gene-
rowane przez przeliczalnie wiele elementéw. Twierdzenie Freyd’a 6.10 jest czesciowo
odwrotnym do powyzszego Twierdzenia 6.5 izostanie podane pdznie;j.

6.6 Podkategorie refleksywne i korefleksywne

Kategoria A jest podkategorig kategorii B jesli obiekty i morfizmy A sg obiektami i
morfizmami B a operacje dziedzin, przeciwdziedziny, ztozenia i identycznosci w A sa
obcieciami tych operacji w B. Jedli ponadto dla dowolnych obiektéw a,a’ z A mamy
A(A, A") = B(A, A") to mowimy, ze A jest podkategorig pelna w B.

Jesli A jest dowolna podkategoria kategorii B to A moze mie¢ nie wiele wspdlnego
z B. Zajmiemy sie teraz takimi podkategoriami A ktore ’dobrze siedza’ w kategorii
B, sa to kategorie refleksywne i korefleksywne.

Niech f : B — A bedzie morfizmem w kategorii A. Obrazem f przy wlozenie
Yonedy Y : A% — SetA jest naturalna transformacja A(f,—) : A(A4,—) —
A(B,—). Mamy
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Lemat 6.6 Przy oznaczeniach jak wyzej

1. A(f,—) jest monomorfizmem w Set? wtedy i tylko wtedy gdy f jest epimorfi-
zmem w A.

2. A(f,—) jest epimorfizmem w Set? wtedy i tylko wtedy gdy f jest split mono w
A.

3. W szczegolnosci A(f, —) jest izomorfizmem w Set™ wtedy i tylko wtedy gdy f
jest izomorfizmem w A.

Dowdd: Ad 1. Ten warunek jest w istocie przeformulowaniem definicji epimorfi-
zmu. Niech g i h beda dowolnymi morfizmami w A(a, ¢). Przypusémy, ze f jest epi.
Wrtedy jesli A(f, —)(g) = A(f, —)(h) to mamy

gof=Alf,—)g) = A(f,—)(h) =hof

Zatem g = h i z dowolnosci g i h A(f, —) jest mono.
Jesli A(f,—) jest mono oraz go f = ho f to mamy

.A(f,—)(g):gOf:hOf:.A(f,—)(h)

Zatem g = h i z dowolnosci g i h f jest epi.

Ad 2. A(f,—) jest epi wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego C' € A, funkcja
A(f,C) : A(A,C) — A(B,C) jest surjekcja. W szczegélnosci dla C' = B istnieje
g € A(A, B) takie 15 = A(f, B)(g) = go f, czyli f jest split mono. Z drugiej strony
jesli f jest split mono w A to jest split epi w A°. Poniewaz kazdy funktor zachowuje
spit epi wiec A(f, —) jest split epi, zatem w szczegolnosci epi. Q.E.D.

Twierdzenie 6.7 Niech (F,G,n,¢e) bedzie sprzezeniem, gdzie F: X - A, G: A —
X funktory an: 1y — GF oraz ¢ : FG — 14 transformacje naturalne. Wiedy

1. G jest wierny wtedy i tylko wtedy gdy €, jest epi, dla A € A.
2. G jest pelny wtedy i tylko wtedy gdy €4 jest split mono, dla A € A.

3. W szczegdlnosci G jest wierny © petny wtedy ¢ tylko wtedy gdy €4 jest izomor-
fizmem, dla A € A.

Dowdd: Ustalmy A, B € A. Wtedy mamy funkcje

—1
G 2
A(A, B) A,B G(A),B

[t ~G(f)]

To, ze sprzezeniem G(f) jest f oe4 wynika z ponizszej odpowiedniodci

X(G(A),G(B)) A(FG(A),B)

foea
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Poniewaz dla dowolnych X € X i a € A, ¢x 4 jest bijekcja to, uzywajac Lematu
6.6, mamy nastepujacy ciagg roéwnowaznosci

G A, jest injekcja dla A,Be A
<p5%A)7B oG4 p jest injekcja dla A,Be A
A(e 4, B) jest injekcja dla A,Be A
A(e4,—) jest mono dlaAe A
€4 jest epi dlaAde A

Zatem G jest wierny wtedy i tylko wtedy gdy 4 jest epi dla A € A. Podobnie mamy
ciag rownowaznosci

G A, B jest surjekcja dla A,Be A
gpa%A)’B o0 G, jest surjekcja dla A,Be A
A(e 4, B) jest surjekcja dla A,Be A
A(ea,—) jest epi dlaAe A
€4 jest split mono dla Ae A

Zatem G jest pelny wtedy i tylko wtedy gdy €4 jest epi dla A € A. Q.E.D.

Niech funktor i : A — B bedzie wlozeniem podkategorii. Méwimy, ze A jest pod-
kategoria refleksywng (korefleksywna) kategorii B jesli ¢ ma lewy (prawy) sprzezony.
Wtedy funktor lewy (prawy) sprzezony do ¢ nazywamy reflektorem (koreflektorem).

Jesli F' H i to, poniewaz i jest wierny, kojedno$¢ sprzezenia jest epi. Jesli A jest
podkategoria pelng kategorii B to kojednos¢ sprzezenia jest izomorfizmem.

Przyktady

1. Kategoria grup abelowych Ab jest podkategoria refleksywna kategorii grup Gr.
Reflektorem jest funktor abelianizacji.

2. Kategoria grup abelowych beztorsyjnych jest podkategoria refleksywna kate-
gorii Ab.

3. Kategoria grup abelowych torsyjnych jest podkategoria korefleksywna kategorii
Ab.

4. Kategoria przestrzeni zwartych jest podkategoria refleksywna kategorii prze-
strzeni Tj1.
2

Twierdzenie 6.8 Niech A bedzie petna podktegorig refleksywng X. Wtedy
1. Jesli X jest kategorig kozupelng to A tez jest kategorig kozupeng.

2. Jesli X jest kategorig zupetng to A tez jest kategorig zupeng.

Dowdd: 7 zalozenia mamy sprzezenie (F,G,n,¢), takie, ze G : A — X jest
funktorem pelnym. Zatem kojednos$é¢ sprzezenia e jest izomorfizmem.

Niech T : J — A bedzie funktorem z kategorii malej J.

Ad 1. Zalozmy, ze X jest kategorig kozupelna. Pokazemy, ze T ma kogranice.
Poniewaz e jest izomorfizmem, mamy izomorfizm funktoréw ep : FGT — T.
Zatem wystarczy pokazaé, ze istnieje kogranica funktora F'GT. Poniewaz, X jest
kategoria kozupelng to istnieje granica (C, k) funktora GT : J — X. Poniewaz F
jest funktorem lewym sprzezonym to zachwuje kogranice. Zatem (F(C), F(k)) jest
kogranica funktora FF G T.
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Ad 2. Zalézmy teraz, ze X jest kategoria zupelna. Zatem istnieje granica (L, )
funktora GT : J — X. Poniewaz, A jest pelna podkategoria X, to wystarczy
pokaza¢, ze istnieje obiekt A € A taki, ze istnieje izomorfizm i : L — (G(A).
Wtedy, poniewaz G jest wierny pelny, mozma skonstruowac stozek s’ o wierzchotku
A nad funktorem T taki, ze (G(A), G(r')) = (G(A),iok). Zatem (G(A),G(x')) jest
stozkiem granicznym jako izomorficzy ze stozkiem granicznym. Poniewaz, A jest
podkategoria pelna X to stozek (G(A), G(£')) spelnia silniejsza wlasnosé uniwersalna
niz jest wymagana dla stozka (A, k') by by¢ stozkiem granicznym. Zatem (A, k') jest
tez stozkiem granicznym w A.

By zakoczy¢ dowod pokazemy, ze g, : L — G F(L) jest izomorfizmem. Dlai € J
mamy odpowiednios¢

i L — GT(i)
pi: F(L) — T(i)

wynikajaca ze sprzezenia F' 4 G. Wtedy {p; : F(L) — T(i)}ics jest stozkiem nad
funktorem T o wierzchotku F(L). Zatem G(p) = {G(p;) : G(L) — G T(i)}ics jest
stozkiem nad funktorem G'T' o wierzchotku G F(L). Poniewaz (L, ) jest stozkiem
granicznym, to istnieje jedyny morfizm stozkow k : (G F(L),G(p)) — (L, ), tzn.
(uprzemienniajacy trojkaty

GF(L) k L
G(Pi) /77Z
1)

dla i € J. Z definicji morfizméw p; mamy tez, ze ng, : (L,7) — (G F(L),G(p)) jest
morfizmem stozkow. Czyli, ze trojkaty

GF(L)~—1 [

G(pi) /77Z
GT(i))

s3 przemienne dla ¢ € J. 7 jedynoéci morfizmu w granice, mamy k oy, = idr.

By zakonczy¢ dowod, pokazemy, ze 1y, o k = idp ()1
Zauwazmy, ze poniewaz € jest izomorfizmem to z réwnodci tréjkatnej

GFGF(L)
nGF([/ \g(sF(L))
GF(L) — GF(L))
idgr(r)
wynika, ze 1 p(r) tez jest izomorfizmem. Mamy diagram przemienny
. k
L L ~GF(L)
L NGF(L)
GF (k)
GF(L GFGF(L
G )
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Zatem
noko(mgrr) o GF((nL) =

= GF(k)ongr(ry° (e rr)) ' o GF((n) =
=GF(k)oGF(ny) = GF(kongrr)) =
= GF(idp) = idgr(r).

Czyli nz, ma i lewy i prawy odwrotny, a zatem jest izomorfizmem. Q.E.D.

6.7 Twierdzenie Freyd’a o istnieniu funktora sprzezonego

Lemat 6.9 (O istnieniu obiektu poczatkowego) Niech D bedzie kategorig lo-
kalnie matg 1 zupetng. Wiedy D ma obiekt poczgtkowy wiedy ¢ tylko wiedy gdy spel-
niony jest nastepujgcy

Warunek Zbioru Rozwigzujgcego: istnieje zbior I oraz rodzina I-indeksowana
{D;}ier obiektow D taka, ze dla dowolnego obicktu D € D istnieje i € I oraz morfizm
h:D;—D wD.

Dowdd: Koniecznosé tego warunku jest oczywista bo jesli D ma obiekt poczat-
kowy 0 to mozna przyja¢ {0} za jedno-elementowy zbior rozwiazujacy.

Niech teraz {D;};cs bedzie zbiorem rozwiazujacym jak w Lemacie. Wezmy pro-
dukt A = Il;c;D; oraz ekwalizator wszystkich endomorfizmoéw obiektu A

—_—

U—&—~4

A

—_—

Mozemy to zrobi¢ w D poniewaz D ma granice i jest lokalnie mata. Pokazemy, ze u
jest obiektem poczatkowym w D. Ustalmy D € D. Z zalozenia istnieje ¢ € [ oraz
morfizm z f: D; — D. Zatem mamy morfizm

T4

U—E&—+ A=1lc;D; - D; f—D

z u do d. Przypusémy, ze sa dwa takie morfizmy f, g : u — d. Wezmy ich ekwalizator
e€:B—-U

B € U D
g
s‘ ‘e
eoe os

7 poprzednich rozwazan istnieje morfizm s : A — B. Poniewaz 14 oraz eoe’ o s sa
endomorfizmami A to sy ekwalizowane przez e. Zatem mamy

/
eoeosoe=1goe=ceolp

Poniewaz e jest ekwalizatorem to e jest mono i mamy €’ osoe = 1g. Stad €’ jest epi

oraz f = g. Zatem U jest rzeczywidcie obiektem poczatkowym.
Q.E.D.
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Twierdzenie 6.10 (Twierdzenie Freyd’a o funktorze sprzezonym, FAFT)
Niech A bedzie kategorig lokalnie matg i zupetng o G : A — X bedzie funktorem.
Wtedy funktor G ma lewy sprzezony wtedy 1 tylko wtedy gdy G zachowuje wszystkie
granice 1 spelnia nastepujgcy

Warunek Zbioru Rozwigzujacego: dla dowolnego obiektu X € X istnieje zbior I
oraz rodziny I-indeksowane {A;}icr obiektow A i {f; : X — G(A;) }ier morfizméw w
X takie, ze dowolny morfizm g : X — G(A) jest ztozeniem g = G(h)o f; dla pewnego
1€l oraz h:A; — A.

X A AG L

g ...G(A)...G(4))... h
/v‘(h)

G(A) A

Dowdd: Warunek z twierdzenia jest konieczny. Kazdy funktor prawy sprzezony
zachowuje granice. Ponadto jesli F' 4 G to dla X € X jedno$é¢ sprzezenia nx : X —
GF(X) jest jedno-elementowy zbiorem rozwiazujacym.

Pokazemy, ze warunki z twierdzenia sa wystarczajace. Z charakteryzacji sprzezen,
Twierdzenie 6.2, wystarczy pokazaé dla dowolnego obiektu X € X istnieje morfizm
uniwersalny z obiektu X do funktora G, to znaczy istnieje obiekt A € A oraz morfizm
u: X — G(A) taki ze

kﬁ
Q
=
|

dla dowolnego obiektu B € A i morfizmu f : X — G(B) istnieje jedyny morfizm
f: A — B taki, ze powyzszy trojkat jest przemienny (G(f)owu = f).

Definiujemy kategorie X | G. Obiekty kategorii X | G to pary (A, f : X —
G(A)) gdzie A jest obiektem A a f jest morfizmem z X. Morfizm h : (A, f) — (A', f')
w X | G to morfizm h : A — A’ w A uprzemienniajacy trojkat

X
/ \f\/
G(A) — gy CA)

Latwo zauwazy¢, ze morfizm (A, u) jest morfizmem uniwersalnym z X do G wtedy
i tylko wtedy gdy (A, u) jest obiektem poczatkowym w X | G. Zatem pozostaje do
pokazania, ze istnieje obiekt poczatkowy w kategorii X | G. W tym celu pokazemy,
ze kategoria X | G spelnia zatozenia Lematu 6.9. Pojecie zbioru rozwigzujacego z
Twierdzenia jest pojeciem zbioru rozwiazujacego z Lematu 6.9 dla kategorii X | G.
Poniewaz A jest kategoria lokalnie mata to X | G tez jest kategoriag lokalnie mata.
Pozostaje jeszcze do pokazania, ze kategoria « | G ma granice. 7 Faktu 5.1 wynika,
ze wystarczy pokazac, ze funktor

P:X|]G— A
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kreuje granice.

Niech H : J — X | G bedzie funktorem z kategorii matej. Dla morfizmu
a:i—jwJ omaczmy H(a : i — j) = Hy = (A4, fi) = (45, f;). Poniewaz A
jest kategoria zupelna wiec mamy stozek graniczny (L, 7) nad funktorem P o H w
A. Mamy zatem

J H - X |G P - A
X l
R Y
G(A;) m G(ay) A H, Aj

W szczegolnosci (X, f = {fi : X — G(4;) }ier) jest stozkiem nad funktorem GoPoH
o wierzchotku X (w kategorii X). (G(L),G(7)) tez jest stozkiem nad funktorem
G o P o H o wierzchotku G(L). Poniewaz G zachowuje granice to (G(L),G(T)) jest
stozkiem granicznym. Zatem istnieje jedyny morfizm g : X — G(L) w X bedacy
morfizmem stozkow g : (X, f) — (G(L),G(7)), tzn. dla dowolnego i € I trojkat

X J G(L)
NG
G(A;)

jest przemienny. To oznacza, ze ((L,g),7) jest stozkiem nad H. 7 jedynosci g
wynika, ze jest to jedyny stozek nad H taki, ze (P(L,g),P(7)) = (L,7). Musimy
jeszcze pokazac, ze ((L,g),7) jest stozkiem granicznym. Niech ((B,h), o) bedzie
stozkiem nad funktorem H, gdzie o; : (B, h) — (A;, fi) jest morfizmem w X | G id
diagram

jest przemienny. W szczegolnosci (B, o) jest stozkiem nad funktorem P o H w A.
Poniewaz (L,7) jest stozkiem granicznym nad P o H to istnieje jedyny morfizm
stozkow k : (B,0) — (L, 7)), tzn. k: B — L jest jedyny morfizmem w A takim, ze
dla dowolnego « : ¢ — j diagram

(17)

jest przemienny. Pokazemy, ze k : ((B,h),0) — ((L,g),7) jest jedynym morfizmem
stozkow z ((B,h),o0) do ((L, g), 7). Jedynos¢ wynika stad, ze k jest jedyny juz jako
morfizm stozkow k : (B,o0) — (L,7)). Zatem wystarczy pokazac, ze k : (B,h) —
(L, g) jest morfizmem w kategorii X | G, tzn., ze trojkat
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v N\
G(B) T’ G(L)
jest przemienny. Stosujac funktor G do powyzszego diagramu (17) dostajemy, ze
G(k) : (G(B),G(0) — (G(L),G(7) jest morfizmem stozkow w A. Zatem dla i € J,

korzystajac z faktu, ze G(k) jest morfizmem stozkow w A a o; : (B,h) — (A, fi)
jest morfizmem w X | G otrzymujemy

G(1i)o (G(k)oh) =G(ri0k)oh=G(o;)oh = f;
Ale morfizm g : X — G(L) tez ma te wlasnos¢, ze dla dowolnego i € J
G(ri)og =i
i jest jedynym morfizmem o tej wlasnosci. Zatem G(k)oh =g ik : ((B,h),0) =
((L,g),7) jest jedynym morfizmem stozkéw. Co koriczy dowod. Q.E.D.

Twierdzenie to ma szereg zastosowan. Ponizej podamy kilka z nich.
Przyktady.

1. Niech T bedzie przeliczalng teoria rownosciowa. Wtedy Up : Alg(T) — Set,
funktor zapominania z kategorii T-algebr w Set ma lewy sprzezony. Latwo jest
ten fakt pokazaé z twierdzenia Freyda. Poniewaz Ur kreuje granice i Set ma
granice to kategoria Alg(T) ma granice i Up je zachowuje. Zatem wystarczy
sprawdzi¢ warunek zbioru rozwiazujacego. Ustalmy zbior X.

X CLAA
g . Up(A) ... Up(4;) h
/JTW
Ur(A) A

Niech A bedzie T-algebra a g : X — Up(A) funkcja w uniwersum A. Obraz
g(X) generuje podalgebre A’ algebry A ktora ma moc nie wieksza od kK =
lw x (X 4+ 1)]. Niech Y bedzie zbiorem mocy k. Jako zbior rozwiazujacy
przyjmujemy wszystkie T-algebry A’ ktorych uniwersa sa podzbiorami Y wraz
z wszystkimi funkcjami v : X — Up(A’) w uniwersa tych algebr. Takich
algebr i takich morfizméw jest tylko zbidr. Wtedy kazda funkcja g : X —
Up(A) faktoryzuje sie przez pewna funkcje v’ : X — A’ oraz T-homomorfizm
h:A"— Atak, ze g = Urp(h) o'

Uwaga. Przeliczalnoé¢ teorii T' nie jest istotna. Mozna ja latwo zamieni¢ na
dowolng inna wieksza moc. Podobnie arnosé¢ operacji w teorii T' tez nie musi
by¢ skoiiczona.

2. Niech Comp bedzie kategoria przestrzeni zwartych (w tym T3). Wtedy
U : Comp — Set, funktor zapominania w Set ma lewy sprzezony. Ponownie
skorzystamy z twierdzenia Freyda. Poniewaz U kreuje granice i Set ma gra-
nice to kategoria Comp ma granice i U je zachowuje. Przy tym stwierdzeniu
korzystamy z Twierdzenia Tichonowa o tym, ze produkt przestrzeni zwartych
jest przestrzenia zwartg. Zatem wystarczy sprawdzi¢ warunek zbioru rozwia-
zujacego. Ustalmy przestrzernl zwartg X.
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Niech Z bedzie przestrzenia zwarta g : X — U(Z) funkcja w uniwersum Z. Do-
mkniecie g(X) w Z zbioru g(X) jest podprzestrzenig zwarta Z. Pokazemy, ze
domkniecie g(X) w dowolnej przestrzeni ma moc nie wieksza od mocy PP(X)
(podwojnego zbioru potegowego zbioru X). Wtedy jako zbiér rozwigzujacy
wezmiemy wszystkie przestrzenie zwarte o uniwersum bedacym podzbiorem
PP(X) wraz z wszystkimi funkcjami ze zbioru X w uniwersa tych przestrzeni.

Pozostaje do pokazania, ze jesli g : X — U(Z) jest funkcja w uniwersum
przestrzeni zwartej Z taka, ze g(X) = Z to istnieje injekcja s : Z — PP(X).
Dla z € Z funkcje s okreslamy nastepujaco

s(2) = {Y C X : 2 € g(V)} CP(X)

Niech z,2/ € Z oraz z # 2'. Poniewaz Z jest Ty to istniejg zbiory otwarte
roztaczne U,, U, C Z takie, ze z € U, oraz 2’ € U,.. Niech V = ¢~ }(U,) C X.

Wtedy mamy, ze z € g(V) ale 2/ ¢ g(V). Zatem V € s(z) ale V & s(2') i
s(z) # s(2') co byto do pokazania.
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6.8 Indukowane dzialania grup

W tym podrozdziale pokazemy jak dowolny homomorfizm grup indukuje trzy funk-
tory sprzezone. Sytuacja ktora tu przedstawimy ma wiele réznych uogélnien.
Homomorfizmem grup f : H — G indukuje funktor f* obciecia dziatania grupy
G do dziatanie grupy H ktory ma dwa funktory sprzezone G ®py (=) - f* -
Hompg (G, —)
G @y (—)
f*
Homy(G,—)

Sett < Set¢

Opiszemy doktadnie te funktory i sprzezenia. Jesli o : (X, a) — (X', d’) jest morfi-
zmem G-ekwiwariantnym to mamy przemienny diagram

fx1x

HxX Gx X —% + X
g X « 1(;><a\ \a
’b____ 5 P, /

HxX Fx 1y GxX o X

Funktor f* definiujemy tak

Sett < I Set@
ff(X,a)= (X,ao(f x1x/) (X,a)
7(@) ¢« — |a
[+ (X", d)=(X"d o(f x1x)) (X', d)

Funktor G ®p (—) na dziataniu (Y,b: H x Y — Y') jest zdefiniowany jako koekwa-
lizator

pY:(mxly)o(lgxfxly)

GxHxY

GxY qy GRpgY

Py =1g x b
gdzie m jest dzialaniem w grupie G. Na elementach te morfizmy mozna zdefiniowaé
tak

py(9,h,y) = (g- f(h),y) oraz py(g,h,y) = (g,b(h,y)),

dla (g, h,y) € GxHxY. Naelementy G® Y mozemy patrzec jak na pary gy, przy
czym utozsamiamy pary g- f(h)®y = g®a(h,y), dla h € H. Powyzszy koekwalizator
moze by¢ rozpatrywany jak koekwalizator w Set ale tez jako koekwalizator w Set®
jako ze na zbiorach G x H x Y i G x Y mamy oczywiste dzialanie grupy G mnozace
pierwsza wspolrzedna oraz funkcje py 1 py.. zachowuja te dziatania. Zatem mamy
dziatanie G na zbiorze G ®p Y zadane przez ten koekwalizator, ktore na elementach
wyglada tak
GxGRrY —GRyY

(§ 90y~ dgoy

Jesli v : (Y, 0') — (Y, b) jest morfizme H-ekwiwariantnym to istneje jedyny morfizm
G ®p v uprzemieniajacy diagram
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by, dy’
Gx HxY' GxY' GoygY'

Py
lg x 1y xv lg x v G ®@n 7y
L C]Y
Gx HxY GxY GRpY
Py
W ten sposéb zdefiniowaliémy funktor
G @y (-
Sett =) Set@
(Y V) GoyY'
gl i - G®uy
(Y,b) GopY
Pokazemy, ze G @ (—) -1 f*. Najpierw zdefiniujemy odpowiedniosé
y — 2 px)

GRpY — X
B

gdzie B : (Y,b) — f*(X,a) jest dziataniem H-ekwiwariantnym, to znaczy ze kwadrat

HxY b Y
1xp 8
HXXWGXX a X
jest przemienny. Latwo zauwazy¢, ze diagram
1 1 3
GxGxXY X J x GxHXY Py GxY
1x fxp 1x B
Y
<X 1y by GxGxX GxX
1xa
-XlX a
A Y
GXYl—XIB’GXX a - X

jest przemienny i w konsekwencji a o (1 x ) opy =ao (1 x ) o p§.. Zatem istnieje
jedyne B uprzemienniajace ponizszy diagram

Py qy
Gx HxY GxY GonY
Py
1xp3 B
GxX a - X
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Teraz wystarczy pokazaé, ze przyporzadkowanie

m :Hompg (Y, 0), f*(X,a) — Homg(G @y Y, (X,a))

BB
jest bijekcja naturalna w (Y,b) i (X, a). Poniewaz diagram
1
y— e iy W Geuy
I} 1xp3 B
X > X - X
(e Tx) G x a

jest przemienny (lewy kwadrat z przyczyn formalnych, prawy z definicji 3) to mamy
Boagyolely)=ao(lgxp)olely)=

=ao (e, 1x)=B=p.

czyli, ze przyporzadkowanie 3 — f jest injekcja. By pokazaé, ze jest ono surjekcja
niech o : (G®p,0y) — (X, a) bedzie przeksztalceniem G-ekwiwariantnym. Poka-
zemy, ze dla f = aoqy o (e, 1y) mamy 5 = o. To wynika z przemiennosci diagramu

G xXY cid GopyY

1% (e, 1)
Y

GxGxY
*y
Lxp 1 X qy o
Y
GxGRyY

1 x gy

Y

— G x X

Y
- X

a

w ktorym lewy jest przemienny z definicji 8, prawy dolny kwadrat jest przemienny
poniewaz a jest G-ekwiwariantne, a przemiennosé gornego kwadratu wynika stad, ze
gy jest morfizmem G-zbiorow oraz, ze (oy)o (1g X (e, 1y)) = laxy

1 x <€7 1y>

GxGxY GxY
-le

lg X qy ay

GxGRrY

GRyY

*y

Zatem przy porzadkowanie 3+ 3 jest bijekcja. By pokazaé, ze jest ono naturalne
musimy pokazaé, ze

v

Y
GRpY B - X - X/

Y/
GepgY’

G QF «
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to znaczy, ze B
F@oBoy=aoBoG®uy

Ale to wynika z diagramu przemiennego

GxY — L qeyY
1x7 G @y
GxY A GonY
Lx(ff@)oBon) |1 yg 5| T@opon
G x F*(X) . X
1lg x f*(a) o
G x J;*(X’) 7 )é’

w ktorym lewy kwadrat jest przemienny z przyczyn formalnych, gérny i érodkowy
kwadrat jest przemienny z definicji G ®p v i B, odpowiednio, a dolny kwadrat jest
przemienny poniewaz « jest przeksztalceniem G-ekwiwariantnym. Poniewaz mor-
fizm z G ®y Y’ do X’ uprzemienniajacy zewnetrzny kwadrat jest jedyny (a mamy
dwoch kandydato) to prawy kwadrat tez jest przemienny. A to oznacza, ze przypo-
rzadkowanie 3+ 3 jest naturalne.

Pokazemy teraz, ze funktor Hompg (G, —) jest prawym sprzezonym do f*. W
tym przypadku bedziemy wykorzystywali argumenty odwolujace sie bezposdrednio
do elementéw rozwazanych struktur. Aby notacja byla przejrzysta, jesli nie bedzie
prowadzito to do nieporozumien, ztozenia w grupach G i H bedziemy oznaczali - lub
wcale, a dziatania grupy na zbidr przez .

Funktor
Sett Homp (G, ) Set?
(Y V) Homp(G,Y")
B | g Homp (G,7)
(Y,b) Hompy(G,Y)

jest zdefiniowany tak, ze Hompg(G,Y) jest zbiorem H-ekwiwariantnych funkcji z
G do (Y,a), gdzie G jest traktowane jako lewy H zbior. Dzialanie grupy G na
Hompg(G,Y) jest okreslone nastepujaco:

xy : G X Homp(G,Y) — Homp(G,Y)

(9, k) — k(=) - 9) : G =Y

to znaczy, ze dzialanie g z lewej strony na funkcje £ mnozy argumenty funkcji k przez
g z prawej strony. Zauwazmy, ze dla g, ¢’, ¢" € G mamy

(9" % (g" *k)(9) = (g k) g-9")=k((g-9")-d)=k((g-(¢"-9)) = (4" 9) *k(g)
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czyli xy jest rzeczywidcie dziataniem grupy G na Hompy(G,Y'). Dla dowolnej funkeji
H-ekwiwariantnej v funkcja

Homg(G,v) : Homy(G,Y') — Hompy(G,Y)

dana wzorem
k—>~vok

jest G-ekwiwarinantna.
Odpowiedniosé

Y
homp(G,Y)

gdzie B : f*(X,a) — (Y,b) jest dzialaniem H-ekwiwariantnym, dana jest wzorami

Blx) = B((=) - z)), Blx) = B(x)(e) (18)

dla x € X. Poniewaz [ jest H-ekwiwariantna, todla h € H, g € G x € X to mamy
hx B(x)(9) = hx Blg*x)) = B(f(h) * (g ) =

= B((f(h) - g) xx)) = Bx)(f() - )
czyli, ze B(x) jest funkcja H-ekwiwariantna. Ponadto, dla g, ¢’ € G'i 2’ € X mamy

(g% B(x)(9) = Bx)(g-9) = B((g-g) *x) =
= B((g* (¢ xx)) = Bg *2)(g) =
czyli, ze ] jest funkcjg G-ekwiwariantna. A to oznacza, ze
(=) : Set (£5(X),Y) — Set™ (X, homu (G,Y))

jest dobrze okreslona funkcja. Z zaleznosci (18) wynika, ze odpowiedniosé f +— B
jest bijekcja. Pozostaje do pokazania, ze jest ona naturalna, czyli dla funkcji G-
ekwiwariantnej o : X’ — X i H-ekwiwariantnej v : Y — Y’ Mamy odpowiednios¢

Je P IS P R il .y
X/ a - X B > homH(G, Y)m) homH(G, Y/)

Co mozna sprawdzi¢ bezposrednio liczac. Mamy dla 2’ € X' oraz g € G
(yoBo f*(a)(@)(g) =voBof(a)gxa) =

=0 B(a(g*a’)) =~(B(gxa(z)) =
v(B(a(a))(g)) = (homp (G,7)(B(a()))(g) =
= (homp(G,7) o B oa)(z')(g)
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7 Logika réwnosSciowa w kategoriach

7.1 O logice jako takiej

Trudno jest znalez¢ taka definicje logiki, ktéra by odpowiadala wszystkim sadzacym,
ze sie nia zajmuja. W bardzo ograniczonym matematycznym sensie mozemy wyzna-
czy¢ logike podajac pewien zbior symboli/operacji logicznych i praw, ktorym one
podlegaja. Operacje logiczne moga pochodzi¢ na przyktad z tej listy: =, A, V, =,
1, 3,V, 3, 35, itd. Majac ustalong logike, to znaczy zbiér operacji logicznych i
praw ktérym one podlegaja mozemy rozwazaé teorie w tej logice. Najpierw musimy
opisa¢ sygnature to znaczy symbole poza logiczne naszej teorii. Jesli sygnatura jest
wielosortowa (a my sie wlagnie takimi zajmiemy) to sygnatura zawiera zbior sortow
(ktore beda interpretowane jako rozne rodzaje obiektow o ktorych traktuje teoria).
Oproécz tego sygnatura zawiera symbole funkcyjne i relacyjne. Kazdy symbol funk-
cyjny musi mie¢ okre§lona arnos$¢ to znaczy liczbe argumentéw i ich sorty. Majac
sygnature teorii budujemy indukcyjnie termy nad tg sygnaturg. A majac termy
budujemy formuty uzywajac operacji logicznych dozwolonych w naszej logice. Tak
budujemy jezyk naszej teorii. Niektore z formut jezyka naszej teorii przyjmujemy za
aksjomaty.

Sorty, symbole funkcyjne i relacyjne naszej teorii interpretujemy w jakimg ’uni-
wersum semantycznym’, na przyktad w zbiorach lub ogdélniej w kategoriach. Jedli
sa to kategorie to musimy uwazaé by mialy dostatecznie bogata strukture by mozna
bylo interpretowaé¢ w nich wszystkie operacje logiczne uzywane do budowania formut
naszej teorii. Im bogatsza logika tym kategorie, w ktérych moze by¢ interpretowana,
musza mieé¢ bogatsza strukture. Majac interpretacje sygnatury i operacji logicznych
mozemy definiowaé¢ interpretacje wszystkich formul naszej teorii. Wtedy mozemy
okresli¢ pojecie spetniania formuly przy danej interpretacji, to znaczy powiedzieé¢
kiedy formuta jest prawdziwa przy danej interpretacji. Interpretacja jest modelem
teorii jesli spelnia wszystkie aksjomaty tej teorii. Poniewaz sprawdzenie czy dana
formuta jest prawdziwa przy danej interpretacji moze byé¢ trudnym zadaniem do-
brze jest mie¢ formalny system wnioskowania, ktéry przy pomocy manipulacji na
symbolach pomagal poznaé¢ dany model czy modele. W szczegdlnosci w taki sys-
tem powinien zawieraé¢ reguty ktére prowadza od formut prawdziwych do nowych
formut prawdziwych. Ten wymodg zwany jest adekwatnodcia systemu formalnego.
Ponadto dobrze jest by taki system byt tez pelny, to znaczy taki, ze jesli jakies zda-
nie ¢ prawdziwe jest przy kazdej interpretacji zdan ze zbiory ® to istnieje dowdd w
naszym systemie zdania ¢ uzywajacy jako przestanek zdan ze zbiory ®.

W powyzszym stylu opiszemy teraz logike réwnosciowa wielosortowa w katego-
riach ze skoriczonymi produktami. Jest to jedna z najubozszych logik ale juz ona
daje pewna idee jaka jest specyfika uprawiania logiki w kategoriach.

7.2 Logika réwnosciowa w kategoriach

Sygnatura Sygnatura (wielosortowa) X sktada sie ze

1. zbioru sortéw X,Y, ...

2. zbioru symboli funkcyjnych f,g,...; kazdy symbol ma okreslong arnosé
lub typ (e.g. f:X1,..., X, = Y; gdy n =0 to f jest stalg sortu Y.

Termy Dla kazdego sortu X mamy nieskoniczony zbiér zmiennych sortu X. Jedli
jest zmienng to przez fir oznaczamy sort zmiennej x.
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Zdefiniujemy pojecie termu ¢ nad X i jego typu X; oznaczenie t : X. Zbior
termow nad X jest to najmniejszy zbior taki, ze

1. zmienna x jest termem typu fz,

2. jesli t1 : Xq,...tn 1 Xy, sg termami oraz f: Xy,..., X, = X jest symbo-
lem funkcyjnym, to f(t1,...t,) : X tez jest termem typu X.

Konteksty Konlekst jest to skonczony ciag réznych zmiennych & = (z1, ..., xy,)
gdzie n > 0. Wszystkie zmienne w jednym kontekécie musza by¢ rézne ale
moga mie¢ te same typy. Jesli chcemy wskazaé jakie typy maja zmienne to
piszemy (z1 : X1, ..., 2, : Xp) lub krocej 2 : X.

Termy w kontekscie Term w kontekscie t(Z) jesto term t wraz z kontekstem &,
ktory zawiera wszystkie zmienne wystepujace w t. Jesli chcemy podkresli¢ typ
termu w kontekscie to piszemy ¢(Z) : X.

Roéwnosé w kontekscie Réwnosé w kontekscie to rownosé termow s = ¢(Z) gdzie
s(Z) oraz t(¥) sa termami w kontekscie.

Teoria rownosciowa Teoria réwnosciowa (wielosortowa) nad sygnatura X sktada
sie ze zbioru réwnosci terméw w kontekscie na sygnatura X.

Interpretacja Niech cC bedzie kategoria ze skoniczonymi produktami. Interpretacjq
sygnatury X (lub X-strukturg ) w kategorii C nazywamy przyporzadkowanie
sortom X z ¥ obiektow M (X) kategorii C, oraz symbolom funkcyjnym f :
X1,..., X, = X z Y morfizméw w C

M(f)  T0 M(X3) = M(Xy) x ... M(X,) — M(X)

Jeslin =0 to M(f):1— M(X) jest morfizmem z obiektu koricowego, czyli
stala.

Interpretacja terméw w kontekscie Interpretacje M sygnatury X rozszerzamy
do interpretacyi termow w kontekscie czyli w tym przypadku do interpretacji
calego naszego jezyka. Dla termu w kontekscie t(Z : X) : X definiujemy
morfizm

@) ar : TE-y M(X;) — M(X)

indukeyjnie po budowie termu ¢ w ustalonym kontekscie = (x1, ..., zp):

1. jesli ¢ = z; to morfizm [t(Z)]pr = m; : I M(X;) — M(X}) jest
rzutowaniem na j-ta wspoélrzedna;

2. jesli t = f(t1,...,tr), symbol funkcyjny f jest typu f:Yy, ..., Yy = X,

oraz t; : Y; dlai = 1,...,k to morfizm [¢(Z)]as jest nastepujacym zloze-
niem
n tl(f My« tk(f M M(f

Na przyktad dla termu z(x) mamy [2(Z)[n = idps(sa)-

Czesto, jesli nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, bedziemy opuszczali
indeks M w interpretacji termu piszac [t(Z)] zamiast [¢(Z)]as-

Spelnianie X-struktura M spetnia rowno$¢ w kontekscie s = t(Z), oznaczenie M =
s = t(Z) wtedy i tylko wtedy gdy [s(Z)]|ar = [t(Z)]ar-
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T-algebra Niech M bedzie ¥-struktura, a T' teorig réwnosciowa nad ¥. Wtedy
M jest modelem teorii T, (lub T-algebra) wtedy i tylko wtedy gdy M speknia
wszystkie réwnosci teorii 7.

Homomorfizm T-algebr Niech T bedzie teoria réwnosciowa nad . Homomor-
fizm T-algebr h : M — N jest to rodzina morfizméw hx : M(X) — N(X)
indeksowana sortami X z X taka, ze dla dowolnego symbolu funkcyjnego
f: X1, ., Xy — X, kwadrat

17 M(hx,)

I, M (X3) - I, N(Xi)
M(f) N(f)
M(X) - N(X)

hx
jest przemienny.

Mamy homomorfizm identycznosciowy i zlozenia homomorfizméw sa homo-
morfizmami. Zatem mamy kategorie Alge(T) T-algebr w C czasem oznaczana,
tez Mod(T,C).

Przyktad. Teoria monoidéw T ma jeden sort X, dwa symbole funkcyjne
e:—>X oraz oX, X > X

oraz aksjomaty
ofe,x) =z = ofx,e) (x)
o(o(z,2),2") = o(w,0(a’,2")) (x,2',2")
T-algebra M kategorii =Set to zwykly monoid. M (X) jest uniwersum monoidu,
morfizm z obiektu konicowego M(e) : 1 — M (X) wyznacza element neutralny w
M(X) a funkcja M(circ) : M(X) x M(X) — M(X) jest mnozeniem w monoidzie.
Spelnianie rownosci o(e,z) = = (x) w M mowi, ze trojkat

()] m

jest przemienny, gdzie |x(z)] = idpr(x) a morfizm [e(z)] jest ztozeniem
! M (e)

M(X)——1 - M(X)
Czyli jesli ta rownos¢ jest spelniona to M(e) jest elementem neutralnym
7 lewej strony ze wzgledu na M(o).  Podobnie réwnos¢ o(o(w,z’),z”) =

o(z,o(x',2")) (z,2',2") jest spelniona w M gdy kwadrat

M(X) x M(X) x M(X) - M(X) x M(X)
M (o) x idM(X) M(o)
M(X) x M(X) M(X)

M (o)
jest przemienny. Czyli gdy dziatanie M (o) jest laczne.
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System formalny

Reguly wnioskowania dla logiki rownosciowe]j sa szczegdlnie proste. Pierwsze trzy
moéwia, ze rownosé jest relacja rownowaznosci. Reguta ostabiania mowi, ze jesli réw-
nos¢ zachodzi w jakims kontekscie to zachodzi tez w wiekszym kontekscie. Ostatnia
reguta méwi, ze jesli podstawimy réwne termy w to samo miejsce w réwnych termach
to wyniki tego podstawienia tez beda réowne czyli, ze réwnosé jest kongruencja.

Regulu wnioskowania

zZwrotnosc symetria przechodnio$é ostabianie podstawienie
s=t(3) r=s(@), s=t(z)  s=t(@), 3§  s=s'(@), t=t'(7)
1=t(Z) i=5(%) i=t(%) s=t(¥) tls/yl=t'[s' /y)(Z)

Z C ¢ oznacza, ze zmienne z & wystepuja w ¥, oraz t[s/y| oznacza term powstaly
z termu t prze wstawienie termu s we wszystkie wystapienia zmiennej y w
termie t. Term t[s/y] jest dobrze okreslony gdy sort y i s sa zgodne tzn. s : fy.

Dowo6d Niech teraz ® bedzie zbiorem réwnosci a ¢ réwnoscia. Dowdd ¢ ze zbioru
® jest to ciag rownodci taki, ze ostatnia réwnoscig w tym ciagu jest ¢, i kazda
rownoé¢ w tym ciggu albo nalezy do zbioru ® albo powstaje ze poprzednich
rownosci przez zastosowanie jednej z powyzszych regut wnioskowania. Jesli
istnieje dowodd ¢ ze zbioru X to piszemy X F ¢.

Twierdzenie Zbiér twierdzen teorii réwnosciowej 1" jest to najmniejszy zbiér row-
noéci zawierajacy aksjomaty teorii 7" oraz zamkniety na powyzsze reguty wnio-
skowania.

Twierdzenie 7.1 (O adekwatnosci) Niech M bedzie Y-strukturg, ® bedzie zbio-
rem réwnosci a ¢ réwnosciq. Jesli ® - ¢ oraz M = ® to M = .

Dowdd: Nalezy pokazaé, ze réwnodci spetniane w Y-strukturze M sa zamkniete na

reguly wnioskowania. Zwrotnosé, symetria i przechodnio$¢ sa oczywiste natomiast

zamkniecie na reguty ostabiania i podstawienia wynikaja z ponizszych lematow.
Q.E.D.

Lemat 7.2 (O podstawianiu) Niech M bedzie X-strukturg. Niech t(Z) bedzie ter-
mem w kontekscie T = (x1: X1,...,2n : Xpn), $i(¥) : X; bedzie termem w kontekscie
g, dlai=1,...,n. Wtedy

[t[s/51] = 1t@)] o ({s1 (@) - - -, [sn(@)])
gdzie t[S/Y oznacza jednoczesne podstawienie termow sy, . .., Sy, w miejsca zmiennych

T1...,Tp.

Dowdd: Dowdd lematu przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na budowe
termu t.
Jedli t = x; to mamy

[6@)] o (Is1(@D], - - Dsa(@D]) == mi o ([s1(D]; - - [sn (@) = [s:(D] = [¢[5/4]]

Jesli t = f(t1,...,tx) to mamy



= M(f) o ([ta@], - [t(@)]) o As1 (@), - - [sn(G)]) =
= M(f) o (Jta(@)] o (A1), - Isn (@D, - (@) o (Is1(D],-- Dsa(D DD =
M(f) o ([tals/als - 1tx[57911) = [¢(5/91]
QE.D.

Whniosek 7.3 Rdéwnosci spetniane w X-strukturze M sq zamkniete na requte podsta-
wienia.

Dowdd: Zatozmy, ze [s(D)|ym = [8'(@)|m oraz [6(Z,y)]|m = (%)M
r=2x1,...,T,. Wtedy uzywajac Lematu o podstawianiu otrzymujemy

= [t@ )l o (i (@] - - Jn(@)]: [s(D)]) =
= [t'(Z y)l o (|21 (@], - .., Jen(@)], [s"(@D)]) =
= 11, ) /(&N = [¢']s"/y) (@) |

Q.E.D.
Lemat 7.4 Niech t(Z) bedzie termem w kontekscie oraz & C . Wtedy [t(7)] =
[t(Z)] o7 gdzie T jest rzutowaniem

M (Y)) (Tr)s - Trw)) TR (X))

foAl ok —A{Ll,...,n} oraz ypy = v dlai=1,... k.

Dowod:  Wrystarczy przyja¢ w Lemacie o podstawianiu za termy s; zmienne x;.
Q.E.D.

Whniosek 7.5 (Ostabianie) Rdéwnosci spetniane w X-strukturze M sq zamkniete na
requte ostabiania.

Dowdd: Niech konteksty &, i i mofizm 7w beda jak w poprzednim lemacie, oraz
M Et=1t(Z). Wtedy

Q.E.D.

Przykltad. Ponizszy przykltad pokazuje, ze jedli byémy uzywali regut bez kontekstu
to nasz system nie byl by adekwatny. Niech sygnatura ¥ teorii T bedzie taka jak na
diagramie
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To znaczy ¥ ma trzy sorty X, Y, Z i pie¢ symboli funkcyjnych z ktérych na przyktad
f prowadzi z sortu X do Y, natomiast a z produktu pustego w Y, itd.
A réwnosci teorii T sa nastepujace:

czyliT F a = b, to znaczy, ze T dowodzi roéwnosci a = b bez kontekstu. Ale sa modele
teorii T' w Set w ktorych réwno$é a = b nie zachodzi. Niech M bedzie nastepujaca
Y-strukturg w Set:

M(X) =0, M(Y)=M(Z)=A{0,1},

M(a) =0, M(b) =1, M(m)=M(e)=idgz}, M(f)=M(g) =10

Natomiast, jesli bysmy rozwazali powyzsza teorie z uwzglednieniem kontekstéw
to réwnosé T' wygladaly by tak

i moglibysmy co najwyzej udowodnié, réwnosé w konteksécie a = b(z). To oznacza,
ze morfizm ! : M(X) — 1 ekwalizuje morfizmy M (a) i M (b), lub innymi stowy, ze
diagram

M (b)

jest przemienny. I to jest prawda w kazdym modelu teorii T, choé¢ w powyzszym
modelu jest to prawda z tego powodu, ze M (X) jest zbiorem pustym.

Twierdzenie 7.6 (O zupelnosci wzgledem Set) Niech T bedzie teorig réwno-
Sciowa nad sygnaturg 3, ¢ rownodcig nad . Wtedy ¢ jest twierdzeniem teorii T
wtedy @ tylko wtedy gdy o jest prawdziwe we wszystkich T-algebrach w Set.

Dowéd: Dla dowolnego kontekstu (7 : A) = (z1 : A1,..., 2, : Ay), skonstruujemy
T-algebre Fr(Z) wolna o generatorach (zy : Ay,..., 2z, : Ay) w Set o tej whasnosci,
ze dla dowolnej rownosci u = v(Z) mamy

Fr(Z) E u=v(Z) wiw gdy TFu=v(Z) (19)

czyli, ze Fp(¥) spelnia dokladnie te rownosci w kontekscie &, ktore dowodzi teoria
T.

Interpretacja sortu A sygnatury X jest zbiér termoéw typu A podzielony przez
relacja dowodliwosci w teorii T' czyli

Fr(7)(A) = {s(%) | s term typu A},
gdzie ~7 jest relacja réwnowaznogdci taka, ze

s(Z) ~p t(Z) wiw gdy TFs=t).
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Interpretacja symbolu funkcyjnego f: Bi,... By, — B sygnatury X jest funkcja
Fr(Z)(f) : Fr(Z)(B1) X ... x Fp(Z)(By,) — Fr(¥)(B)
dana jest wzorem

Fp@) (N (s1(@)]nps -5 [5m(@)lr) = (51,05 8m) (D) g

dla [$1(Z)]~yp € Fr(Z)(B1), -y [sm(Z)]~y € Fr(Z)(Bm). Zauwazmy, ze jesli
s1=81(Z),...,8m = s, (Z), f(

f(s1,--oy8m) = f(sh, ...,

(gdzie y;, sj, 8;- maja tem sam sort) jest instancja reguty podstawienia. Zatem jesli

S1 ~T S1yee s Smo~T Sy 0 f(S1, ey Sm) ~r F(ST, -, 8h)

A to oznacza, ze definicja Fr(Z)(f) nie zalezy od wyboru reprezentantow.

Zauwazmy, ze jesi T F u = v(y) to dla dowolnych termow s1(Z), ..., Sm(Z)
majacych sorty takie jak zmienne yi, ..., ym
S1 = Sl(f)v <oy Sm = Sm(j)a u=v (37)
U(S1y. -y Sm) = v(s), ..., s )(Z)

jest instancja reguly podstawienia. Zatem jesli
ur~p v to u(S1, ...y 8m) ~r (81,5 Sm)

A to oznacza, ze definicja Fp(Z) spelnia wszystkie rownosci teorii T, czyli, ze Fr(Z)
jest T-algebra.
7 drugiej strony, Fr(Z) = u = v(Z) oznacza, ze funkcje

Fr(Z)(w), Fr(Z)(v) : Fp(Z)(A1) x ... x Fp(Z)(An) — Fp(Z)(B)

sa rowne, gdzie B jest wspélnym sortem termoéw u i v. W szczegdlnodci dla terméow
z1(Z), ..., x,(¥) mamy

[u(@)]~r = Fr(@)(w)([21(D)]~gs - - [0 (D)]nr) =
= Fr(Z)(0)([21(2)]~ps - [20(Z)]ng) = [0(Z)]~r
czyli, ze T F s = t(F). To konczy dowod (19) i catego twierdzenia.
Q.E.D.
7.3 0Od teorii do kategorii, model generic

Ponizszy fakt moéwi, ze modele mozna transportowaé z kategorii do kategorii przy
pomocy funktoréw zachowujacych produkty.

Fakt 7.7 Niech F : C — D bedzie funktorem zachowujgcym skoniczone produkty, T
teorig rownosciowg nad . Wtedy

1. Jesli M jest T algebrg w C to F(M), ztozenie przyporzqdkowania M z funkto-
rem F', jest T-algebrg w D.

2. Jesli h : M — N jest homomorfizmem T-algebr w C to F(h): F(M) — F(N)
jest homomorfizmem T -algebr w D.
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3. Jesli M jest T algebrg wC i 7 : F — F’ jest naturalna transformacjq pomiedzy
funktorami F, F' : C — D zachowujgcymi skoticzone produkty to rodzina Tx :
F(M) — F'(M) dla X bedacymi sortami ¥ jest homomorfizmem T algebr w
D.

Dowdd: Intepretacja M sygnatury ¥ w kategorii C uzywa skonczonych produktow.
Zatem jedli F' : C — D zachowuje skoriczone produkty to F'(M) ztozenie interpretacji
M 7z funktorem F' jest interpretacja X w D. Ponadto interpretacja termoéw nad
> w kategorii uzywa skonczonych produktéw, ztozen i identycznosci. Jako ze te
operacje sg zachowywane przez funktor F, dla dowolnego termu ¢(Z) nad 3, mamy
F([t(@)[m) = [t(@) [ p(ar). W szczegolnosei X-struktura F(M) w D spetnia wszystkie
te rownosci ktore spetniata Y-struktura M w C. To pokazuje punkt 1.

Punkty 2. i 3. sa prostsze i zostawiamy je jako ¢wiczenie. Q.E.D.

Whniosek 7.8 Mamy 2-funktor

Mod(T, —)
FpP - CAT

C Mod(T,C)
F| 7 |F b Mod(T,F)| Mod(T,7) | Mod(T, F')

D Mod(T, D)

gdzie F'P jest 2-kategorig kategorii ze skoniczonymi produktamsi, funktoréw zachowu-
jgcych skoniczone produkty i naturalnych transformacji pomiedzy niemi, a C AT jest
2-kategorig kategorii, funktoréw i naturalnych transformacji pomiedzy niemi.

Dowdd: Przeksztalcenie opisane w powyzszym fakcie przeksztatca kategorie na ka-
tegorie, funktory na funktory i transformacje naturalne na transformacje naturalne.
Ponadto zachowuje dziedziny i przeciwdziedziny funktoréw i naturalnych transforma-
¢ji, identycznosci na kategoriach i na funktorach, ztozenia funktoréw oraz wertykalne
i horyzontalne ztozenia naturalnych transformacji. To tyle ile w tym przypadku zna-
czy by¢ 2-funktorem. Q.E.D.

Fakt 7.9 (Kategoria klasyfikujaca i model generic) Niech T bedzie teorig
rownosciowq. Wiedy istnieje kategoria klasyfikujgca CI[T| ze skoticzonymi produk-
tami oraz model generic Gy teorii T w kategorii CU[T) takie, Ze dla dowolnej kategorii
ze skoriczonymi produktami €

1. dla dowolnej T-algebry M w E istnieje jedyny (z doktadnosciq do izomorfizmu)
funktor M : CI[T] — £ zachowujgcy produkty taki, ze M jest izomorficzny z
M(Gr).

2. dla dowolnego homomorfizmu T-algebr h : M — N w & 1istnieje jedyna trans-
formacja naturalna h : M — N uprzemienniajgca diagram

M h N
M(Gr) o N(Gr)



Dowdd: Niech T bedzie teorig réwnosciows nad sygnaturg . Obiektami ka-
tegorii CI[T] sa konteksty & = xy,...,z, nad 3. Jedli ¥ = y1,...,ym jest innym
kontekstem nad ¥ to morfizm z Z do ¥

@) = 1@, tn(@)] T — 7

—

jest klasa abstrakcji m-tki termow t1(Z),...,t,n(Z) w kontekscie &, takich ze
sort termu ¢; jest taki sam jak sort zmiennej y;, dla ¢ = 1,....,m. Dwie m-
tki t1(Z),...,tm (%) oraz s1(%),...,sm(Z) utozsamiamy gdy T + t; = s;(¥), dla
1=1,...,m.
Wtedy morfizm
[21(Z),...,xn(2)] % — &

jest morfizmem identycznosciowym. Zlozenie jest definiowane jako podstawienie ter-
méw w termach®

gy
[5(2)] [H)].

D@,
Uzywajac systemu formalnego tatwo pokazaé, ze w ten sposob zdefiniowane ztozenia
sa dobrze okreslone (nie zalezg od wyboru reprezentantow), identycznosci sa rzeczy-
wiscie neutralne ze wzgledu na ztozenia oraz, ze ztozenia sa taczne.

Obiektem konicowym w kategorii CI[T] jest kontekst pusty, a produktem binar-
nym kontekstow Z i i jest urozlaczniona konkatenacja Z i i. Doktadniej niech 7 i
y_7 beda kontekstami majacymi zmienne tych samych typoéw co & i ¢ ale tak by ciag
z , 7] byl ciagiem réznych zmiennych, czyli zeby byl kontekstem. Wtedy diagram

i
[27( v,g/)/ \[gf/( L))

jest produktem Z i ¢ w kategorii C1[T.

Model generic Gr teorii T' w kategorii Cl[T’] interpretuje sort X sygnatury ¥ jako
kontekst x : X, dla pewnej zmiennej x sortu X, a symbol funkcyjny f : X1,..., X, —
Y jako morfizm [f(Z)]~ : & — vy, gdzie T: X oraz y: Y.

Jesli M jest T-algebra w kategorii £ ze skoniczonymi produktami to definiujac

M :ClUT) — &
tak, ze

M@) = [[M(X),  M(E@)]~) = [13)]m

otrzymujemy funktor M zachowujacy produkty i taki, ze M (Gr) jest izomorficzne z
M, czyli ze diagram

5Pomyst interpretacji jako podstawienia pochodzi z tezy doktorskiej F.W.Lawvere’a z 1963 roku.
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r

- CI[T]
M M
£

jest przemienny z doktadnoscia do izomorfizmu. Q.E.D.

Uwaga. Kategoria Cl[T] skonstruowana w powyzszym dowodzie jest rownowazna
z kategoria dualng do kategorii T-algebr wolnych o skoiiczonej liczbie generatoréw.

Whniosek 7.10 (Modele jako funktory) Niech T bedzie teorig réwnosciowg a &
kategorii ze skoriczonymi produktami. Wtedy

1. istnieje naturalna réwnowazno$é kategorii pomiedzy kategorig Mod(T,E) mo-
deli teorii T w &£ oraz kategorig FP(CI[T)),&) funktoréw zachowujgcych pro-
dukty z kategorii Elasyfikujgce; T w E.

2. powyzsza réwnowaznosé jest naturalna w & i 2-funktor
Mod(T,—): FP — CAT

jest reprezentowalny przez kategorie CU[T).

Dowdd: Wniosek jest w istocie przeformutowaniem powyzszego faktu. Q.E.D.

Przyktad. Teorie Lawvere’a Na teorie Lawvere’a mozna patrzyé jak na ’bar-
dzo oszczednie konstruowane’ kategorie klasyfikujace teorie rownosciowe, ktore maja
doktadnie jeden sort.

Teorta Lawvere’a jest to kategoria T, ktorej obiektami sa liczby naturalne
w=1{0,1,2,...} taka, ze dla dowolnego n € w istnieje n rzutowan ' : n — 1 dla
t=1,...,n tak, ze n wraz z tymi rzutowaniami jest n-krotnym produktem obiektu
1, to znaczy n = 1" dla n € w.

Zatem by zdefiniowa¢ teorie Lawvere’a T wystarczy okresli¢ zbiory homy(n, m)
dla dowolnych m,n € w oraz operacje ztozenia.

By pokaza¢ przyktad konkretny okreslimy homr(n, m) jako m-tki wielomianéw o
wspotczynnikach catkowitych od n-zmiennych x1, ..., x, a ztozenie jako podstawienie
wielomianéw do wielomianéw. Wtedy taka kategoria T jest teoria pierdcieni, w tym
sensie ze dla dowolnej kategorii ze skonczonymi produktami &£, kategoria pierscieni
w & jest réwnowazna z kategoria funktoréw z T do £ zachowujacych skoiiczone
produkty.

Mozna pokazaé, ze jesli dowolnej teorii rownosciowej (jednosortowej) odpowiada
teoria Lawvere’a i jest ona réwnowazna z kategorig dualna do kategorii skoniczenie
generowanych algebr wolnych.

Uwaga. Teraz wiedzac, ze modele teorii T' odpowiadaja funktorom zachowuja-
cym produkty skoniczone z Cl[T] w kategorie ze skoniczonymi produktami zupetnosci
wzgledem Set mozna otrzymac z Lematu Yonedy. Wystarczy pokazaé, ze dla dowol-

—,

nej pary roznych morfizmow [t(Z)]~, [£(Z)]~ w CI[T] istnieje funktor zachowujacy
produkty M : CI[T] — Set teorii T taki, ze

M ([H{@)]~) # M([5(@)]~) (20)
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Wtozenie Yonedy Y : CI[T] — Set“!T1” jest wierne i zachowuje wszystkie istnie-
jace granice. Istnieje zatem Y ([H{#)]~) # Y ([5(Z)]~) i stnieje obiekt ¢ w C taki, ze
Y ([HZ)]~)e # Y ([5(Z)]~)e. A to oznacza, ze dla funktora M = ev.oY : CI[T] :— Set
zachowujacego skoriczone produkty mamy (20).

7.4 Od kategorii do teorii

Tak jak dla teorii rownosciowej T mozemy zdefiniowaé jej kategorie klasyfikujaca
CI[T], tak tez majac kategorie ze skoriczonymi produktami C mozemy zdefiniowaé
teorie rownosciowa Th(C) o tej wlasnosci, ze dla dowolnej kategorii ze skoniczonymi
produktami &, kategoria modeli Th(C) w & jest rownowazna kategorii funktorow
zachowujacych produkty z C w £. Ponadto teoria Th(C) ma model generic Gc w
kategorii C, ktory ustala ta rownowaznosé¢. By opisaé teorie Th(C) musimy najpierw
opisaé sygnature Yc¢ jezyka wewnetrznego kategorii C.
Sygnatura ¢ sktada sie z:

1. jednego sortu X dla kazdego obiektu X kategorii C,

2. jednego symbolu funkcyjnego f : X1,..., X, — Y dla kazdego morfizmu f :
X1 x...x X, =Y kategorii C.

Jezyk wewnetrzny kategorii C (ze skonczonymi produktami) stanowia termy nad
sygnatura Y c. Mamy wyrdzniona Yco-strukture Mc w kategorii C ktora interpretuje
kazdy sort X sygnatury ¥c jako ten sam sort X (ale rozwazany jako obiekty C) i
kazdy symbol funkcyjny f : Xi,...,X,, — Y jako ten sam symbol funkcyjny (ale
rozwazany jako morfizm C). Jako aksjomaty teorii Th(C) przyjmujemy wszystkie
rownosci w kontekécie ktore sg spetnione w Mc.

Fakt 7.11 Dla dowolnej kategorii (matej) ze skoriczonymi produktami C, kategoria
klasyfikujaca teorie Th(C) jest réwnowazna z C. Ponadto

1. f: X — X jest morfizmem identycznosciowym wtedy i tylko wtedy gdy Mc =
f(x) = z(2),

2. h: X — Z jest ztozeniem morfizmow g 1Y — Z i f: X — Y wtedy ¢ tylko
wiedy gdy Mc = h(z) = g(h(z))(z),

3. obiekt T jest obiektem koricowym wtedy i tylko wtedy gdy istniej morfizm
t:1—T taki, ze Mc =t = x(x), gdzie x : T,

4. diagram

x—t 7 9 .y

jest produktem binarnym tylko wtedy gdy istniej morfizm r : X x Y — Z taki,
ze

Mc = p(r(z,y)) = z(z,y), Mc = q(r(z,y)) = y(z,y),
Mc = r(p(2),p(2)) = 2(2).
Dowdd: Kategoria klasyfikujaca CI[Th(C)] jest kreslona z doktadnoscia do réw-
nowaznosci kategorii a model generic Gry(c) jest okreslony z dokladnoscig do izo-

morfizmu (w ustalonej kategorii klasyfikujacej). W tym sensie C jest kategoria kla-
syfikujaca z Mc jako modelem generic.
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Ad 1. Interpretacja |x(z)|mc jest identycznoscia na M(X) a interpretacja
1f(z)(x)|me jest rowna f. Z definicji speliania, Mc | f(z) = z(z) wtedy i
tylko wtedy gdy [z(z)|me = [ f(2)(z)]|me- Zatem Mc = f(z) = z(x) wtedy i tylko
wtedy gdy f identycznoscig.

Pozostale punkty pozostawiam jako éwiczenie. Q.E.D.

7 powyzszego faktu wynika, ze fakty dotyczace kategorii ze skonczonymi pro-
duktami mozna wyraza¢ w jezyku teorii rownosciowych. Mozna tez uzywaé logiki
réwnoéciowej by takie fakty dowodzié.

7.5 Interpretacje jako morfizmy teorii

Do tej pory pokazaliémy, ze mamy 'pewna odpowiedniod¢’ pomiedzy teoriami réw-
nosciowymi wielosortowymi a kategoriami ze skoniczonymi produktami. By mozna
ta ’odpowiednio$¢’” wogble wyrazié jako fakt matematyczny, jako 'cod§ w rodzaju réw-
nowaznosci kategorii’ musimy zobaczy¢ jak wygladaja morfizmy pomiedzy takimi
strukturami. W przypadku kategorii ze skonczonymi produktami sprawa jest ja-
sna. Morfizmy zachowujace strukture to funktory zachowujace skoriczone produkty.
Ponadto widzimy, ze pomiedzy takimi morfizmami mamy jeszcze jeden poziom mor-
fizmoéw: naturalne transformacje. W ten sposob kategorie ze skoniczonymi produk-
tami, funktory zachowujace skoniczone produkty oraz naturalne transformacje tworza
strukture ktéra nazywamy 2-kategoria.

Pojecie morfizmu teorii réwnosciowych jest bardziej skomplikowane. MOrfiziny
takie to tak zwane interpretacje. Niech T' i T” beda teoriami réwnosciowymi nad
sygnaturami Y i ¥/, odpowiednio. Interpretacjg I : T — T’ teorii T w teorii T”
nazywamy przyporzadkowanie

1. sortom X z ¥ ciagu sortow [(X) =Y7,...,Y, z ¥/,

2. symbolom funkcyjnym f : Xj,..., Xy — X ciagu symboli funkcyjnych
I(f)i: [(Xy),...,I(Xy) = Y, dlai=1,...,n, gdzie I(X) =Y1,...,Y,

takie, ze jesli s = ¢(Z) jest aksjomatem teorii T to T"  I(s) = I(t)(I(Z)) czyli, ze
aksjomaty teorii T' sa ttumaczone na twiedzenia teorii T".

Ponadto interpretacje mozna poréwnywaé, to znaczy mozna zdefiniowa¢ morfi-
zmy pomiedzy interpretacjami tak by otrzymac 2-kategorie T'A teorii rownosdciowych,
interpretacji, i morfizmoéw poréwnujacych interpretacje. Wtedy konstrukcja kategorii
klasyfikujacej C1[T] dla teorii rozszerza sie do homomorfizmu bikategorii

TA ot - FP
T CIT)

I 7|1 ——— cn| Clr |cu
T clT)

ktory jest réwnowaznoscia w sensie 2-kategorii.
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8 Zadania

8.1

1.

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.

18.
19.

20.

Kategorie, funktory, naturalne transformacje, epi, mono, izo

Podaj charakteryzacje monomorfizméw i epimorfizméw w kategorii Set.
Pokaz, ze w Set kazdy morfizm ktory jest mono i epi jest tez izo.
Niech f: X — Y bedzie morfizmem w kategorii C. Pokaz, ze

(a) Jesli f jest split epi i mono to jest izo.

(b) Jesli f jest split mono i epi to jest izo.

. Niech f : X — X bedzie epimorfizmem w kategorii C takim, ze fo f = f.

Pokaz, ze f = 1x.

Podaj przyktad morfizmu, ktéry jest monomorfizmem i epimorfizinem ale nie
jest izomorfizmem.

Podaj przyklad morfizmu w kategorii monoidéw Mon i kategorii pierscieni
Rng, ktory jest monomorfizmem i epimorfizmem ale nie jest izomorfizmem.

Pokaz, ze ztozenie dwoch epimorfizméw (monomorfizmow, izomorfizmow) jest
epimorfizmem (monomorfizmem, izomorfizmem).

Pokaz, ze jesli ztozenie morfizméw g o f jest epi to g tez jest epi.

Pokaz, ze jesli ztozenie morfizméw g o f jest mono to f tez jest mono.
Opisz epimorfizmy regularne w Alg(t) dla dowolnej teorii rownosciowej 7.
Opisz epimorfizmy regularne w kategorii czesciowych porzadkéw Poset.
Pokaz, ze ztozenie funktoréw jest funktorem.

Pokaz, ze funktor zapominania U : T'op — Set jest wierny ale nie jest pelny.

Pokaz, ze funktor rzutowania my : C X C — C jest wierny wtedy i tylko wtedy
gdy C jest praporzadkiem.

Pokaz, ze kazdy funktor zachowuje izomorfizmy, split epi i split mono.
Pokaz, ze kazdy wierny funktor odbija epimorfizmy i monomorfizmy.

Pokaz, ze jesli funktor F' : C — D jest wierny i pelny oraz X, Y sa obiektami
w C takimi, ze F(X) = F(Y) to X 2 Y. W szczegolnosci, pokaz, ze funktor
wierny i pelny odbija izomorfizmy.

Pokaz, ze ztozenie naturalnych transformacji jest naturalng transformacja.

Niech F,G : A — B beda funktorami. Pokaz, ze naturalna transformacja
7 : F — G jest naturalnym izomorfizmem wtedu i tylko wtedy gdy kazda
skltadowa 7,4, dla a € A jest izomorfizmem.

Niech Vectk fin bedzie kategorig skoniczenie wymiarowych przestrzeni linio-
wych nad ciatem K, M kategoria ktorej obiektami sa liczby naturalne a mor-
fizmami z m do n macierze n x m wspotczynnikach z K. Ztozenie macierzy to
zwykle monozenie macierzy. Pokazaé, ze te kategorie s3 rownowazne.
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21.
22.

23.

24.

25.

26.

8.2

.. . v w , .
Pokaz, ze kategorie Gy, 1 Grfm sg rownowazune.

Kategoria A jest szkieletowa o ile dla dowolnych obiektow A, B € A, jezeli A =
B to A = B. Pokaz, ze kazda kategoria jest réwnowazna kategorii szkieletowej.

Niech Vecy, rin bedzie kategoria skoriczenie wymiarowych przestrzeni liniowych
nad ciatem k i przeksztalcen liniowych. Pokaz, ze kategorie Vecy f;, oraz
Vecs;, sa rownowazne.

Niech G bedzie grupa, G — Set bedzie kategoria dzialan grupu G na zbiorach
i przeksztatceri G-ekwiwariantnych, Set® kategoria funktoréow z grupy G (roz-
wazanej jako kategoria z jednym obiektem) w kategorie Set i transformacji
naturalnych. Pokaz, ze kategorie G — Set i Set® sg rownowazne.

Niech Rel bedzie kategoria zbiorow i relacji, tzn Rel(X,Y) = P(X xY) (relacje
sktadamy w zwyktly sposob). Pokaz, ze kategorie Rel oraz Rel®P sa rownowazne.

Kratg nazywamy czesciowy porzadek w ktorym sg skonczone kresy (A gorny i
V dolny). Krata A jest dystrybutywna o ile dla dowolnych a, b, c € A zachodzi
rownosc:
aN(bVe)=(aANb)V(aAc)
Algebra Boole’a to krata dystrybutywna w ktorej kazdy element a ma uzupel-
nienia —a takie, ze
aV—a=1 aAN—-a=0

Pokaz, ze kategoria skoriczonych algebr Boole’a jest réwnowazna z kategoria
dualna do kategorii zbioréw skonczonych.

2-kategoria Cat

. Pokaz, ze ztozenie horyzontalne jest taczne.

(Eckmann-Hilton) Niech o i * beda dwiema operacjami binarnymi na tym
samym zbiorze X z ta sama jedynka 1 € X oraz spelniajacymi réwnosé

(axb)o(cxd)=(aoc)x(bod).
Pokaz, ze dziatania te sg sobie réwne, przemienne i taczne.

Dane sy kategorie, funktory, i transformacje naturalne jak na ponizszym dia-
gramie

Go
Co L C1 CIA ~Ca K Cs

T
Go

Pokaz, ze zachodza nastepujace réwnosci
(a) K(or)=K(o)F;
(b) K(ro0)=K(r)o K(0);
(¢) (Too)p =Tpoop.

(MEL - Middle Exchange Law - Prawo wymiany $rodkowej) Pokaz, ze majac
diagram kategorii, funktoréw, i transformacji naturalnych
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8.3

oo { :. o1 :.

ol il

zachodzi nastepujace prawo
(11 %79) o (01 % 09) = (11 0071) * (10 © 00)

Pokaz, uzywajac poprzednich zadan, ze jesli mamy dwie naturalne transforma-
cje z funktora identycznosciowego w funktor identycznosciowy 7,0 : 1¢ — 1¢
to

TOO=T*0=0%T

Transformacje naturalne z funktora identycznosciowego w funktor identyczno-
§ciowy 7 : 1¢ — 1¢ tworza monoid (cho¢ nie musi by¢ to monoid maty). Opisz
ten monoid dla kategorii C réwnej Gr, Ab, Mon, Set.

Funktory reprezentowalne

. Pokaz, ze funktory 2(7), P : Set® — Set sa naturalnie izomorficzne. Wywnio-

skuj stad, ze P jest reprezentowalny.

Pokaz, ze funktor zapominania z kategorii grup Gr w kategorie zbioréow Set
jest reprezentowalny.

Niech N bedzie kategoria, ktorej obiektami sg liczby naturalne, a morfizm
pomiedzy dwoma obiektami m i n z N istnieje gdy m < n.
(a) Dla n € N opisz funktor reprezentowalny N(n,—) : N — Set.
(b) Dla dowolnego funktora F' : N — Set i n € N opisz transformacje z
N(n,—) w F.
(c) Dla n € N opisz funktor reprezentowalny N(—,n) : N7 — Set.

(d) Dla dowolnego funktora G : N — Set i n € N opisz transformacje z
N(—,n) w G.

. Niech G bedzie grupa (tzn. kategoria z jednym obiektem x w ktorej kazdy

morfizm jest izomorfizmem). Pokaz, ze funktor F' : G — Set odpowiada dzia-
taniu grupy G na zbiorze F(x). Opisz transformacje naturalne z G(x,—) do
dowolnego F': G — Set.

Niech C bedzie kategoria a obiektem w C. Definiujemy funktory
Sub(—) < C%P Set, Sub(a % (_)) - C%P s Set

(drugi z funktorow mozemy zdefiniowac tylko w kategorii z produktami binar-
nymi). Pokaz, ze te funktory sg reprezentowalne w Set, Set™, G — Set.

Pokaz, ze funktory podobiektow Sub(—) : Set — Set? oraz Sub(—)
(Set™)°P — Set sa reprezentowalne.

Niech ¢ bedzie obiektem kategorii C. Pokaz, ze funktory reprezentowalne
C(c,—):C —> Set, C(—,c):CP®? — Set

zachowuja wszystkie granice.
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8.4

1.

D.

Kategorie kartezjarisko domkniete
Niech C bedzie kategorig kartezjansko zamknietsy, A, B, C obiekty C. Wykaz,

ze
(a) Ax B2 BxA;
(b) (AxB)xC=Ax(BxC);

() Ax121x A= A= AL

(d) (AB)C ~ ABxC.
Niech C bedzie kategoria kartezjarisko zamknieta z obiektem poczatkowym i
koproduktami binarnymi, A, B, C obiekty C. Wykaz, ze

(a) Ax (B+C)=(AxB)+ (Ax(C);

(b) AB+C = AB x AC,

(c) Ax0=0;
(d) A°=~1.
Niech C bedzie kategoria kartezjansko zamknieta, A, B, C obiekty C. Okresl
morfizmy ’zlozenia wewnetrznego’ o : BA x CB — C4 i ’identycznosci we-

wnetrznej’ eq : 1 — A4 w C. Sformuluj przy pomocy diagramoéw i wykaz
nastepujace prawa dla kategorii kartezjanisko zamknietych

(a) Sformuluj przy pomocy diagramoéw i wykaz, ze zlozenie wewnetrzne jest
taczne;

(b) Sformutuj przy pomocy diagramoéw i wykaz, ze identyczno$é wewnetrzna
jest elementem’ neutralnym dla operacji sktadania morfizmow.

(c¢) Jak utworzy¢, obiekt wewnetrznych izomorfizméw (monomorfizmow, epi-
morfizmoéw) z A do B?

(d) Jak wyrazi¢, ze obiekty A 1 B sa 'wewnetrznie izomorficzne’?

Niech C bedzie kategoria kartezjanisko zamknieta, A, B obiekty C. Okresl
wlozenie B — B4 jako 'funkcji stalych’. Pokaz, ze ’zlozenie wewnetrzne’
dowolnej funkcji z funkcja stala jest funkcja stala.

Udowodnij, ze ponizsze kategorie sa kartezjaiisko domkniete:

a) Set - kategoria zbior6w;

(c

d) Set®” - kategoria presnopéw na kategorii matej C;

(a)
(b) Set s - kategoria zbioréw skonczonych;
) G — Set - kategoria prawych akcji grupy G na zbiorach;
(
(e) Cat -kategoria wszystkich malych kategorii;

(f) Dowolna skonczona krata dystrybutywna L, tzn. skoriczony czesciowy po-
rzadek, w ktorym kazdy skoriczony zbiér ma kres dolny i gérny oraz dla
dowolnych elementow x,y, z € L zachodzi (x Vy) Az = (x Az)V (yA 2);

(g) Dowolna zupelna krata L, w ktorej dowolne kresy gorne sg rozdzielne
wzgledem binarnych kresow dolnych, tzn. jesli z € L, {y;}ier € L to
zachodzi A V;er ¥i = Vier(x A yi).

Ktoére z tych kategorii sa bikartezjansko domkniete?
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6.

7.

10.

Udowodnij, ze ponizsze kategorie nie s kartezjansko domkniete:

(a) Ab - kategoria grup abelowych;

(b) Setiny - kategoria zbioréw nieskonczonych;

()

(d) Vectk fin - przestrzeni wektorowych skonczenie wymiarowych nad ciatem
K;

(e) Set - kategoria dualna do kategorii zbiordw.

Vecti - przestrzeni wektorowych nad ciatem K;

Kategoria w-posetéw w — Poset jest zdefiniowana jak nastepuje. Obiekty w-
Poset sa czesciowymi porzadkami (P, <) w ktorych kazdy niemalejacy ciag
dlugosci w ma kres gorny, tzn. jesli {pn}necw C P, oraz p; < piy1 dla i € w
to istnieje najmniejsze ograniczenie gorne zbioru {pp ey Morfizm f: (P, <
) = (Q,<) w w — Poset jest to funkcja f : P — Q, ktora zachowuje te kresy.
Udowodnij, ze w — Poset jest kategoria kartezjaiisko domknieta.

Przestrzenia ’ciagowa’ w sensie Kuratowskiego nazywamy zbiér X wraz z funk-
cja czesciowa lim @ XY — X. Jesli limpe,xy, jest okreslona to ciag {zn tnew
nazywamy zbieznym. Ponadto spelnione sg nastepujace aksjomaty.

(a) limpe,x—x (granica ciggu statego rownego x jest réwna z).

(b) Jesli granica ciagu jest rowna x to granica kazdego jego podciagu tez jest
réwna .

(c) Jesli kazdy podciag ciagu {x, }new zawiera podciag ktory jest zbiezny to
caly ciag {zn}new tez jest zbiezny.

Morfizm przestrzeni ciagowych w sensie Kuratowskiego f : (X,lim) —
(Y,lim) jest to funkcja f: X — Y zachowujaca granice, tzn. jesli limpcpx, =
x to limpe, f(zn) = f(z) dla dowolnego ciagu z X«.

Udowodnij, ze kategoria przestrzeni ciagowych w sensie Kuratowskiego jest
kategoria kartezjarisko domknieta.

Niech Top;,oc bedzie kategorig przestrzeni topologicznych i lokalnych homeomor-
fizmoéw. Pokazac, ze Topp.cnie jest kartezjansko domknieta ale kazdy jej ptat
jest kartezjanisko domkniety.

Niech F': A — B bedzie funktorem zachowyjacym produkty pomiedzy karte-
zjansko domknietymi kategoriami A i B. Wtedy F' jest funktorem kartezjarisko
domknietym (funktorem ccc) gdy dla dowolnych obiektow X, Y w A, F(YX)
jest obiektem wyktadniczym F(X) i F(Y) oraz morfizm

F(e'l)xyy)

F(X)x FYX) 2 F(X xY¥X) - F(Y)

jest morfizmem ewaluacji evp(x), p(y) (to znaczy kojednoscia sprzezenia F'(X ) x
— 4 (—)FX)). Niech C bedzie mala kategoria kartezjarisko domkniets. Pokaz,
ze wlozenie Yonedy Y : C — SetC” jest funktorem kartezjarisko domknietym.

Niech &£ bedzie kategoria kartezjansko domkniety 7 : £ — Set funktorem zacho-
wujacym skoriczone produkty. Kategoria £7 ma te same obiekty co kategoria
&. Definiujemy zbiory morfizméw pomiedzy obiektami A1 B w £ jako zbior

E7(A, B) = 7(BAY).
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8.5

10.

11.
12.

13.

14.

(a) Zdefiniuj identycznosci i ztozenia takich morfizméw w €7 i udowodnij, ze
jest to dobrze okresdlona kategoria.

(b) Zdefiniuj ‘naturalny’ funktor z £ do £7.

Pokaz zdefiniowa¢ identycznosci i ztozenia takich morfizméw w €7 i udowodnij,
ze jest to dobrze zdefiniowana kategoria.

Granice i kogranice

. Pokaz, ze 1, X 1 = 1,xp-

Pokaz, ze jesli kategoria C ma pulbeki i obiekt koricowy to ma wszystkie skon-
czone granice.

Pokaz, ze jesli kategoria C ma pulbeki i ekwalizatory to ma wszystkie skoriczone
granice spojne.

Pokaz bezposrednio, ze jesli kategoria ma produkty binarne i ekwalizatory to
ma tez pulbeki.

Przedstaw obiekt konicowy, produkty, pulbeki i ekwalizatory jako granice funk-
torow.

Pokaz, ze obiekt koricowy jest granica funktora pustego.

Pokaz, ze granica funktora z kategorii dyskretnej dwuelementowej jest produk-
tem binarnym.

Pokaz bezposrednio, ze jezeli w kategorii C jest obiekt konicowy i pulbeki to sa
tez produkty binarne.

Pokaz, ze ekwalizator jest monomorfizmem. Takie monomorfizmy nazywamy
reqularnymi monomorfizmami.

Pokaz, ze jesli monomorfizin regularny jest epimorfizmem to jest on izomorfi-
zmem.

Opisz monomorfizmy regularne w kategoriach Set i Poset.
Opisz epimorfizmy regularne w Set, Poset, Top i Alg(T).

Pokaz, ze morfizm f : A — B jest mono wtedy i tylko wtedy gdy kwadrat

A—TA Ly
T
A—F—B

jest pulbekiem.

Pokaz, 7ze pulbek mono jest mono, tzn. jedli diagram
!/

A—"" . p
L
C——D

84



15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

jest pulbekiem oraz morfizm m jest mono to morfizm m’ tez jest mono.

Pokaz, ze morfizm f: A — B jest epi wtedy i tylko wtedy gdy kwadrat

A / B
f{ {114
B i, B

jest puszautem.
Pokaz, ze obiekt poczatkowy jest kogranica funktora pustego.

Pokaz, ze pulbek mono regularnego jest mono regularnym. Monomorfizm jest
regularny gdy jest ekwalizatorem pary morfizméw.

Pokaz przykiad takiego produktu w kategorii z ktérego rzutowania nie sa epi-
morfizmami.

(Lemat o pulbekach) W diagramie przemiennym

A—2.p—b .c
N
D EB—g—F

(a) jesli lewy i prawy kwadrat sa pulbekami to zewnetrzny kwadrat tez jest
pulbekiem;

(b) jesli prawy i zewnetrzny kwadrat sg pulbekami to lewy kwadrat tez jest
pulbekiem.

Niech f: A — B bedzie morfizmem w kategorii C. Pokaz, z¢ plat C,4 kategorii
C jest rownowazny podwujnemu platowi C,p;.

Niech C kategoria z produktami binarnymi, A obiekt C. Pokaz, ze nastepujace
warunki sg réwnowazne

(a) przekatna A — A x A jest izomorfizmem,;

(b) rzutowania m,my : A X A — A sa rowne;

(¢) morfizm A — 1 jest monomorfizmem.
Niech F,F' : C — D oraz G,G’ : D — C funktory takie, ze F' 4 G oraz

F' 4 G'. Pokaz, ze isnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy
naturalnymi transformacjami o : F — F’ oraz 7 : G’ — G.

Pokaz, ze jesli kategoria C ma skoriczone granice i ¢ jest obiektem C to ptat
C | ¢ kategorii C tez ma skoriczone granice.

Pokaz, ze jesli kategoria J ma obiekt poczatkowy 0 to granica lim F' funktora
F : J — C jest izomorficzna z F(0).
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.
35.

36.

37.

38.

Niech End(w) bedzie kategoria (moniodem) funkeji w w w w. Pokaz, ze End(w)
ma skoniczone produkty.

Podaj przyktad takiego funktora F' : C — D pomiedzy kategoriami z pro-
duktami binarnymi, ze dla dowolnej pary obiektéw a, b kategorii C istnieje
izomorfizm F'(a x b) = F(a) x F(b) ale F nie zachowuje produktow.

Pokaz, ze wlozenie Yonedy Y : C — Set®” zachowuje wszystkie istniejace
granice w C.

Pokaz, ze dla dowolnej kategorii C i obiektu ¢ € C funktor reprezentowalny
kowariantny C(c, —) : C — Set zachowuje wszystkie istniejace granice w C.

Sformutuj co to znaczy, ze funktor zachowuje obiekty wyktadnicze. Pokaz,
ze wlozenie Yonedy Y : C — Set®” zachowuje wszystkie istniejace obiekty
wyktadnicze w C.

Morfizm ¢ : * — x nazywamy idempotentem jesli jedli i o¢ = i. Idempotent
jest rozszczeptony jesli istnieje para morfizméw e : x — y i m : y — x taka,
ze i =moe oraz eom = 1,. Pokaz, ze jesli kategoria C ma ekwalizatory lub
koekwalizatory to kazdy idempotent w C jest rozszczepiony.

Niech C bedzie kategoria z jednym obiektem z i jednym nieidentycznodciowym
morfizmem ¢ : x — x, ktory jest idempotentem (tzn. ioi = 7). Niech D
bedzie kategoria z dwoma obiektami x, y i morfizmami generowanymi przez
par¢ morfizmoéw, e : x — y im : y — x taka, ze eom = 1,. Mamy funktor
F : C — D taki, ze F(i) = moe. Pokaz, ze F jest rzeczywiscie dobrze
okreslonym funktorem. Funktor F' indukuje przez zlozenie funktor na kategorii
presnopow
F* : SetP” — Sett™

taki, ze dla G € SetP” | F*(G) = GoF. Dlat:G — H € SetP” | F*(1) =
7F (zlozenie funktora z transformacja naturalng 7p zostanie zdefiniowane na
wyktadzie). Pokaz, ze F* jest rownowaznoscéa kategorii.

Pokaz, ze kazdy ptat kategorii presnopéw jest kategoria presnopodw.

Pokaz, ze kategoria mata, ktéra ma wszystkie granice jest rownowazna z cze-
Sciowym porzadkiem.

Pokaz, ze funktor zapominania | — | : Gr — Set kreuje wszystkie granice.

Niech C bedzie kategoria mata. Opisz granice i kogranice w kategorii presnopéw
SetC™ .

Niech C bedzie kategoria malg. Pokaz, ze funktor zapominania
| — | : SetC” — SetOC) kreuje wszystkie granice i kogranice.
Niech ¢ bedzie obiektem kategorii C. Funktor ewaluacji ev, : Set¢” — Set dla

naturalnej transformacji 7 : F — G € Set®” przyjmuje wartosé c-tej sktadowe;j
T, tzn. ev.(T) = 7. : F(c) — G(c). Pokaz, ze funktor ewaluacji zachowuje
granice i kogranice.

Opisz granice w Cat. Wskazowka. Funktory z kategorii 1 w dowolng kate-
gorie C odpowiadaja obiektom C, a funktory z kategorii 2 w C odpowiadaja
morfizmom C.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Pokaz, ze w kategorii grup abelowych obiekt poczatkowy jest jednoczednie
obiektem konicowym a produkt binarny jest jednoczesnie koproduktem binar-
nym.

Pokaz, ze w kategorii pierécieni przemiennych koprodukt binarny jest iloczynem
tensorowym nad pierscieniem liczb catkowitych Z.

Pokaz, ze w kategorii K-algebr koprodukt binarny jest iloczynem tensorowym
nad K (K-moze by¢ pierécieniem przemiennym).

Dany jest diagram przemienny w kategorii Set

Qp—1 Qo Qn+1

(79) An+1 N - Ay,
‘ 7Ta7z ‘ ﬂ—an+1 ‘ ﬂ-aw
Tn—1 _ Cn Tn Cril In+1_ . - Co

\ ﬂ-bn \ 7Tb'rH*l \ Trbw

- b, - by, S - by,
Bt B B

ktorym wiersze sa kostozkami kogranicznymi a kolumny sa produktami binar-
nymi dla n € w. Pokaz, ze wtedy diagram

T
Ay +~—"— Cy “— by

tez jest produktem binarnym.

Pokaz, ze funktor I : Set — Set przeprowadzajacy zbiory niepuste na zbiér
jednoelementowy {0} a zbiér pusty na siebie (czyli I(X) = {0 : X # 0}) za-
chowuje produkty ale nie zachowuje ekwalizatorow. Pokaz, tez ze jesli funktor
F . Set — Set zachowuje produkty i nie jest izomorficzny z I to zachowuje
wszystkie granice.

Pokaz, ze funktor monoidu wolnego M : Set — Mon zachowuje pulbeki (i
wszystkie inne spojne granice). Granica funktora F' : J — C jest spdjna o ile
kategoria J jest spdjna. Kategoria J jest spdjna jesli jest niepusta i kazde dwa
obiekty w J sa potaczone ciggiem morfizméw (niekoniecznie skierowanych w
ta sama strone). Na przyktad pulbeki i ekwalizatory sa granicami spojnymi a
produkty nie sa granicami spéjnymi.

Pokaz, ze funktory monoidu abelowego wolnego M : Set — Amon nie zacho-
wuje pulbekéw.

Kategoria A jest filtrujgca jesli:

(a) dla dowolnej skoniczonej rodziny obiektow {ai, ..., a,} istnieje obiekt a i
morfizmy a; — a w A;

(b) dla dowolnej pary morfizméw f, g : a — b istnieje morfizm h : b — ¢ taki,
zehof=hog.

Pokaz, ze kazdy zbior jest kogranica filtrujaca zbioré6w skonczonych.

Niech F' : C? — Set bedzie funktorem, [, F' kategorig elementow F. Pokaz, ze
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49.

50.

ol.

92,

53.

8.6

(a) F jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy [, F' ma obiekt poczat-
kowy;

(b) jesli C ma skoniczone granice to F' zachowuje skoniczone granice wtedy i
tylko wtedy gdy [, F' jest kategoria filtrujaca.

Niech C bedzie kategorig kozupetng i F' : C°? — Set funktorem zachowujacym
granice. Pokaz, ze [~ F tez jest kategorig zupelna.

Pokaz, ze kazda grupa jest kogranica filtrujaca grup skoriczenie prezentowal-
nych. Grupa jest skoticzenie prezentowalna o ile jest izomorficzna z grupa wolng
o skoniczone]j liczbie generatoréw podzielong przez skonczenie wiele réwnosci.

Pokaz, ze grupa G, jest skoriczenie prezentowalna iff funktor reprezentowalny
z kategorii grup Gr(G, —) : Gr — Set zachowuje filtrujace kogranice.

Pokaz, ze kazda T-algebra, dla (finitarnej) teorii roéwnosciowej pierwszego
rzedu, jest kogranica filtrujaca T-algebr skoriczenie prezentowalnych. T-
algebra jest skoriczenie prezentowalna jesdli powstaje z skoniczenie generowanej
T-algebry wolnej przez podzielenie przez skoriczenie wiele réwnogsci.

Pokaz, ze T-algebra A, jest skoriczenie prezentowalna iff funktor reprezento-
walny Homqp (A, —) : Alg(T) — Set zachowuje filtrujace kogranice.

Niech C kategoria mata. Pokaz, ze odwzorowanie obiektowe

Set’” — Cat e

F»—>7TF:/F—>C
C

rozszerza sie do funktora (gdzie [, F' jest kategorig elementow funktora F').

Funktory sprzezone

. funktor D — 1 ma prawy sprzezony iff D ma obiekt koricowy i ma lewy sprze-

zony iff D ma obiekt poczatkowy.

Pokaz, ze majac dane funktory

F
AZ B= ~C
G G’

jesi FAGi F' 4G to FFo F4GoG'.

Sprawdz czy funktor A : Set — G — Set, z kategorii zbiorow do kategorii akcji
grupy G taki, ze A(X) = nx : G x X — X (to znaczy przyporzadkowujacy
zbiorowi akcje trywialna na tym zbiorze) ma oba funktory sprzezone.

. Homomorfizmem grup f: G — H indukuje funktor f*: H — Set — G — Set

‘obciecia dziatania grupy wzdtuz homomorfizmu h ma oba funktory sprzezone.
W szczegblnosci dwa homomofizmy pomiedzy dowolna grupa G a grupa jed-
noelementows 1 indukuja szes¢ funktoréw pomiedzy kategoriami Set i SetC.
Opisz te funktory.

Niech J bedzie kategoria mata, C dowolng kategoria. Pokaz, ze funktor diago-
nalny A : C — C7 przyporzadkowujacy obiektom C funktory stale ma
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10.

11.

12.

(a) lewy sprzezony wtedy i tylko wtedy gdy C ma kogranice indeksowane
kategoria J;

(b) prawy sprzezony wtedy i tylko wtedy gdy C ma granice indeksowane ka-
tegorig J .

Pokaz, ze dla dowolnej funkcji f : X — Y pulbek funktor
f* : Set/y — Set/x
dany wzorem (na obiektach): p — f*(p) gdzie kwadrat

Axy X —TA L 4

Y

jest pulbekiem, ma lewy i prawy sprzezony. Wskazéwka: na poczatek mozna
przyjac, ze Y = 1.

Pokaz, ze kategoria SetP nie jest kartezjarisko zamknieta. Wskazowka: pokaz,
ze funktor X + (—) : Set — Set nie zachowuje kogranic.

Pokaz, ze funktor wzlozenia ¢ : Gr — Mon z kategorii grup do kategorii
monoidéw ma oba funktory sprzezone.

Niech k bedzie ciatem. Opisz funktor lewy sprzezony do funktora
U:k— Alg — Mon z kategorii k-algebr w kategorie monoidéow zapomina-
jacego o dodawaniu. Jaka jest wartosé¢ tego funktora na

(a) przemiennym monoidzie wolnym o n generatorach x1, ..., zp;

(b) monoidzie wolnym o n generatorach x1,...,Zn;

Niech k bedzie ciatem. Dany jest nastepujacy kwadrat przemienny funktoréw
zapominania

k— Alg Mon
Vect;, Set

(funktor £ — Alg — Mon zapomina o dodawaniu). Opisz lewe sprzezone do
tych funktorow. Uzywajac poprzedniego zadania wywnioskuj, ze algebra ten-
sorowa nad przestzenia n-wymiarows jest izomorficzna z algebra wielomianéw
nieprzemiennych n zmiennych.

Pokaz, ze funktor zapominania z C'at — Set przyporzadkowujacy kategoriom
zbiory obiektéw ma oba funktory sprzezone. Funktor lewy sprzezony nazywany
jest dyskretnym a prawy sprzezony nazywany jest chaotycznym. Czy funktor
dyskretny ma lewy sprzezony? Czy funktor chaotyczny ma prawy sprzezony?

Niech Ai B beda czesciowymi porzadkami, f: A - Big: B — A funkcjami
monotonicznymi.
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14.

15.
16.

17.

18.

19.

(a) Pokazze f 4 g wtedy i tylko wtedy a < gf(a), dla a € A, oraz fg(b) < b,
dla b€ B.

(b) Niech f 4 g, Fix(A) = {a € A: gf(a) = a} oraz Fiz(B) = {b € B :
fg(b) = b}. Pokaz, ze funkcje f i g obciete do zbioréow Fiz(A) i Fix(B)
sa wzajemnie odwrotne i ustalaja bijekcje tych zbiorow.

Zwigzki Galois. Niech R C X x Y bedzie relacja binarna, A = (P(X), Q) i
B = (P(Y),Q)° czesciowymi porzadkami. Relacja r indukuje dwie funkcje
monotoniczne

F:A—B G:B—A
takie, ze dla Xg C X oraz Yy C Y mamy

F(Xo)={y € Y| Xox {y} TR}, G(¥o)={x € X|{a} x Yo C R}.

(a) Pokaz, ze FF 4 G.

(b) Niech R C R? x H bedzie relacjg nalezenia pomiedzy punktami na ptasz-
czyznie a potptszezyznami. Opisz zbiory Fiz(P(R?)) iFiz(P(H). R jest
zbiorem liczb rzeczywistych.

Krata zupetna jest to czesciowy porzadek, ktory jest zupelny jako kategoria.

(a) Pokaz, ze krata zupelna ma wszystkie kresy gorne.

(b) Pokaz, ze funkcja monotoniczna f : A — B z kraty zupelnej A w czeSciowy
porzadek B, ktéra zachowuje kresy ma prawy sprzezony g : B — A dany
wzorem

g(b) =\/{a€c Al f(a) <b}, dlabe B

(c¢) Niech Ox bedzie topologia na zbiorze X. Pokaz, ze wlozenie i : Ox —
P(X) ma funktor prawy sprzezony.

(d) Niech f : X — Y bedzie funkcja. Funktor przeciwobrazu
f71:P(Y) — P(X) ma oba funktory sprzezone 35 - f~! 4 V. Opisz
te funktory.

(e) Podaj przyktad funkcji monotonicznej F': (P(X) C) — (P(X) C) ktora
zachowuje skoniczone sumy ale nie ma prawego sprzezonego.

Sformutuj pojecie morfizmu kouniwersalnego.

Pokaz, ze sprzezenie jest jednoznacznie wyznaczone przez funktory F, G i
transformacje naturalng 7 : FG — idp taka, ze dla d € D, para (G(d),eq) jest
morfizmem kouniwersalnym z funktor F' w obiekt d.

Pokaz, ze sprzezenie jest jednoznacznie wyznaczone przez funktor F, przy-
porzadkowanie obiektowe Go : Ob(D) — Ob(C) i transformacje naturalna
e : FG — idp taka, ze dla d € D, para (Go(d),eq) jest morfizme kouni-
wersalnym z funktor F' w obiekt d.

Pokaz, ze funktor A x (—) : Set — Set ma lewy sprzezony wtedy i tylko wtedy
gdy A jest singletonem.

Wskazowka. Rozwaz zachowanie funktora na skoriczonych produktach.

Pokaz, ze funktor (—)4 : Set — Set ma prawy sprzezony wtedy i tylko wtedy
gdy zbior A jest singletonem.

Wskazowka. Rozwaz zachowanie kogranic przez funktora (—)*.
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20.

21.

22.

8.7

Pokaz, ze funktor zapominania Pos — Set ma lewy sprzezony ale nie ma
prawego Sprzezonego.

Niech A : C — CP bedzie funktorem diagonalnym. Pokaz, ze

(a) jesli kategoria D ma obiekt konicowy 1 to A ma lewy sprzezony T : CP — C
taki, ze T(F) = F(1) dla F € CP.

(b) jesli kategoria D ma obiekt poczatkowy 0 to A ma prawy sprzezony I :
CP — C taki, ze I(F) = F(0) dla F € CP.

Podaj przyktad pary funktoréow F i G takich, ze F 4G i G F.

Wskazowka. Skorzystaj z poprzedniego ¢wiczenia.

Algebra w kategoriach

. Niech U : Rng — Set bedzie funktorem zapominania z kategorii pierscieni w

Set. Pokaz, ze U jest pierécieniem w kategorii Set®9. Pokaz, ze to samo jest
prawda dla dowolnej podkategorii pelnej, kategorii Rng.

Uzywajac Lematu Yonedy i powyzszego zadania pokaz, ze Z[x] jest pierscie-
niem w kategorii Rng°P, tzn. kopierscieniem w Rng.

Pokaz, ze funktor ’okregu jednostkowego’ z kategorii pierscieni w Set
St Rng — Set

taki, ze

SYR)={(z,y) ERx R:2*+y* =1}
jest funktorem reprezentowalnym. Pokaz, ze S' jako obiekt w Set®™ ma
naturalng strukture grupy.

Pokaz, ze kategoria grup w kategorii grup jest réwnowazna z kategoria grup
abelowych.

5* Opisz dowolne kogranice w kategoriach Alg(T").
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