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1 Wprowadzenie

1.1 Rys historyczny

Trudno jest dokªadnie ustali¢ kiedy si¦ w praktyce matematycznej pojawiªy kategorie
i funktory. Mo»na argumentowa¢, »e byªo to ju» w staro»ytnej Grecji. W ka»dym
razie staªo si¦ to na pewno przed pocz¡tkiem wieku XX. Naturalne transformacje po-
jawiªy si¦ na pocz¡tku lat czterdziestych ubiegªego stulecia. Natomiast za pocz¡tek
Teorii Kategorii, jako osobnej dyscypliny matematycznej uwa»a si¦ zgodnie jedno
wydarzenie: publikacj¦ w roku 1945 pracy S. Eilenberga i S. MacLanea, `General
theory of natural equivalences`, Transactions of AMS.

Potrzeba zde�niowania wszystkich trzech wy»ej wspomnianych poj¦¢ powstaªa
tak pó¹no gdy» o konkretnych kategoriach mo»na byªo mówi¢ bez de�niowania co
to jest kategoria1. Nawet, jak si¦ okazaªo, mo»na byªo de�niowa¢ konkretne funk-
tory pomi¦dzy kategoriami nie tªumacz¡c ani czym s¡ abstrakcyjne kategorie i ani
czym s¡ abstrakcyjne funktory. To si¦ jednak zmieniªo gdy trzeba byªo opisa¢ czym
s¡ naturalne transformacje pomi¦dzy funktorami. Do tego oczywi±cie trzeba byªo
opisa¢ co to s¡ funktory dziaªaj¡ce z kategorii do kategorii... a do tego trzeba byªo
zde�niowa¢ co to s¡ kategorie. Wszystkie te trzy poj¦cia zostaªy zde�niowane we
wspomnianej pracy2 z 1945 roku.

Nie od razu u»yteczno±¢ Teorii Kategorii zostaªa w peªni doceniona. Przez pierw-
sze kilkana±cie lat nie powstaªo zbyt wiele prac dotycz¡cych tej teorii. Oprócz wspo-
mnianych twórców teorii na wyró»nienie za wkªad we wczesnym okresie jej istnienia
zasªuguje Ch. Eresmann, A. Grothendieck a zwªaszcza D. Kan, który w pracy z 1958
roku wprowadziª poj¦cie funktorów sprz¦»onych, jedno z najbardziej fundamental-
nych poj¦¢ w caªej Teorii Kategorii. W latach sze±¢dziesi¡tych rozwój tej teorii
nabraª du»ej dynamiki co zaowocowaªo w 1971 roku monogra�¡ `Categories for the

1E.Galois u»ywaª poj¦cia grupy w latach dwudziestych XIX wieku cho¢ abstrakcyjne poj¦cie

grupy jest mniej wi¦cej o 100 lat mªodsze.
2Mówiac dokªadniej w pracy tej oprócz kategorii i funktorów zostaªy zde�niowane tylko naturalne

izomor�zmy. S. Eilenberg komentuj¡c dlaczego nie wprowdziª ju» wtedy dowolnych naturalnych

transformacji powiedziaª: 'one generalization at a time'.
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Working Mathematician` S.MacLane'a, do dzi± b¦d¡ca najlepszym wprowadzeniem
do Teorii Kategorii.

1.2 O kategoriach

Kategorie i funktory pojawiªy si¦ by opisa¢ z sposób sformalizowany proces przecho-
dzenia od struktur pewnego typu do struktur innego typu.

Na kategorie mo»na te» patrze¢ jak na matematyczne struktury uogólniaj¡ce
monoidy (kategorie z jednym obiektem) z jednej strony i cz¦±ciowe (pra)porz¡dki
(kategorie w których pomi¦dzy dwoma obiektami istnieje co najwy»ej jeden mor-
�zm) z drugiej. To mo»e pomóc w zrozumieniu poj¦¢ kategoryjnych na prostszych
przykªadach, jak równie» fakty dotycz¡ce monoidów i cz¦±ciowych porz¡dków maja
nierzadko interesuj¡ce uogólnienia kategoryjne.

Ale ja bardziej wol¦ patrze¢ na kategorie jak na pewn¡ subteln¡ formalizacj¦
struktury matematycznej na wªa±ciwym poziomie ogólno±ci. Samego poj¦cia struk-
tury nie sposób zde�niowa¢ gdy» jest ono zbyt ogólne3 ale spróbuj¦ w kilku zdaniach
opisa¢ co mam na my±li.

Rozwa»ymy kategorie której obiektami s¡ grupy a mor�zmami funkcje pomi¦dzy
uniwersami grup. Takie przeksztaªcenia grup ignoruj¡ caª¡ istniej¡c¡ w naszych
obiektach struktur¦. To powoduje, »e ta struktura wªa±ciwie przestaje mie¢ ja-
kiekolwiek znaczenie. Na przykªad grupa liczb caªkowitych w takiej kategorii jest
izomor�czna z grup¡ liczb wymiernych i ka»d¡ inna grup¡ przeliczaln¡. W konse-
kwencji mamy do czynienia bardziej ze zbiorami ni» z grupami. W tym przypadku
jest do±¢ dobrze wida¢, »e by bada¢ grupy sensowniej jest to robi¢ w kategorii grup
i homomor�zmów.

Z drugiej strony, je±li rozwa»ymy kraty zupeªne to wybór mor�zmów nie jest ju»
taki oczywisty. Krata zupeªna jest to zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany w którym ist-
niej¡ wszystkie kresy. Otó» je±li nawet ograniczymy si¦ w de�nicji tylko do kresów
dolnych (czy górnych) to i tak krata b¦dzie posiadaªa wszystkie kresy4. W szcze-
gólno±ci mamy wi¦cej operacji ni» mo»e by±my chcieli... Ale mamy te» mor�zmy i
te wcale nie musz¡ zachowywa¢ wszystkich kresów. Mo»emy rozwa»a¢ kategori¦ w
której mor�zmy zachowuj¡ wszystkie kresy

∧
i
∨

ale te» tak¡ w której mor�zmy
zachowuj¡ tylko

∨
lub tylko

∧
, a nawet tak¡, w której mor�zmy zachowuj¡ tylko∨

i ∧5. W kategoriach patrzymy na obiekty od zewn¡trz (strukturalnie), to znaczy
badamy jak dany obiekt zachowuje si¦ w stosunku do innych obiektów 'tego typu'
porównuj¡c obiekty przy pomocy mor�zmów zachowuj¡cych struktur¦ a nie od we-
wn¡trz (analitycznie) ka»dy obiekt osobno. W tym sensie mo»na my±le¢, »e struktura
(obiektów danej kategorii) to jest to co zachowuj¡ mor�zmy.

3Du»o trudniej jest poda¢ 'de�nicj¦' struktury ni» przykªad struktury, który nie speªnia tej

de�nicji.
4Je±li krata L posiada kresy dolne

∧
i X jest podzbiorem uniwersum L, to kres górny X mo»na

zde�niowa¢ nast¦puj¡co
∨

X =
∧
{l ∈ L|∀x∈Xx ≤ l}.

5Je±li ograniczy¢ jeszcze kraty do takich w których te operacje
∨

i ∧ s¡ ze sob¡ rozdzielne to

otrzymujemy w ten sposób kategori¦ lokali, kategori¦ dualn¡ do kategorii przestrzeni topologicznych

bezpunktowych.
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2 Kategorie, funktory i transformacje naturalne

2.1 Kategorie

Kategoria C skªada si¦ z rodziny obiektów Ob(C), rodziny mor�zmów Mor(C). Po-
nadto

• ka»dy mor�zm f ma dziedzin¦ dom(f) i przeciwdziedzin¦ cod(f); piszemy

f : X → Y lub X
f−→ Y gdy X = dom(f) oraz Y = cod(f);

• je±li f i g s¡ dwoma mor�zmami takimi, »e cod(f) = dom(g), to okre±lone jest
zªo»enie f i g, które zapisujemy g ◦ f .

Y Z-
g ◦ f

X

f
�
�� g@

@R

• dla ka»dego obiektuX okre±lony jest mor�zm identyczno±ciowy, oznaczany idX
(lub 1X);

• operacje te speªniaj¡ nast¦puj¡ce aksjomaty; dla X,Y ∈ Ob(C), f, g, h ∈
Mor(C)

1. dom(1X) = X = cod(1X);

2. dom(g ◦ f) = dom(f), cod(g ◦ f) = cod(d), gdy cod(f) = dom(g);

3. 1Y ◦ f = f = f ◦ 1X , gdy f : X → Y ;

4. h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , gdy cod(f) = dom(g) i cod(g) = dom(h).

Notacja zªo»enia mor�zmów. Je±li f : X → Y oraz g : Y → Z to
g ◦ f : X → Z oznacza zªo»enie f z g, je±li kto± woli to mo»e te» pisa¢ takie zªo-
»enie w porz¡dku aplikacyjnym, ze ±rednikiem: f ; g : X → Z. Czyli piszemy jak kto
chce ale piszemy jak piszemy!

Je±li C jest kategori¡ to przez C(X,Y ) (lubHomC(X,Y ), Hom(X,Y )) oznaczamy
rodzin¦ mor�zmów z X do Y , t.zn.

C(X,Y ) = {f ∈Mor(C) : dom(f) = X, cod(f) = Y }.

Kategori¦ C nazywamy lokalnie maª¡ je±li dla dowolnych obiektów X,Y ∈ C, rodzina
C(X,Y ) jest `maªym' zbiorem. Kategori¦ C nazywamy maª¡ je±li zarówno rodzina
obiektów Ob(C) jak i rodzina mor�zmów Mor(C) s¡ zbiorami.

Uwaga. Powy»sza de�nicja kategorii nie odnosi si¦ w ogóle do zbiorów by uczyni¢
teori¦ kategorii niezale»na od teorii mnogo±ci. Jednak przykªady jak najbardziej
odnosz¡ si¦ do teorii mnogo±ci cho¢ nie zawsze w taki sposób w jaki ona by sobie
tego »yczyªa. Rozwa»anie kategorii które nie s¡ maªe wymaga uwagi. Na przykªad
kategoria wszystkich funktorów pomi¦dzy takimi kategoriami wygl¡da podejrzanie
z punktu widzenia teorii mnogo±ci, poniewa» `obiekt' który otrzymujemy mo»e si¦
okaza¢ `zbyt du»y'. Tymi sprawami nie trzeba sobie zbytnio zaprz¡ta¢ gªowy ale je±li
kto± chce sta¢ na twardych fundamentach to mo»e my±le¢ jak nast¦puje. Pracujemy
w teorii ZFC z aksjomatem mówi¡cym »e istniej¡ dwie liczby mocno nieosi¡galne
θ1 < θ2. Je±li V jest modelem tej teorii to Rθ1 ⊂ Rθ2 ⊂ V s¡ wtedy modelami
dla ZFC. Maªe zbiory to zbiory w Rθ1 . Kategorie maªe to kategorie których rodziny
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obiektów i mor�zmów s¡ maªymi zbiorami. Kategorie lokalnie maªe to kategorie to
kategorie w Rθ2 je±li rozwa»amy co± na ksztaªt kategorii funktorów pomi¦dzy takimi
kategoriami to i tak to co± nale»y do V . Nigdy nic wi¦cej nie b¦dzie nam potrzebne.

Przykªady kategorii

1. 0 - kategoria pusta. W tej kategorii nie ma obiektów ani mor�zmów.

2. 1 - kategoria z jednym obiektem i jednym mor�zmem (identyczno±ci¡)
10 : 0→ 0.

3. 2 - kategoria z dwoma obiektami 0 i 1 i jednym mor�zmem nieidentyczno±cio-
wym 0→ 1.

4. Set - kategoria zbiorów i funkcji. Tu jak i podczas caªego wykªadu zakªadamy,
»e ka»da funkcja ma ustalon¡ dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦.

5. Setfin - kategoria zbiorów sko«czonych i funkcji.

6. Gr - kategoria grup i homomor�zmów.

7. G− Set kategoria akcji grupy G na zbiorach i przeksztaªce« ekwiwariantnych.

8. Alg(T ) - kategoria algebr teorii równo±ciowej T i homomor�zmów algebr. Ten
przykªad jest uogólnieniem poprzedniego jako, »e teoria grup jest teori¡ rów-
no±ciowa. Je±li poj¦cie teorii równo±ciowej nie jest znane czytelnikowi to nie
szkodzi. To poj¦cie b¦dzie wytªumaczone pó¹niej, jak równie» poj¦cie kategorii
algebr równo±ciowych w dowolnej kategorii z produktami sko«czonymi.

9. Monoid - kategoria z jednym obiektem. Je±li M = (M, e, ◦) jest monoidem
to mo»emy patrze¢ na M jako na kategori¦ z jednym obiektem ∗ i rodzin¡
mor�zmów M . Wtedy zªo»enie jest zawsze okre±lone i jest mno»eniem ◦ w
monoidzie oraz 1∗ = e.

10. Grupa - kategoria z jednym obiektem, podobnie jak w poprzednim przykªadzie,
w której ka»dy mor�zm jest izomor�zmem.

11. Praporz¡dek: kategoria w której istnieje co najwy»ej jeden mor�zm pomi¦dzy
dwoma obiektami. Dokªadniej praporz¡dek (P,≤) jest to zbiór P z relacja
zwrotn¡ i przechodni¡ ≤.

12. Top - kategoria przestrzeni topologicznych i funkcji ci¡gªych.

13. Toph - kategoria przestrzeni topologicznych i klas homotopii funkcji ci¡gªych.

Operacje na kategoriach

1. Kategoria dualna Cop do kategorii C. Je±li zamienimy operacje dom i cod (odpo-
wiada to odwróceniu strzaªek w diagramach) to tak otrzymane operacje równie»
speªniaj¡ aksjomaty kategorii. Tak otrzymana kategoria nazywa si¦ kategori¡
dualn¡.

2. Produkt kategorii C × D jest to kategoria której obiektami s¡ pary obiektów
〈C,D〉 takie, »e C ∈ C oraz D ∈ D. Mor�zm 〈f, g〉 : 〈C,D〉 −→ 〈C ′, D′〉 jest
to para mor�zmów f : C → C ′ w C i f : D → D′ w D. Identyczno±ci i zªo»enia
w C × D s¡ zde�niowane w oczywisty sposób po wspóªrz¦dnych.
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3. Niech X b¦dzie obiektem kategorii C. Kategoria C/C pªat kategorii C nad C?
(slice category) ma jako obiekty mor�zmy o przeciwdziedzinie C. Mor�zmem
w C/C z f : A → C do g : B → C jest mor�zm h : A → B w C taki, »e
g ◦ h = f . Gra�cznie, na diagramie, mo»emy to przestawi¢ tak:

A B-
h

C

f@
@R

g�
�	

Mówimy, »e ten diagram jest przemienny gdy g ◦ h = f .

Mor�zmy specjalne w kategoriach
Mor�zm f : X → Y w kategorii C jest epimor�zmem (epi) je±li dla dowolnych

mor�zmów g, h : Y → Z je±li g ◦ f = h ◦ f to g = h.
Mor�zm f : X → Y w kategorii C jest monomor�zmem (mono) je±li dla dowol-

nych mor�zmów g, h : Z → X je±li f ◦ g = f ◦ h to g = h.
Mor�zm f : X → Y w kategorii C jest izomor�zmem (izo) je±li istnieje mor�zm

g : Y → X taki, »e g ◦ f = idX oraz f ◦ g = idY . Je±li istnieje izomor�zm f : X → Y
w kategorii C to mówimy, »e X i Y s¡ izomor�czne i oznaczamy X ∼= Y .

Mor�zm f : X → Y w kategorii C jest retrakcj¡ (split epi) je±li istnieje mor�zm
g : Y → X taki, »e f ◦ g = idY .

Mor�zm f : X → Y w kategorii C jest koretrakcj¡ (split mono) je±li istnieje
mor�zm g : Y → X taki, »e g ◦ f = idX .

�wiczenia

1. Podaj charakteryzacj¦ monomor�zmów i epimor�zmów w kategorii Set.

2. Poka», »e w Set ka»dy mor�zm który jest mono i epi jest te» izo.

3. Niech f : X → Y b¦dzie mor�zmem w kategorii C. Poka», »e

(a) Je±li f jest split epi i mono to jest izo.

(b) Je±li f jest split mono i epi to jest izo.

4. Niech f : X → X b¦dzie epimor�zmem w kategorii C takim, »e f ◦ f = f .
Poka», »e f = 1X .

5. Podaj przykªad mor�zmu w kategorii monoidów Mon i kategorii pier±cieni
Rng, który jest monomor�zmem i epimor�zmem ale nie jest izomor�zmem.

6. Poka», »e zªo»enie dwóch epimor�zmów (monomor�zmów, izomor�zmów) jest
epimor�zmem (monomor�zmem, izomor�zmem).

7. Poka», »e je±li zªo»enie mor�zmów g ◦ f jest epi to g te» jest epi.

8. Poka», »e je±li zªo»enie mor�zmów g ◦ f jest mono to f te» jest mono.
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2.2 Funktory

Funktor F : C −→ D z kategorii C do kategorii D jest to przyporz¡dkowanie obiektom
kategorii C obiektów kategorii D i mor�zmom kategorii C mor�zmów kategorii D, w
taki sposób, »e zachowane s¡ dziedziny, przeciwdziedziny, zªo»enia i identyczno±ci,
czyli dla X, f, g ∈ C

1. F (dom(f)) = dom(F (f)), F (cod(f)) = cod(F (f));

2. F (1X) = 1F (X);

3. F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Ostatnia równo±ci oczywi±cie nie miaªa by sensu gdyby nie zaªo»y¢, »e dom(g) =
cod(f). Tego typu zaªo»enia b¦dziemy na ogóª przyjmowa¢ milcz¡co.

Przykªady funktorów

1. Funktor identyczno±ciowy idC : C → C.

2. X ∈ C, dXe : D → C funktor staªy równy;

3. Setfin ↪→ Set funktor wªo»enia;

4. U : Alg(T )→ Set funktor zapominania;

5. U : Top→ Set funktor zapominania;

6. π1 : Top∗ → Gr funktor grupy podstawowej;

7. F : Set→ Gr funktor grupy wolnej.

8. Funktory reprezentowalne. Obiekt X kategorii lokalnie maªej C wyznacza dwa
funktory:

(a) C(X,−) : C −→ Set

Ka»dy funktor naturalnie izomor�czny z takim funktorem nazywamy (ko-

wariantnym) funktorem reprezentowalnym

(b) C(−, X) : Cop −→ Set

Ka»dy funktor naturalnie izomor�czny z takim funktorem nazywamy
(kontrawariantnym) funktorem reprezentowalnym

9. C(−,=) : Cop × C −→ Set funktor hom;

10. πi : C × C −→ C funktory rzutowania, dla i = 0, 1;

11. ∆ : C −→ C × C funktor diagonalny;

12. Funktory na kategorii zbiorów:

(a) X ×− : Set −→ Set funktor mno»enia kartezja«skiego przez zbiór X;

(b) −×− : Set× Set −→ Set funktor mno»enia kartezja«skiego;

(c) −+− : Set× Set −→ Set funktor sumy rozª¡cznej;

(d) (−)X : Set −→ Set funktor podnoszenia do pot¦gi X;

(e) X(−) : Setop −→ Set funktor wykªadniczy o podstawie X;
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(f) P : Setop −→ Set funktor pot¦gowy (P(X) jest zbiorem podzbiorów
zbioru X);

P(f : X → Y ) = f−1 : P(Y ) −→ P(X)

(g) Natomiast przyporz¡dkowanie X 7→ XX nie da si¦ rozszerzy¢ do funktora
z Set w Set.

13. Funktor przestrzeni sprz¦»onej:

(−)∗ : V ectopK −→ V ectK

V 7→ Hom(V,K)

Funktory specjalne
Funktor F : C → D jest wierny je±li dla dowolnej pary obiektów X,Y w C funkcja

FX,Y : C(X,Y ) → C(F (X), F (Y )) indukowana przez F jest injekcj¡. F jest peªny
je±li ta funkcja jest surjekcj¡. F jest peªny na izomor�zmach je±li ta funkcja jest
surjekcj¡ gdy jej dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ obetniemy do izomor�zmów.

Funktor F : C → D jest wªa±ciwie surjektywny je±li dla dowolnego obiektu Y w
D istnieje obiekt X w C oraz izomor�zm f : f(X)→ Y .

Przykªady

1. Funktor grupy podstawowej π1 : Top∗ → Gr nie jest wierny bo ka»de dwa
homotopijne przeksztaªcenia indukuj¡ ten sam homomor�zm grup podstawo-
wych. Nie jest te» wierny ale jest wªa±ciwie surjektywny.

2. Funktor grupy wolnej F : Set → Gr jest wierny poniewa» ró»ne funkcje po-
mi¦dzy zbiorami indukuj¡ ró»ne homomor�zmy grup wolnych. Funktor F nie
jest ani peªny, jako »e nie ka»dy homomor�zm grup przeksztaªca zbiór wy-
branych generatorów grupy na zbiór wybranych generatorów, ani wªa±ciwie
surjektywny, jako »e nie ka»da grupa jest izomor�czna z grup¡ woln¡.

3. Funktor zanurzenia kategorii grup abelowych w kategori¦ wszystkich grup
Ab→ Gr jest wierny i peªny ale nie jest wªa±ciwie surjektywny.

4. Funktor zapominania Ab→ Set6=∅ jest wierny i wªa±ciwie surjektywny ale nie
jest peªny.

5. Funktor zapminania Latt→ Poset z kategorii krat do kategorii porz¡dków cz¦-
±ciowych jest wierny i peªny na izomor�zmach ale nie jest peªny ani wªa±ciwie
surjektywny.

Kategoria krat ma jako obiekty, kraty a jako mor�zmy, mor�zmy krat. Krat¦
mo»na de�niowa¢ jako algebr¦ dla teorii równo±ciowej lub pro±ciej jako cz¦-
±ciowy porz¡dek który ma kresy górne i dolne zbiorów sko«czonych (w tym
zbioru pustego). Mor�zmy krat zachowuj¡ sko«czone kresy. Jest to wi¦cej
ni» tylko zachowywanie cz¦±ciowego porz¡dku ale je±li mor�zm zachowuj¡cy
cz¦±ciowy porz¡dek jest izomor�zmem to musi te» zachowywa¢ kresy. Przy-
czyna tego zjawiska le»y w tym, »e nawet jesli kresy s¡ czym± szczególnym
w cz¦±ciowym porz¡dku to w terminach samego porzadku mo»na wyrazi¢, »e
co± jest kresem jakiego± zbioru. W tym sensie krata jest cz¦±ciowym porz¡d-
kiem z dodatkow¡ wªasno±ci¡ (istnienie sko«czonych kresów) a nie cz¦±ciowym
porz¡dkiem z dodatkow¡ struktur¡.

8



6. Niech B b¦dzie kategoria której obiektami s¡ zbiory (n] = {1, . . . , n} dla n ∈
ω a mor�zmami bijekcje. Setfin jest kategori¡ zbirów sko«czonych. Wtedy
funktor zanurzenia B→ Setfin jest wierny, peªny na izomor�zmach i wªa±ciwie
surjektywny ale nie jest peªny.

Mówimy, »e funktor F zachowuje wªasno±¢ W gdy je±li obiekt lub mor�zm lub
... ma wªasno±¢ W to jego obraz przy F te» ma wªasno±¢ W .

Mówimy, »e funktor F odbija wªasno±¢ W gdy je±li obraz przy F obiektu lub
mor�zmu lub ... ma wªasno±¢ W to obiekt lub mor�zm lub ... te» ma wªasno±¢ W .

Mówimy, »e funktor F jest konserwatywny je±li odbija izomor�zmy.

�wiczenia

1. Poka», »e funktor zapominania U : Top→ Set jest wierny ale nie jest peªny.

2. Poka», »e funktor rzutowania π0 : C × C → C jest wierny wtedy i tylko wtedy
gdy C jest praporz¡dkiem.

3. Poka», »e ka»dy funktor zachowuje izomor�zmy, split epi i split mono.

4. Poka», »e ka»dy wierny funktor odbija epimor�zmy i monomor�zmy.

5. Poka», »e je±li funktor F : C → D jest wierny i peªny oraz X,Y s¡ obiektami w
C takimi, »e F (X) ∼= F (Y ) to X ∼= Y . Poka», »e funktor wierny i peªny odbija
izomor�zmy.

2.3 Transformacje naturalne

Je±li F,G : C −→ D sa funktorami to transformacja naturalna τ : F → G jest
rodzina mor�zmów w D indeksowana obiektami C, {τX : F (X) → G(X)}X∈ObC
taka, »e diagram

F (Y ) G(Y )-
τY

F (X) G(X)-τX

?

F (f)

?

G(f)

jest przemienny, dla dowolnego mor�zmu f : X → Y w C.

Przykªady transformacji naturalnych

1. idF : F → F transformacja identyczno±ciowa;

2. je±li f : X → Y jest mor�zmem w C, to

C(−, f) : C(−, X)→ C(−, Y )

C(f,−) : C(Y,−)→ C(X,−)

s¡ transformacjami naturalnymi pomi¦dzy funktorami reprezentowalnymi;

3. f : X → Y funkcja. Wtedy f indukuje transformacj¦ naturaln¡ pomi¦dzy
funktorami X × (−) : Set→ Set i Y × (−) : Set→ Set;
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4. Niech
−→P : Set→ Set b¦dzie kowariantnym funktorem pot¦gowym,tzn

−→P (f : X → Y ) = ∃f : P(X) −→ P(Y )

gdzie ∃f jest funkcj¡ obrazu. Wtedy mamy transformacj¦ naturaln¡ µ :
−→P−→P →

−→P tak¡, »e µX(A) =
⋃
A dla X ∈ Set oraz A ∈ PP(X) (µX sumuje rodziny

podzbiorów zbioru X);

5. {−} : 1Set −→
−→P tak¡, »e {−}X(x) = {x} dla X ∈ Set oraz x ∈ X jest

transformacj¡ naturaln¡ ({−}X wkªada elementy zbioru X do P(X) jako sin-
gletony);

6. Wªo»enie przestrzeni wektorowej w przestrze« podwójnie sprz¦»on¡:

τ : IdV ectK −→ (−)∗∗ : V ectK −→ V ectK

τV : V −→ V ∗∗ = Hom(Hom(V,K),K)

τV (x) : Hom(V,K)→ K)

τV (x)(f) = f(x)

Je±li C i D s¡ kategoriami to transformacje naturalne pomi¦dzy funktorami o
dziedzinie C i D przeciwdziedzinie D mo»na skªada¢ i tworz¡ one kategori¦ funkto-

rów (i transformacji naturalnych), oznaczan¡ DC . DC(F,G) oznacza zbiór (klas¦)
transformacji z F do G. Izomor�zmy w tej kategorii nazywamy naturalnymi izomor-

�zmami.
Funktor F : C → Set (G : Cop → Set) jest reprezentowalny je±li istnieje obiekt

C ∈ C oraz naturalny izomor�zm τ : C(C,−) → F (τ : C(−, C) → G). Par¦ (C, τ)
nazywamy reprezentacj¡ funktora F (G).

Przykªady funktorów reprezentowalnych

1. Funktor P : Setop −→ Set jest reprezentowany przez obiekt 2 = {0, 1}. Dla
zbioru X, skªadowa τX : 2X → P(X), naturalnego mor�zmu τ : 2(−) → P
przyporz¡dkowuje funkcjom charakterystycznym podzbiorów, przeciwobrazy
1, tzn τX(f) = f−1(1) dla f ∈ 2X .

2. Funktor produktu Set −→ Set t.»e X 7→ X ×X jest reprezentowany przez 2
(ale jako funktor kowariantny).

3. Funktor zapominania | − | : Gr −→ Set jest reprezentowany przez grup¦ liczb
caªkowitych Z, tzn. przez grup¦ woln¡ o jednym generatorze.

�wiczenia

1. Niech F,G : C → D b¦d¡ funktorami a τ : F → G transformacj¡ naturaln¡
tak¡, »e τC : F (C) → G(C) jest izomor�zmem dla wszystkich C ∈ C. Poka»,
»e τ jest naturalnym izomor�zmem.

2. Poka», »e funktory 2(−),P : Setop → Set s¡ naturalnie izomor�czne. Wywnio-
skuj st¡d, »e P jest reprezentowalny.

3. Poka», »e funktor zapominania z kategorii grup Gr w kategori¦ zbiorów Set
jest reprezentowalny.
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4. Niech N b¦dzie kategori¡, której obiektami s¡ liczby naturalne, a mor�zm
pomi¦dzy dwoma obiektami m i n z N istnieje gdy m ≤ n.

(a) Dla n ∈ N opisz funktor reprezentowalny N(n,−) : N → Set.

(b) Dla dowolnego funktora F : N → Set i n ∈ N opisz transformacje z
N(n,−) w F .

(c) Dla n ∈ N opisz funktor reprezentowalny N(−, n) : Nop → Set.

(d) Dla dowolnego funktora G : Nop → Set i n ∈ N opisz transformacje z
N(−, n) w G.

5. Niech G b¦dzie grup¡ (tzn. kategori¡ z jednym obiektem ∗ w której ka»dy
mor�zm jest izomor�zmem). Poka», »e funktor F : G → Set odpowiada dzia-
ªaniu grupy G na zbiorze F (∗). Opisz transformacje naturalne z G(∗,−) do
dowolnego F : G→ Set.

2.4 Równowa»no±¢ kategorii

Jak ju» mówili±my, cz¦sto nie ma sensu pytanie: 'czy dwa obiekty kategorii s¡ równe?'
ale raczej: 'czy s¡ izomor�czne?'. Szczególnie je±li s¡ one otrzymane w wyniku
ró»nych konstrukcji. Na przykªad, produkty kartezja«skie zbiorów A×(B×C) i (A×
B)×C s¡ ró»ne ale oczywi±cie w wielu sytuacjach chcemy je uto»samia¢ poniewa» s¡
one w (naturalny) sposób izomor�czne. Innymi sªowy wszystkie 'rozs¡dne' wªasno±ci,
które ma jeden z obiektów ma te» i drugi.

Poj¦cie funktora daje nam automatycznie poj¦cie izomor�zmu kategorii. Miano-
wicie, je±li A i B s¡ kategoriami a F : A → B i G : B → A takimi, »e

F ◦G = idB oraz G ◦ F = idA

to kategorie A i B s¡ izomor�czne. Jednak poj¦cie izomor�zmu kategorii jest nieco za
silne. Na przykªad, kategoria grup sko«czonych Grfin jest 'w zasadzie' t¡ sam¡ ka-
tegori¡ co kategoria grup, których no±nikami s¡ liczby naturalne Grωfin. Te kategorie
oczywi±cie nie s¡ równe ale te» nie s¡ nawet izomor�czne! By móc uto»samia¢ takie
kategorie potrzebne jest sªabsze poj¦cie ni» izomor�zm kategorii. Takim poj¦ciem
jest równowa»no±¢ kategorii. Mówimy, »e kategorie A i B s¡ równowa»ne je±li istniej¡
funktory F : A → B i G : B → A oraz naturalne izomor�zmy

τ : idB → F ◦G oraz σ : idA → G ◦ F

�wiczenia

1. Poka», »e kategorie Grfin i Grωfin s¡ równowa»ne.

2. Kategoria A jest szkieletowa o ile dla dowolnych obiektów A,B ∈ A, je»eli A ∼=
B to A = B. Poka», »e ka»da kategoria jest równowa»na kategorii szkieletowej.

3. Niech V ecfin b¦dzie kategori¡ sko«czenie wymiarowych przestrzeni liniowych
nad R i przeksztaªce« liniowych. Poka», »e kategorie V ecfin oraz V ecopfin s¡
równowa»ne.

4. Niech Rel b¦dzie kategori¡ zbiorów i relacji, tzn Rel(X,Y ) = P(X×Y ) (relacje
skªadamy w zwykªy sposób). Poka», »e kategorieRel orazRelop s¡ równowa»ne.
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5. Krat¡ nazywamy cz¦±ciowy porz¡dek w którym s¡ sko«czone kresy (∧ górny i
∨ dolny). Krata A jest dystrybutywna o ile dla dowolnych a, b, c ∈ A zachodzi
równo±¢:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

Algebra Boole'a to krata dystrybutywna w której ka»dy element a ma uzupeª-
nienia −a takie, »e

a ∨ −a = 1 a ∧ −a = 0

Poka», »e kategoria sko«czonych algebr Boole'a jest równowa»na z kategori¡
dualn¡ do kategorii zbiorów sko«czonych.

2.5 2-kategoryjne aspekty kategorii Cat

Jak ju» mówili±my dla ustalonych kategorii C i D funktory z C w D oraz naturalne
transformacje pomi¦dzy takim funktorami tworz¡ kategori¦ oznaczan¡ Nat(C,D)
(lub DC). Zatem je±li mamy transformacje σ : F → G i τ : G→ H jak na diagramie

-F

C D-
⇓ σ G

⇓ τ -
H

to zªo»enie wertykalne transformacji naturalnych τ ◦ σ jest okre±lone punktowo,tzn.
(τ ◦ σ)C = τC ◦ σC dla C ∈ C.

Ponadto transformacje naturalne mo»emy skªada¢ z funktorami i to z obu stron.
Maj¡c kategorie, funktory i naturaln¡ transformacj¦ jak w diagramie

-G

C D⇓ σ
-

H
C′ -F D′-K

mo»emy okre±li¢ transformacj¦ naturaln¡

σF : G ◦ F −→ H ◦ F

tak, »e (σF )C′ = σF (C′) dla C
′ ∈ C′ a tak»e transformacj¦ naturaln¡

K(σ) : K ◦G −→ K ◦H

tak¡, »e K(σ)C = K(σC) dla C ∈ C.
Maj¡c dane dwie transformacje naturalne jak w diagramie

-F0

C D⇓ σ
-

F1

-G0

E⇓ τ
-

G1

mo»emy zde�niowa¢ zªo»enie horyzontalne tych transformacji

τ ∗ σ : G0 ◦ F0 −→ G1 ◦ F1

Jak wida¢ z poni»szego kwadratu

G0 ◦ F1 G1 ◦ F1
-

τF1

G0 ◦ F0 G1 ◦ F0
-τF0

?

G0(σ)

?

G1(σ)
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istniej¡ dwie transformacje naturalne z funktora G0 ◦ F0 do G1 ◦ F1. Ewaluuj¡c
powy»szy kwadratu na obiekcie C ∈ C otrzymujemy kwadrat

G0 ◦ F1(C) G1 ◦ F1(C)-
τF1(C)

G0 ◦ F0(C) G1 ◦ F0(C)-
τF0(C)

?

G0(σC)

?

G1(σC)

który jest oczywi±cie przemienny na mocy naturalno±ci transformacji τ na mor�¹mie
σc : F0(c)→ F1(c). Zatem de�niujemy

(τ ∗ σ)C = G1(σC) ◦ τF0(C) = τF1(C) ◦G0(σC)

dla C ∈ C.

�wiczenia

1. Poka», »e wszystkie zde�niowane powy»ej transformacje s¡ naturalne.

2. Poka», »e zªo»enie horyzontalne jest ª¡czne.
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3 Funktory reprezentowalne

3.1 Lemat Yonedy

Ostatnie dwa ¢wiczenia sekcji 2.3 dotycz¡cej transformacji naturalnych z poprzed-
niego rozdziaªu dotycz¡ szczególnych przypadków Lematu Yonedy, który opisuje
transformacje naturalne pomi¦dzy funktorami reprezentowalnymi a dowolnymi funk-
torami w Set. Warto jest przestudiowa¢ te szczególne przypadki przed przeczytaniem
tego rozdziaªu.

Niech C b¦dzie kategori¡ lokalnie maª¡. Przypomnijmy, »e SetC
op

oznacza ka-

tegori¦ presnopów nad C, to znaczy kategori¦ funktorów z kategorii Cop (dualnej do
kategorii C) do kategorii zbiorów Set. Wªo»eniem Yonedy nazywamy funktor

Y : C −→ SetC
op

taki, »e dla C ∈ C
Y (C)(= YC) = C(−, C) : Cop → Set

jest funktorem reprezentowanym przez c, oraz dla f : C → C ′ ∈ C

Y (f)(= Yf ) = YC → YC′

jest naturaln¡ transformacj¡ tak¡, »e dla g : D → C ∈ YC(D)

(Yf )D(g) = f ◦ g : D → C ′

�wiczenie

1. Poka», »e funktor wªo»enia Yonedy Y jest dobrze okre±lony.

Lemat 3.1 (Lemat Yonedy) Dla dowolnego funktora F : Cop → Set i dowolnego
obiektu C ∈ C istnieje bijekcja

σC,F : SetC
op

(YC , F ) −→ F (C)

Bijekcja ta jest naturalna w nast¦puj¡cym sensie: dla f : C ′ → C w C i µ : F →
F ′ diagram

SetC
op

(YC′ , F ′) F ′(C ′)-
σC′,F ′

SetC
op

(YC , F ) F (C)-
σC,F

?

SetC
op

(Yf , µ)

?

µC′ ◦ F (f) = F ′(f) ◦ µC

jest przemienny.

Uwaga. Innymi sªowy powy»szy Lemat mówi, »e istnieje wzajemnie jednoznaczna od-
powiednio±¢ pomi¦dzy transformacjami naturalnymi ϕ : YC −→ F oraz elementami x
zbioru F (C). Najistotniejszym aspektem powy»szego Lematu jest to, »e taka trans-
formacja ϕ jest jednoznacznie wyznaczona przez przez jeden element x = ϕC(idC)
zbioru F (C). A priori, transformacja naturalna jest klas¡ mor�zmów {ϕC}C in-
deksowan¡ zbiorem obiektów C. Okazuje si¦, »e warunek naturalno±ci transformacji
bardzo ogranicza liczb¦ takich rodzin.
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Dowód: Niech C ∈ C i F : Cop → Set. By udowodni¢ pierwsz¡ cz¦±¢ Lematu,
zde�niujemy dwie funkcje

σC,F : SetC
op

(YC , F ) −→ F (C)

oraz
τC,F : F (C) −→ SetC

op
(YC , F )

i poka»emy, »e s¡ one wzajemnie odwrotne. Dla α : YC → F

σC,F (α) = αC(idC)

a dla x ∈ F (C)
τC,F (x) : YC −→ F

jest transformacj¡ naturaln¡ tak¡, »e dla g : D → C

τC,F (x)D(g) = F (g)(x).

By pokaza¢, »e τC,F jest dobrze okre±lon¡ funkcj¡ musimy pokaza¢, ze τC,F (x)
jest transformacj¡ naturaln¡. W tym celu poka»emy, »e dla dowolnego mor�zmu
h : D′ → D kwadrat

YC(D′) F (D′)-
τC,F (x)D′

YC(D) F (D)-
τC,F (x)D

?
YC(h)

?
F (h)

jest przemienny. Dla dowolnego g : D → C ∈ YC(D) mamy

F (h) ◦ τC,F (x)D(g) = def τC,F (x) na g

= F (h) ◦ F (g)(x) = (F funktor)

= F (g ◦ h)(x) = def τC,F (x) na g ◦ h
= τC,F (x)D′(g ◦ h) = def YC

= τC,F (x)D′ ◦ YC(h)(g)

Czyli τC,F (x) jest rzeczywi±cie transformacj¡ naturaln¡.
Teraz poka»emy, »e przyporz¡dkowania σC,F i τC,F s¡ wzajemnie odwrotne. Dla

x ∈ F (C) mamy

σC,F ◦ τC,F (x) = def σCF

= τC,F (x)C(idC) = def τC,F

= F (idC)(x) = F funktor

= idF (C)(x) = x

Niech teraz α : YC → F . Chcemy pokaza¢, »e zachodzi równo±¢ transformacji
naturalnych

τC,F ◦ σC,F (α) = α

W tym celu wystarczy pokaza¢, »e maj¡ one równe skªadowe, to znaczy, »e dla
dowolnego D ∈ C i dowolnego g : D → C zachodzi

(τC,F ◦ σC,F (α))D(g) = αD(g)
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Mamy

(τC,F ◦ σC,F (α))D(g) =

= τC,F (σC,F (α))D(g) = def σC,F

= τC,F (αC(idC))D(g) = def τC,F

= F (g)(αC(idC)) = α nat transf

= αD(YC(g)(idC)) = def Yg

= αD(g)

Przedostatnia równo±¢ wynika z poni»szego diagramu

YC(D) F (D)-
αD

YC(C) F (C)-αC

?
YC(g)

?
F (g)

który wyra»a naturalno±¢ α na mor�¹mie g. W ten sposób pokazali±my, »e przypo-
rz¡dkowania σC,F i τC,F s¡ wzajemnie odwrotne.

Pozostaje do pokazania druga cz¦±¢ Lematu, naturalno±¢ przyporz¡dkowania σ.
Niech f : C ′ → C ∈ C oraz niech α : YC → F i µ : F → F ′ b¦d¡ transformacjami
naturalnymi. W szczególno±ci, kwadraty

YC(C ′) F (C ′)-
αC′

YC(C) F (C)-αC

? ?

F (f)

F ′(C ′)-
µC′

F ′(C)-µC

?

F ′(f)

YC′(C ′) -
(Yf )C′

Yc′(c) -
(Yf )C

?

YC′(f) YC(f)

idC′ f-

idC

?

s¡ przemienne. Mamy pokaza¢, »e

SetC
op

(YC′ , F ′) 3 µ ◦ α ◦ Yf (µ ◦ α ◦ Yf )C′(idC′) ∈ F ′(C ′)-

SetC
op

(YC , F ) 3 α αC(idC) ∈ F (C)-

µC′ ◦ F (f)(αC(idC))
?

?
‖

Mamy

(µ ◦ α ◦ Yf )C′(idC′) =

(µ ◦ α)C′((Yf )C′(idC′)) = def (Yf )C′)

(µ ◦ α)C′(f) = def (YC)(f))

= µC′(αC′ ◦ YC(f)(idC)) = α nat transf

= µC′(F (f) ◦ αC(idC)) =

= µC′ ◦ F (f)(αC(idC))

Q.E.D.

Z Lematu Yonedy otrzymujemy
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Wniosek 3.2 (Lemat Yonedy II) Funktor

Y : C −→ SetC
op

jest wierny i peªny.

Dowód: Dla c, c′ ∈ C mamy

C(C,C ′) = YC′(C) ∼= SetC
op

(YC , YC′)

Nale»y jeszcze zauwa»y¢, »e powy»sza bijekcja τC,YC′ jest dana przez funktor Y .
Czyli, »e dla f : C → C ′

τC,YC′ (f) = Yf : YC → YC′

T¦ równo±¢ naturalnych transformacji sprawdzamy dla wszystkich skªadowych.
Niech g : D → C. Wtedy u»ywaj¡c de�nicji τC,YC′ , YC′(f) i Yf mamy

τC,YC′ (f)D(g) = YC′(f)(g) = f ◦ g = (Yf )D(g)

Q.E.D.

3.2 Elementy uogólnione

Lemat Yonedy jest prostym ale bardzo skutecznym narz¦dziem. Je±li popatrzymy
na mor�zm x : D → C w kategorii C jako na 'element uogólniony' obiektu C para-
metryzowany obiektem D to funktor YC = C(−, C) mo»na traktowa¢ jako 'funktor
elementów uogólnionych' obiektu C. Przy takim spojrzeniu, z Lematu Yonedy (w
wersji II) wynika, »e je»eli dwa obiekty C i C ′ kategorii C maj¡ izomor�czne 'funktory
elementów' (YC ∼= YC′) to same te» s¡ izomor�czne (C ∼= C ′). Dokªadniej, je»eli dla
dowolnego D mamy wzajemnie jednoznaczne przyporz¡dkowanie τD

x : D −→ C

τD(x) : D −→ C ′

takie, »e dla f : D′ → D,
τD(x) ◦ f = τD′(x ◦ f)

(czyli mamy naturalny izomor�zm τ : YC → YC′) to obiekty C i C ′ s¡ izomor�czne.
W ten sposób mo»emy równie» zde�niowa¢ dowolne mor�zmy z C w C ′ w C. W

tym celu wystarczy zde�niowa¢ dowolne naturalne przyporz¡dkowanie τ : YC −→
YC′ .

Uwaga. Wªasno±¢, »e dwa obiekty kategorii s¡ izomor�czne je±li maj¡ izomor-
�czne funktory elementów jest podobna wªasno±¢ zbiorów wyra»onej w aksjomacie

ekstensjonalno±ci w teorii mnogo±ci, który mówi, »e dwa zbiory s¡ równe gdy maj¡
te same elementy:

∀x∀y(∀z z ∈ x⇔ z ∈ x)⇔ x = y

By pokaza¢ jak daleko id¡ca jest to analogia omówimy poj¦cie kategorii kartezja«sko
domkni¦tych u»ywaj¡c elementów uogólnionych. Najpierw jednak kilka obserwacji
ogólnych dotycz¡cych funktorów reprezentowalnych.

Z Lematu Yonedy, reprezentacja τ : C(−, C) → G funktora G : Cop → Set jest
jednoznacznie wyznaczona przez par¦ 〈C, x〉, dla x = τC(1C) ∈ G(C). Oczywi±cie
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nie ka»dy element x ∈ G(C) wyznacza izomor�zm naturalny funktorów C(−, C) i G.
Para 〈C, x ∈ G(C)〉 wyznacza reprezentacj¦ funktora wtedy i tylko wtedy gdy

∀D∈C∀y∈G(D)∃!g:D→C G(g)(x) = y (1)

Powy»szy warunek ªatwo wynika z diagramu

YC(D) G(D)-
τD

YC(C) G(C)-τC

?

YC(g)

?

G(g)

g y-

idC x-

? ?

Dlatego te» cz¦sto mówimy, »e para 〈C, x〉 speªniaj¡ca (1) reprezentuje G.

Fakt 3.3 Reprezentacja 〈C, x〉 funktora G : Cop → Set, o ile istnieje, jest wyzna-

czona z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu, w tym sensie, »e je±li 〈C ′, x′〉 jest inn¡ repre-

zentacj¡ funktora G to istnieje jedyny izomor�zm f : C ′ → C taki, »e G(f)(x) = x′.

Dowód: Niech 〈C, x〉 i 〈C ′, x′〉 b¦d¡ reprezentacjami funktora G. Zatem z wa-
runku (1) dla 〈C, x〉 mamy mor�zm f : C ′ → C taki, »e G(f)(x) = x′ oraz dla
〈C ′, x′〉 mamy mor�zm g : C → C ′ taki, »e G(g)(x′) = x. Wtedy

G(f ◦ g)(x) = G(g) ◦G(f)(x) = G(g)(G(f)(x)) = G(g)(x′) = x = G(idC)(x)

(Pierwsza równo±¢ odwraca kolejno±¢ f i G poniewa» funkor G jest kontrawariantny.)
Ale, znów z warunku (1), mor�zm h : C → C taki, »e G(h)(x) = x jest jedyny, zatem
f ◦ g = idC . Podobnie mo»na pokaza¢, »e g ◦ f = idC′ . Zatem f jest izomor�zmem.
Q.E.D.

Przykªad Niech A, B, C b¦d¡ zbiorami. U»ywaj¡c wzajemnie jednoznacznego
przyporz¡dkowania λX

x : X −→ AB

λX(x) : X ×B −→ A

mo»emy wykaza¢, »e istnieje bijekcja zbiorów (AB)C i A(B×C). Mamy bowiem

X −→ (AB)C

X × C −→ AB

(X × C)×B −→ A

X × (C ×B) −→ A

X −→ A(C×B)

Nale»y jeszcze sprawdzi¢ naturalno±¢ tej odpowiednio±ci i otrzymujemy bijekcj¦ po-
mi¦dzy zbiorami (AB)C i A(B×C).

Wkrótce przekonamy si¦, »e ten argument dowodzi, »e obiekty (AB)C i A(C×B)

s¡ izomor�czne w dowolnej kategorii katrtezja«sko domkni¦tej.

18



3.3 Przykªady funktorów reprezentowalnych

Przykªad 1. Iloczyn tensorowy przestrzeni wektorowych.

Wszystkie rozpatrywane przestrzenie liniowe s¡ nad ustalonym ciaªem K; V ectK
oznacza kategori¦ przestrzeni liniowych nad ciaªem K.

Niech BiLin(V, V ′;W ) oznacza zbiór przeksztaªce« dwuliniowych
f : V × V ′ →W . Poniewa» zªo»enie przeksztaªcenia dwuliniowego z prze-
ksztaªceniem liniowym g : W → W ′ jest znów przeksztaªceniem dwuliniowym
g ◦ f : V × V ′ →W ′ to w istocie mamy funktor

BiLin(V, V ′;−) : V ectK −→ Set

taki, ze
W 7→ BiLin(V, V ′;W )

Je±li para 〈P, µ〉 reprezentuje ten funktor to µ : V × V ′ → P jest przeksztaªceniem
dwuliniowym takim, »e dla dowolnego przeksztaªcenia dwuliniowego h : V ×V ′ →W
istnieje jedyne przeksztaªcenie liniowe h̄ : P →W uprzemienniaj¡ce diagram

V × V ′ P-
µ

W

h@@@R
h̄
�

��	

Czyli reprezentacja funktora BiLin(V, V ′;−) to po prostu zwykªa de�nicja iloczyny
tensorowego przestrzeni wektorowych, gdzie P = V ⊗V ′ oraz µ : V ×V ′ −→ V ⊗V ′
jest uniwersalnym przeksztaªceniem dwuliniowym z V × V ′ (w tym sensie, »e ka»de
inne przeksztaªcenie dwuliniowe jest zªo»eniem tego przeksztaªcenia z liniowym w
jedyny sposób).

W poni»szych przykªadach b¦dziemy analizowali jaki konsekwencje dla kategorii
C pªyn¡ z faktu, »e pewne funktory s¡ reprezentowalne.

Przykªad 2. Obiekt ko«cowy
Rozwa»my funktor staªy > : Cop −→ Set wysyªaj¡cy wszystkie obiekty C na

zbiór jednoelementowy { 0} i wszystkie mor�zmy na mor�zmy na 1{0}. Je±li funktor
> jest reprezentowalny to istnieje obiekt 1 o tej wªasno±ci, »e funktor C(−,1) jest
izomor�czny z >. Zatem z ka»dego obiektu c kategorii C musi istnie¢ dokªadnie jeden
mor�zm w 1. Wtedy para 〈1, 0〉 jest reprezentacj¡ > (oczywi±cie element 0 w tym
wypadku nie niesie »adnej istotnej informacji). Obiekt 1 reprezentuj¡cy funktor >
nazywamy obiektem ko«cowym.

W kategorii Set ka»dy zbiór jednoelemnetowy jest obiektem ko«cowym. W kate-
gorii Ab, grup abelowych, obiektem ko«cowym jest (ka»da!) grupa jednoelemntowa.

Przykªad 2'. Obiekt pocz¡tkowy
Dualnie, mo»emy rozwa»y¢ funktor staªy ⊥ : C −→ Set wysyªaj¡cy wszystkie

obiekty C na zbiór jednoelementowy { 0} i wszystkie mor�zmy na mor�zmy na 1{0}.
Je±li funktor ⊥ jest reprezentowalny to istnieje obiekt 0 o tej wªasno±ci, »e funktor
C(0,−) jest izomor�czny z ⊥. Zatem z 0 do ka»dego obiektu c kategorii C musi
istnie¢ dokªadnie jeden mor�zm. Wtedy para 〈0, 0〉 jest reprezentacj¡ ⊥ (podobnie
jak poprzednio element 0 nie niesie »adnej istotnej informacji). Obiekt 0 reprezentu-
j¡cy funktor ⊥ nazywamy obiektem pocz¡tkowym. W kategorii Set zbiór pusty jest
obiektem pocz¡tkowym; zatem 1 6∼= 0 w tym przypadku. W kategorii Ab obiektem
pocz¡tkowym jest grupa jednoelemntowa; zatem 1 ∼= 0 w tym przypadku.

Przykªad 3. Produkt binarny
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Niech A i B b¦d¡ obiektami C. Rozwa»my funktor

C(−, A)× C(−, B) : Cop −→ Set

zde�niowany w sposób oczywisty. Je±li ten funktor jest reprezentowalny to jego
reprezentacja skªada si¦ z obiektu p i dwóch mor�zmów πA : P → A oraz πB :
P → B takich, »e na mocy warunku (1) dla dowolnej pary mor�zmów f : D → A
oraz g : D → B istnieje jedyny mor�zm 〈f, g〉 : D → P taki, »e πA ◦ 〈f, g〉 = f
oraz πB ◦ 〈f, g〉 = g. Taki obiekt, oznaczany zwykle A × B, wraz z mor�zmami
πA : A×B → A i πB : A×B → B nazywamy produktem binarnym A i B.

D

f

@
@

@
@I

A A×B�πA

6
〈f, g〉 g

�
�
�
��

B-
πB

Je±li f : A → A′ i g : B → B′ s¡ dwoma mor�zmami to ich produkt kartezja«ski
f × g : A × B → A′ × B′ jest de�niowany jak jedyny mor�zm uprzemienniaj¡cy
poni»szy diagram

A′ A′ ×B′�
πA′

A A×B� πA

?
f

?
f × g

B′-
πB′

B-
πB

?

g

W Set produkt binarny jest zwykªym produktem kartezja«skim z rzutowaniami.
Przykªad 3'. Koprodukt binarny
Dualnie dla obiektów A i B kategorii C, mo»emy zde�niowa¢ funktor

C(A,−)× C(B,−) : C −→ Set

zde�niowany w sposób oczywisty. Je±li ten funktor jest reprezentowalny to jego
reprezentacja skªada si¦ z obiektu Q i dwóch mor�zmów κA : A → Q oraz κB :
B → Q takich, »e na mocy warunku (1) dla dowolnej pary mor�zmów f : A → D
oraz g : B → D istnieje jedyny mor�zm [f, g] : Q → D taki, »e [f, g]κA = f oraz
[f, g]κB = g. Taki obiekt, oznaczany zwykle A + B, wraz z mor�zmami wªo»enia
(lub koprojekcjami) κA : A → A + B i κA : A → A + B nazywamy koproduktem

binarnym A i B.

D

f
@
@
@
@R

A A+B-κA

?

[f, g] g
�
�

�
�	

B�κB

W Set koprodukt binarny A i B jest sum¡ rozª¡czn¡, tzn. ({0} × A) ∪ ({1} × B) z
oczywistymi wªo»eniami.

Przykªad 4. Obiekt wykªadniczy
Zaªó»my, »e w C istniej¡ produkty binarne dowolnej pary obiektów. Niech A i B

b¦d¡ obiektami C. Wtedy mo»emy zde�niowa¢ funktor
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C(A× (−), B) : Cop Set-

nast¦puj¡cy sposób

C ′ C(A× C ′, B) 3 h

C C(A× C,B) 3 h ◦ (1A × f))

?

f
6
C(A× f,B)-

6

Je±li C jest kategori¡ Set to ten funktor jest reprezentowalny przez obiekt wykªadni-
czy ba wszystkich funkcji z A w B, tzn. Mamy oczywist¡ wzajemnie jednoznaczn¡
odpowiednio±¢ pomi¦dzy zbiorami funkcji

Set(C,BA) ∼= Set(A× C,B)

która jest naturalna w C. Przy tej odpowiednio±ci idBA przechodzi na funkcj¦ ewalu-
acji evA,B : A×BA → B tak¡, »e evA,B(x, h) = h(x) dla x ∈ A oraz h ∈ BA. To zna-
czy, »e w Set taki funktor jest reprezentowany przez par¦ 〈BA, evA,B : A×BA → B〉.

Przez analogie z t¡ sytuacj¡ je±li w dowolnej kategorii C z produktami binar-
nymi funktor C(A× (−), B) jest reprezentowalny to par¦ reprezentuj¡c¡ ten funktor
oznaczamy 〈BA, evA,B〉 i nazywamy obiektem wykªadniczym.

Warunek (1) w tym przypadku oznacza, »e dla dowolnego mor�zmu h : A×C →
B istnieje jedyny mor�zm h̄ : C → ba taki, »e trójk¡t

BA

C

6

h̄

A×BA B-
ev

A× C

6

1A × h̄ h

�
�
�
��

jest przemienny.

Kategoria C jest kartezja«sko domkni¦ta je±li ma obiekt ko«cowy, produkty bi-
narne i obiekt wykªadniczy. Kategoria kartezja«sko domkni¦ta C jest bikartezja«sko
domkni¦ta je±li ma obiekt pocz¡tkowy i koprodukty binarne.

3.4 Formalne prawa w kategoriach kartezja«sko domkni¦tych

Niech C b¦dzie kategori¡ kartezja«sko domkni¦t¡, A, B obiekty C. Rozwa»my takie
prawo

A×B ∼= B ×A (2)

które mówi, »e stosowne obiekty s¡ izomor�czne czyli, »e istnieje izomor�zm pomi¦-
dzy nimi. W rzeczywisto±ci my chcemy powiedzie¢ co± wi¦cej mianowicie, »e istnieje
kanoniczny izomor�zm, cho¢ nie jest ªatwo sformuªowa¢ w ogólno±ci co rozumiemy
pod poj¦ciem kanonicznego izomor�zmu.

Pierwszy dowód. Poka»emy bijekcj¦ pomi¦dzy zbiorami C(D,A × B) oraz
C(D,B ×A) naturaln¡ w D:

D −→ A×B
D −→ A, D −→ B

D −→ B, D −→ A

D −→ B ×A
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Ka»da linia reprezentuje bijekcj¦ pomi¦dzy obiektami powy»ej i poni»ej. Pierwsza i
ostatnia wynika bezpo±rednio z de�nicji produktu w kategorii C. Bijekcja ±rodkowa
jest przestawieniem dwóch elementów w parze uporz¡dkowanej (czyli korzystamy tu
z niejako z przemienno±ci produktu kartezja«skiego w Set. �atwo(!) sprawdzi¢, »e
ta odpowiednio±¢ jest naturalna w D, tzn. »e dostajemy w ten sposób naturalny
izomor�zm funktorów τ : C(−, A×B) −→ C(−, B ×A). Teraz z Lematu Yonedy (w
wersji II) otrzymujemy izomor�zm A × B ∼= B × A. Ten izomor�zm to oczywi±cie
τA×B(idA×B) ale nie zawsze jest ªatwo znale¹¢ konkretne wyra»enie opisuj¡ce taki
mor�zm. Q.E.D.

Drugi dowód. Ten dowód jest mniej intuicyjny ale bardziej bezpo±redni bo kon-
struuje eksplicite izomor�zm pomi¦dzy obiektami A×B i B ×A. Maj¡c produkty

A A×B�πA B-
πB B B ×A�

π′B A-
π′A

to znaczy reprezentacje funktorów C(−, A×B) oraz C(−, B×A) mo»emy zde�niowa¢
mor�zmy

p = 〈πB, πA〉 : A×B −→ B ×A, q = 〈π′A, π′B〉 : B ×A −→ A×B

Mamy

πA ◦ (q ◦ p) = πA ◦ 〈π′A, π′B〉 ◦ 〈πB, πA〉 = π′A ◦ 〈πB, πA〉 = πA = πA ◦ 1A×B

i podobnie

πB ◦ (q ◦ p) = πB ◦ 〈π′A, π′B〉 ◦ 〈πB, πA〉 = π′B ◦ 〈πB, πA〉 = πB = πB ◦ 1A×B

Zatem zªo»enia z rzutowaniami z produktu A × B mor�zmów q ◦ p oraz 1A×B s¡
równe. Wobec tego te mor�zmy te» s¡ równe i mamy q ◦ p = 1A×B. Równo±¢
p ◦ q = 1B×A mo»na pokaza¢ analogicznie. Zatem p = 〈πB, πA〉 jest rzeczywi±cie
szukanym izomor�zmem. Q.E.D.

3.5 Cat jako kategoria kartezja«sko domkni¦ta

Cat ma oczywi±cie obiekt ko«cowy 1 kategori¦ z jednym obiektem i jednym mor�-
zmem (identyczno±ciowym). Catma te» produkty binarne. Je±liA i B s¡ kategoriami
to A×B jest kategori¡, której obiektami s¡ pary obiektów < A,B > takie, »e A ∈ A
i B ∈ B, a mor�zmami pary mor�zmów < f, g >:< A,B >→< A′, B′ > takie, »e
f ∈ A i g ∈ B. Zªo»enia i identyczno±ci s¡ de�niowane w A × B po wspóª»¦dnych.
Nieco trudniej jest zobaczy¢ jak wygl¡da obiekt wykªadniczy BA. Na chwil¦ zaªo-
»ymy, »e BA istnieje i ustalimy czemu odpowiadaj¡ obiekty i mor�zmy w BA. A
nast¦pnie poka»emy, »e taka kategoria ma rzeczywi±cie »¡dane wªsno±ci.

Zauwa»my, »e dla dowolnej kategorii C mam wzajemnie jednoznaczn¡ odpowied-
nio±¢ pomi¦dzy obiektami C i funktorami z 1 w C, to znaczy

Ob(C)
1 −→ C

U»ywaj¡c tej odpowiednio±ci i wªasno±ci BA mamy

Ob(BA)

1 −→ BA
A ∼= 1×A −→ B
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Zatem obiekty BA odpowiadj¡ funktorom z A w B. Podobnie mor�zmy dowolnej
kategorii C odpowiadaj¡ wzajemnie jednoznacznie funktorom z 2 (kategorii o dwóch
obiektach 0 i 1 i jednym mor�¹mie nieidentyczno±ciowym 2 : 0→ 1), to znaczy

Mor(C)
2 −→ C

Podobnie jak w poprzednim przypadku, u»ywaj¡c tej odpowiednio±ci i wªasno±ci BA
mamy

Mor(BA)

2 −→ BA
2×A −→ B

Funktor F : 2 × A → B odpowiada naturalnej transformacji F 2 : F 0 → F 1, gdzie
F i : A → B takie, »e F i(f : A → A′) = F (i, f) dla i = 0, 1 oraz F 2

A = F (2, A) :
F 0(A)→ F 1(A).

Podobnie mo»na sprawdzi¢ jak wygl¡daj¡ zªo»enia w Cat u»ywaj¡c kategorii 3.
Zde�niujmy zatem BA jako Cat(A,B) kategori¦ funktorów z A do B i transfor-

macji naturalnych pomi¦dzy nimi. By pokaza¢, »e tak zde�niowana kategoria BA
jest obiektem wykªadniczym musimy pokaza¢, »e istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio±¢

C −→ BA
A× C −→ B

naturalna w C.
Niech F : A× C → B b¦dzie funktorem, A ∈ A, C ∈ C. F wyznacza sekcje

F1,C : A −→ B F2,A : C −→ B

takie, »e
F1,C(f : A→ A′) = F (f, idC) : F (A,C)→ F (A′, C)

F2,A(g : C → C ′) = F (idA, g) : F (A,C)→ F (A,C ′)

Mamy

Lemat 3.4 Funktor F : A × C −→ B jest jednoznacznie wyznaczony przez rodziny

swoich sekcji

< F1,C : A → B >C∈Ob(C) < F2,A : C → B >A∈Ob(A) (3)

Rodziny mo�zmów (3) s¡ sekcjami pewnego funktora F wtedy i tylko wtedy gdy dla

dowolnych mor�zmów f : A→ A′ i g : C → C ′ kwadrat

(4)

F1,C(A′) = F2,A′(A) F2,A′(C) = F1,C′(A′)-
F2,A′(g)

F1,C(A) = F2,A(C) F2,A(C ′) = F1,C′(A)-
F2,A(g)

?

F1,C(f)

?

F1,C′(f)

jest przemienny.
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Dowód: Dla < f, g >:< A,C >→< A′, C ′ > mamy

< f, g >=< f, idC′ > ◦ < idA, g >=< idA′ , g > ◦ < f, idC >

Zatem
F (f, g) = F2,A′(g) ◦ F1,C(f) = F1,C′(f) ◦ F2,A(g)

Czyli sekcje funktora F wyznaczaja go jednoznacznie.
Niech teraz dane b¦d¡ rodziny mor�zmów (3) takie, »e kwadrat (4) jest prze-

mienny. Dla < A,C >∈ A× C de�niujemy

F (A,C) = F1,C(A) = F2,A(C)

oraz dla < f, g >:< A,C >→< A′, C ′ >∈ A× C de�niujemy

F (f, g) = F1,C′(f) ◦ F2,A(g) = F2,A′(g) ◦ F1,C(f)

Tak okre±lone F zachowuje dziedziny i przeciwdziedziny. Wery�kacj¦, »e F za-
chowuje te» zªo»enia i identyczno±ci pozostawiamy czytelnikowi.

Q.E.D.

Fakt 3.5 Kategoria Cat jest kategoria kartezja«sko domkni¦t¡.

Dowód: Niech A, B, C b¦d¡ kategoriami maªymi. Mamy pokaza¢ wzajemnie
jednoznaczn¡ odpowiednio±¢

C BA-F = GC′ -H

A× C B-F̂ = GA× C′ -idA ×H

naturaln¡ w C. Dla F : C → BA rodziny funktorów

< F1,C = F (C) : A → B >C∈Ob(C) < F2,A : C → B >A∈A

gdzie
F2,A(C) = F (C)(A) F2,A(g) = F (g)A

dla g : C → C ′ ∈ C, speªniaj¡ warunek z Lematu 3.4. Zatem istnieje funktor
F̂ : A× C → B, którego s¡ one sekcjami. To znaczy, »e

F̂ (A,C) = F (C)(A) F̂ (f, g) = F1,C′(f) ◦ F2,A(g) = F (C ′)(f) ◦ F (g)A

dla f : A→ A′ ∈ A i g : C → C ′ ∈ C.
Dla funktora G : A× C → B okre±lamy funktor

G : C → BA

tak, »e dla C ∈ C
G(C) : A → B

jest funktorem takim, »e
G(C)(A) = G(A,C)

dla A ∈ A
G(C)(f) = G(f, idC) : G(A,C)→ G(A′, C)
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dla f : A→ A′, oraz dla g : C → C ′

G(g) : G(C) −→ G(C ′)

transformacj¡ naturaln¡ tak¡, »e

G(g)A = G(idA, g) : G(A,C)→ G(A,C ′)

dla A ∈ A.
Poka»emy, »e przyporz¡dkowania F 7→ F̂ i G 7→ G s¡ wzajemnie odwrotne i

naturalne w C, czyli

F̂ ◦ (idA ×H) = ̂F ◦H
Dla f : A→ A′ ∈ A i g : C → C ′ ∈ C mamy

F̂ (C)(A) = F̂ (A,C) = F1,C(A) = F (C)(A)

F̂ (C)(f) = F̂ (f, idC) = F1,C(f) = F (C)(f)

F̂ (g)A = F̂ (idA, g) = F2,A(g) = F (g)A

Zatem F̂ = F . Ponadto

Ĝ(A,C) = G1,C(A) = G(A,C)

Ĝ(f, g) = G1,C′(f) ◦G2,A(g) = G(f, idC′) ◦G(idA, g) = G(f, g)

Zatem Ĝ = G.
Na koniec dla < A,C >∈ A×C′ i < f, g >:< A,C >→< A′, C ′ >∈ A×C′ mamy

F̂ ◦ (idA ×H)(A,C) = F̂ (A,H(C)) =

= F2,A(H(C)) = (F ◦H)2,A(C) = ̂F ◦H(A,C)

oraz
F̂ ◦ (idA ×H)(f, g) = F̂ (f,H(g)) =

= F1,H(C′)(f) ◦ F2,A(H(g)) = F (H(C ′))(f) ◦ F (H(g))A =

= (F ◦H)(C ′)(f) ◦ (F ◦H)(g)A = ̂F ◦H(f, g)

Zatem przyporz¡dkowania (̂−) i (−) s¡ rzeczywi±cie naturalne w C.
Q.E.D.
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4 Granice funktorów

4.1 Przykªady granic

Obiekt ko«cowy Obiektem ko«cowym nazywamy taki obiekt 1 w kategorii w który
istnieje dokªadnie jeden mor�zm z ka»dego innego obiektu.

Przykªady

1. W Set obiektem ko«cowym jest ka»dy zbiór jednoelementowy, w Gr i Ab jest
to grupa trywialna, w V ectk jest to przestrze« liniowa zerowa, a w Top jest to
przestrze« topologiczna jednoelementowa.

2. Cz¦±ciowy porz¡dek ma obiekt ko«cowy wtedy i tylko wtedy gdy ma element
najwi¦kszy.

3. Kategoria ciaª nie ma obiektu ko«cowego.

Produkt binarny Niech A b¦dzie kategori¡, a A,B obiektami w A. Produk-

tem binarnym (produktem) A i B nazywamy obiekt A × B wraz z rzutowaniami

πA : A×B → A i πB : A × B → B takie, »e dla dowolnego obiektu C kate-
gorii A i mor�zmów f : C → A i g : C × B istnieje dokªadnie jeden mor�zm
< f, g >: C → A×B uprzemienniaj¡cy poni»szy diagram

A A×B�
πA

C

f
�

�
�
�	 ?

< f, g > g
@
@
@
@R
B-πB

Przykªady

1. Kategorie Set, Gr, V ectK , Top maj¡ produkty binarne. W ka»dej z nich pro-
dukt binarny jest de�niowany jak produkt kartezja«ski uniwersów wyposa»ony
w odpowiedni¡ struktur¦ produktow¡.

2. W cz¦±ciowym porz¡dku produkty binarne to kresy dolne par elementów.

3. Kategoria ciaª nie ma produktów.

Ekwalizator Niech A b¦dzie kategori¡, a f, g : A → B równolegª¡ par¡ mor�-
zmów w A. Ekwalizatorem f i g nazywamy obiekt E wraz z mor�zmem e : E → A

E A-
e

B-
g

-f

takie, »e f ◦e = g◦e oraz dla dowolnego obiektu C kategorii A i mor�zmu h : C → A
takiego, »e f ◦h = g◦h istnieje dokªadnie jeden mor�zm k : C → E taki, »e h = e◦k.

Przykªady

1. W Set ekwalizator mor�zmów f i g to najwi¦kszy podzbiór ich wspólnej dzie-
dziny na którym f i g s¡ zgodne. W Ab ekwalizator f i g to j¡dro ró»nicowe,
tzn. j¡dro homomor�zmu f − g.
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Produkt wªóknisty Niech A b¦dzie kategori¡, a f : A → C g : B → C par¡
mor�zmów w A. Produktem wªóknistym (lub pulbekiem) f i g (lub A i B nad C je±li
wiadomo o jakie mor�zmy chodzi) nazywamy obiekt A ×C B wraz z rzutowaniami

πA : A×C B → A i πB : A×C B → B tak, »e f ◦ πA = g ◦ πB

A C-
f

A×C B B-
πB

?

πA

?

g

oraz dla dowolnego obiektu D kategorii A i mor�zmów h : D → A i k : D → B
takich, »e f ◦h = g ◦k istnieje dokªadnie jeden mor�zm 〈h, k〉 : C → D×C B taki, »e

πA ◦ 〈h, k〉 = h oraz πB ◦ 〈h, k〉 = k

Przykªady

1. W Set pulbek A i B nad C mo»na opisa¢ tak

A×C B ∼= {〈a, b〉 ∈ A×B| f(a) = g(b)} ∼=
∐
c∈C

f−1(c)× g−1(c)

Ta druga charakteryzacja pokazuje, »e pulbek jest sum¡ rozª¡czn¡ po elemen-
tach C produktów wªókien funkcji f i g (st¡d nazwa produkt wªóknisty).

4.2 De�nicja granicy funktora

Wszystkie powy»sze poj¦cia s¡ szczególnymi przykªadami poj¦cia granicy funktora.
Niech J i A b¦d¡ kategoriami A ∈ A. Funktor staªy z J w A o warto±ci A jest
to funktor ∆A : J → A, przyporz¡dkowuj¡cy obiektom J obiekt A a mor�zmom z
J mor�zm 1A. Niech F : J → A b¦dzie funktorem. Sto»kiem nad funktorem F o
wierzchoªku A nazywamy transformacj¦ naturaln¡ τ : ∆A −→ F . To znaczy, »e dla
dowolnego α : i→ j, trójk¡t

F (i) F (j)-
F (α)

A

τi
�
�
�	

τj
@
@
@R

jest przemienny. Mor�zmem sto»ków nad F , f : (A, τ)→ (B, σ) nazywamy mor�zm
f : A→ B w A taki, »e τi = σi◦f dla i ∈ J . W ten sposób zde�niowali±my kategori¦
sto»ków nad F , Cone(F ). Mówimy, »e F ma granic¦ o ile kategoria Cone(F ) ma
obiekt ko«cowy. Wtedy ka»dy obiekt ko«cowy (A, τ) nazywamy granic¡ funktora F
(oznaczenie: (LimF, τ)). Mówimy, »e kategoria A ma (sko«czone) granice (lub »e
jest (sko«czenie) zupeªna) o ile ka»dy funktor z kategorii maªej (sko«czonej) w A ma
granic¦.

4.3 Granice via produkty i ekwalizatory

Jak ju» widzieli±my istnienie niektórych granic poci¡ga za sob¡ istnienie innych.
Poni»szy lemat nietylko stwierdza, »e kategoria Set jest zupeªna, ale podaje opis
tych granic w duch opisu produktów przez produkty i ekwalizatory.
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Lemat 4.1 Granic¦ dowolnego funktora F : J → Set (gdzie C jest kategori¡ maª¡)

mo»na przedstawi¢ jako zbiór:

LimF = {< ai >i∈J∈
∏
i∈J

F (c) : F (α)(ai) = aj dla α : i→ j ∈ J }

(czyli jako 'elementy produktu speªniaj¡ce pewne równo±ci') wraz z rzutowaniami

τi : LimF −→ F (i)

takimi, »e

τi(< aj >j∈J ) = ai

Dowód: Najpierw zauwa»my, »e istnieje naturalny izomor�zm funktorów σ

-idSet

Set Set
-

Set(1,−)

⇓ σ

taki, »e dla zbioru X, σX(x) : 1 = {∗} → X jest funkcj¡ tak¡, »e σX(x)(∗) = x.
Innymi sªowy elementy zbioru X odpowiadaj¡ funkcjom z obiektu ko«cowego 1 w X.
Zatem, je±li umiemy opisa¢ funkcje z 1 w X to umiemy opisa¢ X z dokªadno±ci¡ do
izomor�zmu. Poniewa» granice s¡ wyznaczone z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu, oraz
ªatwo jest opisa¢ mor�zmy w granic¦, to ta 'sztuczka' (czytaj: trick) posªu»y nam do
pokazania, »e sto»ek opisany w lemacie jest rzeczywi±cie sto»kiem granicznym nad
F , o ile granica F istnieje.

Zaªó»my, na chwil¦, »e granice F istnieje i »e (X,σ) jest sto»kiem granicznym
nad F . Mamy wtedy nast¦puj¡ce odpowiednio±ci (odpowiednio±ci s¡ w kolumnie
pierwszej a obja±nienia tych odpowiednio±ci s¡ kolumnach drugiej i trzeciej) :

x ∈ X element X

x̃ : 1→ X morfizm z 1 w X x̃(∗) = x

χ : 1→ F stożek nad F χi = τi ◦ x̃
xi ∈ F (i) dla i ∈ J zgodna rodzina xi = χi(∗)

t.że F (α)(xi) = xj dla α : i→ j ∈ J elementów F

~x ∈
∏
i∈J F (i) ′zgodny element πi(~x) = xi

t.że F (α)(xi) = xj dla α : i→ j ∈ J produktu′
∏
i∈J F (i)

~x ∈ LimF element zbioru LimF ~x

Te rozwa»ania pokazuj¡, »e o ile granica (X,σ) funktora F istnieje to X musi by¢ izo-
mor�czny z LimF . Pozostaje do pokazania, »e (LimF, τ) jest rzeczywi±cie sto»kiem
granicznym nad funktorem F . Ale to pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
Q.E.D.

W dowolnej kategorii nie mamy do dyspozycji elementów w dosªownym tego sªowa
znaczeniu ale i tak mo»emy powtórzy¢ t¦ konstrukcj¦. Mamy nast¦puj¡cy fakt:

Fakt 4.2 Je»eli kategoria A ma:

1. dowolne maªe produkty i ekwalizatory to A jest zupeªna;

2. sko«czone produkty i ekwalizatory to A jest sko«czenie zupeªna;
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Dowód: Udowodni¦ tylko pierwszy fakt. Niech F : J → A b¦dzie funktorem z
kategorii maªej. Tworzymy dwa produkty:∏

i∈J
F (i) oraz

∏
α∈J

F (cod(α))

Pomi¦dzy tymi produktami de�niujemy dwa mor�zmy których ekwalizatorem jest
E:

F (dom(α)) F (cod(α))-
F (α)

∏
i∈J F (i)

∏
α∈J F (cod(α))

?

πdom(α))

?

πα

E -
e

�
��

�
��*

H
HH

H
HHY

-
< πcod(α) >α∈J

-
< F (α) ◦ πdom(α) >α∈J

F (cod(α)

πcod(α) πα

Rodzina mor�zmów (E, (τi = πi ◦ e : E → F (i))i∈J ) jest sto»kiem nad F poniewa»
dla dowolnego mor�zmu α : i→ j trójk¡t

F (i) F (j)-
F (α)

E

πi ◦ e �
�
�	

πj ◦ e@
@
@R

jest przemienny. Z drugiej strony sto»ek (D,σ) de�niuje mor�zm

d =< σi >i∈J : D −→
∏
i∈J

F (i)

który ekwalizuje dwa mor�zmy mi¦dzy produktami. Zatem istnieje jedyny mor�zm
h : D → E taki, »e e ◦ h = d. �atwo pokaza¢, »e h jest te» mor�zmem ze sto»ka
(D,σ) w (E, τ) Q.E.D.
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5 Kogranice funktorów

Poj¦cie kogranicy funktora jest dualne do poj¦cia granicy funktora. Jednak zwykle
kogranice s¡ znacznie trudniejsze ni» granice.

5.1 De�nicja kogranicy funktora

Dla funktora F : J → A mamy funktor dualny F op : J op → Aop, który na obiektach
i mor�zmach jest tak samo okre±lony jak F . Wtedy sto»ek (graniczny) funktora F op

jest kosto»kiem (kogranicznym) funktora F . Funktor F ma kogranic¦ wtedy i tylko
wtedy gdy F op ma granic¦. Oczywi±cie mo»na zde�niowa¢ kogranice funktorów w
bardziej bezpo±redni sposób bez odwoªywania si¦ do kategorii dualnej. Dla wygody
czytelnika przytocz¦ te» t¡ de�nicj¦. Kosto»kiem nad funktorem F : J → A o
wierzchoªku A nazywamy dowoln¡ transformacj¦ naturaln¡ κ : F → ∆A z F w
funktor staªy ∆A, tzn., »e dla dowolnego α : i→ j ∈ J , trójk¡t

F (i) F (j)-
F (α)

A

τi
�
�
�� τj

@
@
@I

jest przemienny. Mor�zmem kosto»ków nad F , f : (A, τ) → (B, σ) nazywamy mor-
�zm f : A → B w A taki, »e f ◦ τi = σi dla i ∈ J . W ten sposób zde�niowali±my
kategori¦ kosto»ków nad F , Cocone(F ). Mówimy, »e F ma kogranic¦ o ile kate-
goria Cocone(F ) ma obiekt pocz¡tkowy. Wtedy ka»dy obiekt pocz¡tkowy (A, τ)
nazywamy kogranic¡ funktora F (oznaczenie: (ColimF, κ)).

Mówimy, »e kategoria A ma (sko«czone) kogranice (lub »e jest (sko«czenie) ko-
zupeªna) o ile ka»dy funktor z kategorii maªej (sko«czonej) w A ma kogranic¦.

5.2 Przykªady kogranic

Dla ka»dego rodzaju granic mamy odpowiadaj¡cy mu rodzaj kogranic.

Obiekt pocz¡tkowy Obiektem pocz¡tkowym nazywamy taki obiekt 0 w kategorii
z którego istnieje dokªadnie jeden mor�zm w ka»dy inny obiekt. Równowa»nie mo»na
zde�niowa¢ obiekt pocz¡tkowy jako kogranic¦ funktora z kategorii pustej.

Przykªady

1. W Set obiektem pocz¡tkowym jest zbiór pusty, w Top przestrze« pusta.

2. W kategoriach grup Gr i grup abelowych Ab obiektem pocz¡tkowym jest grupa
jednoelementowa, w V ectK przestrze« jednoelementowa.

3. W kategorii pier±cieni Rng obiektem pocz¡tkowym jest pier±cie« liczb caªko-
witych Z.

4. W cz¦±ciowym porz¡dku obiektem pocz¡tkowym jest element najmniejszy.

Koprodukt binarny Niech A b¦dzie kategori¡, a A,B obiektami w A. Kopro-
duktem (binarnym) A i B nazywamy obiekt A+B wraz z wªo»eniami κA : A→ A+B
i κB : B → A+B tak, »e dla dowolnego obiektu C kategoriiA i mor�zmów f : A→ C
i g : B → C istnieje dokªadnie jeden mor�zm [f, g] : A+B → C taki, »e diagram
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A A+B-
κA

C

f

�
�
�
�� 6

[f, g] g

@
@

@
@I

B�
κB

jest przemienny. Równowa»nie mo»na zde�niowa¢ koprodukt binarny jako kogranic¦
funktora z kategorii dyskretnej dwuelementowej, tzn. maj¡cej dwa obiekty i »adnych
mor�zmów poza identyczno±ciami.

Przykªady

1. W Set koprodukty to sumy rozª¡czne, mo»na je opisa¢ w nast¦puj¡cy sposób.
Je±li A i B s¡ zbiorami to A + B mo»na opisa¢ jako ({0} × A) ∪ ({1} × B).
Wtedy wªo»enia s¡ okre±lone jako

κA(a) = 〈0, a〉, κB(b) = 〈1, b〉

dla a ∈ A oraz b ∈ B.

2. W kategorii przestrzeni topologicznych Top koprodukty binarne to sumy roz-
ª¡czne z najbogatsz¡ topologi¡, przy której oba wªo»enia s¡ ci¡gªe.

3. W kategorii Ab i V ectK koprodukty binarne to produkty binarne wraz z wªo-
»eniami. Dla A,B ∈ Ab, oraz a ∈ A, b ∈ B mamy

κA(a) = 〈a, 0〉, κB(b) = 〈0, b〉

dla a ∈ A oraz b ∈ B (0 - element neutralny obu grup).

4. W kategorii pier±cieni przemiennych CRng koprodukt binarny pier±cienie A i B
jest to iloczyn tensorowy tych pier±cienie A⊗ZB traktowanych jako Z-moduªy.
Wªo»enia w koprodukt s¡ dane wzorami

κA(a) = a⊗ 1, κB(b) = 1⊗ b

dla a ∈ A oraz b ∈ B.

5. W cz¦±ciowym porz¡dku koprodukty binarne to kresy górne par elementów.

Koekwalizator Niech A b¦dzie kategori¡, a f, g : A → B równolegª¡ par¡
mor�zmów w A. Koekwalizatorem f i g nazywamy obiekt Q wraz z mor�zmem
q : A → Q taki, »e q ◦ f = q ◦ g oraz dla dowolnego obiektu C kategorii A i
mor�zmów h : A → C takiego, »e h ◦ f = h ◦ g istnieje dokªadnie jeden mor�zm
k : Q→ C taki, »e h = q ◦ k.

A -
g

-f
B Q-

q

C

h@@R ∃! k�
�	

jest przemienny. Równowa»nie mo»na zde�niowa¢ koekwalizator jako kogranic¦ funk-
tora z kategorii, która ma dwa obiekty i, poza identyczno±ciami, dwa równolegªe
mor�zmy pomi¦dzy nimi:

• •-
-
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Przykªady

1. W Set koekwalizator pary mor�zmów f, g : A → B mo»na opisa¢ jako zbiór
ilorazowy B/∼ podzielony przez najmniejsz¡ relacj¦ równowa»no±ci ∼, zawie-
raj¡c¡ relacj¦ ∼0= {〈f(a), g(a)〉|a ∈ A}. Wtedy q(b) = [b]∼ dla b ∈ B.

2. W Top koekwalizator mo»na opisa¢ tak jak powy»ej w Set, przy czym topologia
na zbiorze ilorazowym Q jest to najbogatsza topologia przy której q jest funkcj¡
ci¡gª¡.

3. W kategorii grup abelowych Ab koekwalizator pary homomor�zmów
f, g : A→ B to koj¡dro ró»nicowe. Funkcja f − g : A → B te» jest homo-
mor�zmem, jej obraz im(f − g) jest podgrup¡ (normaln¡) grupy B a koekwa-
lizator Q to grupa ilorazowa Q = B/im(f−g), wraz z mor�zmem q takim, »e
q(b) = b+ (im(f − g)), dla b ∈ B.

4. W kategorii grupGr koekwalizator pary homomor�zmów f, g : A→ B jest kon-
struowany podobnie do powy»szej konstrukcji w kategorii Ab z tym, »e teraz nie
mamy pewno±ci, »e f − g jest homomor�zmem i »e obraz tej funkcji jest pod-
grup¡ normaln¡ w B. Musimy zatem domkn¡¢ zbiór {f(a)− g(a)|a ∈ A} ⊆ B
do podgrupy normalnej N /B i wtedy koekwalizator f i g jest grup¡ ilorazow¡
Q = B/N , a mor�zm w q : B → Q jest dany wzorem q(b) = b+N , dla b ∈ B.

Koprodukt wªóknisty Niech A b¦dzie kategori¡, a f : C → A g : C → B par¡
mor�zmów w A. Koproduktem wªóknistym (lub puszautem f i g (lub A i B nad C
je±li wiadomo o jakie mor�zmy chodzi) nazywamy obiekt A+C B wraz z wªo»eniami

κA : A→ A+C B i κB : B → A+C B takie, »e κA ◦ f = κB ◦ g

B A+C B-
κB

C A-
f

?

g

?

κA

D

∃![h, k]
@
@
@
@R

k

HHH
HHH

HHj

�
�
�	

h

oraz dla dowolnego obiektu D kategorii A i mor�zmów h : A → D i k : B → D
takich, »e h ◦ f = k ◦ g istnieje dokªadnie jeden mor�zm [h, k] : A+C B → D taki, »e

[h, k] ◦ κA = h oraz [h, k] ◦ κB = k

Równowa»nie mo»na zde�niowa¢ koprodukt wªóknisty binarny jako kogranic¦
funktora z kategorii, która ma trzy obiekty i, poza identyczno±ciami, dwa równolegªe
mor�zmy tak jak na rysunku:

•

• •-

?

Przykªady
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1. W Set koprodukt wªóknisty zbiorów A i B nad C otrzymujemy dziel¡c ich
sum¦ rozª¡czn¡ ({0}×A)∪ ({1}×B) przez najmniejsz¡ relacj¦ równowa»no±ci
∼ generowan¡ przez relacj¦ ∼0= {〈〈0, f(c)〉〈1, g(c)〉〉 : c ∈ C}. Wtedy wªo»enia
s¡ okre±lone wzorem

κA(a) = [〈0, a〉]∼, κB(b) = [〈1, b〉]∼

dla a ∈ A oraz b ∈ B.

2. W kategorii grup Gr koprodukt wªóknisty zbiorów A i B nad C otrzymu-
jemy dziel¡c ich sum¦ rozª¡czn¡ A+B przez najmniejsz¡ podgrup¦ normalna
N / A+B tak¡, »e kwadrat

B (A+B)/N-
κB

C A-
f

?

g

?

κA

jest przemienny.

5.3 Zachowywanie granic i kogranic

Niech

B-GJ A-F

b¦d¡ funktorami, A obiektem kategorii A, σ : ∆A → F sto»kiem nad funktorem F ,
tzn. dla dowolnego mor�zmu α : i→ j ∈ J trójk¡t

F (i) F (j)-
F (α)

A

σi
�
�

��	

σj
@
@
@@R

jest przemienny. Poniewa» G jest funktorem to trójk¡t

G ◦ F (i) G ◦ F (j)-
G ◦ F (α)

G(A)

G(σi)
�
�

�
�	

G(σj)
@
@
@
@R

te» jest przemienny. Zatem G(σ) : ∆G(A) −→ G ◦ F jest sto»kiem nad funktorem
G◦F . Taki sto»ek to obraz sto»ka 〈A, σ〉 przy funktorze G. W szczególno±ci funktory
przeksztaªcaj¡ sto»ki na sto»ki. Oczywi±cie dualny fakt te» jest prawdziwy: ka»dy
funktor przeksztaªca kosto»ki na kosto»ki.

Funktor G : A → B zachowuje granice (kogranice) je±li przeksztaªca wszystkie
sto»ki graniczne (kosto»ki kograniczne) funktorów z kategorii maªych w sto»ki gra-
niczne (kosto»ki kograniczne).

Oprócz funktorów zachowuj¡cych wszystkie granice lub kogranice mo»emy oczy-
wi±cie wyró»nia¢ funktory zachowuj¡ce pewne szczególne klasy granic lub kogranic.
Na przykªad funktor G : A → B zachowuje sko«czone granice (sko«czone kogra-

nice) je±li przeksztaªca wszystkie sto»ki graniczne (kosto»ki kograniczne) funktorów
z kategorii sko«czonych w sto»ki graniczne (kosto»ki kograniczne).
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5.4 Kreowanie granic

Niech U : Gr −→ Set b¦dzie funktorem zapominania z kategorii grup w Set, G0, G1

b¦d¡ grupami a diagram

U(G0) �
π0 U(G0)× U(G1) U(G1)-π1

produktem ich uniwersów U(G0) i U(G1) w kategorii Set. Wtedy na zbiorze
U(G0) × U(G1) istnieje jedyna struktura grupy G = (U(G0) × U(G1), ◦, 1e) taka,
»e rzutowania π0 : G → G0 oraz π1 : G → G1 s¡ homomor�zmami grup. Ponadto
sto»ek

U(G0) �
π0 G U(G1)-π1

jest produktem G0 i G1 w Gr. W takiej sytuacji mówimy, »e funktor U kreuje
produkt grup G0 i G1. Poni»ej podajemy ogóln¡ de�nicj¦ tego poj¦cia.

Mówimy, »e funktor G : A −→ B kreuje granic¦ funktora H : J −→ A je±li

1. dla dowolnego sto»ka granicznego τ : b → G ◦ H w B istnieje jedyny sto»ek
σ : a→ H w A taki, »e G(a) = b i G(σ) = τ);

2. (a, σ) jest sto»kiem granicznym.

Funktor G : A −→ B kreuje granice je±li G kreuje granice wszystkich funktorów
z kategorii kategorii maªych. Funktor G : A −→ B kreuje kogranice je±li funktor
dualny Gop : Aop −→ Bop kreuje granice.

Przykªady.

1. Funktor zapominania U : Gr −→ Set kreuje granice i �ltruj¡ce kogranice.

2. Powy»szy przykªad jest szczególnym przypadkiem pewnej ogólniejszej sytuacji.
Niech T b¦dzie �nitarn¡ teori¡ równo±ciow¡, Alg(T ) kategori¡ algebr równo-
±ciowych, UT : Alg(T ) → Set funktorem zapominania. Wtedy funktor UT
kreuje granice i �ltruj¡ce kogranice.

3. Dla dowolnej kategorii maªej C funktor zapominania SetC −→ SetOb(C)

przyporz¡dkowuj¡cy funktorowi F : Cop −→ Set w SetC rodzin¦ zbiorów
{F (c)}c∈Ob(C) w SetOb(C), kreuje granice i kogranice.

4. Funktor U : Comp −→ Set zapominania z kategorii przestrzeni zwartych w
Set kreuje granice.

Poni»szy fakt jest u»ytecznym sposobem na sprawdzenie czy jaka± kategoria ma
granice (lub kogranice) i jak one wygl¡daj¡.

Fakt 5.1 Je±li funktor G : A −→ B kreuje granice oraz B jest kategori¡ (sko«cze-

nie) zupeªn¡ to A te» jest kategori¡ (sko«czenie) zupeªn¡ i G zachowuje (sko«czone)

granice.

Dowód: Je±li funktor G : A → B kreuje granic¦ funktora H : J → A to
w szczególno±ci A ma granic¦ funktora H oraz G zachowuje granice funktora H.
Zatem je±li B jest kategori¡ (sko«czenie) zupeªn¡ to A te» jest kategori¡ (sko«czenie)
zupeªn¡ oraz G zachowuje (sko«czone) granice. Q.E.D.
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5.5 Kogranice funktorów w Set

Opiszemy teraz konstrukcj¦ kogranicy (ColimF, κ) dowolnego funktora F : J → Set
z kategorii maªej J . Z de�nicji kogranicy, dla dowolnego zbioru S, mamy odpowied-
nio±¢

σ : F −→ ∆S ∈ SetJ
h : ColimF −→ S ∈ Set

to znaczy h jest tak¡ funkcj¡, »e h ◦κi = σi, dla dowolnego i ∈ J . Intuicyjnie sto»ek
(ColimF, κ) powinien by¢ 'sto»kiem wolnym na F ' generowanym przez zbiory Fi,
tzn. elementy zbioru ColimF musz¡ 'pochodzi¢' ze zbioru

|F | =
∐
i∈J

Fi = {〈i, x〉 : i ∈ J , x ∈ Fi}.

Dowolny sto»ek σ : F → ∆S nad F wyznacza funkcj¦

|F | −→ S

〈i, x〉 7→ σi(x)

która de�niuje relacj¦ równowa»no±ci ∼σ na |F | wzorem

〈i, x〉 ∼σ 〈i′, x′〉 iff σi(x) = σi′(x
′)

tzn., uto»samiamy te pary 〈i, x〉 ∈ |F |, które s¡ posyªane przez σ na ten sam element
w S. Je±li α : i→ j ∈ J to trójk¡t

Fi Fj-Fα

S

σi@
@@R

σj�
��	

jest przemienny. Zatem dla x ∈ Fi, mamy σi(x) = σj(Fα(x)) i wtedy

〈i, x〉 ∼σ 〈j, Fα(x)〉 (5)

Czyli warunek (5) musi zachodzi¢ dla dowolnego sto»ka σ nad F , dowolnego α : i→
j ∈ J i dowolnego x ∈ Fi. Niech teraz ∼0 b¦dzie najmniejsz¡ relacj¡ równowa»no±ci
na |F | tak¡, »e

〈i, x〉 ∼0 〈j, Fα(x)〉 (6)

dla dowolnego α : i→ j ∈ J oraz x ∈ Fi. Oczywi±cie taka najmniejsza relacja ist-
nieje jako przeci¦cie wszystkich relacji równowa»no±ci ∼ na |F | speªniaj¡cych waru-
nek (6). De�niujemy kogranic¦ F jako zbiór klas abstrakcji relacji ∼0

ColimF = |F |/∼0

oraz wªo»enia
κi : Fi −→ |F |

tak, »e dla i ∈ J oraz x ∈ Fi
x 7→ [〈i, x〉]

. κ jest kosto»kiem, poniewa» dla dowolnego α : i→ j ∈ J trójk¡t
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Fi Fj-Fα

ColimF

κi@
@@R

κj�
��	

jest przemienny

κi(x) = [〈i, x〉] = [〈j, Fα(x)〉] = κj(Fα(x)) = κj ◦ Fα(x)

dla x ∈ Fi. Nale»y jeszcze pokaza¢, »e dla dowolnego kosto»ka σ : F → ∆S istnieje
jedyny mor�zm h : ColimF → S taki, »e trójk¡t

Fi ColimF-κi

S

σi@
@@R

h���	

jest przemienny. Taka funkcja h, o ile istnieje, musi by¢ okre±lona wzorem

h([〈i, x〉]) = σi(x)

Powy»szy wzór de�niuje funkcj¦ o ile nie zale»y od wyboru reprezentanta, a tak jest
wtedy i tylko wtedy gdy

〈i, x〉 ∼0 〈i′, x′〉 implikuje σi(x) = σi′(x
′) (7)

dla dowolnych 〈i, x〉, 〈i′, x′〉 ∈ |F |. Ale warunek (7) jest speªniony jako, »e na mocy
(5) i (6) mamy ∼0⊆∼σ. To ko«czy opis kogranicy funktora F .

5.6 Kogranice funktorów reprezentowalnych w SetC
op

Niech X b¦dzie zbiorem. Wtedy X mo»na reprezentowa¢ jako
∐
x∈X 1. Innymi

sªowy X jest kogranic¡ obiektu ko«cowego indeksowanego zbiorem X. Poniewa»
Set jest równowa»ny kategorii funktorów Set1

op
oraz przy tym uto»samieniu jedyny

(z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu) funktor reprezentowalny 1(−, 1) : 1op → Set jest
identy�kowany z obiektem ko«cowym Set, to powy»sze obserwacje mo»na podsu-
mowa¢ tak: ka»dy obiekt X w Set1

op
jest kogranic¡ funktorów reprezentowalnych

indeksowan¡ kategori¡ (dyskretn¡, której obiektami s¡ elementy) X. Okazuje si¦, »e
kategoria 1 nie jest tu wyj¡tkiem. Je±li odpowiednio zde�niujemy poj¦cie 'kategorii
elementów funktora' to podobny fakt b¦dzie zachodziª dla dowolnej kategorii maªej
C. Poni»ej zajm¦ si¦ tym uogólnieniem.

Kategoria elementów funktora Niech C b¦dzie kategori¡ maª¡ a F : Cop −→
Set funktorem. Obiektami kategorii

∫
C F elementów funktora F s¡ pary (C, x)

takie, »e C ∈ C i x ∈ F (C). Mor�zmem f : (C, x) → (C ′, x′) w
∫
C F jest mor�zm

f : C → C ′ w C taki, »e
F (f)(x′) = x

(zauwa»my miejsca x i x′ w powy»szej de�nicji). Mamy funktor rzutowania:

πF :

∫
C
F −→ C

taki, »e
πF (f : (C, x)→ (C ′, x′)) = f : C → C ′
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dla f : (C, x) → (C ′, x′) ∈ C. Ponadto dla (C, x) ∈ C de�niujemy transformacj¦
naturaln¡

τF(C,x) : Y (C) ◦ πF (C, x) = Y (C) = C(−, C) −→ F

tak¡, »e
τF(C,x)(idC) = x

NB. Zauwa»my, »e z lematu Yonedy wynika, »e powy»szy warunek jednoznacznie
wyznacza transformacj¦ naturaln¡ τF(C,x).

Fakt 5.2 Dla dowolnego funktora F w SetC
op
, para (F, τF ) jest kosto»kiem kogra-

nicznym nad funktorem Y ◦ πF .

Dowód: Musimy pokaza¢, »e

1. τF jest kosto»kiem;

2. τF jest obiektem pocz¡tkowym w kategorii kosto»ków nad Y ◦ πF .

Ad 1. Niech f : (C, x)→ (C ′, x′) ∈
∫
C F . Mamy pokaza¢, »e trójk¡t

Y (C) Y (C ′)-
Y (f)

F

τ(c,x)

�
�
�
�
�
�
�
��

τ(C′,x′)

@
@

@
@
@

@
@
@I

idC f-

x = F (f)(x′)

�
�
��

@
@
@I

��@@

jest przemienny. A to wynika z de�nicji mor�zmu f : (C, x)→ (C ′, x′) w
∫
C F .

Ad 2. Niech (G, σ) b¦dzie innym kosto»kiem na Y ◦ πF . De�niujemy mor�zm
sto»ków α : F → G tak, by dla dowolnego (C, x) w

∫
C F trójk¡t

F G-
α

Y (c)

τ(C,x)
@

@
@I σ(C,x)

�
�
��

byª przemienny. Dla x ∈ F (C) kªadziemy

αC(x) = σ(C,x)(idC)

Oczywi±cie by α byªa mor�zmem sto»ków nad Y ◦ πF , α musi speªnia¢ powy»szy
warunek. Zatem o ile α jest dobrze okre±lonym mor�zmem w SetC

op
to jest to

jedyny mor�zm sto»ków z (F, τ) do (G, σ). Zatem pozostaje do pokazania, »e α jest
transformacj¡ naturaln¡. Niech f : C → C ′ b¦dzie mor�zmem w C. Poka»emy, »e
kwadrat

F (C) G(C)-
αC

F (C ′) G(C ′)-αC′

?

F (f)

?

G(f)

F (f)(x′) σ(C,F (f)(x′))C (idC) = G(f)(σ(C′,x′)C′ (idC′))-

x′ σ(C′,x′)C′ (idC′)-

? ?
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jest przemienny. Korzystaj¡c z faktu, »e σ(C′,x′) jest naturaln¡ transformacja, i w
szczególno±ci kwadrat dla mor�zmu f

YC′(C) G(C)-
σ(C′,x′)C

YC′(C ′) G(C ′)-
σ(C′,x′)C′

?

YC′(f)

?

G(f)

f σ(C′,x′)C
(f) = G(f)(x′)-

idC′ x′-

? ?

jest przemienny, oraz σ jest sto»kiem nad G i w szczególno±ci dla mor�zmu

f : (C,F (f)(x′))→ (C ′, x′) w

∫
C
F

trójk¡t

Y ◦ πF (C, x) =

Y ◦ πF (C ′, x′) =
?

Y ◦ πF (f)

σ(C′,x′)

�
�
��

G

σ(C,F (f)(x′))
@
@
@R

YC

YC′
?

Yf

jest przemienny, otrzymujemy:

σ(C,F (f)(x′))C
(idC) = (σ kostożek)

= σ(C′,x′)C
◦ (Yf )C(idC) = (def Yf )

= σ(C′,x′)C
(f) = (σ(C′,x′) nat. transf.)

= G(f)(x′) = (def. σ(C′,x′))

= G(f) ◦ σ(C′,x′)C′(idC′)

Q.E.D.

Wniosek 5.3 Ka»dy funktor w SetC
op

jest kogranic¡ funktorów reprezentowalnych.
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6 Funktory sprz¦»one

Poj¦cie funktora sprz¦»onego jest jednym z najwa»niejszych poj¦¢ w teorii kategorii.
Cz¦sto istnienie funktora sprz¦»onego (lewego lub prawego) do danego funktora jest
gª¦bokim faktem maj¡cym daleko id¡ce konsekwencje. Wiele poj¦¢ mo»na de�nio-
wa¢ postuluj¡c istnienie funktorów sprz¦»onych do istniej¡cych ju» funktorów. Na
przykªad poj¦cie obiektu wykªadniczego (i kategorii kartezja«sko domkni¦tej) jest
wygodnie de�niowa¢ w ten sposób.

6.1 Dwa przykªady sprz¦»e« funktorów

Zanim podam de�nicj¦ ogóln¡ przyjrzymy si¦ dwóm szczególnym sprz¦»eniom funk-
torów. Na tych dobrze znanych przykªadach chc¦ pokaza¢ szereg konstrukcji zwi¡-
zanych ze sprz¦»eniami, które pó¹niej ujmiemy w sposób ogólny.

Przykªad 1: obiekt wykªadniczy

Funktory Mamy dwa funktory

-A× (−)

Set Set�
(−)A

takie, »e dla f : X → Y

A× (−)(f : X → Y ) = (idA × f) : A×X −→ A× Y

dla 〈a, x〉 ∈ A×X,
(idA × f)(a, x) = 〈a, f(x)〉

oraz
(−)A(f : X → Y ) = fA : XA −→ Y A

dla g ∈ XA,
fA(g) = f ◦ g

Naturalny izomor�zm Te funktory indukuj¡ dwa funktory z Setop × Set w Set:

-Set(A× (−),=)

Setop × Set Set
-

Set(−, (=)A)

⇓ ϕ

które s¡ naturalnie izomor�czne. Mamy bowiem bijekcj¦

ϕX,Y : Set(A×X,Y ) −→ Set(X,Y A)

tak¡, »e dla f : A×X → Y , x ∈ X, a ∈ A

ϕX,Y (f)(x)(a) = f(a, x)

Dla dowolnych zbiorów X, Y mamy wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢
ϕX,Y funkcji, która jest naturalna w X i w Y . Je±li g = ϕX,Y (f) to mówimy,
»e g jest transpozycj¡ f (a f jest transpozycj¡ g) i oznaczamy to tak

f : A×X → Y

g : X → Y A
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Naturalno±¢ ϕmo»na przedstawi¢ jako wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢
funkcji

(8)
A×X ′ A×X-idA × k Y-

f = ϕ−1X,Y (g)
Y ′-h

X ′ X-k Y A-
g = ϕX,Y (f) Y ′A-

hA

lub krócej
hA ◦ ϕX,Y (f) ◦ k = ϕX′,Y ′(h ◦ f ◦ (idA × k))

Jedno±¢ i kojedno±¢ Niech X, Y b¦d¡ zbiorami a ηX i εY transpozycjami iden-
tyczno±ci (w dwóch ró»nych kierunkach). To znaczy ηX jest transpozycj¡
idA×X ,

idA×X : A×X → A×X
ηX : X → (A×X)A

ηX(x)(a) = 〈a, x〉

dla x ∈ X, a ∈ A, a εY jest transpozycj¡ idY A ,

idY A : Y A → Y A

εY : A× Y A → Y

εY (a, f) = f(a)

dla a ∈ A, f ∈ Y A. Czyli εY jest mor�zmem ewaluacji. �atwo sprawdzi¢, »e
zarówno η jak i ε s¡ naturalnymi transformacjami

η : 1Set −→ (A× (−))A, η : A× (−)A −→ 1Set

Znaj¡c ηX , εY dla dowolnych X i Y mo»emy odtworzy¢ ϕ. Dla f : A×X → Y
mamy

A×X A×X-idA×X
Y-

f

X (A×X)A-
ηX Y A-

fA

Czyli ϕX,Y (f) = fA ◦ ηX . Podobnie dla g : X → Y A mamy

X Y A-g
Y A-idY A

A×X A× Y A-
idA × g Y-εY

Czyli ϕ−1X,Y (g) = εY ◦ (idA × g).

�atwo sprawdzi¢, »e
η : idSet → (A× (−))A

i
ε : A× (−)A → idSet

s¡ naturalnymi transformacjami.

Mor�zmy uniwersalny i kouniwersalny Ponadto dla dowolnego X, mor�zm ηX
ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

40



fA
�

�
�	

(A×X)A

ηX
@
@
@R

X

Y A
?

g

A×X

Y
?

f

dla dowolnego Y i g : X → Y A istnieje jedyny mor�zm f : A ×X → Y taki,
»e

g = fA ◦ ηX
Oczywi±cie f(a, x) = g(x)(a), dla a ∈ A i x ∈ X.

Podobnie, dla dowolnego Y , mor�zm εY ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

εY
�

�
�	

A× Y A

idA × g
@
@
@R

A×X

Y
?

f

X

Y A
?

g

dla dowolnego X i f : A ×X → Y istnieje jedyny mor�zm g : X → Y A taki,
»e

f = εY ◦ idA × g

Oczywi±cie g(x)(a) = f(a, x), dla a ∈ A i x ∈ X.

Mor�zm o wªasno±ci ηX jest mor�zmem uniwersalnym z X w funktor (−)A, a
mor�zm o wªasno±ci εY jest mor�zmem kouniwersalnym z funktora A× (−) w
Y . Ogólne de�nicje zostan¡ sformuªowane w nast¦pnym paragra�e.

Równo±ci trójk¡tne Na koniec zauwa»my, »e poni»sze dwa trójk¡ty

A×X A×X-
idA×X

A× (A×X)A

idA × ηX
�
�
�
��

εA×X
@
@
@
@R

Y A Y A-
idY A

(A× Y A)A

ηY A

�
�
�
��

(εY )A
@
@
@
@R

s¡ przemienne.

Przykªad 2: monoid wolny

Funktory Niech Mon b¦dzie kategori¡ monoidów. Mamy dwa funktory

-F
Set Mon�

U

F jest funktorem monoidu wolnego a U jest funktorem zapominania. To zna-
czy, »e
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1. dla zbioru X, F (X) jest monoidem wolnym nad X, czyli zbiorem sªów
nad X;

2. dla funkcji f : X → Y , F (f) : F (X) → F (Y ) jest homomor�zmem
monoidów wolnych indukowanym przez f (dla x ∈ X mamy F (f)(x) =
f(x));

3. dla monoidu M , U(M) jest uniwersum monoidu M (te» oznaczane przez
M);

4. dla homomor�zmu monoidów h : M → N , U(h) jest to ten sam homo-
mor�zm traktowany jako funkcja pomi¦dzy uniwersami.

Naturalny izomor�zm Podobnie jak w poprzednim przykªadzie, funktory F i U
indukuj¡ dwa funktory z Setop ×Mon w Set:

-Mon(F (−),=)

Setop ×Mon Set
-

Set(−, U(=)

⇓ ϕ

które s¡ naturalnie izomor�czne. Mamy bowiem bijekcj¦

ϕX,M : Set(F (X),M) −→ Set(X,U(M))

tak¡, »e dla h : F (X)→M , x ∈ X,

ϕX,M (h)(x) = h(x)

Dla dowolnych zbioru X i monoidu M , mamy wzajemnie jednoznaczn¡ od-
powiednio±¢ ϕX,M , która jest naturalna w X i w M . Je±li g = ϕX,M (h) to
mówimy, »e g jest transpozycj¡ h (a h jest transpozycj¡ g) i oznaczamy to tak

h : F (X)→M

g : X → U(M)

Naturalno±¢ ϕmo»na przedstawi¢ jako wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢
funkcji i homomor�zmów

(9)
F (X ′) F (X)-F (k)

M-
h = ϕ−1X,Y (g)

N-
h′

X ′ X-k
U(M)-

g = ϕX,Y (h)
U(N)-

U(h′)

lub krócej
U(h′) ◦ ϕX,Y (h) ◦ k = ϕX′,N (h ◦ f ◦ F (k))

Jedno±¢ i kojedno±¢ Podobnie jak poprzednio, funkcja ηX : X → UF (X) jest
de�niowana jako transpozycja homomor�zmu identyczno±ciowego idF (X) :
F (X)→ F (X) a homomor�zm εM : FU(M)→M jest de�niowany jako trans-
pozycja funkcji identyczno±ciowej idU(M) : U(M) → U(M). Funkcja ηX jest
wªo»eniem generatorów w uniwersum monoidu wolnego na sªowa jednoliterowe.
Monoid FU(M) jest to monoid wolny nad uniwersum monoidu M . Zatem jest
to zbiór sªów nad U(M). Homomor�zm εM : FU(M) → M ewaluuje sªowa
nadM i zwraca elementyM . Na przykªad εM (m0m1m2) = m0 ∗m1 ?m2 gdzie
? jest dziaªaniem w M , a m0m1m2 jest sªowem nad M .

Znaj¡c ηX , εM dla dowolnychX iM mo»emy odtworzy¢ ϕ. Dla h : F (X)→M
mamy
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F (X) F (X)-
idF (X)

M-h

X UF (X)-
ηX

U(M)-
U(h)

Czyli ϕX,M (h) = U(h) ◦ ηX . Podobnie dla g : X → U(M) mamy

X U(M)-g
U(M)-

idU(M)

F (X) FU(M)-
F (g)

M-εM

Czyli ϕ−1X,Y (g) = εM ◦ U(g).

�atwo sprawdzi¢, »e
η : idSet → UF

i
ε : FU → idMon

s¡ naturalnymi transformacjami.

Mor�zmy uniwersalny i kouniwersalny Ponadto dla dowolnego X, mor�zm ηX
ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

U(h)
�

�
�	

UF (X)

ηX
@
@
@R

X

U(M)
?

g

F (X)

M
?

h

dla dowolnego monoidu M i funkcji g : X → U(M) istnieje jedyny homomor-
�zm h : F (X)→M taki, »e

g = U(h) ◦ ηX

Jako, »e dziedzin¡ homomor�zmu h jest algebra wolna wystarczy okre±li¢ go
tylko na generatorach F (X). Zatem warunek

h(x) = g(x)

dla x ∈ X jednoznacznie wyznacza homomor�zm h.

Dualn¡ wªasno±¢ ma homomor�zm εM .

Równo±ci trójk¡tne Na koniec zauwa»my jeszcze, »e dla zbioru X i monoidu M
poni»sze trójk¡ty

F (X) F (X)-
idF (X)

FUF (X)

F (ηX)

�
�
�
��

εF (X)

@
@
@
@R

U(M) U(M)-
idU(M)

UFU(M)

ηU(M)

�
�
�
��

U(εM )
@
@
@
@R

s¡ przemienne.
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6.2 Mor�zmy uniwersalne i kouniwersalne

Podamy teraz ogóln¡ de�nicj¦ mor�zmu uniwersalnego. Przykªady mor�zmów uni-
wersalnych i kouniwersalnych wiedzieli±my powy»ej.

Niech G : D → C b¦dzie funktorem, C ∈ C. Para 〈D,u : C → G(D)〉, jest
mor�zmem uniwersalnym z obiektu C w funktor G o ile

G(f)
�

�
�	

G(D)

u
@
@
@R

C

G(D′)
?

g

D

D′
?

f

dla dowolnego D′ i g : C → G(D′) istnieje jedyny mor�zm f : D → D′ taki, »e

g = G(f) ◦ u

Zauwa»my te», »e para 〈d, u : C → G(D)〉 jest mor�zmem uniwersalnym wtedy i
tylko wtedy gdy jest reprezentacj¡ funktora

C(C,G(−)) : D −→ Set

De�nicja mor�zmu kouniwersalnego z jest dualna do de�nicji mor�zmu uniwer-
salnego. Sformuªowanie jej pozostawiamy czytelnikowi.

6.3 De�nicja sprz¦»enia

Je±li F : C −→ D i G : D −→ C s¡ funktorami to mówimy, »e funktor F jest lewym
sprz¦»onym do funktora G (a G jest prawym sprz¦»onym do funktora F ) gdy istnieje
naturalny izomor�zm funktorów ϕ:

-D(F (−),=)

Cop ×D Set
-

C(−, G(=))

⇓ ϕ

Trójk¦ (F,G, ϕ) nazywamy sprz¦»eniem. Je±li taki izomor�zm naturalny ϕ istnieje
to piszemy F a G.

Innymi sªowy, dla dowolnych obiektów c ∈ C i d ∈ D mamy wzajemnie jedno-
znaczn¡ odpowiednio±¢

f : F (C)→ D

g : C → G(D)

która jest naturalna w C i w D (g = ϕC,D(f)). W takiej sytuacji mówimy, »e g jest
transpozycj¡ mor�zmu (lub mor�zmem transponowanym) f i, »e f jest transpozycj¡
(lub mor�zmem transponowanym) g. Naturalno±¢ t¦ mo»na wyrazi¢ jako wzajemnie
jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mor�zmów

(10)
F (C ′) F (C)-F (k)

D-
f = ϕ−1C,D(g)

D′-h

C ′ C-k
G(D)-

g = ϕC,D(f)
G(D′)-

G(h)
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to znaczy dla dowolnych k : C ′ → C w C oraz f : F (C) → D i h : D → D′ w D
mamy:

ϕC′,D′(h ◦ f ◦ F (k)) = G(h) ◦ ϕC,D(f) ◦ k

lub jako przemienno±¢ nast¦puj¡cych diagramów:

(11)D(F (C), D) C(C,G(D)-
ϕC,D

?

D(F (C), h)

?

C(C,G(h)

D(F (C ′), D′) C(C ′, G(D′)-
ϕC′,D′

D(F (C), D′) C(C,G(D′)-
ϕC,D′

?

D(F (k), D′)

?

C(k,G(D′)

Naturalny izomor�zm ϕ jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje warto±ci na iden-
tyczno±ciach. Mamy bowiem dla dowolnego mor�zmu f : F (C)→ D w D

F (C) F (C)-
idF (C)

D-
f

C GF (C)-
ϕC,F (C)(idF (C))

G(D)-
G(f)

czyli
ϕC,D(f) = G(f) ◦ ϕC,F (C)(idF (C)) (12)

Zwykle ϕC,F (C)(idF (C)) jest oznaczany jako ηC : C → GF (C).

Podobnie, naturalny izomor�zm ϕ−1 te» jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje warto±ci na identyczno±ciach. Mamy bowiem dla dowolnego mor�zmu
g : C → G(D) w C

F (C) FG(D)-F (g)
D-

ϕ−1G(D),D(idG(D))

C G(D)-
g G(D)-

idG(D)

czyli
ϕ−1C,D(g) = ϕ−1G(D),D(idG(D)) ◦ F (g) (13)

Zwykle ϕ−1G(D),D(idG(D)) jest oznaczany jako εD : FG(D)→ D.

Lemat 6.1 Rodziny mor�zmów η = {ηC}C∈C i ε = {εD}D∈D zde�niowane powy»ej

s¡ naturalnymi transformacjami:

η : idC −→ GF ε : FG −→ idD

Ponadto trójk¡ty

(14)

G G-
idG

GFG

ηG
�
�� G(ε)@

@R
F F-

idF

FGF

F (η)
�
�� εF@

@R

s¡ przemienne.
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Dowód: By pokaza¢, »e η : idC −→ GF jest naturaln¡ transformacj¡ wystarczy
pokaza¢, »e dla dowolnego f : C → C ′ kwadrat

(15)

C ′ GF (C ′)-
ηC′

C GF (C)-ηC

?
f

?
GF (f)

jest przemienny. A to wynika z faktu, »e oba zªo»enia s¡ transpozycjami mor�zmu
F (f) : F (C)→ F (C ′):

c c′-f
GF (C ′)-

ηC′ = ϕC′,idF (C′)
(idF (C′))

F (C) F (C ′)-
F (f)

F (C ′)-
idF (C′)

oraz

c GF (c)-
ηc = ϕc,F (c)(idF (c))

GF (c′)-GF (f)

F (C) F (C)-
idF (C)

F (C ′)-
F (f)

Poniewa» transformacja mor�zmu F (f) (i ka»dego innego) jest jedyna, to kwadrat
(15) jest przemienny i η : 1C → GF jest naturaln¡ transformacj¡.

Innymi sªowy z przemienno±ci poni»szych kwadratów

D(F (C ′), F (C ′)) C(C ′, GF (C ′))-
ϕ(C′,F (C′))

D(F (C), F (C ′)) C(C,GF (C ′))-
ϕ(C,F (C′))

6

D(F (f), F (C ′))

6

C(f,GF (C ′))

1C′ ηC′-

F (f) ϕ(F (f)) = ηC′ ◦ f-

6 6

-

D(F (C), F (C)) C(C,GF (C))-
ϕ(C,F (C))

?

D(F (C), F (f))

?

C(C,GF (f))

F (f) ϕ(F (f)) = GF (f) ◦ ηc-

1F (C) ηC-

6 6

otrzymujemy ηC′ ◦ f = ϕ(F (f)) = GF (f) ◦ ηC a st¡d przemienno±¢ (15).

By pokaza¢, »e ε : FG → idD jest transformacj¡ naturaln¡ nale»y pokaza¢, »e
dla dowolnego g : D → D′ kwadrat

(16)

FG(D′) D′-
εD′

FG(D) D-
εd

?
FG(g)

?

g

jest przemienny. Podobnie jak w poprzednim przypadku poka»emy, »e oba zªo»enia
s¡ transpozycjami mor�zmu G(g) : G(D)→ G(D′):
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FG(D) D-
εD = ϕ−1Gd,D(idG(D))

G(D′)-g

G(D) G(D)-
idG(D)

F (D′)-
G(g)

oraz

FG(D) FG(D′)-FG(g)
D′-

εD = ϕ−1Gd,D(idG(D))

G(D) G(D′)-
G(g)

G(D′)-
idG(D′)

Poniewa» transformacja mor�zmu G(g) jest jedyna, to kwadrat (16) jest przemienny
i ε : FG→ idD jest naturaln¡ transformacj¡.

Poka»emy teraz, »e trójk¡ty (14) s¡ przemienne.
Niech D ∈ D. Poka»emy, »e G(εD) ◦ ηG(D) = idG(D). Mamy nast¦puj¡ce wza-

jemnie jednoznaczne odpowiednio±ci:

G(D) GFG(D)-
ηG(D)

G(D)-G(εD)

ϕ−1

FG(D) FG(D)-
idFG(D)

D-
εD

=

FG(D) D-
εD

ϕ

G(D) G(D)-
idG(D)

Zatem mor�zmy G(εD) ◦ ηG(D) i idG(D) s¡ równe poniewa» oba s¡ transpozycjami
mor�zmu εD. A st¡d lewy trójk¡t (14) jest przemienny.

Niech C ∈ C. Poka»emy, »e εF (C) ◦ F (ηC) = idF (C). Mamy nast¦puj¡ce wzajem-
nie jednoznaczne odpowiednio±ci:

F (C) FGF (C)-F (ηC)
F (C)-

εF (C))

ϕ

C GF (C)-ηC GF (C)-
idGF (C)

=

C GF (C)-ηC

ϕ−1

F (C) F (C)-
idF (C)

Zatem mor�zmy εF (C) ◦ F (ηC) i idF (C) s¡ równe poniewa» oba s¡ transpozycjami
mor�zmu ηC . Wobec tego prawy trójk¡t (14) te» jest przemienny. Q.E.D.

Je±li (F,G, ϕ) jest sprz¦»eniem to transformacje naturalne η : idC → GF i
ε : FG → idD okre±lone powy»ej nazywamy jedno±ci¡ i kojedno±ci¡ sprz¦»enia,
odpowiednio.

6.4 Inne charakteryzacje sprz¦»e«

Jak ju» widzieli±my je±li mamy jedno±¢ lub kojedno±¢ sprz¦»enia to mo»emy z ich od-
tworzy¢ caªe sprz¦»enie (czyli naturalny izomor�zm ϕ). Poni»sze twierdzenie wylicza
jakie porcje informacji o sprz¦»eniu (F,G, ϕ) wystarcz¡ by jednoznacznie wyznaczy¢
caªe sprz¦»enie. W ¢wiczeniach znajduj¡ si¦ dalsze takie warunki.
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Twierdzenie 6.2 Sprz¦»enie (F,G, ϕ) jest jednoznacznie wyznaczone przez:

1. funktory F , G i transformacj¦ naturaln¡ η : idC → GF tak¡, »e dla C ∈ C,
para (F (C), ηC) jest mor�zmem uniwersalnym z obiektu C w funktor G.

2. funktor G, przyporz¡dkowanie obiektowe F0 : Ob(C)→ Ob(D) i dla C ∈ C mor-

�zm ηC : C → GF0(C) taki, »e para (F0(C), ηC) jest mor�zmem uniwersalnym

z obiektu C w funktor G.

3. funktory F , G i transformacje naturalne η : idC → GF i ε : FG → idD takie,

»e trójk¡ty (14) s¡ przemienne.

Dowód: Ad 1. Niech C ∈ C, D ∈ D. De�niujemy

ϕ′C,D(f : F (C)→ D) = G(f) ◦ ηC

Z uniwersalno±ci mor�zmu ηC wynika, »e ϕC,D jest bijekcj¡.
Poka»emy, »e ϕ′ jest transformacj¡ naturaln¡, to znaczy, »e kwadraty (11) s¡

przemienne. Dolny kwadrat jest przemienny poniewa» równo±¢

G(f) ◦ ηC ◦ k = G(f ◦ F (k)) ◦ ηC′

wynika z naturalno±ci η, a górny kwadrat jest przemienny poniewa» równo±¢

G(h) ◦G(f) ◦ ηC′ = G(h ◦ f) ◦ ηC′

wynika st¡d, »e G jest funktorem.
W ten sposób pokazali±my, »e (F,G, ϕ′) jest sprz¦»eniem.
Ponadto dla C ∈ C mamy, »e

ϕ′C,F (C)(idF (C)) = G(idF (C)) ◦ ηC = ηC

a to oznacza, »e η jest jedno±ci¡ tego sprz¦»enia. Je±li η jest te» jedno±ci¡ tego
sprz¦»enia (F,G, ϕ) to ϕ = ϕ′.

Ad 2. By sprowadzi¢ sytuacje do poprzedniej, wystarczy pokaza¢, »e przypo-
rz¡dkowanie F0 rozszerza si¦ do funktora F : C → D takiego, »e η : idC → GF jest
transformacj¡ naturaln¡.

Niech f : C → C ′ b¦dzie mor�zmem w C. Z uniwersalno±ci mor�zmu ηC istnieje
jedyny mor�zm F (f) : F0(C)→ F0(C

′) taki, »e

F (f) ◦ ηC = ηC′ ◦ f

F0(C)

F0(C
′)
?

F (f)

C ′ GF0(C
′)-

ηC′

c GF0(C)-ηC

?
f

?
FG(f)

Oczywi±cie F tak okre±lone zachowuje dziedziny i przeciwdziedziny. Dla f = idC
mamy

G(idF0(C)) ◦ ηC = ηC ◦ idC
Zatem z jedyno±ci F (idC),

F (idC) = idF(C)
.
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Czyli F zachowuje identyczno±ci. Podobnie z jedyno±ci F (g ◦ f),

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Czyli F jest funktorem rozszerzaj¡cym F0. Z de�nicji F wynika te», »e jest to
η : idC → GF jest transformacj¡ naturaln¡.

Ad 3. Niech C ∈ C, D ∈ D. Zde�niujemy dwie funkcje:

-ϕ
D(F (C), D) C(C,G(D))�

ψ

Dla f ∈ D(F (C), D)
ϕC,D(f) = G(f) ◦ ηC

oraz dla g ∈ C(C,G(D))
ψC,D(g) = εD ◦ F (g).

Naturalno±¢ ϕ mo»na ªatwo pokaza¢ korzystaj¡c z tego, »e G jest funktorem i η jest
transformacj¡ naturaln¡.

Poka»emy, korzystaj¡c z przemienno±ci (14) i naturalno±ci η, ε, »e funkcje ϕC,D
i ψc,d s¡ wzajemnie odwrotne. Mamy

ϕC,D(ψC,D(g)) =

= ϕC,D(εD ◦ F (g)) =

= G(εD ◦ F (g)) ◦ ηC =

= G(εD) ◦GF (g) ◦ ηC =

= G(εD) ◦ ηG(D) ◦ g = g.

Ponadto
ψC,D(ϕC,D(f)) =

ψC,D(G(f) ◦ ηC) =

εD ◦ F (G(f) ◦ ηC) =

εD ◦ FG(f) ◦ F (ηC) =

f ◦ εF (C) ◦ F (ηC) = f.

Zatem ϕ jest rzeczywi±cie naturalnym izomor�zmem.
Q.E.D.

Ze wzgl¦du na punkt 3 powy»szego twierdzenia, sprz¦»enie (F,G, ϕ) mo»na te»
reprezentowa¢ jako czwórk¦ (F,G, η, ε) gdzie transformacje naturalne η i ε speªniaj¡
równo±ci trójk¡tne (14).

Przykªady funktorów sprz¦»onych

1. Dla dowolnej teorii równo±ciowej T funktor zapominania z kategorii T -algebr
w Set UT : Alg(T )→ Set ma lewy sprz¦»ony, funktor T -algebry wolnej.

2. Funktor wªo»enia kategorii na przek¡tn¡ ∆ : C → C × C ma lewy sprz¦»ony
wtedy i tylko wtedy gdy C ma produkty binarne, i ma prawy sprz¦»ony wtedy
i tylko wtedy gdy C ma koprodukty binarne.
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3. Ogólniej funktor wªo»enia kategorii C na funktory staªe ∆ : C → CD ma lewy
sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy gdy C ma granice indeksowane kategori¡ D,
i ma prawy sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy gdy C ma kogranice indeksowane
kategori¡ D.

4. Kategoria grafów Grph uto»samiamy z kategori¡ funktorów z kategorii:

• •-
-

Mama funktor zapominania z kategorii maªych kategorii w kategori¦ gra-
fów Cat → Grph, który kategorii (C1, C0, d, c,m, 1) przyporz¡dkowuje graf
(C1, C0, d, c). Ten funktor ma lewy sprz¦»ony, funktor kategorii wolnej nad
grafem.

5. Funktor zapominania z kategorii maªych kategorii w kategori¦ zbiorów Cat→
Set przyporz¡dkowuj¡cy kategorii C zbiór jej elementów Ob(C) ma lewy sprz¦-
»ony (kategorii dyskretnej) i prawy sprz¦»ony (kategorii antydyskretnej).

6. Je±li f : A → B jest funkcj¡ to funkcja monotoniczna przeciwobrazu trakto-
wana jako funktor pomi¦dzy cz¦±ciowymi porz¡dkami f−1 : P(B)→ P(A) ma
oba funktory sprz¦»one. Lewy sprz¦»ony ∃f : P(A) → P(B) to kwanty�kator
egzystencjalny wzdªu» f , tzn. dla X ⊆ A mamy

∃f (X) = {b ∈ B|∃a f(a) = b ∧ a ∈ X}(= {b ∈ B|∃a∈X f(a) = b})

prawy sprz¦»ony ∀f : P(A) → P(B) to kwanty�kator ogólny wzdªu» f , tzn.
dla X ⊆ A mamy

∀f (X) = {b ∈ B|∀a f(a) = b⇒ a ∈ X}

Dla funkcji f = πX : X × Y → X otrzymujemy zwykªe operacje kwanty�kacji.

7. Funktor Comp→ Set zapominania z kategorii przestrzeni zwartych w Set ma
lewy sprz¦»ony β : Set→ Comp, funktor uzwarcenia Cecha-Stone'a.

8. Funktor zbioru pot¦gowego P : Setop → Set taki, »e dla funkcji f : A → B
mamy P(f) = f−1 : P(B)→ P(A) ma lewy sprz¦»ony Pop : Set→ Setop tzn.
ten sam funktor, rozpatrywany jak funktor dualny.

9. Rozwa»amy przestrzenie liniowe nad ustalonym ciaªem k. Poniewa» zbiór prze-
ksztaªce« pomi¦dzy dwoma przestrzeniami liniowymi jest w naturalny sposób
przestrzeni¡ liniow¡, dla dowolnej przestrzeni wektorowej V mamy funktor
Hom(V,−) : V ectk → V ectk przyporz¡dkowuj¡cy przestrzeni W przestrze«
przeksztaªce« liniowych Hom(V,W ). Ten funktor ma lewy sprz¦»ony mno»e-
nia tensorowego przez V : V ⊗ (−) : V ectk → V ectk.

10. Ten przykªad ma zwi¡zek z poprzednimi dwoma. Mamy funktor Hom(−, R) :
V ectopk → V ectk przyporz¡dkowuj¡cy przestrzeni W przestrze« przeksztaªce«
liniowychHom(W,k). Ten funktor ma lewy sprz¦»onyHom(−, R)op : V ectk →
V ectopk .

11. Konstrukcja algebry grupowej jest funktorem lewym sprz¦»onym ale do funk-
tora zapominania do kategorii monoidów. Dokªadniej mamy funktor zapomi-
nania z kategorii k-algebr w kategori¦ monoidów U : k − Alg → Mon przy-
porz¡dkowuj¡cy algebrze A jej monoid multiplikatywny. Funktor U ma lewy
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sprz¦»ony 'k-algebry monoidowej' (M 7→ k[M ]). Ten funktor zastosowany do
grupy G daje tzw. algebr¦ grupow¡ k[G].

12. Funktor Setop −→ CaBA z kategorii zbiorów do kategorii zupeªnych dystry-
butywnych atomowych algebr Boole'a przyporz¡dkowuj¡cy zbiorowi X algebr¦
Boole'a jego podzbiorów P(X) ma lewy sprz¦»ony. W tym przypadek jest to
równowa»no±¢ kategorii.

6.5 Wªasno±ci funktorów sprz¦»onych

Lemat 6.3 Niech G : D → C b¦dzie funktorem. Je±li G ma lewy sprz¦»ony to jest

on wyznaczony z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu.

Dowód: Niech F, F ′ : C → D b¦d¡ funktorami lewymi sprz¦»onymi do G. Poka-
»emy, »e F i F ′ s¡ naturalnie izomor�czne.

Mor�zm uniwersalny z C w G jest obiektem pocz¡tkowym w kategorii, której
obiektami s¡ pary (D, f : C → G(D)) a mor�zmami g : (D, f) → (D′, f ′) s¡
mor�zmy g : D → D′ w D takie, »e f ′ = G(g) ◦ f . Poniewa» obiekt pocz¡tkowy
jest jedyny z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu istnieje (jedyny) izomor�zm τC : F (C)→
F ′(C) taki, »e trójk¡t

GF (C) GF ′(C)-
G(τC)

C

ηC �
�	

η′C@
@R

jest przemienny. Pozostaje do pokazania, »e transformacja τ : F → F ′ jest naturalna.
Niech f : C → C ′ b¦dzie mor�zmem w C. Rozwa»my diagramy

C

ηC �
�	

η′C@
@R

GF (C ′) GF ′(C ′)-
G(τC′)

GF (C) GF ′(C)-G(τC)

?
GF (f)

?
GF ′(f)

C ′

ηC′
@
@I η′C′

�
��

F (C ′) F ′(C ′)-
τC′

F (C) F ′(C)-τC

?
F (f)

?
F ′(f)

-

f

C : D :

Mamy pokaza¢, »e kwadrat po prawej stronie jest przemienny. W tym celu wystarczy
pokaza¢, »e oba zªo»enia w tym kwadracie τC′ ◦F (f) i F ′(f) ◦ τC s¡ transpozycjami
mor�zmu η′C′ ◦ f .

Mamy
G(τC′ ◦ F (f)) ◦ ηC =

= G(τC′) ◦GF (f) ◦ ηC =

= G(τC′) ◦ ηC′ ◦ f =

= η′C′ ◦ f

oraz
G(F ′(f) ◦ τC) ◦ ηC =
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= GF ′(f) ◦G(τC) ◦ ηC =

= GF ′(f) ◦ η′C =

= η′C′ ◦ f

Q.E.D.

Lemat 6.4 Niech G : D → C b¦dzie funktorem. G jest prawym sprz¦»onym wtedy i

tylko wtedy gdy dla dowolnego obiektu C ∈ C funktor

C(C,G(−)) : D −→ Set

jest reprezentowalny.

Dowód: ⇒: Je»eli (F,G, ϕ) jest sprz¦»eniem to dla C ∈ C

(F (C), ϕC : D(F (C),−)→ C(C,G(−)))

jest reprezentacj¡ funktora C(C,G(−))).
⇐: Ustalmy obiekt C ∈ C. Niech

(F0(C), ϕC : D(F0(C),−)→ C(C,G(−)))

b¦dzie reprezentacj¡ funktora C(C,G(−)) : D → Set oraz niech ηC =
ϕC,F0(C)(1F0(C)) : C → GF0(C). Na mocy Twierdzenia 6.2.2 wystarczy pokaza¢,
»e (F0(C), ηC) jest mor�zmem uniwersalnym z obiektu C do funktora G.

Rozwa»my mor�zmy w kategoriach C i D:

G(g)
�

�
�	

GF0(C)

ηC
@
@
@R

C

G(D)
?

f

F0(C)

D
?

g

C : D :

Poniewa» ϕC jest naturalnym izomor�zmem, to dla dowolnego mor�zmu f : C →
G(D) istnieje jedyny mor�zm g : F0(C)→ D taki, »e

ϕC,D(g) = f

Z tej równo±ci, de�nicji funktora C(C,G(−)) i mor�zmu ηC i naturalno±ci ϕ mamy

f = ϕC,D(g) = D(C,G(−))(g)((ϕC,C(idF0(C))) =

= D(C,G(g))(ηC) = G(g) ◦ ηC
Mo»na to te» zobaczy¢ rozwa»aj¡c kwadrat

D(F0(C), D) C(C,G(D))-
ϕC,D

D(F0(C), F0(C)) C(C,GF0(C))-
ϕC,F0(C)

?

D(F0(C), g)

?

C(C,G(g))

g f = G(g) ◦ ηC-

1F0(C) ηC-

? ?

52



który jest przemienny na mocy naturalno±ci ϕC na mor�¹mie g.
Zatem (C, ηC) jest mor�zmem uniwersalnym z obiektu C do funktora G.
Q.E.D.

Poni»szy fakt jest cz¦sto wykorzystywany do pokazywania, »e jaki± funktor nie
ma sprz¦»onego lub, »e zachowuje (ko)granice.

Twierdzenie 6.5 Niech G : D → C b¦dzie funktorem prawym sprz¦»onym. Wtedy

G zachowuje wszystkie granice, które istniej¡ w D.

Dowód: Niech F : C → D funktor taki, »e F a G oraz H : J → D funktor
z kategorii maªej J . Niech (D,π) b¦dzie sto»kiem granicznym nad funktorem H,
(G(D), G(π)) obrazem tego sto»ka przy funktorze G. Poka»emy, »e (G(D), G(π))
jest sto»kiem granicznym nad funktorem GH. Niech (C, σ) b¦dzie sto»kiem nad
GH. Wtedy (F (C), τ) jest sto»kiem nad H, gdzie τi jest transpozycj¡ mor�zmu σi
dla i ∈ J .

GH(i) GH(j)-
GH(α)

G(D)

G(πi)
�

�
�	

G(πi)
@
@
@R

C

?

g

- �

σi σj

H(i) H(j)-
H(α)

D

πi
�

�
�	

πi
@
@
@R

F (C)

?
f

- �

τi τj

Poniewa» (D,π) jest sto»kiem granicznym, to istnieje (jedyny) mor�zm sto»ków f :
(F (C)τ) → (D,π). Wtedy mor�zm g : C → G(D), b¦d¡cy transpozycj¡ f tez jest
mor�zmem sto»ków z g : (C, σ) → (G(D), G(π)). Poniewa» f jest jedyne to g te»
jest jedyne. Zatem (G(D), G(π)) jest sto»kiem granicznym.

Q.E.D.

Twierdzenie odwrotne do powy»szego twierdzenia nie jest prawdziwe. Na przy-
kªad funktor zapominania z kategorii zupeªnych algebr Boole'a CBa w Set nie ma
lewego sprz¦»onego, chocia» zachowuje wszystkie granice. Przyczyna tego faktu le»y
w tym, »e wolna i zupeªna algebra Boole'a musiaªa by mie¢ klas¦ elementów. Lub
innymi sªowy, istniej¡ zupeªne algebry Boole'a dowolnie du»ej mocy, które s¡ gene-
rowane przez przeliczalnie wiele elementów. Twierdzenie Freyd'a 6.10 jest cz¦±ciowo
odwrotnym do powy»szego Twierdzenia 6.5 izostanie podane pó¹niej.

6.6 Podkategorie re�eksywne i kore�eksywne

Kategoria A jest podkategori¡ kategorii B je±li obiekty i mor�zmy A s¡ obiektami i
mor�zmami B a operacje dziedzin, przeciwdziedziny, zªo»enia i identyczno±ci w A s¡
obci¦ciami tych operacji w B. Je±li ponadto dla dowolnych obiektów a, a′ z A mamy
A(A,A′) = B(A,A′) to mówimy, »e A jest podkategori¡ peªn¡ w B.

Je±li A jest dowoln¡ podkategori¡ kategorii B to A mo»e mie¢ nie wiele wspólnego
z B. Zajmiemy si¦ teraz takimi podkategoriami A które 'dobrze siedz¡' w kategorii
B, s¡ to kategorie re�eksywne i kore�eksywne.

Niech f : B → A b¦dzie mor�zmem w kategorii A. Obrazem f przy wªo»enie
Yonedy Y : Aop −→ SetA jest naturalna transformacja A(f,−) : A(A,−) −→
A(B,−). Mamy
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Lemat 6.6 Przy oznaczeniach jak wy»ej

1. A(f,−) jest monomor�zmem w SetA wtedy i tylko wtedy gdy f jest epimor�-

zmem w A.

2. A(f,−) jest epimor�zmem w SetA wtedy i tylko wtedy gdy f jest split mono w

A.

3. W szczególno±ci A(f,−) jest izomor�zmem w SetA wtedy i tylko wtedy gdy f
jest izomor�zmem w A.

Dowód: Ad 1. Ten warunek jest w istocie przeformuªowaniem de�nicji epimor�-
zmu. Niech g i h b¦d¡ dowolnymi mor�zmami w A(a, c). Przypu±¢my, »e f jest epi.
Wtedy je±li A(f,−)(g) = A(f,−)(h) to mamy

g ◦ f = A(f,−)(g) = A(f,−)(h) = h ◦ f

Zatem g = h i z dowolno±ci g i h A(f,−) jest mono.
Je±li A(f,−) jest mono oraz g ◦ f = h ◦ f to mamy

A(f,−)(g) = g ◦ f = h ◦ f = A(f,−)(h)

Zatem g = h i z dowolno±ci g i h f jest epi.
Ad 2. A(f,−) jest epi wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego C ∈ A, funkcja

A(f, C) : A(A,C) −→ A(B,C) jest surjekcj¡. W szczególno±ci dla C = B istnieje
g ∈ A(A,B) takie 1B = A(f,B)(g) = g ◦ f , czyli f jest split mono. Z drugiej strony
je±li f jest split mono w A to jest split epi w Aop. Poniewa» ka»dy funktor zachowuje
spit epi wi¦c A(f,−) jest split epi, zatem w szczególno±ci epi. Q.E.D.

Twierdzenie 6.7 Niech (F,G, η, ε) b¦dzie sprz¦»eniem, gdzie F : X → A, G : A →
X funktory a η : 1X → GF oraz ε : FG→ 1A transformacje naturalne. Wtedy

1. G jest wierny wtedy i tylko wtedy gdy εa jest epi, dla A ∈ A.

2. G jest peªny wtedy i tylko wtedy gdy εA jest split mono, dla A ∈ A.

3. W szczególno±ci G jest wierny i peªny wtedy i tylko wtedy gdy εA jest izomor-

�zmem, dla A ∈ A.

Dowód: Ustalmy A,B ∈ A. Wtedy mamy funkcje

A(A,B) X (G(A), G(B))-
GA,B A(FG(A), B)-

ϕ−1G(A),B

f G(f)- f ◦ εA-

To, »e sprz¦»eniem G(f) jest f ◦ εA wynika z poni»szej odpowiednio±ci

G(A) G(A)-
1G(A)

G(B)-G(f)

ϕ−1g(A),B
FG(A) A-

εA
B-

f
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Poniewa» dla dowolnych X ∈ X i a ∈ A, ϕX,A jest bijekcj¡ to, u»ywaj¡c Lematu
6.6, mamy nast¦puj¡cy ci¡g równowa»no±ci

GA,B jest injekcj¡ dla A,B ∈ A
ϕ−1G(A),B ◦GA,B jest injekcj¡ dla A,B ∈ A
A(εA, B) jest injekcj¡ dla A,B ∈ A
A(εA,−) jest mono dla A ∈ A
εA jest epi dla A ∈ A

Zatem G jest wierny wtedy i tylko wtedy gdy εA jest epi dla A ∈ A. Podobnie mamy
ci¡g równowa»no±ci

GA,B jest surjekcj¡ dla A,B ∈ A
ϕ−1G(A),B ◦GA,B jest surjekcj¡ dla A,B ∈ A
A(εA, B) jest surjekcj¡ dla A,B ∈ A
A(εA,−) jest epi dla A ∈ A
εa jest split mono dla A ∈ A

Zatem G jest peªny wtedy i tylko wtedy gdy εA jest epi dla A ∈ A. Q.E.D.
Niech funktor i : A → B b¦dzie wªo»eniem podkategorii. Mówimy, »e A jest pod-

kategori¡ re�eksywn¡ (kore�eksywn¡) kategorii B je±li i ma lewy (prawy) sprz¦»ony.
Wtedy funktor lewy (prawy) sprz¦»ony do i nazywamy re�ektorem (kore�ektorem).

Je±li F a i to, poniewa» i jest wierny, kojedno±¢ sprz¦»enia jest epi. Je±li A jest
podkategori¡ peªn¡ kategorii B to kojedno±¢ sprz¦»enia jest izomor�zmem.

Przykªady

1. Kategoria grup abelowych Ab jest podkategori¡ re�eksywn¡ kategorii grup Gr.
Re�ektorem jest funktor abelianizacji.

2. Kategoria grup abelowych beztorsyjnych jest podkategori¡ re�eksywn¡ kate-
gorii Ab.

3. Kategoria grup abelowych torsyjnych jest podkategori¡ kore�eksywn¡ kategorii
Ab.

4. Kategoria przestrzeni zwartych jest podkategori¡ re�eksywn¡ kategorii prze-
strzeni T3 1

2
.

Twierdzenie 6.8 Niech A b¦dzie peªna podktegori¡ re�eksywn¡ X . Wtedy

1. Je±li X jest kategori¡ kozupeªn¡ to A te» jest kategori¡ kozupen¡.

2. Je±li X jest kategori¡ zupeªn¡ to A te» jest kategori¡ zupen¡.

Dowód: Z zaªo»enia mamy sprz¦»enie (F,G, η, ε), takie, »e G : A → X jest
funktorem peªnym. Zatem kojedno±¢ sprz¦»enia ε jest izomor�zmem.

Niech T : J → A b¦dzie funktorem z kategorii maªej J .
Ad 1. Zaªó»my, »e X jest kategori¡ kozupeªn¡. Poka»emy, »e T ma kogranic¦.

Poniewa» ε jest izomor�zmem, mamy izomor�zm funktorów εT : F GT −→ T .
Zatem wystarczy pokaza¢, »e istnieje kogranica funktora F GT . Poniewa», X jest
kategori¡ kozupeªn¡ to istnieje granica (C, κ) funktora GT : J −→ X . Poniewa» F
jest funktorem lewym sprz¦»onym to zachwuje kogranice. Zatem (F (C), F (κ)) jest
kogranic¡ funktora F GT .
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Ad 2. Zaªó»my teraz, »e X jest kategori¡ zupeªn¡. Zatem istnieje granica (L, π)
funktora GT : J −→ X . Poniewa», A jest peªn¡ podkategori¡ X , to wystarczy
pokaza¢, »e istnieje obiekt A ∈ A taki, »e istnieje izomor�zm i : L → (G(A).
Wtedy, poniewa» G jest wierny peªny, mo»ma skonstruowa¢ sto»ek κ′ o wierzchoªku
A nad funktorem T taki, »e (G(A), G(κ′)) = (G(A), i ◦ κ). Zatem (G(A), G(κ′)) jest
sto»kiem granicznym jako izomor�czy ze sto»kiem granicznym. Poniewa», A jest
podkategori¡ peªn¡ X to sto»ek (G(A), G(κ′)) speªnia silniejsz¡ wªasno±¢ uniwersalna
ni» jest wymagana dla sto»ka (A, κ′) by by¢ sto»kiem granicznym. Zatem (A, κ′) jest
te» stozkiem granicznym w A.

By zakoczy¢ dowód poka»emy, »e ηL : L→ GF (L) jest izomor�zmem. Dla i ∈ J
mamy odpowiednio±¢

πi : L −→ GT (i)

pi : F (L) −→ T (i)

wynikaj¡c¡ ze sprz¦»enia F a G. Wtedy {pi : F (L) → T (i)}i∈J jest sto»kiem nad
funktorem T o wierzchoªku F (L). Zatem G(p) = {G(pi) : G(L) −→ GT (i)}i∈J jest
sto»kiem nad funktorem GT o wierzchoªku GF (L). Poniewa» (L, π) jest sto»kiem
granicznym, to istnieje jedyny mor�zm sto»ków k : (GF (L), G(p)) −→ (L, π), tzn.
(uprzemienniaj¡cy trójk¡ty

GF (L) L-k

GT (i))

G(pi)
@
@
@R

πi
�

�
�	

dla i ∈ J . Z de�nicji mor�zmów pi mamy te», »e ηL : (L, π) −→ (GF (L), G(p)) jest
mor�zmem sto»ków. Czyli, »e trójk¡ty

GF (L) L� ηL

GT (i))

G(pi)
@
@
@R

πi
�

�
�	

s¡ przemienne dla i ∈ J . Z jedyno±ci mor�zmu w granic¦, mamy k ◦ ηL = idL.
By zako«czy¢ dowód, poka»emy, »e ηL ◦ k = idF G()L.
Zauwa»my, »e poniewa» ε jest izomor�zmem to z równo±ci trójk¡tnej

GF (L) GF (L))-
idGF (L)

GFGF (L)

ηGF (L)

�
�
��

G(εF (L))
@
@
@R

wynika, »e ηGF (L) te» jest izomor�zmem. Mamy diagram przemienny

GF (L) GFGF (L)

L GF (L)

?

ηL

?

ηGF (L)

� k
-

ηL

� GF (k)
-

GF (ηL)
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Zatem
ηL ◦ k ◦ (ηGF (L))

−1 ◦GF ((ηL) =

= GF (k) ◦ ηGF (L) ◦ (ηGF (L))
−1 ◦GF ((ηL) =

= GF (k) ◦GF (ηL) = GF (k ◦ ηGF (L)) =

= GF (idL) = idGF (L).

Czyli ηL ma i lewy i prawy odwrotny, a zatem jest izomor�zmem. Q.E.D.

6.7 Twierdzenie Freyd'a o istnieniu funktora sprz¦»onego

Lemat 6.9 (O istnieniu obiektu pocz¡tkowego) Niech D b¦dzie kategori¡ lo-

kalnie maª¡ i zupeªn¡. Wtedy D ma obiekt pocz¡tkowy wtedy i tylko wtedy gdy speª-

niony jest nast¦puj¡cy

Warunek Zbioru Rozwi¡zuj¡cego: istnieje zbiór I oraz rodzina I-indeksowana
{Di}i∈I obiektów D taka, »e dla dowolnego obiektu D ∈ D istnieje i ∈ I oraz mor�zm

h : Di → D w D.

Dowód: Konieczno±¢ tego warunku jest oczywista bo je±li D ma obiekt pocz¡t-
kowy 0 to mo»na przyj¡¢ {0} za jedno-elementowy zbiór rozwi¡zuj¡cy.

Niech teraz {Di}i∈I b¦dzie zbiorem rozwi¡zuj¡cym jak w Lemacie. We¹my pro-
dukt A = Πi∈IDi oraz ekwalizator wszystkich endomor�zmów obiektu A

U A-
e

A--
-...

Mo»emy to zrobi¢ w D poniewa» D ma granice i jest lokalnie maªa. Poka»emy, »e u
jest obiektem pocz¡tkowym w D. Ustalmy D ∈ D. Z zaªo»enia istnieje i ∈ I oraz
mor�zm z f : Di → D. Zatem mamy mor�zm

U A = Πi∈IDi
-e Di

-πi D-
f

z u do d. Przypu±¢my, »e s¡ dwa takie mor�zmy f, g : u→ d. We¹my ich ekwalizator
e′ : B → U

A A-
e ◦ e′ ◦ s

B U-
e′

6
s

6
e

D
-f
-

g

Z poprzednich rozwa»a« istnieje mor�zm s : A → B. Poniewa» 1A oraz e ◦ e′ ◦ s s¡
endomor�zmami A to s¡ ekwalizowane przez e. Zatem mamy

e ◦ e′ ◦ s ◦ e = 1U ◦ e = e ◦ 1B

Poniewa» e jest ekwalizatorem to e jest mono i mamy e′ ◦ s ◦ e = 1B. St¡d e
′ jest epi

oraz f = g. Zatem U jest rzeczywi±cie obiektem pocz¡tkowym.
Q.E.D.
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Twierdzenie 6.10 (Twierdzenie Freyd'a o funktorze sprz¦»onym, FAFT)
Niech A b¦dzie kategori¡ lokalnie maª¡ i zupeªn¡ a G : A → X b¦dzie funktorem.

Wtedy funktor G ma lewy sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy gdy G zachowuje wszystkie

granice i speªnia nast¦puj¡cy

Warunek Zbioru Rozwi¡zuj¡cego: dla dowolnego obiektu X ∈ X istnieje zbiór I
oraz rodziny I-indeksowane {Ai}i∈I obiektów A i {fi : X → G(Ai)}i∈I mor�zmów w

X takie, »e dowolny mor�zm g : X → G(A) jest zªo»eniem g = G(h)◦fi dla pewnego

i ∈ I oraz h : Ai → A.

G(h)
�
�
�	

. . . G(Ai) . . . G(Aj) . . .

fi
@
@
@R

X

G(A)
?

g

. . . Ai . . . Aj . . .

A
?

h

fj

HH
HHH

HHj

Dowód: Warunek z twierdzenia jest konieczny. Ka»dy funktor prawy sprz¦»ony
zachowuje granice. Ponadto je±li F a G to dla X ∈ X jedno±¢ sprz¦»enia ηX : X →
GF (X) jest jedno-elementowy zbiorem rozwi¡zuj¡cym.

Poka»emy, »e warunki z twierdzenia s¡ wystarczaj¡ce. Z charakteryzacji sprz¦»e«,
Twierdzenie 6.2, wystarczy pokaza¢ dla dowolnego obiektu X ∈ X istnieje mor�zm
uniwersalny z obiektuX do funktora G, to znaczy istnieje obiekt A ∈ A oraz mor�zm
u : X → G(A) taki »e

G(f̄)
�

�
�	

G(A)

u
@
@
@R

X

G(B)
?

f

A

B
?

f̄

dla dowolnego obiektu B ∈ A i mor�zmu f : X → G(B) istnieje jedyny mor�zm
f̄ : A→ B taki, »e powy»szy trójk¡t jest przemienny (G(f) ◦ u = f).

De�niujemy kategori¦ X ↓ G. Obiekty kategorii X ↓ G to pary (A, f : X →
G(A)) gdzie A jest obiektemA a f jest mor�zmem z X . Mor�zm h : (A, f)→ (A′, f ′)
w X ↓ G to mor�zm h : A→ A′ w A uprzemienniaj¡cy trójk¡t

G(A) G(A′)-
G(h)

X

f
�

�
�	

f ′
@
@
@R

�atwo zauwa»y¢, »e mor�zm (A, u) jest mor�zmem uniwersalnym z X do G wtedy
i tylko wtedy gdy (A, u) jest obiektem pocz¡tkowym w X ↓ G. Zatem pozostaje do
pokazania, »e istnieje obiekt pocz¡tkowy w kategorii X ↓ G. W tym celu poka»emy,
»e kategoria X ↓ G speªnia zaªo»enia Lematu 6.9. Poj¦cie zbioru rozwi¡zuj¡cego z
Twierdzenia jest poj¦ciem zbioru rozwi¡zuj¡cego z Lematu 6.9 dla kategorii X ↓ G.
Poniewa» A jest kategori¡ lokalnie maª¡ to X ↓ G te» jest kategori¡ lokalnie maª¡.
Pozostaje jeszcze do pokazania, »e kategoria x ↓ G ma granice. Z Faktu 5.1 wynika,
»e wystarczy pokaza¢, »e funktor

P : X ↓ G −→ A
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kreuje granice.
Niech H : J → X ↓ G b¦dzie funktorem z kategorii maªej. Dla mor�zmu

α : i → j w J oznaczmy H(α : i → j) = Hα : (Ai, fi) → (Aj , fj). Poniewa» A
jest kategori¡ zupeªn¡ wi¦c mamy sto»ek graniczny (L, τ) nad funktorem P ◦ H w
A. Mamy zatem

J X ↓ G-H A-P

i j-α

G(Ai) G(aj)-
G(Hα)

X

fi ��	
fj@
@R

Ai Aj-
Hα

l

τi �
�	

τj@
@R

- -

W szczególno±ci (X, f = {fi : X → G(Ai)}i∈I) jest sto»kiem nad funktorem G◦P ◦H
o wierzchoªku X (w kategorii X ). (G(L), G(τ)) te» jest sto»kiem nad funktorem
G ◦ P ◦H o wierzchoªku G(L). Poniewa» G zachowuje granice to (G(L), G(τ)) jest
sto»kiem granicznym. Zatem istnieje jedyny mor�zm g : X → G(L) w X b¦d¡cy
mor�zmem sto»ków g : (X, f)→ (G(L), G(τ)), tzn. dla dowolnego i ∈ I trójk¡t

X G(L)-g

G(Ai)

fi
@
@
@R

G(τi)
�

�
�	

jest przemienny. To oznacza, »e ((L, g), τ) jest sto»kiem nad H. Z jedyno±ci g
wynika, »e jest to jedyny sto»ek nad H taki, »e (P (L, g), P (τ)) = (L, τ). Musimy
jeszcze pokaza¢, »e ((L, g), τ) jest sto»kiem granicznym. Niech ((B, h), σ) b¦dzie
sto»kiem nad funktorem H, gdzie σi : (B, h)→ (Ai, fi) jest mor�zmem w X ↓ G id
diagram

G(Ai) G(Aj)-
G(Hα)

G(L)

G(τi)
�

�
�
�	

G(τj)
@
@
@
@R

HHH
HHHj

HH
HH

fj

X -g

?

fi

�
�
�
�
�3
G(B)

h

-

��
���

���

G(σi)

�

XX
XXX

XXX

G(σj)

jest przemienny. W szczególno±ci (B, σ) jest sto»kiem nad funktorem P ◦ H w A.
Poniewa» (L, τ) jest sto»kiem granicznym nad P ◦ H to istnieje jedyny mor�zm
sto»ków k : (B, σ) → (L, τ)), tzn. k : B → L jest jedyny mor�zmem w A takim, »e
dla dowolnego α : i→ j diagram

(17)

Ai Aj-
Hα

B

σi

�
�

�
�
��	

σj

@
@
@
@
@@R

L
?
k

PPPPPq
�����)

τjτi

jest przemienny. Poka»emy, »e k : ((B, h), σ) → ((L, g), τ) jest jedynym mor�zmem
sto»ków z ((B, h), σ) do ((L, g), τ). Jedyno±¢ wynika st¡d, »e k jest jedyny ju» jako
mor�zm sto»ków k : (B, σ) → (L, τ)). Zatem wystarczy pokaza¢, »e k : (B, h) →
(L, g) jest mor�zmem w kategorii X ↓ G, tzn., »e trójk¡t
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G(B) G(L)-
G(k)

X

h
�

�
�	

g@
@
@R

jest przemienny. Stosuj¡c funktor G do powy»szego diagramu (17) dostajemy, »e
G(k) : (G(B), G(σ)→ (G(L), G(τ) jest mor�zmem sto»ków w A. Zatem dla i ∈ J ,
korzystaj¡c z faktu, »e G(k) jest mor�zmem sto»ków w A a σi : (B, h) → (Ai, fi)
jest mor�zmem w X ↓ G otrzymujemy

G(τi) ◦ (G(k) ◦ h) = G(τi ◦ k) ◦ h = G(σi) ◦ h = fi

Ale mor�zm g : X → G(L) tez ma t¦ wªasno±¢, »e dla dowolnego i ∈ J

G(τi) ◦ g = fi

i jest jedynym mor�zmem o tej wªasno±ci. Zatem G(k) ◦ h = g i k : ((B, h), σ) →
((L, g), τ) jest jedynym mor�zmem sto»ków. Co ko«czy dowód. Q.E.D.

Twierdzenie to ma szereg zastosowa«. Poni»ej podamy kilka z nich.
Przykªady.

1. Niech T b¦dzie przeliczaln¡ teori¡ równo±ciow¡. Wtedy UT : Alg(T ) −→ Set,
funktor zapominania z kategorii T -algebr w Set ma lewy sprz¦»ony. �atwo jest
ten fakt pokaza¢ z twierdzenia Freyda. Poniewa» UT kreuje granice i Set ma
granice to kategoria Alg(T ) ma granice i UT je zachowuje. Zatem wystarczy
sprawdzi¢ warunek zbioru rozwi¡zuj¡cego. Ustalmy zbiór X.

UT (h)
�

�
�	

. . . UT (Ai) . . . UT (Aj) . . .

ui
@
@
@R

X

UT (A)
?

g

. . . Ai . . . Aj . . .

A
?

h

uj

HH
HHH

HHj

Niech A b¦dzie T -algebr¡ a g : X → UT (A) funkcj¡ w uniwersum A. Obraz
g(X) generuje podalgebr¦ A′ algebry A która ma moc nie wi¦ksz¡ od κ =
|ω × (X + 1)|. Niech Y b¦dzie zbiorem mocy κ. Jako zbiór rozwi¡zuj¡cy
przyjmujemy wszystkie T -algebry A′ których uniwersa s¡ podzbiorami Y wraz
z wszystkimi funkcjami u′ : X → UT (A′) w uniwersa tych algebr. Takich
algebr i takich mor�zmów jest tylko zbiór. Wtedy ka»da funkcja g : X →
UT (A) faktoryzuje si¦ przez pewn¡ funkcj¦ u′ : X → A′ oraz T -homomor�zm
h : A′ → A tak, »e g = UT (h) ◦ u′.
Uwaga. Przeliczalno±¢ teorii T nie jest istotna. Mo»na j¡ ªatwo zamieni¢ na
dowoln¡ inna wi¦ksz¡ moc. Podobnie arno±¢ operacji w teorii T te» nie musi
by¢ sko«czona.

2. Niech Comp b¦dzie kategori¡ przestrzeni zwartych (w tym T2). Wtedy
U : Comp −→ Set, funktor zapominania w Set ma lewy sprz¦»ony. Ponownie
skorzystamy z twierdzenia Freyda. Poniewa» U kreuje granice i Set ma gra-
nice to kategoria Comp ma granice i U je zachowuje. Przy tym stwierdzeniu
korzystamy z Twierdzenia Tichonowa o tym, »e produkt przestrzeni zwartych
jest przestrzeni¡ zwart¡. Zatem wystarczy sprawdzi¢ warunek zbioru rozwi¡-
zuj¡cego. Ustalmy przestrze« zwart¡ X.
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UT (h)
�

�
�	

. . . UT (Zi) . . . UT (Zj) . . .

ui
@
@
@R

X

UT (Z)
?

g

. . . Zi . . . Zj . . .

Z
?

h

uj

H
HHH

HHHj

Niech Z b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ g : X → U(Z) funkcj¡ w uniwersum Z. Do-
mkni¦cie g(X) w Z zbioru g(X) jest podprzestrzeni¡ zwart¡ Z. Poka»emy, »e
domkni¦cie g(X) w dowolnej przestrzeni ma moc nie wi¦ksz¡ od mocy PP(X)
(podwójnego zbioru pot¦gowego zbioru X). Wtedy jako zbiór rozwi¡zuj¡cy
we¹miemy wszystkie przestrzenie zwarte o uniwersum b¦d¡cym podzbiorem
PP(X) wraz z wszystkimi funkcjami ze zbioru X w uniwersa tych przestrzeni.

Pozostaje do pokazania, »e je±li g : X → U(Z) jest funkcj¡ w uniwersum
przestrzeni zwartej Z tak¡, »e g(X) = Z to istnieje injekcja s : Z → PP(X).
Dla z ∈ Z funkcj¦ s okre±lamy nast¦puj¡co

s(z) = {Y ⊆ X : z ∈ g(Y )} ⊆ P(X)

Niech z, z′ ∈ Z oraz z 6= z′. Poniewa» Z jest T2 to istniej¡ zbiory otwarte
rozª¡czne Uz, Uz′ ⊆ Z takie, »e z ∈ Uz oraz z′ ∈ Uz′ . Niech V = g−1(Uz) ⊆ X.
Wtedy mamy, »e z ∈ g(V ) ale z′ 6∈ g(V ). Zatem V ∈ s(z) ale V 6∈ s(z′) i
s(z) 6= s(z′) co byªo do pokazania.
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6.8 Indukowane dziaªania grup

W tym podrozdziale poka»emy jak dowolny homomor�zm grup indukuje trzy funk-
tory sprz¦»one. Sytuacja któr¡ tu przedstawimy ma wiele ró»nych uogólnie«.

Homomor�zmem grup f : H → G indukuje funktor f∗ obci¦cia dziaªania grupy
G do dziaªanie grupy H który ma dwa funktory sprz¦»one G ⊗H (−) a f∗ a
HomH(G,−)

SetH SetG� f∗
-G⊗H (−)

-
HomH(G,−)

Opiszemy dokªadnie te funktory i sprz¦»enia. Je±li α : (X, a) → (X ′, a′) jest mor�-
zmem G-ekwiwariantnym to mamy przemienny diagram

H ×X ′ G×X ′-
f × 1X′

H ×X G×X-f × 1X

?
1H × α

?
X ′-

a′

X-a

?
1G × α

?
α

Funktor f∗ de�niujemy tak

SetH SetG� f∗

(X, a)

(X ′, a′)
?

α

f∗(X, a) =

f ∗ (X ′, a′) =
?

f∗(α)

(X, a ◦ (f × 1X′)

(X ′, a′ ◦ (f × 1X))
?

α �

Funktor G⊗H (−) na dziaªaniu (Y, b : H × Y → Y ) jest zde�niowany jako koekwa-
lizator

G×H × Y G× Y-
p′Y = 1G × b

-pY = (m× 1Y ) ◦ (1G × f × 1Y )
G⊗H Y-qY

gdzie m jest dziaªaniem w grupie G. Na elementach te mor�zmy mo»na zde�niowa¢
tak

pY (g, h, y) = (g · f(h), y) oraz pY (g, h, y) = (g, b(h, y)),

dla (g, h, y) ∈ G×H×Y . Na elementyG⊗HY mo»emy patrze¢ jak na pary g⊗y, przy
czym uto»samiamy pary g ·f(h)⊗y = g⊗a(h, y), dla h ∈ H. Powy»szy koekwalizator
mo»e by¢ rozpatrywany jak koekwalizator w Set ale te» jako koekwalizator w SetG

jako »e na zbiorach G×H ×Y i G×Y mamy oczywiste dziaªanie grupy G mno»¡ce
pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡ oraz funkcje pY i p′Y . zachowuj¡ te dziaªania. Zatem mamy
dziaªanie G na zbiorze G⊗H Y zadane przez ten koekwalizator, które na elementach
wygª¡da tak

G×G⊗H Y −→ G⊗H Y

〈g′, g ⊗ y〉 7→ g′g ⊗ y

Je±li γ : (Y ′, b′)→ (Y, b) jest mor�zme H-ekwiwariantnym to istneje jedyny mor�zm
G⊗H γ uprzemieniaj¡cy diagram
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G×H × Y ′ G× Y ′-
p′Y ′

-pY ′

G⊗H Y ′-qY ′

G×H × Y G× Y-
p′Y

-pY
G⊗H Y-qY

?

1G × 1H × γ
?

1G × γ
?

G⊗H γ

W ten sposób zde�niowali±my funktor

SetH SetG-G⊗H (−)

(Y ′, b′)

(Y, b)
?

γ

G⊗H Y ′

G⊗H Y
?

G⊗H γ-

Poka»emy, »e G⊗H (−) a f∗. Najpierw zde�niujemy odpowiednio±¢

Y f∗(X)-β

G⊗H Y X-
β

gdzie β : (Y, b)→ f∗(X, a) jest dziaªaniem H-ekwiwariantnym, to znaczy »e kwadrat

H ×X X

H × Y Y-b

?
1× β

?
β

G×X-
f × 1

-
a

jest przemienny. �atwo zauwa»y¢, »e diagram

G×G×X G×X-
1× a

G×H × Y G× Y-
p′Y

? ?

1× β

G×X X-a

-

?

· × 1X

?

a

G× Y -
1× β

G×G× Y �
1× f × 1

?

· × 1Y

1× f × β

pY

�
�

�
�
�

�
�

�
�	

jest przemienny i w konsekwencji a ◦ (1× β) ◦ pY = a ◦ (1× β) ◦ p′Y . Zatem istnieje
jedyne β uprzemienniaj¡ce poni»szy diagram

G×X X-a

G× Y G⊗H Y-qY

?

1× β
?

β

G×H × Y
-pY
-

p′Y
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Teraz wystarczy pokaza¢, »e przyporz¡dkowanie

(−) : HomH((Y, b), f∗(X, a) −→ HomG(G⊗H Y, (X, a))

β 7→ β

jest bijekcj¡ naturaln¡ w (Y, b) i (X, a). Poniewa» diagram

G×X X-a

G× Y G⊗H Y-qY

?

1× β
?

β

X -
〈e, 1X〉

Y -〈e, 1Y 〉

?

β

jest przemienny (lewy kwadrat z przyczyn formalnych, prawy z de�nicji β) to mamy

β ◦ qY ◦ 〈e, 1Y 〉 = a ◦ (1G × β) ◦ 〈e, 1Y 〉 =

= a ◦ 〈e, 1X〉 = β = β.

czyli, »e przyporz¡dkowanie β 7→ β jest injekcj¡. By pokaza¢, »e jest ono surjekcj¡
niech α : (G⊗H , ◦Y ) −→ (X, a) b¦dzie przeksztaªceniem G-ekwiwariantnym. Poka-
»emy, »e dla β = α ◦ qY ◦ 〈e, 1Y 〉 mamy β = α. To wynika z przemienno±ci diagramu

G×X X-a

G× Y G⊗H Y-qY

?

α

G×G× Y
?
1× 〈e, 1〉

G×G⊗H Y
?
1× qY

?
1× qY

1× β

-

�
�
�
�
�
�
���

∗Y

w którym lewy jest przemienny z de�nicji β, prawy dolny kwadrat jest przemienny
poniewa» α jest G-ekwiwariantne, a przemienno±¢ górnego kwadratu wynika st¡d, »e
qY jest mor�zmem G-zbiorów oraz, »e (◦Y ) ◦ (1G × 〈e, 1Y 〉) = 1G×Y

G×G⊗H Y G⊗H Y-∗Y

G×G× Y G× Y

?

1G × qY
?

qY

�1× 〈e, 1Y 〉
-

· × 1Y

Zatem przy porz¡dkowanie β 7→ β jest bijekcj¡. By pokaza¢, »e jest ono naturalne
musimy pokaza¢, »e

Y ′ -γ

G⊗H Y ′ -
G⊗H γ

Y f∗(X)-β

G⊗H Y X-
β

f∗(X ′)-f∗(α)

X ′-
α
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to znaczy, »e
f∗(α) ◦ β ◦ γ = α ◦ β ◦G⊗H γ

Ale to wynika z diagramu przemiennego

G× Y ′ G⊗H Y ′-qY ′

?

1× γ
?

G⊗H γ

-
a

G× Y G⊗H Y-qY

? ?

1× β β

G× f∗(X ′) X ′-
a′

G× f∗(X) X-

?

1G × f∗(α)

?

α

1× (f∗(α) ◦ β ◦ γ) f∗(α) ◦ β ◦ γ

- �

w którym lewy kwadrat jest przemienny z przyczyn formalnych, górny i ±rodkowy
kwadrat jest przemienny z de�nicji G ⊗H γ i β, odpowiednio, a dolny kwadrat jest
przemienny poniewa» α jest przeksztaªceniem G-ekwiwariantnym. Poniewa» mor-
�zm z G ⊗H Y ′ do X ′ uprzemienniaj¡cy zewn¦trzny kwadrat jest jedyny (a mamy
dwóch kandydató) to prawy kwadrat te» jest przemienny. A to oznacza, »e przypo-
rz¡dkowanie β 7→ β jest naturalne.

Poka»emy teraz, »e funktor HomH(G,−) jest prawym sprz¦»onym do f∗. W
tym przypadku b¦dziemy wykorzystywali argumenty odwoªuj¡ce si¦ bezpo±rednio
do elementów rozwa»anych struktur. Aby notacja byªa przejrzysta, je±li nie b¦dzie
prowadziªo to do nieporozumie«, zªo»enia w grupach G i H b¦dziemy oznaczali · lub
wcale, a dziaªania grupy na zbiór przez ∗.

Funktor

SetH SetG-HomH(G,−)

(Y ′, b′)

(Y, b)
?

β

HomH(G, Y ′)

HomH(G, Y )
?

HomH(G, γ)-

jest zde�niowany tak, »e HomH(G, Y ) jest zbiorem H-ekwiwariantnych funkcji z
G do (Y, a), gdzie G jest traktowane jako lewy H zbiór. Dziaªanie grupy G na
HomH(G, Y ) jest okre±lone nast¦puj¡co:

∗Y : G×HomH(G, Y ) −→ HomH(G, Y )

〈g, k〉 7−→ k((−) · g) : G→ Y

to znaczy, »e dziaªanie g z lewej strony na funkcj¦ k mno»y argumenty funkcji k przez
g z prawej strony. Zauwa»my, »e dla g, g′, g′′ ∈ G mamy

(g′′ ∗ (g′ ∗ k))(g) = (g′ ∗ k)(g · g′′) = k((g · g′′) · g′) = k((g · (g′′ · g′)) = (g′′ · g′) ∗ k(g)
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czyli ∗Y jest rzeczywi±cie dziaªaniem grupy G na HomH(G, Y ). Dla dowolnej funkcji
H-ekwiwariantnej γ funkcja

HomH(G, γ) : HomH(G, Y ′) −→ HomH(G, Y )

dana wzorem
k 7−→ γ ◦ k

jest G-ekwiwarinantna.
Odpowiednio±¢

f∗(X) Y-
β

X homH(G, Y )-

β̃

gdzie β : f∗(X, a)→ (Y, b) jest dziaªaniem H-ekwiwariantnym, dana jest wzorami

β̃(x) = β((−) · x)), β(x) = β̃(x)(e) (18)

dla x ∈ X. Poniewa» β jest H-ekwiwariantna, to dla h ∈ H, g ∈ G x ∈ X to mamy

h ∗ β̃(x)(g)) = h ∗ β(g ∗ x)) = β(f(h) ∗ (g ∗ x)) =

= β((f(h) · g) ∗ x)) = β̃(x)(f(h) · g)

czyli, »e β̃(x) jest funkcj¡ H-ekwiwariantn¡. Ponadto, dla g, g′ ∈ G i x′ ∈ X mamy

(g′ ∗ β̃(x))(g) = β̃(x)(g · g′) = β((g · g′) ∗ x) =

= β((g ∗ (g′ ∗ x)) = β̃(g′ ∗ x)(g) =

czyli, »e β̃ jest funkcj¡ G-ekwiwariantn¡. A to oznacza, »e

(̃−) : SetH(f∗(X), Y ) −→ SetH(X,homH(G, Y ))

jest dobrze okre±lon¡ funkcj¡. Z zale»no±ci (18) wynika, »e odpowiednio±¢ β 7→ β̃
jest bijekcj¡. Pozostaje do pokazania, »e jest ona naturalna, czyli dla funkcji G-
ekwiwariantnej α : X ′ −→ X i H-ekwiwariantnej γ : Y −→ Y ′ Mamy odpowiednio±¢

f∗(X) Y-
β

X homH(G, Y )-

β̃

f∗(X ′) -f∗(α)

X ′ -
α

Y ′-γ

homH(G, Y ′)-
homH(G, γ)

Co mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednio licz¡c. Mamy dla x′ ∈ X ′ oraz g ∈ G

˜(γ ◦ β ◦ f∗(α))(x′)(g) = γ ◦ β ◦ f∗(α)(g ∗ x′) =

= γ ◦ β(α(g ∗ x′)) = γ(β(g ∗ α(x′)) =

γ(β̃(α(x′))(g)) = (homH(G, γ)(β̃(α(x′)))(g) =

= (homH(G, γ) ◦ β̃ ◦ α)(x′)(g)
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7 Logika równo±ciowa w kategoriach

7.1 O logice jako takiej

Trudno jest znale¹¢ tak¡ de�nicj¦ logiki, która by odpowiadaªa wszystkim s¡dz¡cym,
»e si¦ ni¡ zajmuj¡. W bardzo ograniczonym matematycznym sensie mo»emy wyzna-
czy¢ logik¦ podaj¡c pewien zbiór symboli/operacji logicznych i praw, którym one
podlegaj¡. Operacje logiczne mog¡ pochodzi¢ na przykªad z tej listy: =, ∧, ∨, ⇒,
⊥, ∃, ∀, ∃!, ∃≥k, itd. Maj¡c ustalon¡ logik¦, to znaczy zbiór operacji logicznych i
praw którym one podlegaj¡ mo»emy rozwa»a¢ teorie w tej logice. Najpierw musimy
opisa¢ sygnatur¦ to znaczy symbole poza logiczne naszej teorii. Je±li sygnatura jest
wielosortowa (a my si¦ wªa±nie takimi zajmiemy) to sygnatura zawiera zbiór sortów
(które b¦d¡ interpretowane jako ró»ne rodzaje obiektów o których traktuje teoria).
Oprócz tego sygnatura zawiera symbole funkcyjne i relacyjne. Ka»dy symbol funk-
cyjny musi mie¢ okre±lon¡ arno±¢ to znaczy liczb¦ argumentów i ich sorty. Maj¡c
sygnatur¦ teorii budujemy indukcyjnie termy nad t¡ sygnatur¡. A maj¡c termy
budujemy formuªy u»ywaj¡c operacji logicznych dozwolonych w naszej logice. Tak
budujemy j¦zyk naszej teorii. Niektóre z formuª j¦zyka naszej teorii przyjmujemy za
aksjomaty.

Sorty, symbole funkcyjne i relacyjne naszej teorii interpretujemy w jakim± 'uni-
wersum semantycznym', na przykªad w zbiorach lub ogólniej w kategoriach. Je±li
s¡ to kategorie to musimy uwa»a¢ by miaªy dostatecznie bogat¡ struktur¦ by mo»na
byªo interpretowa¢ w nich wszystkie operacje logiczne u»ywane do budowania formuª
naszej teorii. Im bogatsza logika tym kategorie, w których mo»e by¢ interpretowana,
musz¡ mie¢ bogatsz¡ struktur¦. Maj¡c interpretacje sygnatury i operacji logicznych
mo»emy de�niowa¢ interpretacj¦ wszystkich formuª naszej teorii. Wtedy mo»emy
okre±li¢ poj¦cie speªniania formuªy przy danej interpretacji, to znaczy powiedzie¢
kiedy formuªa jest prawdziwa przy danej interpretacji. Interpretacja jest modelem
teorii je±li speªnia wszystkie aksjomaty tej teorii. Poniewa» sprawdzenie czy dana
formuªa jest prawdziwa przy danej interpretacji mo»e by¢ trudnym zadaniem do-
brze jest mie¢ formalny system wnioskowania, który przy pomocy manipulacji na
symbolach pomagaª pozna¢ dany model czy modele. W szczególno±ci w taki sys-
tem powinien zawiera¢ reguªy które prowadz¡ od formuª prawdziwych do nowych
formuª prawdziwych. Ten wymóg zwany jest adekwatno±ci¡ systemu formalnego.
Ponadto dobrze jest by taki system byª te» peªny, to znaczy taki, »e je±li jakie± zda-
nie ϕ prawdziwe jest przy ka»dej interpretacji zda« ze zbiory Φ to istnieje dowód w
naszym systemie zdania ϕ u»ywaj¡cy jako przesªanek zda« ze zbiory Φ.

W powy»szym stylu opiszemy teraz logik¦ równo±ciow¡ wielosortow¡ w katego-
riach ze sko«czonymi produktami. Jest to jedna z najubo»szych logik ale ju» ona
daje pewn¡ idee jaka jest specy�ka uprawiania logiki w kategoriach.

7.2 Logika równo±ciowa w kategoriach

Sygnatura Sygnatura (wielosortowa) Σ skªada si¦ ze

1. zbioru sortów X,Y, . . .

2. zbioru symboli funkcyjnych f, g, . . .; ka»dy symbol ma okre±lon¡ arno±¢

lub typ (e.g. f : X1, . . . , Xn → Y ; gdy n = 0 to f jest staª¡ sortu Y .

Termy Dla ka»dego sortu X mamy niesko«czony zbiór zmiennych sortu X. Je±li x
jest zmienn¡ to przez ]x oznaczamy sort zmiennej x.
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Zde�niujemy poj¦cie termu t nad Σ i jego typu X; oznaczenie t : X. Zbiór

termów nad Σ jest to najmniejszy zbiór taki, »e

1. zmienna x jest termem typu ]x,

2. je±li t1 : X1, . . . tn : Xn, s¡ termami oraz f : X1, . . . , Xn → X jest symbo-
lem funkcyjnym, to f(t1, . . . tn) : X te» jest termem typu X.

Konteksty Kontekst jest to sko«czony ci¡g ró»nych zmiennych ~x = 〈x1, . . . , xn〉
gdzie n ≥ 0. Wszystkie zmienne w jednym kontek±cie musz¡ by¢ ró»ne ale
mog¡ mie¢ te same typy. Je±li chcemy wskaza¢ jakie typy maj¡ zmienne to
piszemy 〈x1 : X1, . . . , xn : Xn〉 lub krócej ~x : ~X.

Termy w kontek±cie Term w kontek±cie t(~x) jesto term t wraz z kontekstem ~x,
który zawiera wszystkie zmienne wyst¦puj¡ce w t. Je±li chcemy podkre±li¢ typ
termu w kontek±cie to piszemy t(~x) : X.

Równo±¢ w kontek±cie Równo±¢ w kontek±cie to równo±¢ termów s = t(~x) gdzie
s(~x) oraz t(~x) s¡ termami w kontek±cie.

Teoria równo±ciowa Teoria równo±ciowa (wielosortowa) nad sygnatura Σ skªada
si¦ ze zbioru równo±ci termów w kontek±cie na sygnatur¡ Σ.

Interpretacja Niech cC b¦dzie kategori¡ ze sko«czonymi produktami. Interpretacj¡
sygnatury Σ (lub Σ-struktur¡ ) w kategorii C nazywamy przyporz¡dkowanie
sortom X z Σ obiektów M(X) kategorii C, oraz symbolom funkcyjnym f :
X1, . . . , Xn → X z Σ mor�zmów w C

M(f) : Πn
i=1M(Xi) = M(X1)× . . .M(Xn) −→M(X)

Je±li n = 0 to M(f) : 1 −→M(X) jest mor�zmem z obiektu ko«cowego, czyli
staª¡.

Interpretacja termów w kontek±cie Interpretacj¦ M sygnatury Σ rozszerzamy
do interpretacji termów w kontek±cie czyli w tym przypadku do interpretacji
caªego naszego j¦zyka. Dla termu w kontek±cie t(~x : ~X) : X de�niujemy
mor�zm

[|t(~x)|]M : Πn
i=1M(Xi) −→M(X)

indukcyjnie po budowie termu t w ustalonym kontek±cie ~x = 〈x1, . . . , xn〉:

1. je±li t = xj to mor�zm [|t(~x)|]M = πj : Πn
i=1M(Xi) −→ M(Xk) jest

rzutowaniem na j-ta wspóªrz¦dn¡;

2. je±li t = f(t1, . . . , tk), symbol funkcyjny f jest typu f : Y1, . . . , Yk → X,
oraz ti : Yi dla i = 1, . . . , k to mor�zm [|t(~x)|]M jest nast¦puj¡cym zªo»e-
niem

Πn
i=1M(Xi) Πk

j=1M(Yi)-〈[|t1(~x)|]M , . . . , [|tk(~x)|]M 〉
M(Y )-M(f)

Na przykªad dla termu x(x) mamy [|x(~x)|]M = idM(]x).

Cz¦sto, je±li nie b¦dzie to prowadziªo do nieporozumie«, b¦dziemy opuszczali
indeks M w interpretacji termu pisz¡c [|t(~x)|] zamiast [|t(~x)|]M .

Speªnianie Σ-strukturaM speªnia równo±¢ w kontek±cie s = t(~x), oznaczenieM |=
s = t(~x) wtedy i tylko wtedy gdy [|s(~x)|]M = [|t(~x)|]M .
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T-algebra Niech M b¦dzie Σ-struktura, a T teori¡ równo±ciowa nad Σ. Wtedy
M jest modelem teorii T , (lub T -algebra) wtedy i tylko wtedy gdy M speªnia
wszystkie równo±ci teorii T .

Homomor�zm T-algebr Niech T b¦dzie teori¡ równo±ciowa nad Σ. Homomor-

�zm T -algebr h : M → N jest to rodzina mor�zmów hX : M(X)→ N(X)
indeksowana sortami X z Σ taka, »e dla dowolnego symbolu funkcyjnego
f : X1, . . . , Xn → X, kwadrat

M(X) N(X)-
hX

Πn
i=1M(Xi) Πn

i=1N(Xi)-
Πn
i=1M(hXi)

?

M(f)

?

N(f)

jest przemienny.

Mamy homomor�zm identyczno±ciowy i zªo»enia homomor�zmów s¡ homo-
mor�zmami. Zatem mamy kategori¦ AlgC(T ) T -algebr w C czasem oznaczan¡
te» Mod(T, C).

Przykªad. Teoria monoidów T ma jeden sort X, dwa symbole funkcyjne

e :→ X oraz ◦X,X → X

oraz aksjomaty
◦(e, x) = x = ◦(x, e) (x)

◦(◦(x, x′), x′′) = ◦(x, ◦(x′, x′′)) (x, x′, x′′)

T -algebra M kategorii =�Set to zwykªy monoid. M(X) jest uniwersum monoidu,
mor�zm z obiektu ko«cowego M(e) : 1 → M(X) wyznacza element neutralny w
M(X) a funkcja M(circ) : M(X) ×M(X) → M(X) jest mno»eniem w monoidzie.
Speªnianie równo±ci ◦(e, x) = x (x) w M mówi, »e trójk¡t

M(X) M(X)×M(X)-〈[|e(x)|]M , x(x)|]M 〉

M(X)

XXXXXXXXXXXXXz[|x(x)|]M ?
M(◦)

jest przemienny, gdzie [|x(x)|] = idM(X) a mor�zm [|e(x)|] jest zªo»eniem

M(X) 1-! M(X)-M(e)

Czyli je±li ta równo±¢ jest speªniona to M(e) jest elementem neutralnym
z lewej strony ze wzgl¦du na M(◦). Podobnie równo±¢ ◦(◦(x, x′), x′′) =
◦(x, ◦(x′, x′′)) (x, x′, x′′) jest speªniona w M gdy kwadrat

M(X)×M(X) M(X)-
M(◦)

M(X)×M(X)×M(X) M(X)×M(X)-
idM(X) ×M(◦)

?

M(◦)× idM(X)

?

M(◦)

jest przemienny. Czyli gdy dziaªanie M(◦) jest ª¡czne.
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System formalny

Reguªy wnioskowania dla logiki równo±ciowej s¡ szczególnie proste. Pierwsze trzy
mówi¡, »e równo±¢ jest relacj¡ równowa»no±ci. Reguªa osªabiania mówi, »e je±li rów-
no±¢ zachodzi w jakim± kontek±cie to zachodzi te» w wi¦kszym kontek±cie. Ostatnia
reguªa mówi, »e je±li podstawimy równe termy w to samo miejsce w równych termach
to wyniki tego podstawienia te» b¦d¡ równe czyli, »e równo±¢ jest kongruencj¡.

Reguªu wnioskowania

zwrotno±¢ symetria przechodnio±¢ osªabianie podstawienie

t=t(~x)
s=t(~x)
t=s(~x)

r=s(~x), s=t(~x)
t=t(~x)

s=t(~x), ~x⊆~y
s=t(~y)

s=s′(~x), t=t′(~x,y)
t[s/y]=t′[s′/y](~x)

~x ⊆ ~y oznacza, »e zmienne z ~x wyst¦puj¡ w ~y, oraz t[s/y] oznacza term powstaªy
z termu t prze wstawienie termu s we wszystkie wyst¡pienia zmiennej y w
termie t. Term t[s/y] jest dobrze okre±lony gdy sort y i s s¡ zgodne tzn. s : ]y.

Dowód Niech teraz Φ b¦dzie zbiorem równo±ci a ϕ równo±ci¡. Dowód ϕ ze zbioru
Φ jest to ci¡g równo±ci taki, »e ostatni¡ równo±ci¡ w tym ci¡gu jest ϕ, i ka»da
równo±¢ w tym ci¡gu albo nale»y do zbioru Φ albo powstaje ze poprzednich
równo±ci przez zastosowanie jednej z powy»szych reguª wnioskowania. Je±li
istnieje dowód ϕ ze zbioru Σ to piszemy Σ ` ϕ.

Twierdzenie Zbiór twierdze« teorii równo±ciowej T jest to najmniejszy zbiór rów-
no±ci zawieraj¡cy aksjomaty teorii T oraz zamkni¦ty na powy»sze reguªy wnio-
skowania.

Twierdzenie 7.1 (O adekwatno±ci) Niech M b¦dzie Σ-struktur¡, Φ b¦dzie zbio-

rem równo±ci a ϕ równo±ci¡. Je±li Φ ` ϕ oraz M |= Φ to M |= ϕ.

Dowód: Nale»y pokaza¢, »e równo±ci speªniane w Σ-strukturze M s¡ zamkni¦te na
reguªy wnioskowania. Zwrotno±¢, symetria i przechodnio±¢ s¡ oczywiste natomiast
zamkni¦cie na reguªy osªabiania i podstawienia wynikaj¡ z poni»szych lematów.

Q.E.D.

Lemat 7.2 (O podstawianiu) Niech M b¦dzie Σ-struktur¡. Niech t(~x) b¦dzie ter-
mem w kontek±cie ~x = 〈x1 : X1, . . . , xn : Xn〉, si(~y) : Xi b¦dzie termem w kontek±cie

~y, dla i = 1, . . . , n. Wtedy

[|t[~s/~y]|] = [|t(~x)|] ◦ 〈[|s1(~y)|], . . . , [|sn(~y)|]〉

gdzie t[~s/~y oznacza jednoczesne podstawienie termów s1, . . . , sn w miejsca zmiennych

x1 . . . , xn.

Dowód: Dowód lematu przeprowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na budow¦
termu t.

Je±li t = xi to mamy

[|t(~x)|] ◦ 〈[|s1(~y)|], . . . , [|sn(~y)|]〉 == πi ◦ 〈[|s1(~y)|], . . . , [|sn(~y)|]〉 = [|si(~y)|] = [|t[~s/~y]|]

Je±li t = f(t1, . . . , tk) to mamy

[|t(~x)|] ◦ 〈[|s1(~y)|], . . . , [|sn(~y)|]〉 =

70



= (M(f) ◦ 〈[|t1(~x)|], . . . , [|tk(~x)|]〉) ◦ 〈[|s1(~y)|], . . . , [|sn(~y)|]〉 =

= M(f) ◦ 〈[|t1(~x)|] ◦ 〈[|s1(~y)|], . . . , [|sn(~y)|]〉, . . . , [|tk(~x) ◦ 〈[|s1(~y)|], . . . , [|sn(~y)|]〉|]〉 =

= M(f) ◦ 〈[|t1[~s/~y]|], . . . , [|tk[~s/~y]|]〉 = [|t[~s/~y]|]

Q.E.D.

Wniosek 7.3 Równo±ci speªniane w Σ-strukturze M s¡ zamkni¦te na reguª¦ podsta-

wienia.

Dowód: Zaªó»my, »e [|s(~x)|]M = [|s′(~x)|]M oraz [|t(~x, y)|]M = [|t′(~x, y)|]M ,
~x = x1, . . . , xn. Wtedy u»ywaj¡c Lematu o podstawianiu otrzymujemy

[|t[s/y](~x)|]M = [|t[(~x, s)/(~x, y)](~x)|] =

= [|t(~x, y)|] ◦ 〈[|x1(~x)|], . . . , [|xn(~x)|], [|s(~x)|]〉 =

= [|t′(~x, y)|] ◦ 〈[|x1(~x)|], . . . , [|xn(~x)|], [|s′(~x)|]〉 =

= [|t′[(~x, s′)/(~x, y)](~x)|] = [|t′[s′/y](~x)|]M .

Q.E.D.

Lemat 7.4 Niech t(~x) b¦dzie termem w kontek±cie oraz ~x ⊆ ~y. Wtedy [|t(~y)|] =
[|t(~x)|] ◦ π gdzie π jest rzutowaniem

Πn
j=1M(Yj) Πk

i=1M(Xi)-
〈πf(1), . . . , πf(k)〉

f : {1, . . . , k} −→ {1, . . . , n} oraz yf(i) = xi dla i = 1, . . . , k.

Dowód: Wystarczy przyj¡¢ w Lemacie o podstawianiu za termy si zmienne xi.
Q.E.D.

Wniosek 7.5 (Osªabianie) Równo±ci speªniane w Σ-strukturzeM s¡ zamkni¦te na

reguª¦ osªabiania.

Dowód: Niech konteksty ~x, ~y i mo�zm π bed¡ jak w poprzednim lemacie, oraz
M |= t = t′(~x). Wtedy

[|t(~y)|]M = [|t(~x)|] ◦ π = [|t′(~x)|] ◦ π = [|t′(~y)|]M

Q.E.D.

Przykªad. Poni»szy przykªad pokazuje, »e je±li by±my u»ywali reguª bez kontekstu
to nasz system nie byª by adekwatny. Niech sygnatura Σ teorii T b¦dzie taka jak na
diagramie

-
g

X Y
-f

�
e

Z
-m?

a
?
b
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To znaczy Σ ma trzy sorty X, Y , Z i pi¦¢ symboli funkcyjnych z których na przykªad
f prowadzi z sortu X do Y , natomiast a z produktu pustego w Y , itd.

A równo±ci teorii T s¡ nast¦puj¡ce:

f(x) = a, g(x) = b, e(m(y)) = y, m(f(x)) = m(g(x).

Wtedy mamy

a = f(x) = e(m(f(x))) = e(m(g(x))) = g(x) = b

czyli T ` a = b, to znaczy, »e T dowodzi równosci a = b bez kontekstu. Ale s¡ modele
teorii T w Set w których równo±¢ a = b nie zachodzi. Niech M b¦dzie nast¦puj¡c¡
Σ-struktur¡ w Set:

M(X) = ∅, M(Y ) = M(Z) = {0, 1},

M(a) = 0, M(b) = 1, M(m) = M(e) = id{0,1}, M(f) = M(g) = ∅

Natomiast, je±li by±my rozwa»ali powy»sz¡ teori¦ z uwzgl¦dnieniem kontekstów
to równo±¢ T wygl¡daªy by tak

f(x) = a(x), g(x) = b(x), e(m(y)) = y(y), m(f(x)) = m(g(x)(x)

i mogliby±my co najwy»ej udowodni¢, równo±¢ w kontek±cie a = b(x). To oznacza,
»e mor�zm ! : M(X) → 1 ekwalizuje mor�zmy M(a) i M(b), lub innymi sªowy, »e
diagram

M(X) 1-
! -

M(b)
M(Y )

-M(a)

jest przemienny. I to jest prawd¡ w ka»dym modelu teorii T , cho¢ w powy»szym
modelu jest to prawd¡ z tego powodu, »e M(X) jest zbiorem pustym.

Twierdzenie 7.6 (O zupeªno±ci wzgl¦dem Set) Niech T b¦dzie teori¡ równo-

±ciowa nad sygnatur¡ Σ, ϕ równo±ci¡ nad Σ. Wtedy ϕ jest twierdzeniem teorii T
wtedy i tylko wtedy gdy ϕ jest prawdziwe we wszystkich T -algebrach w Set.

Dowód: Dla dowolnego kontekstu (~x : ~A) = (x1 : A1, . . . , xn : An), skonstruujemy
T -algebr¦ FT (~x) woln¡ o generatorach (x1 : A1, . . . , xn : An) w Set o tej wªasno±ci,
»e dla dowolnej równo±ci u = v(~x) mamy

FT (~x) |= u = v(~x) wiw gdy T ` u = v(~x) (19)

czyli, »e FT (~x) speªnia dokªadnie te równo±ci w kontek±cie ~x, które dowodzi teoria
T .

Interpretacj¡ sortu A sygnatury Σ jest zbiór termów typu A podzielony przez
relacj¡ dowodliwo±ci w teorii T czyli

FT (~x)(A) = {s(~x) | s term typu A}/∼T

gdzie ∼T jest relacj¡ równowa»no±ci tak¡, »e

s(~x) ∼T t(~x) wiw gdy T ` s = t(~x).
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Interpretacj¡ symbolu funkcyjnego f : B1, . . . Bm → B sygnatury Σ jest funkcja

FT (~x)(f) : FT (~x)(B1)× . . .× FT (~x)(Bm) −→ FT (~x)(B)

dana jest wzorem

FT (~x)(f)([s1(~x)]∼T , . . . , [sm(~x)]∼T ) = [f(s1, . . . , sm)(~x)]∼T

dla [s1(~x)]∼T ∈ FT (~x)(B1), . . . , [sm(~x)]∼T ∈ FT (~x)(Bm). Zauwa»my, ze je±li

s1 = s′1(~x), . . . , sm = s′m(~x), f(~y) = f(~y) (~y)

f(s1, . . . , sm) = f(s′1, . . . , s
′
m)(~x)

(gdzie yj , sj , s
′
j maja tem sam sort) jest instancj¡ reguªy podstawienia. Zatem je±li

s1 ∼T s′1, . . . , sm ∼T s′m to f(s1, . . . , sm) ∼T f(s′1, . . . , s
′
m)

A to oznacza, »e de�nicja FT (~x)(f) nie zale»y od wyboru reprezentantów.
Zauwa»my, ze je±li T ` u = v(~y) to dla dowolnych termów s1(~x), . . . , sm(~x)

maj¡cych sorty takie jak zmienne y1, . . . , ym

s1 = s1(~x), . . . , sm = sm(~x), u = v (~y)

u(s1, . . . , sm) = v(s′1, . . . , s
′
m)(~x)

jest instancj¡ reguªy podstawienia. Zatem je±li

u ∼T v to u(s1, . . . , sm) ∼T t(s1, . . . , sm)

A to oznacza, »e de�nicja FT (~x) speªnia wszystkie równo±ci teorii T , czyli, ze FT (~x)
jest T -algebr¡.

Z drugiej strony, FT (~x) |= u = v(~x) oznacza, »e funkcje

FT (~x)(u), FT (~x)(v) : FT (~x)(A1)× . . .× FT (~x)(An) −→ FT (~x)(B)

s¡ równe, gdzie B jest wspólnym sortem termów u i v. W szczególno±ci dla termów
x1(~x), . . . , xn(~x) mamy

[u(~x)]∼T = FT (~x)(u)([x1(~x)]∼T , . . . , [xn(~x)]∼T ) =

= FT (~x)(v)([x1(~x)]∼T , . . . , [xn(~x)]∼T ) = [v(~x)]∼T

czyli, »e T ` s = t(~x). To ko«czy dowód (19) i caªego twierdzenia.
Q.E.D.

7.3 Od teorii do kategorii, model generic

Poni»szy fakt mówi, »e modele mo»na transportowa¢ z kategorii do kategorii przy
pomocy funktorów zachowuj¡cych produkty.

Fakt 7.7 Niech F : C → D b¦dzie funktorem zachowuj¡cym sko«czone produkty, T
teori¡ równo±ciow¡ nad Σ. Wtedy

1. Je±li M jest T algebr¡ w C to F (M), zªo»enie przyporz¡dkowania M z funkto-

rem F , jest T -algebr¡ w D.

2. Je±li h : M → N jest homomor�zmem T -algebr w C to F (h) : F (M)→ F (N)
jest homomor�zmem T -algebr w D.
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3. Je±li M jest T algebr¡ w C i τ : F → F ′ jest naturalna transformacj¡ pomi¦dzy

funktorami F, F ′ : C → D zachowuj¡cymi sko«czone produkty to rodzina τX :
F (M) → F ′(M) dla X b¦d¡cymi sortami Σ jest homomor�zmem T algebr w

D.

Dowód: Intepretacja M sygnatury Σ w kategorii C u»ywa sko«czonych produktów.
Zatem je±li F : C → D zachowuje sko«czone produkty to F (M) zªo»enie interpretacji
M z funktorem F jest interpretacja Σ w D. Ponadto interpretacja termów nad
Σ w kategorii u»ywa sko«czonych produktów, zªo»e« i identyczno±ci. Jako »e te
operacje s¡ zachowywane przez funktor F , dla dowolnego termu t(~x) nad Σ, mamy
F ([|t(~x)|]M ) = [|t(~x)|]F (M). W szczególno±ci Σ-struktura F (M) w D speªnia wszystkie
te równo±ci które speªniaªa Σ-struktura M w C. To pokazuje punkt 1.

Punkty 2. i 3. s¡ prostsze i zostawiamy je jako ¢wiczenie. Q.E.D.

Wniosek 7.8 Mamy 2-funktor

FP CAT-Mod(T,−)

-

?

Mod(T, F )

Mod(T, C)

Mod(T,D)
?

Mod(T, F ′)

?

F

C

D
?

F ′ -Mod(T, τ)-τ

gdzie FP jest 2-kategori¡ kategorii ze sko«czonymi produktami, funktorów zachowu-

j¡cych sko«czone produkty i naturalnych transformacji pomi¦dzy niemi, a CAT jest

2-kategori¡ kategorii, funktorów i naturalnych transformacji pomi¦dzy niemi.

Dowód: Przeksztaªcenie opisane w powy»szym fakcie przeksztaªca kategorie na ka-
tegorie, funktory na funktory i transformacje naturalne na transformacje naturalne.
Ponadto zachowuje dziedziny i przeciwdziedziny funktorów i naturalnych transforma-
cji, identyczno±ci na kategoriach i na funktorach, zªo»enia funktorów oraz wertykalne
i horyzontalne zªo»enia naturalnych transformacji. To tyle ile w tym przypadku zna-
czy by¢ 2-funktorem. Q.E.D.

Fakt 7.9 (Kategoria klasy�kuj¡ca i model generic) Niech T b¦dzie teori¡

równo±ciow¡. Wtedy istnieje kategoria klasy�kuj¡ca Cl[T ] ze sko«czonymi produk-

tami oraz model generic GT teorii T w kategorii Cl[T ] takie, »e dla dowolnej kategorii

ze sko«czonymi produktami E

1. dla dowolnej T -algebry M w E istnieje jedyny (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu)

funktor M : Cl[T ] → E zachowuj¡cy produkty taki, »e M jest izomor�czny z

M(GT ).

2. dla dowolnego homomor�zmu T -algebr h : M → N w E istnieje jedyna trans-

formacja naturalna h : M → N uprzemienniaj¡ca diagram

M(GT ) N(GT )-
hGT

M N-
h

?

∼=
?

∼=
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Dowód: Niech T b¦dzie teori¡ równo±ciow¡ nad sygnatur¡ Σ. Obiektami ka-
tegorii Cl[T ] s¡ konteksty ~x = x1, . . . , xn nad Σ. Je±li ~y = y1, . . . , ym jest innym
kontekstem nad Σ to mor�zm z ~x do ~y

[~t(~x)]∼ = [t1(~x), . . . , tm(~x)]∼ : ~x −→ ~y

jest klas¡ abstrakcji m-tki termów t1(~x), . . . , tm(~x) w kontek±cie ~x, takich »e
sort termu ti jest taki sam jak sort zmiennej yi, dla i = 1, . . . ,m. Dwie m-
tki t1(~x), . . . , tm(~x) oraz s1(~x), . . . , sm(~x) uto»samiamy gdy T ` ti = si(~x), dla
i = 1, . . . ,m.

Wtedy mor�zm
[x1(~x), . . . , xn(~x)]∼ : ~x −→ ~x

jest mor�zmem identyczno±ciowym. Zªo»enie jest de�niowane jako podstawienie ter-
mów w termach6

~x ~z-
[~t(~s/~y)(~x)]∼

~y

[~s(~x)]∼

�
�
�
��

[~t(~y)]∼

@
@
@
@R

U»ywaj¡c systemu formalnego ªatwo pokaza¢, »e w ten sposób zde�niowane zªo»enia
sa dobrze okre±lone (nie zale»¡ od wyboru reprezentantów), identyczno±ci s¡ rzeczy-
wi±cie neutralne ze wzgl¦du na zªo»enia oraz, »e zªo»enia sa ª¡czne.

Obiektem ko«cowym w kategorii Cl[T ] jest kontekst pusty, a produktem binar-
nym kontekstów ~x i ~y jest urozª¡czniona konkatenacja ~x i ~y. Dokªadniej niech ~x′ i
~y′ b¦d¡ kontekstami maj¡cymi zmienne tych samych typów co ~x i ~y ale tak by ci¡g
~x′, ~y′ byª ciagiem ró»nych zmiennych, czyli »eby byª kontekstem. Wtedy diagram

~x ~y

~x′, ~y′

[~x′(~x′, ~y′)]∼

�
�

��	

[~y′(~x′, ~y′)]∼

@
@
@@R

jest produktem ~x i ~y w kategorii Cl[T ].
Model generic GT teorii T w kategorii Cl[T ] interpretuje sort X sygnatury Σ jako

kontekst x : X, dla pewnej zmiennej x sortuX, a symbol funkcyjny f : X1, . . . , Xn →
Y jako mor�zm [f(~x)]∼ : ~x −→ y, gdzie ~x : ~X oraz y : Y .

Je±li M jest T -algebr¡ w kategorii E ze sko«czonymi produktami to de�niuj¡c

M : Cl[T ] −→ E

tak, »e

M(~x) =
n∏
i=1

M(Xi), M([t(~x)]∼) = [|t(~x)|]M

otrzymujemy funktor M zachowuj¡cy produkty i taki, »e M(GT ) jest izomor�czne z
M , czyli »e diagram

6Pomysª interpretacji jako podstawienia pochodzi z tezy doktorskiej F.W.Lawvere'a z 1963 roku.
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Σ Cl[T ]-GT

E
?

M

PPPPPPPPPPPPPPPq

M

jest przemienny z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Q.E.D.

Uwaga. Kategoria Cl[T ] skonstruowana w powy»szym dowodzie jest równowa»na
z kategori¡ dualn¡ do kategorii T -algebr wolnych o sko«czonej liczbie generatorów.

Wniosek 7.10 (Modele jako funktory) Niech T b¦dzie teori¡ równo±ciow¡ a E
kategorii ze sko«czonymi produktami. Wtedy

1. istnieje naturalna równowa»no±¢ kategorii pomi¦dzy kategori¡ Mod(T, E) mo-

deli teorii T w E oraz kategori¡ FP (Cl[T ]), E) funktorów zachowuj¡cych pro-

dukty z kategorii klasy�kuj¡cej T w E.

2. powy»sza równowa»no±¢ jest naturalna w E i 2-funktor

Mod(T,−) : FP −→ CAT

jest reprezentowalny przez kategori¦ Cl[T ].

Dowód: Wniosek jest w istocie przeformuªowaniem powy»szego faktu. Q.E.D.

Przykªad. Teorie Lawvere'a Na teorie Lawvere'a mo»na patrzy¢ jak na 'bar-
dzo oszcz¦dnie konstruowane' kategorie klasy�kuj¡ce teorie równo±ciowe, które maja
dokªadnie jeden sort.

Teoria Lawvere'a jest to kategoria T, której obiektami s¡ liczby naturalne
ω = {0, 1, 2, . . .} taka, »e dla dowolnego n ∈ ω istnieje n rzutowa« πni : n → 1 dla
i = 1, . . . , n tak, »e n wraz z tymi rzutowaniami jest n-krotnym produktem obiektu
1, to znaczy n = 1n dla n ∈ ω.

Zatem by zde�niowa¢ teori¦ Lawvere'a T wystarczy okre±li¢ zbiory homT(n,m)
dla dowolnych m,n ∈ ω oraz operacje zªo»enia.

By pokaza¢ przykªad konkretny okre±limy homT(n,m) jakom-tki wielomianów o
wspóªczynnikach caªkowitych od n-zmiennych x1, . . . , xn a zªo»enie jako podstawienie
wielomianów do wielomianów. Wtedy taka kategoria T jest teori¡ pier±cieni, w tym
sensie »e dla dowolnej kategorii ze sko«czonymi produktami E , kategoria pier±cieni
w E jest równowa»na z kategori¡ funktorów z T do E zachowuj¡cych sko«czone
produkty.

Mo»na pokaza¢, »e je±li dowolnej teorii równo±ciowej (jednosortowej) odpowiada
teoria Lawvere'a i jest ona równowa»na z kategori¡ dualna do kategorii sko«czenie
generowanych algebr wolnych.

Uwaga. Teraz wiedz¡c, »e modele teorii T odpowiadaj¡ funktorom zachowuj¡-
cym produkty sko«czone z Cl[T ] w kategorie ze sko«czonymi produktami zupeªno±ci
wzgl¦dem Set mo»na otrzyma¢ z Lematu Yonedy. Wystarczy pokaza¢, »e dla dowol-
nej pary ró»nych mor�zmów [~t(~x)]∼, [~t(~x)]∼ w Cl[T ] istnieje funktor zachowuj¡cy
produkty M : Cl[T ] −→ Set teorii T taki, »e

M([~t(~x)]∼) 6= M([~s(~x)]∼) (20)
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Wªo»enie Yonedy Y : Cl[T ] −→ SetCl[T ]
op

jest wierne i zachowuje wszystkie istnie-
j¡ce granice. Istnieje zatem Y ([~t(~x)]∼) 6= Y ([~s(~x)]∼) i stnieje obiekt c w C taki, »e
Y ([~t(~x)]∼)c 6= Y ([~s(~x)]∼)c. A to oznacza, »e dla funktoraM = evc◦Y : Cl[T ] :→ Set
zachowuj¡cego sko«czone produkty mamy (20).

7.4 Od kategorii do teorii

Tak jak dla teorii równo±ciowej T mo»emy zde�niowa¢ jej kategori¦ klasy�kuj¡ca
Cl[T ], tak te» maj¡c kategori¦ ze sko«czonymi produktami C mo»emy zde�niowa¢
teori¦ równo±ciow¡ Th(C) o tej wªasno±ci, »e dla dowolnej kategorii ze sko«czonymi
produktami E , kategoria modeli Th(C) w E jest równowa»na kategorii funktorów
zachowuj¡cych produkty z C w E . Ponadto teoria Th(C) ma model generic GC w
kategorii C, który ustala t¡ równowa»no±¢. By opisa¢ teori¦ Th(C) musimy najpierw
opisa¢ sygnatur¦ ΣC j¦zyka wewn¦trznego kategorii C.

Sygnatura ΣC skªada si¦ z:

1. jednego sortu X dla ka»dego obiektu X kategorii C,

2. jednego symbolu funkcyjnego f : X1, . . . , Xn → Y dla ka»dego mor�zmu f :
X1 × . . .×Xn → Y kategorii C.

J¦zyk wewn¦trzny kategorii C (ze sko«czonymi produktami) stanowi¡ termy nad
sygnatur¡ ΣC. Mamy wyró»nion¡ ΣC-struktur¦MC w kategoriiC która interpretuje
ka»dy sort X sygnatury ΣC jako ten sam sort X (ale rozwa»any jako obiekty C) i
ka»dy symbol funkcyjny f : X1, . . . , Xn → Y jako ten sam symbol funkcyjny (ale
rozwa»any jako mor�zm C). Jako aksjomaty teorii Th(C) przyjmujemy wszystkie
równo±ci w kontek±cie które s¡ speªnione w MC.

Fakt 7.11 Dla dowolnej kategorii (maªej) ze sko«czonymi produktami C, kategoria

klasy�kuj¡ca teori¦ Th(C) jest równowa»na z C. Ponadto

1. f : X → X jest mor�zmem identyczno±ciowym wtedy i tylko wtedy gdy MC |=
f(x) = x(x),

2. h : X → Z jest zªo»eniem mor�zmów g : Y → Z i f : X → Y wtedy i tylko

wtedy gdy MC |= h(x) = g(h(x))(x),

3. obiekt T jest obiektem ko«cowym wtedy i tylko wtedy gdy istniej mor�zm

t : 1→ T taki, »e MC |= t = x(x), gdzie x : T ,

4. diagram

X Z� p
Y-

q

jest produktem binarnym tylko wtedy gdy istniej mor�zm r : X × Y → Z taki,

»e

MC |= p(r(x, y)) = x(x, y), MC |= q(r(x, y)) = y(x, y),

MC |= r(p(z), p(z)) = z(z).

Dowód: Kategoria klasy�kuj¡ca Cl[Th(C)] jest kre±lona z dokªadno±ci¡ do rów-
nowa»no±ci kategorii a model generic GTh(C) jest okre±lony z dokªadno±ci¡ do izo-
mor�zmu (w ustalonej kategorii klasy�kuj¡cej). W tym sensie C jest kategoria kla-
sy�kuj¡c¡ z MC jako modelem generic.
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Ad 1. Interpretacja [|x(x)|]MC
jest identyczno±ci¡ na M(X) a interpretacja

[|f(x)(x)|]MC
jest równa f . Z de�nicji speªniania, MC |= f(x) = x(x) wtedy i

tylko wtedy gdy [|x(x)|]MC
= [|f(x)(x)|]MC

. Zatem MC |= f(x) = x(x) wtedy i tylko
wtedy gdy f identyczno±ci¡.

Pozostaªe punkty pozostawiam jako ¢wiczenie. Q.E.D.

Z powy»szego faktu wynika, »e fakty dotycz¡ce kategorii ze sko«czonymi pro-
duktami mo»na wyra»a¢ w j¦zyku teorii równo±ciowych. Mo»na te» u»ywa¢ logiki
równo±ciowej by takie fakty dowodzi¢.

7.5 Interpretacje jako mor�zmy teorii

Do tej pory pokazali±my, »e mamy 'pewn¡ odpowiednio±¢' pomi¦dzy teoriami rów-
no±ciowymi wielosortowymi a kategoriami ze sko«czonymi produktami. By mo»na
t¡ 'odpowiednio±¢' wogóle wyrazi¢ jako fakt matematyczny, jako 'co± w rodzaju rów-
nowa»no±ci kategorii' musimy zobaczy¢ jak wygl¡daj¡ mor�zmy pomi¦dzy takimi
strukturami. W przypadku kategorii ze sko«czonymi produktami sprawa jest ja-
sna. Mor�zmy zachowuj¡ce struktur¦ to funktory zachowuj¡ce sko«czone produkty.
Ponadto widzimy, »e pomi¦dzy takimi mor�zmami mamy jeszcze jeden poziom mor-
�zmów: naturalne transformacje. W ten sposób kategorie ze sko«czonymi produk-
tami, funktory zachowuj¡ce sko«czone produkty oraz naturalne transformacje tworz¡
struktur¦ któr¡ nazywamy 2-kategori¡.

Poj¦cie mor�zmu teorii równo±ciowych jest bardziej skomplikowane. MOr�zmy
takie to tak zwane interpretacje. Niech T i T ′ b¦d¡ teoriami równo±ciowymi nad
sygnaturami Σ i Σ′, odpowiednio. Interpretacj¡ I : T → T ′ teorii T w teorii T ′

nazywamy przyporz¡dkowanie

1. sortom X z Σ ci¡gu sortów I(X) = Y1, . . . , Yn z Σ′,

2. symbolom funkcyjnym f : X1, . . . , Xk → X ci¡gu symboli funkcyjnych
I(f)i : I(X1), . . . , I(Xk)→ Yi, dla i = 1, . . . , n, gdzie I(X) = Y1, . . . , Yn

takie, »e je±li s = t(~x) jest aksjomatem teorii T to T ′ ` I(s) = I(t)(I(~x)) czyli, »e
aksjomaty teorii T s¡ tªumaczone na twiedzenia teorii T ′.

Ponadto interpretacje mo»na porównywa¢, to znaczy mo»na zde�niowa¢ mor�-
zmy pomi¦dzy interpretacjami tak by otrzyma¢ 2-kategori¦ TA teorii równo±ciowych,
interpretacji, i mor�zmów porównuj¡cych interpretacje. Wtedy konstrukcja kategorii
klasy�kuj¡cej Cl[T ] dla teorii rozszerza si¦ do homomor�zmu bikategorii

TA FP-Cl[−]

-

?

Cl[I]

Cl[T ]

Cl[T ′]
?

Cl[I]

?

I

T

T ′
?

I ′ -Cl[τ ]-τ

który jest równowa»no±ci¡ w sensie 2-kategorii.
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8 Zadania

8.1 Kategorie, funktory, naturalne transformacje, epi, mono, izo

1. Podaj charakteryzacj¦ monomor�zmów i epimor�zmów w kategorii Set.

2. Poka», »e w Set ka»dy mor�zm który jest mono i epi jest te» izo.

3. Niech f : X → Y b¦dzie mor�zmem w kategorii C. Poka», »e

(a) Je±li f jest split epi i mono to jest izo.

(b) Je±li f jest split mono i epi to jest izo.

4. Niech f : X → X b¦dzie epimor�zmem w kategorii C takim, »e f ◦ f = f .
Poka», »e f = 1X .

5. Podaj przykªad mor�zmu, który jest monomor�zmem i epimor�zmem ale nie
jest izomor�zmem.

6. Podaj przykªad mor�zmu w kategorii monoidów Mon i kategorii pier±cieni
Rng, który jest monomor�zmem i epimor�zmem ale nie jest izomor�zmem.

7. Poka», »e zªo»enie dwóch epimor�zmów (monomor�zmów, izomor�zmów) jest
epimor�zmem (monomor�zmem, izomor�zmem).

8. Poka», »e je±li zªo»enie mor�zmów g ◦ f jest epi to g te» jest epi.

9. Poka», »e je±li zªo»enie mor�zmów g ◦ f jest mono to f te» jest mono.

10. Opisz epimor�zmy regularne w Alg(t) dla dowolnej teorii równo±ciowej T .

11. Opisz epimor�zmy regularne w kategorii cz¦±ciowych porz¡dków Poset.

12. Poka», »e zªo»enie funktorów jest funktorem.

13. Poka», »e funktor zapominania U : Top→ Set jest wierny ale nie jest peªny.

14. Poka», »e funktor rzutowania π0 : C × C → C jest wierny wtedy i tylko wtedy
gdy C jest praporz¡dkiem.

15. Poka», »e ka»dy funktor zachowuje izomor�zmy, split epi i split mono.

16. Poka», »e ka»dy wierny funktor odbija epimor�zmy i monomor�zmy.

17. Poka», »e je±li funktor F : C → D jest wierny i peªny oraz X,Y s¡ obiektami
w C takimi, »e F (X) ∼= F (Y ) to X ∼= Y . W szczególno±ci, poka», »e funktor
wierny i peªny odbija izomor�zmy.

18. Poka», »e zªo»enie naturalnych transformacji jest naturaln¡ transformacj¡.

19. Niech F,G : A → B b¦d¡ funktorami. Poka», »e naturalna transformacja
τ : F → G jest naturalnym izomor�zmem wtedu i tylko wtedy gdy ka»da
skªadowa τa, dla a ∈ A jest izomor�zmem.

20. Niech V ectK,fin b¦dzie kategori¡ sko«czenie wymiarowych przestrzeni linio-
wych nad ciaªem K,M kategoria której obiektami s¡ liczby naturalne a mor-
�zmami z m do n macierze n×m wspóªczynnikach z K. Zªo»enie macierzy to
zwykªe mono»enie macierzy. Pokaza¢, »e te kategorie s¡ równowa»ne.
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21. Poka», »e kategorie Grfin i Grωfin s¡ równowa»ne.

22. Kategoria A jest szkieletowa o ile dla dowolnych obiektów A,B ∈ A, je»eli A ∼=
B to A = B. Poka», »e ka»da kategoria jest równowa»na kategorii szkieletowej.

23. Niech V eck,fin b¦dzie kategori¡ sko«czenie wymiarowych przestrzeni liniowych
nad ciaªem k i przeksztaªce« liniowych. Poka», »e kategorie V eck,fin oraz
V ecopk,fin s¡ równowa»ne.

24. Niech G b¦dzie grup¡, G− Set b¦dzie kategori¡ dziaªa« grupu G na zbiorach
i przeksztaªce« G-ekwiwariantnych, SetG kategoria funktorów z grupy G (roz-
wa»anej jako kategoria z jednym obiektem) w kategori¦ Set i transformacji
naturalnych. Poka», »e kategorie G− Set i SetG s¡ równowa»ne.

25. Niech Rel b¦dzie kategori¡ zbiorów i relacji, tzn Rel(X,Y ) = P(X×Y ) (relacje
skªadamy w zwykªy sposób). Poka», »e kategorieRel orazRelop s¡ równowa»ne.

26. Krat¡ nazywamy cz¦±ciowy porz¡dek w którym s¡ sko«czone kresy (∧ górny i
∨ dolny). Krata A jest dystrybutywna o ile dla dowolnych a, b, c ∈ A zachodzi
równo±¢:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

Algebra Boole'a to krata dystrybutywna w której ka»dy element a ma uzupeª-
nienia −a takie, »e

a ∨ −a = 1 a ∧ −a = 0

Poka», »e kategoria sko«czonych algebr Boole'a jest równowa»na z kategori¡
dualn¡ do kategorii zbiorów sko«czonych.

8.2 2-kategoria Cat

1. Poka», »e zªo»enie horyzontalne jest ª¡czne.

2. (Eckmann-Hilton) Niech ◦ i ∗ b¦d¡ dwiema operacjami binarnymi na tym
samym zbiorze X z t¡ sam¡ jedynk¡ 1 ∈ X oraz speªniaj¡cymi równo±¢

(a ∗ b) ◦ (c ∗ d) = (a ◦ c) ∗ (b ◦ d).

Poka», »e dziaªania te s¡ sobie równe, przemienne i ª¡czne.

3. Dane s¡ kategorie, funktory, i transformacje naturalne jak na poni»szym dia-
gramie

C0 C1-F C2
-

G2

-

-G0

C3-KG1 σ ⇓
τ ⇓

Poka», »e zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci

(a) K(σF ) = K(σ)F ;

(b) K(τ ◦ σ) = K(τ) ◦K(σ);

(c) (τ ◦ σ)F = τF ◦ σF .

4. (MEL - Middle Exchange Law - Prawo wymiany ±rodkowej) Poka», »e maj¡c
diagram kategorii, funktorów, i transformacji naturalnych
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• •
-

-

-

-

•-
-

σ0 ⇓
τ0 ⇓

σ1 ⇓
τ1 ⇓

zachodzi nast¦puj¡ce prawo

(τ1 ∗ τ0) ◦ (σ1 ∗ σ0) = (τ1 ◦ σ1) ∗ (τ0 ◦ σ0)

5. Poka», u»ywaj¡c poprzednich zada«, »e je±li mamy dwie naturalne transforma-
cje z funktora identyczno±ciowego w funktor identyczno±ciowy τ, σ : 1C → 1C
to

τ ◦ σ = τ ∗ σ = σ ∗ τ

6. Transformacje naturalne z funktora identyczno±ciowego w funktor identyczno-
±ciowy τ : 1C → 1C tworz¡ monoid (cho¢ nie musi by¢ to monoid maªy). Opisz
ten monoid dla kategorii C równej Gr, Ab, Mon, Set.

8.3 Funktory reprezentowalne

1. Poka», »e funktory 2(−),P : Setop → Set s¡ naturalnie izomor�czne. Wywnio-
skuj st¡d, »e P jest reprezentowalny.

2. Poka», »e funktor zapominania z kategorii grup Gr w kategori¦ zbiorów Set
jest reprezentowalny.

3. Niech N b¦dzie kategori¡, której obiektami s¡ liczby naturalne, a mor�zm
pomi¦dzy dwoma obiektami m i n z N istnieje gdy m ≤ n.

(a) Dla n ∈ N opisz funktor reprezentowalny N(n,−) : N → Set.

(b) Dla dowolnego funktora F : N → Set i n ∈ N opisz transformacje z
N(n,−) w F .

(c) Dla n ∈ N opisz funktor reprezentowalny N(−, n) : Nop → Set.

(d) Dla dowolnego funktora G : Nop → Set i n ∈ N opisz transformacje z
N(−, n) w G.

4. Niech G b¦dzie grup¡ (tzn. kategori¡ z jednym obiektem ∗ w której ka»dy
mor�zm jest izomor�zmem). Poka», »e funktor F : G → Set odpowiada dzia-
ªaniu grupy G na zbiorze F (∗). Opisz transformacje naturalne z G(∗,−) do
dowolnego F : G→ Set.

5. Niech C b¦dzie kategori¡ a obiektem w C. De�niujemy funktory

Sub(−) : Cop −→ Set, Sub(a× (−)) : Cop −→ Set

(drugi z funktorów mo»emy zde�niowa¢ tylko w kategorii z produktami binar-
nymi). Poka», »e te funktory s¡ reprezentowalne w Set, Set→, G− Set.

6. Poka», »e funktory podobiektów Sub(−) : Set → Setop oraz Sub(−) :
(Set→)op → Set s¡ reprezentowalne.

7. Niech c b¦dzie obiektem kategorii C. Poka», »e funktory reprezentowalne

C(c,−) : C −→ Set, C(−, c) : Cop −→ Set

zachowuj¡ wszystkie granice.
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8.4 Kategorie kartezja«sko domkni¦te

1. Niech C b¦dzie kategori¡ kartezja«sko zamkni¦t¡, A, B, C obiekty C. Wyka»,
»e

(a) A×B ∼= B ×A;
(b) (A×B)× C ∼= A× (B × C);

(c) A× 1 ∼= 1×A ∼= A ∼= A1;

(d) (AB)C ∼= AB×C .

2. Niech C b¦dzie kategori¡ kartezja«sko zamkni¦t¡ z obiektem pocz¡tkowym i
koproduktami binarnymi, A, B, C obiekty C. Wyka», »e

(a) A× (B + C) ∼= (A×B) + (A× C);

(b) AB+C ∼= AB ×AC ;
(c) A× 0 ∼= 0;

(d) A0 ∼= 1.

3. Niech C b¦dzie kategori¡ kartezja«sko zamkni¦t¡, A, B, C obiekty C. Okre±l
mor�zmy 'zªo»enia wewn¦trznego' ◦ : BA × CB → CA i 'identyczno±ci we-
wn¦trznej' eA : 1 → AA w C. Sformuªuj przy pomocy diagramów i wyka»
nast¦puj¡ce prawa dla kategorii kartezja«sko zamkni¦tych

(a) Sformuªuj przy pomocy diagramów i wyka», »e zªo»enie wewn¦trzne jest
ª¡czne;

(b) Sformuªuj przy pomocy diagramów i wyka», »e identyczno±¢ wewn¦trzna
jest 'elementem' neutralnym dla operacji skªadania mor�zmów.

(c) Jak utworzy¢, obiekt wewn¦trznych izomor�zmów (monomor�zmów, epi-
mor�zmów) z A do B?

(d) Jak wyrazi¢, »e obiekty A i B s¡ 'wewn¦trznie izomor�czne'?

4. Niech C b¦dzie kategori¡ kartezja«sko zamkni¦t¡, A, B obiekty C. Okre±l
wªo»enie B → BA jako 'funkcji staªych'. Poka», »e 'zªo»enie wewn¦trzne'
dowolnej funkcji z funkcj¡ staª¡ jest funkcj¡ staª¡.

5. Udowodnij, »e poni»sze kategorie s¡ kartezja«sko domkni¦te:

(a) Set - kategoria zbiorów;

(b) Setfin - kategoria zbiorów sko«czonych;

(c) G− Set - kategoria prawych akcji grupy G na zbiorach;

(d) SetC
op

- kategoria presnopów na kategorii maªej C;
(e) Cat -kategoria wszystkich maªych kategorii;

(f) Dowolna sko«czona krata dystrybutywna L, tzn. sko«czony cz¦±ciowy po-
rz¡dek, w którym ka»dy sko«czony zbiór ma kres dolny i górny oraz dla
dowolnych elementów x, y, z ∈ L zachodzi (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ (y ∧ z);

(g) Dowolna zupeªna krata L, w której dowolne kresy górne s¡ rozdzielne
wzgl¦dem binarnych kresów dolnych, tzn. je±li x ∈ L, {yi}i∈I ⊆ L to
zachodzi x ∧

∨
i∈I yi =

∨
i∈I(x ∧ yi).

Które z tych kategorii s¡ bikartezja«sko domkni¦te?
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6. Udowodnij, »e poni»sze kategorie nie s¡ kartezja«sko domkni¦te:

(a) Ab - kategoria grup abelowych;

(b) Setinf - kategoria zbiorów niesko«czonych;

(c) V ectK - przestrzeni wektorowych nad ciaªem K;

(d) V ectK,fin - przestrzeni wektorowych sko«czenie wymiarowych nad ciaªem
K;

(e) Setop - kategoria dualna do kategorii zbiorów.

7. Kategoria ω-posetów ω − Poset jest zde�niowana jak nast¦puje. Obiekty ω-
Poset s¡ cz¦±ciowymi porz¡dkami (P,≤) w których ka»dy niemalej¡cy ci¡g
dªugo±ci ω ma kres górny, tzn. je±li {pn}n∈ω ⊆ P , oraz pi ≤ pi+1 dla i ∈ ω
to istnieje najmniejsze ograniczenie górne zbioru {pn}n∈ω. Mor�zm f : (P,≤
) → (Q,≤) w ω − Poset jest to funkcja f : P → Q, która zachowuje te kresy.
Udowodnij, »e ω − Poset jest kategori¡ kartezja«sko domkni¦t¡.

8. Przestrzeni¡ 'ci¡gow¡' w sensie Kuratowskiego nazywamy zbiór X wraz z funk-
cj¡ cz¦±ciow¡ lim : Xω → X. Je±li limn∈ωxn jest okre±lona to ci¡g {xn}n∈ω
nazywamy zbie»nym. Ponadto speªnione s¡ nast¦puj¡ce aksjomaty.

(a) limn∈ωx=x (granica ci¡gu staªego równego x jest równa x).

(b) Je±li granica ci¡gu jest równa x to granica ka»dego jego podci¡gu te» jest
równa x.

(c) Je±li ka»dy podci¡g ci¡gu {xn}n∈ω zawiera podci¡g który jest zbie»ny to
caªy ci¡g {xn}n∈ω te» jest zbie»ny.

Mor�zm przestrzeni ci¡gowych w sensie Kuratowskiego f : (X, lim) −→
(Y, lim) jest to funkcja f : X → Y zachowuj¡ca granice, tzn. je±li limn∈ωxn =
x to limn∈ωf(xn) = f(x) dla dowolnego ci¡gu z Xω.

Udowodnij, »e kategoria przestrzeni ci¡gowych w sensie Kuratowskiego jest
kategori¡ kartezja«sko domkni¦t¡.

9. Niech Toploc b¦dzie kategori¡ przestrzeni topologicznych i lokalnych homeomor-
�zmów. Pokaza¢, »e Toplocnie jest kartezja«sko domkni¦ta ale ka»dy jej pªat
jest kartezja«sko domkni¦ty.

Niech F : A → B b¦dzie funktorem zachowyj¡cym produkty pomi¦dzy karte-
zja«sko domkni¦tymi kategoriami A i B. Wtedy F jest funktorem kartezja«sko

domkni¦tym (funktorem ccc) gdy dla dowolnych obiektów X, Y w A, F (Y X)
jest obiektem wykªadniczym F (X) i F (Y ) oraz mor�zm

F (X)× F (Y X) ∼= F (X × Y X) F (Y )-
F (evX,Y )

jest mor�zmem ewaluacji evF (X),F (Y ) (to znaczy kojedno±cia sprz¦»enia F (X)×
− a (−)F (X)). Niech C b¦dzie maª¡ kategori¡ kartezja«sko domkniet¡. Poka»,
»e wªo»enie Yonedy Y : C −→ SetC

op
jest funktorem kartezja«sko domkni¦tym.

10. Niech E b¦dzie kategori¡ kartezja«sko domkniet¡ τ : E → Set funktorem zacho-
wuj¡cym sko«czone produkty. Kategoria Eτ ma te same obiekty co kategoria
E . De�niujemy zbióry mor�zmów pomi¦dzy obiektami A i B w Eτ jako zbiór

Eτ (A,B) = τ(BA).
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(a) Zde�niuj identycznosci i zªo»enia takich mor�zmów w Eτ i udowodnij, »e
jest to dobrze okre±lona kategoria.

(b) Zde�niuj `naturalny' funktor z E do Eτ .

Poka» zde�niowa¢ identycznosci i zªo»enia takich mor�zmów w Eτ i udowodnij,
»e jest to dobrze zde�niowana kategoria.

8.5 Granice i kogranice

1. Poka», »e 1a × 1b ∼= 1a×b.

2. Poka», »e je±li kategoria C ma pulbeki i obiekt ko«cowy to ma wszystkie sko«-
czone granice.

3. Poka», »e je±li kategoria C ma pulbeki i ekwalizatory to ma wszystkie sko«czone
granice spójne.

4. Poka» bezpo±rednio, »e je±li kategoria ma produkty binarne i ekwalizatory to
ma te» pulbeki.

5. Przedstaw obiekt ko«cowy, produkty, pulbeki i ekwalizatory jako granice funk-
torów.

6. Poka», »e obiekt ko«cowy jest granic¡ funktora pustego.

7. Poka», »e granica funktora z kategorii dyskretnej dwuelementowej jest produk-
tem binarnym.

8. Poka» bezpo±rednio, »e je»eli w kategorii C jest obiekt ko«cowy i pulbeki to s¡
te» produkty binarne.

9. Poka», »e ekwalizator jest monomor�zmem. Takie monomor�zmy nazywamy
regularnymi monomor�zmami.

10. Poka», »e je±li monomor�zm regularny jest epimor�zmem to jest on izomor�-
zmem.

11. Opisz monomor�zmy regularne w kategoriach Set i Poset.

12. Opisz epimor�zmy regularne w Set, Poset, Top i Alg(T ).

13. Poka», »e mor�zm f : A→ B jest mono wtedy i tylko wtedy gdy kwadrat

A B-
f

A A-
1A

?
1A

?
f

jest pulbekiem.

14. Poka», »e pulbek mono jest mono, tzn. je±li diagram

C D-m

A B-
m′

?
f

?

g
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jest pulbekiem oraz mor�zm m jest mono to mor�zm m′ te» jest mono.

15. Poka», »e mor�zm f : A→ B jest epi wtedy i tylko wtedy gdy kwadrat

B B-1A

A B-
f

?
f

?
1A

jest puszautem.

16. Poka», »e obiekt pocz¡tkowy jest kogranic¡ funktora pustego.

17. Poka», »e pulbek mono regularnego jest mono regularnym. Monomor�zm jest
regularny gdy jest ekwalizatorem pary mor�zmów.

18. Poka» przykªad takiego produktu w kategorii z którego rzutowania nie s¡ epi-
mor�zmami.

19. (Lemat o pulbekach) W diagramie przemiennym

D E-
f

A B-
a

?
c

?
d

F-g

C-
b

?
e

(a) je±li lewy i prawy kwadrat s¡ pulbekami to zewn¦trzny kwadrat te» jest
pulbekiem;

(b) je±li prawy i zewn¦trzny kwadrat s¡ pulbekami to lewy kwadrat te» jest
pulbekiem.

20. Niech f : A→ B b¦dzie mor�zmem w kategorii C. Poka», »¦ pªat C/A kategorii
C jest równowa»ny podwujnemu pªatowi C/B/f .

21. Niech C kategoria z produktami binarnymi, A obiekt C. Poka», »e nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne

(a) przek¡tna A→ A×A jest izomor�zmem;

(b) rzutowania π1, π2 : A×A→ A s¡ równe;

(c) mor�zm A→ 1 jest monomor�zmem.

22. Niech F, F ′ : C → D oraz G,G′ : D → C funktory takie, ze F a G oraz
F ′ a G′. Poka», »e isnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ pomi¦dzy
naturalnymi transformacjami σ : F → F ′ oraz τ : G′ → G.

23. Poka», »e je±li kategoria C ma sko«czone granice i c jest obiektem C to pªat
C ↓ c kategorii C te» ma sko«czone granice.

24. Poka», »e je±li kategoria J ma obiekt pocz¡tkowy 0 to granica limF funktora
F : J → C jest izomor�czna z F (0).
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25. Niech End(ω) b¦dzie kategori¡ (moniodem) funkcji w ω w ω. Poka», »e End(ω)
ma sko«czone produkty.

26. Podaj przykªad takiego funktora F : C → D pomi¦dzy kategoriami z pro-
duktami binarnymi, »e dla dowolnej pary obiektów a, b kategorii C istnieje
izomor�zm F (a× b) ∼= F (a)× F (b) ale F nie zachowuje produktów.

27. Poka», »e wªo»enie Yonedy Y : C → SetC
op

zachowuje wszystkie istniej¡ce
granice w C.

28. Poka», »e dla dowolnej kategorii C i obiektu c ∈ C funktor reprezentowalny
kowariantny C(c,−) : C → Set zachowuje wszystkie istniej¡ce granice w C.

29. Sformuªuj co to znaczy, »e funktor zachowuje obiekty wykªadnicze. Poka»,
»e wªo»enie Yonedy Y : C → SetC

op
zachowuje wszystkie istniej¡ce obiekty

wykªadnicze w C.

30. Mor�zm i : x → x nazywamy idempotentem je±li je±li i ◦ i = i. Idempotent
jest rozszczepiony je±li istnieje para mor�zmów e : x → y i m : y → x taka,
»e i = m ◦ e oraz e ◦m = 1y. Poka», »e je±li kategoria C ma ekwalizatory lub
koekwalizatory to ka»dy idempotent w C jest rozszczepiony.

31. Niech C b¦dzie kategori¡ z jednym obiektem x i jednym nieidentyczno±ciowym
mor�zmem i : x → x, który jest idempotentem (tzn. i ◦ i = i). Niech D
b¦dzie kategori¡ z dwoma obiektami x, y i mor�zmami generowanymi przez
par¦ mor�zmów, e : x → y i m : y → x tak¡, »e e ◦m = 1y. Mamy funktor
F : C −→ D taki, »e F (i) = m ◦ e. Poka», »e F jest rzeczywi±cie dobrze
okre±lonym funktorem. Funktor F indukuje przez zªo»enie funktor na kategorii
presnopów

F ∗ : SetD
op → SetC

op

taki, »e dla G ∈ SetDop
, F ∗(G) = G ◦ F . Dla τ : G → H ∈ SetDop

, F ∗(τ) =
τF (zªo»enie funktora z transformacj¡ naturaln¡ τF zostanie zde�niowane na
wykªadzie). Poka», »e F ∗ jest równowa»no±¢¡ kategorii.

32. Poka», »e ka»dy pªat kategorii presnopów jest kategori¡ presnopów.

33. Poka», »e kategoria maªa, która ma wszystkie granice jest równowa»na z cz¦-
±ciowym porz¡dkiem.

34. Poka», »e funktor zapominania | − | : Gr −→ Set kreuje wszystkie granice.

35. Niech C b¦dzie kategori¡ maª¡. Opisz granice i kogranice w kategorii presnopów
SetC

op
.

36. Niech C b¦dzie kategori¡ maª¡. Poka», »e funktor zapominania
| − | : SetCop −→ SetOb(C) kreuje wszystkie granice i kogranice.

37. Niech c b¦dzie obiektem kategorii C. Funktor ewaluacji evc : SetC
op → Set dla

naturalnej transformacji τ : F → G ∈ SetCop przyjmuje warto±¢ c-tej skªadowej
τ , tzn. evc(τ) = τc : F (c) → G(c). Poka», »e funktor ewaluacji zachowuje
granice i kogranice.

38. Opisz granice w Cat. Wskazówka. Funktory z kategorii 1 w dowoln¡ kate-
gori¦ C odpowiadaj¡ obiektom C, a funktory z kategorii 2 w C odpowiadaj¡
mor�zmom C.
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39. Poka», »e w kategorii grup abelowych obiekt pocz¡tkowy jest jednocze±nie
obiektem ko«cowym a produkt binarny jest jednocze±nie koproduktem binar-
nym.

40. Poka», »e w kategorii pier±cieni przemiennych koprodukt binarny jest iloczynem
tensorowym nad pier±cieniem liczb caªkowitych Z.

41. Poka», »e w kategorii K-algebr koprodukt binarny jest iloczynem tensorowym
nad K (K-mo»e by¢ pier±cieniem przemiennym).

42. Dany jest diagram przemienny w kategorii Set

. . . -
βn+1

. . . -γn−1

?

πbn

bn bn+1
-

βn

cn cn+1-γn

? ?

πbn+1

. . .-
βn+1

. . .-γn+1

?
bω-

cω-

?

πbω

. . .

. . . -αn−1

6πan

an an+1-αn

6 6πan+1

. . .-αn+1

6

aω-

6πaω

którym wiersze s¡ kosto»kami kogranicznymi a kolumny s¡ produktami binar-
nymi dla n ∈ ω. Poka», »e wtedy diagram

aω cω�πaω bω-πbω

te» jest produktem binarnym.

43. Poka», »e funktor I : Set → Set przeprowadzaj¡cy zbiory niepuste na zbiór
jednoelementowy {0} a zbiór pusty na siebie (czyli I(X) = {0 : X 6= ∅}) za-
chowuje produkty ale nie zachowuje ekwalizatorów. Poka», te» »e je±li funktor
F : Set → Set zachowuje produkty i nie jest izomor�czny z I to zachowuje
wszystkie granice.

44. Poka», »e funktor monoidu wolnego M : Set → Mon zachowuje pulbeki (i
wszystkie inne spójne granice). Granica funktora F : J → C jest spójna o ile
kategoria J jest spójna. Kategoria J jest spójna je±li jest niepusta i ka»de dwa
obiekty w J s¡ poª¡czone ci¡giem mor�zmów (niekoniecznie skierowanych w
t¡ sam¡ stron¦). Na przykªad pulbeki i ekwalizatory s¡ granicami spójnymi a
produkty nie s¡ granicami spójnymi.

45. Poka», »e funktory monoidu abelowego wolnegoM : Set → Amon nie zacho-
wuje pulbeków.

46. Kategoria A jest �ltruj¡ca je±li:

(a) dla dowolnej sko«czonej rodziny obiektów {a1, . . . , an} istnieje obiekt a i
mor�zmy ai → a w A;

(b) dla dowolnej pary mor�zmów f, g : a→ b istnieje mor�zm h : b→ c taki,
»e h ◦ f = h ◦ g.

Poka», »e ka»dy zbiór jest kogranic¡ �ltruj¡c¡ zbiorów sko«czonych.

47. Niech F : Cop → Set b¦dzie funktorem,
∫
C F kategori¡ elementów F . Poka», »e
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(a) F jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy
∫
C F ma obiekt pocz¡t-

kowy;

(b) je±li C ma sko«czone granice to F zachowuje sko«czone granice wtedy i
tylko wtedy gdy

∫
C F jest kategori¡ �ltruj¡c¡.

48. Niech C b¦dzie kategori¡ kozupeªn¡ i F : Cop −→ Set funktorem zachowuj¡cym
granice. Poka», »e

∫
C F te» jest kategori¡ zupeªn¡.

49. Poka», »e ka»da grupa jest kogranic¡ �ltruj¡c¡ grup sko«czenie prezentowal-
nych. Grupa jest sko«czenie prezentowalna o ile jest izomor�czna z grup¡ woln¡
o sko«czonej liczbie generatorów podzielon¡ przez sko«czenie wiele równo±ci.

50. Poka», »e grupa G, jest sko«czenie prezentowalna i� funktor reprezentowalny
z kategorii grup Gr(G,−) : Gr → Set zachowuje �ltruj¡ce kogranice.

51. Poka», »e ka»da T -algebra, dla (�nitarnej) teorii równo±ciowej pierwszego
rz¦du, jest kogranic¡ �ltruj¡c¡ T -algebr sko«czenie prezentowalnych. T -
algebra jest sko«czenie prezentowalna je±li powstaje z sko«czenie generowanej
T -algebry wolnej przez podzielenie przez sko«czenie wiele równo±ci.

52. Poka», »e T -algebra A, jest sko«czenie prezentowalna i� funktor reprezento-
walny HomT (A,−) : Alg(T )→ Set zachowuje �ltruj¡ce kogranice.

53. Niech C kategoria maªa. Poka», »e odwzorowanie obiektowe

SetC
op −→ Cat/C

F 7→ πF :

∫
C
F −→ C

rozszerza si¦ do funktora (gdzie
∫
C F jest kategori¡ elementów funktora F ).

8.6 Funktory sprz¦»one

1. funktor D → 1 ma prawy sprz¦»ony i� D ma obiekt ko«cowy i ma lewy sprz¦-
»ony i� D ma obiekt pocz¡tkowy.

2. Poka», »e maj¡c dane funktory

A B-
G

� F
C-

G′
� F ′

je±li F a G i F ′ a G′ to F ′ ◦ F a G ◦G′.

3. Sprawd¹ czy funktor ∆ : Set −→ G−Set, z kategorii zbiorów do kategorii akcji
grupy G taki, »e ∆(X) = πX : G × X → X (to znaczy przyporz¡dkowuj¡cy
zbiorowi akcj¦ trywialn¡ na tym zbiorze) ma oba funktory sprz¦»one.

4. Homomor�zmem grup f : G→ H indukuje funktor f∗ : H − Set −→ G− Set
'obci¦cia dziaªania grupy wzdªu» homomor�zmu h ma oba funktory sprz¦»one.
W szczególno±ci dwa homomo�zmy pomi¦dzy dowoln¡ grup¡ G a grup¡ jed-
noelementow¡ 1 indukuj¡ sze±¢ funktorów pomi¦dzy kategoriami Set i SetG.
Opisz te funktory.

5. Niech J b¦dzie kategori¡ maª¡, C dowoln¡ kategori¡. Poka», »e funktor diago-
nalny ∆ : C −→ CJ przyporz¡dkowuj¡cy obiektom C funktory staªe ma
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(a) lewy sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy gdy C ma kogranice indeksowane
kategori¡ J ;

(b) prawy sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy gdy C ma granice indeksowane ka-
tegori¡ J .

6. Poka», »e dla dowolnej funkcji f : X −→ Y pulbek funktor

f∗ : Set/Y −→ Set/X

dany wzorem (na obiektach): p 7→ f∗(p) gdzie kwadrat

X Y-
f

A×Y X A-
πA

?
f∗(p)

?

p

jest pulbekiem, ma lewy i prawy sprz¦»ony. Wskazówka: na pocz¡tek mo»na
przyj¡¢, »e Y = 1.

7. Poka», »e kategoria Setop nie jest kartezja«sko zamkni¦ta. Wskazówka: poka»,
»e funktor X + (−) : Set→ Set nie zachowuje kogranic.

8. Poka», »e funktor wzªo»enia i : Gr −→ Mon z kategorii grup do kategorii
monoidów ma oba funktory sprz¦»one.

9. Niech k b¦dzie ciaªem. Opisz funktor lewy sprz¦»ony do funktora
U : k −Alg −→Mon z kategorii k-algebr w kategori¦ monoidów zapomina-
j¡cego o dodawaniu. Jaka jest warto±¢ tego funktora na

(a) przemiennym monoidzie wolnym o n generatorach x1, . . . , xn;

(b) monoidzie wolnym o n generatorach x1, . . . , xn;

10. Niech k b¦dzie ciaªem. Dany jest nast¦puj¡cy kwadrat przemienny funktorów
zapominania

V ectk Set-

k −Alg Mon-

? ?

(funktor k − Alg → Mon zapomina o dodawaniu). Opisz lewe sprz¦»one do
tych funktorów. U»ywaj¡c poprzedniego zadania wywnioskuj, »e algebra ten-
sorowa nad przestzeni¡ n-wymiarow¡ jest izomor�czna z algebr¡ wielomianów
nieprzemiennych n zmiennych.

11. Poka», »e funktor zapominania z Cat → Set przyporz¡dkowuj¡cy kategoriom
zbiory obiektów ma oba funktory sprz¦»one. Funktor lewy sprz¦»ony nazywany
jest dyskretnym a prawy sprz¦»ony nazywany jest chaotycznym. Czy funktor
dyskretny ma lewy sprz¦»ony? Czy funktor chaotyczny ma prawy sprz¦»ony?

12. Niech A i B b¦d¡ cz¦±ciowymi porz¡dkami, f : A→ B i g : B → A funkcjami
monotonicznymi.
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(a) Poka»,»e f a g wtedy i tylko wtedy a ≤ gf(a), dla a ∈ A, oraz fg(b) ≤ b,
dla b ∈ B.

(b) Niech f a g, Fix(A) = {a ∈ A : gf(a) = a} oraz Fix(B) = {b ∈ B :
fg(b) = b}. Poka», »e funkcje f i g obci¦te do zbiorów Fix(A) i Fix(B)
s¡ wzajemnie odwrotne i ustalaja bijekcj¦ tych zbiorów.

13. Zwi¡zki Galois. Niech R ⊆ X × Y b¦dzie relacj¡ binarn¡, A = (P(X),⊆) i
B = (P(Y ),⊆)op cz¦±ciowymi porz¡dkami. Relacja r indukuje dwie funkcje
monotoniczne

F : A −→ B, G : B −→ A
takie, »e dla X0 ⊂ X oraz Y0 ⊂ Y mamy

F (X0) = {y ∈ Y |X0 × {y} ⊆ R}, G(Y0) = {x ∈ X| {x} × Y0 ⊆ R}.

(a) Poka», »e F a G.
(b) Niech R ⊂ R2×H b¦dzie relacj¡ nale»enia pomi¦dzy punktami na pªasz-

czy¹nie a póªpªszczyznami. Opisz zbiory Fix(P(R2)) iFix(P(H). R jest
zbiorem liczb rzeczywistych.

14. Krata zupeªna jest to cz¦±ciowy porz¡dek, który jest zupeªny jako kategoria.

(a) Poka», »e krata zupeªna ma wszystkie kresy górne.

(b) Poka», »e funkcja monotoniczna f : A→ B z kraty zupeªnejA w cz¦±ciowy
porz¡dek B, która zachowuje kresy ma prawy sprz¦»ony g : B → A dany
wzorem

g(b) =
∨
{a ∈ A| f(a) ≤ b}, dla b ∈ B

(c) Niech OX b¦dzie topologia na zbiorze X. Poka», »e wªo»enie i : OX −→
P(X) ma funktor prawy sprz¦»ony.

(d) Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡. Funktor przeciwobrazu
f−1 : P(Y ) −→ P(X) ma oba funktory sprz¦»one ∃f a f−1 a ∀f . Opisz
te funktory.

(e) Podaj przykªad funkcji monotonicznej F : (P(X) ⊆) −→ (P(X) ⊆) która
zachowuje sko«czone sumy ale nie ma prawego sprz¦»onego.

15. Sformuªuj poj¦cie mor�zmu kouniwersalnego.

16. Poka», »e sprz¦»enie jest jednoznacznie wyznaczone przez funktory F , G i
transformacj¦ naturaln¡ η : FG→ idD tak¡, »e dla d ∈ D, para (G(d), εd) jest
mor�zmem kouniwersalnym z funktor F w obiekt d.

17. Poka», »e sprz¦»enie jest jednoznacznie wyznaczone przez funktor F , przy-
porz¡dkowanie obiektowe G0 : Ob(D) → Ob(C) i transformacj¦ naturaln¡
ε : FG → idD tak¡, »e dla d ∈ D, para (G0(d), εd) jest mor�zme kouni-
wersalnym z funktor F w obiekt d.

18. Poka», »e funktor A× (−) : Set→ Set ma lewy sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy
gdy A jest singletonem.

Wskazówka. Rozwa» zachowanie funktora na sko«czonych produktach.

19. Poka», »e funktor (−)A : Set→ Set ma prawy sprz¦»ony wtedy i tylko wtedy
gdy zbiór A jest singletonem.

Wskazówka. Rozwa» zachowanie kogranic przez funktora (−)A.
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20. Poka», »e funktor zapominania Pos → Set ma lewy sprz¦»ony ale nie ma
prawego sprz¦»onego.

21. Niech ∆ : C → CD bedzie funktorem diagonalnym. Poka», »e

(a) je±li kategoria D ma obiekt ko«cowy 1 to ∆ ma lewy sprz¦»ony T : CD → C
taki, »e T (F ) = F (1) dla F ∈ CD.

(b) je±li kategoria D ma obiekt pocz¡tkowy 0 to ∆ ma prawy sprz¦»ony I :
CD → C taki, »e I(F ) = F (0) dla F ∈ CD.

22. Podaj przykªad pary funktorów F i G takich, »e F a G i G a F .
Wskazówka. Skorzystaj z poprzedniego ¢wiczenia.

8.7 Algebra w kategoriach

1. Niech U : Rng −→ Set b¦dzie funktorem zapominania z kategorii pier±cieni w
Set. Poka», »e U jest pier±cieniem w kategorii SetRng. Poka», »e to samo jest
prawd¡ dla dowolnej podkategorii peªnej, kategorii Rng.

2. U»ywaj¡c Lematu Yonedy i powy»szego zadania poka», »e Z[x] jest pier±cie-
niem w kategorii Rngop, tzn. kopier±cieniem w Rng.

3. Poka», »e funktor 'okr¦gu jednostkowego' z kategorii pier±cieni w Set

S1 : Rng −→ Set

taki, »e
S1(R) = {〈x, y〉 ∈ R×R : x2 + y2 = 1}

jest funktorem reprezentowalnym. Poka», »e S1 jako obiekt w SetRng ma
naturaln¡ struktur¦ grupy.

4. Poka», »e kategoria grup w kategorii grup jest równowa»na z kategori¡ grup
abelowych.

5.∗ Opisz dowolne kogranice w kategoriach Alg(T ).
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