Zad. 1 Niech A bedzie jak w tresci zadania. Zauwazmy, ze |Psi(A)| < Ng.
Istotnie: jesli liczba elementéw A jest skoficzona, to Pgi(A) tez jest skoniczony
(wtedy Poi(A) = P(A) ma moc 2M1). Jedli A jest przeliczalny i nieskoriczony,
to Psr(A) tez: jest co najwyzej przeliczalny, bo

Pa(A) < | |J A" =R

neN

i nieskonczony ,bo zawiera nieskonczenie wiele np. zbioréw jednoelementowych.

Zatem
U NX =:C
XePsk(A)

jest co najwyzej przeliczalng suma pewnych zbioréw. Pokazemy, ze kazdy nich
jest przeliczalny.

Zauwazmy, ze dla dowolnych A, B, C jedli |A| = |B|, to |C4| = |CB|. Przeto
dla dowolnego X € Py (A) jedli |X| = n, to |[N¥| = |N?| = |N|. Zatem C
jest co najwyzej przeliczalna suma zbioréw przeliczalnych, czyli jest zbiorem
przeliczalnym.

O

Zad. 2 Niech A oznacza zbiér funkcji $cisle rosngcych z N w N. Oczywiscie
|A| < INN| = 2% odyz A C NN, Pozostaje nam do wykazania, ze |A| > 2%0 i
teza bedzie wynikaé z twierdzenia Cantora - Bernsteina.

Zauwazmy, ze (przy oznaczeniach jak w poprzednim zadaniu)

[P(N) \ P (N)| = 2.

Istotnie, réznica zbioru mocy kontinuum i zbioru co najwyzej przeliczalnego
ma moc kontinuum, a w zadaniu 1 pokazaliSmy, ze jesli B jest co najwyzej
przeliczalny, to Pg(B) tez. Polbzmy

C:=PN)\ Psx(N)

Pokazemy, ze istnieje injekcja f : C — A, co zakoriczy dowdd. Dla dowolnego
X € C niech f(X) bedzie funkcja g : N — N zdefiniowana (g[X] oznacza obraz
zbioru X przy funkcji g):

g(0) = minX

g(n) =min X\ g[{0,....,n —1}]

Na mocy twierdzenia o defniowaniu przez indukcje, oraz tego, ze kazdy X €
C jest przeliczalny, funkcje g sa poprawnie zdefiniowane. Pokazemy, ze f jest
funkcja. Niech

g=[f(X)#f(Y)=nh



Pokazemy, ze X # Y. Niech k := min{n € N|g(n) # h(n)}. Jesli k = 0, to
wtedy
minX =:1# m := minY

i mamy [ < m lub m < . W pierwszym przypadku | € X \' Y w drugim -
m €Y \ X. W obydwu przypadkach mamy Y # X. Jedli k£ > 0, to powtarzamy
powyzsze rozumowanie dla

l:=min X\ g[{0,....,n—1} m:=min Y \g[{0,..,n—1}].

Latwo sprawdzié, ze dla dowolnego X € C, f(X) jest funkcja rosnaca z N w N
(jesli @ = minX, to a < b =min X \ {a}). Latwo takze sprawdzic, ze f jest
1-1. Istotnie, jesli f(X) =g = f(Y), to X = g|N] =Y na mocy definicji funkcji
I
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