Zad. 1 Niech Z bedzie jak w treéci zadania. Zalézmy, ze Z jest niepusty.
B.o.o. 0 ¢ Z. (w przeciwnym przypadku rozwazalibySmy Z' = Z \ (), gdyz jesli
pokazemy, ze Z' jest co najwyzej przeliczalny to teza bedzie wynikala z faktu,
ze suma zbioru co najwyzej przeliczalnego i zbioru skoriczonego jest zbiorem co
najwyzej przeliczalnym). Pokazemy, ze istnieje surjekcja f : N — Z. Ustalmy
K CN, K € Z. Niech f bedzie zdefiniowana nastepujaco: dla kazdego n € N

F(n) = K wtw. (Vyezné¢ M)Vne K
T M wtw. dpez(n€ LAL=MAL#K)

Latwo zauwazy¢, ze funkcja f jest zdefiniowana poprawnie: warunki Vyrezn ¢
M i 3pezn € L wzajemnie sie wykluczaja i ponadto wiemy, ze (dla dowolnego
n € N) jedli istnieje element Z do ktérego nalezy n, to istnieje dokladnie jeden
taki element Z (bo elementy Z maja puste przeciecia). Zatem f jest okreslona
dla dowolnego n € N. Latwo sprawdzic¢, ze f surjekcja.

O

Zad.2 Uwaga Kule o $rodku w a i promieniu r bedziemy oznaczaé¢ B(a,r).
Srednica zbioru A C R? nazywamy liczbe SUupg yeallx —yl|| 1 oznaczamy ja przez
diamA. (|| - || oznacza norme euklidesowa w R?; pojecie érednicy zbioru oczywi-
$cie uogdlnia sie na wyzsze wymiary.)

Niech A,C C R? beda takie, ze dla pewnych a = (ai,as),c = (c1,¢2) €
R2,r,r €R, 7' >0,

B(a,7) C A, Ble,r') CC.

(B.s.o. mozemy tez przyjaé, ze A i C sa ograniczone. W przeciwnym przypadku
sktadaliby$my funkcje ponizej z funkcja g(z,y) = (arctg(x), arctg(y)).)
Pokazemy, ze istniejg réznowartosciowe funkcje f : A — Cig: C — A, co
oczywiscie da nam teze zadania na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina. Niech
p =diamA, ¢ =diamC (Uwaga: p,q > 0, bo p = 2r > 0,q > 2r’ > 0). Polézmy
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h:R> 5 R% h((z,y)) = %«x,y) — (a1, a2)) + (c1, ).

Latwo sprawdzié, ze

(1) h jest réznowartosciowe (zlozenie przeksztalcen réznowarto$ciowych jest ré-
znowartosciowe),

(2) h((a1,a2)) = (¢1,¢2), oraz

(3) diamh[A] = ' (przesuniecia nie zmieniaja dlugosci wektoréw),

przeto h[A] C C. Polézmy f : A — C,f = h|a. Analogicznie okreslamy
g:C— A.
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