zad. 1 Niech funkcja f bedzie jak w tresci zadania.

(1) Twierdzimy, ze f((0,1) x [1,2)) = (2,4). Istotnie, zauwazmy, ze f jest Sci-
§le rosnaca po obydwu wspoétrzednych, ciagla oraz inf., y~c0,1)x[1,2) f(2,9) =
f(0,1) =2, sup., ,~e01)x1,2) = f(1,2) = 4 (i funkcja nie przyjmuje swoich
kreséw na tym przedziale). To za$ znaczy, ze dla dowolnego z, z € f((0,1) x
[LQE) ‘:; infy y>e(0,1)x(1,2) F(T,Y) < 2 <SUPpyse@xp2) & 2<2<4&
z € (2,4).

O

(2) Korzystajac z definicji przeciwobrazu f=1([1,2]) = {< z,y >€ R?|1 <
2% +y <2} = {< x,y >€ R?|1 -2% < y < 2—2%}. Zatem jest to zbiér punktow
plaszczyzny zawarty pomiedzy krzywymi y =1 —2% i y = 2 — 2% wraz z tymi
krzywymi.

O

zad. 2 (2) = (1) Przypudcmy, ze [~ jest 'na’. Wtedy w szczegdlnosci, dla
kazdego y € Y istnieje A C X t., ze f7(A) = {y}. Dla kazdego y € YV defi-
niujemy A, = {z € X|f(x) = y}. Zbiory A, sa rozlaczne i niepuste (to wynika
stad, ze f, f7 sa funkcjami). Zatem, dla kazdego y € Y istnieje x € A, C X
t., ze f(x) =y. Stad f jest ma’

(1) = (3)

Przypuséémy, ze f jest ma’iniech dla pewnych A, B C Y, f~'(A4) = f~Y(B)(x).
Jesli AA B (réznica symetryczna zbior6wA i B) jest niepusta, to istnieje z € X
t.,ze dla pewnego y € Y, f(z) =y € AA B. Ale wtedy, z definicji przeciwo-
brazu, z € f~1(A) A f~1(B) (latwo bowiem sprawdzi¢, ze dla dowolnej funkcji
9, 97 (AUB) =g (A)Ug !(B), oraz g (AN B) = g ' (A) Ng~'(B)), co
prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem (x). Zatem AA B = () & A = B. Przeto,
z dowolnosci A i B, f~! jest 1 — 1.

(3) = (2

Przypuéémy, ze f~' jest 1 — 1 i wybierzmy dowolny A C Y. Niech B =
fYHY). Oczywiscie f7(B) C Y. Poniewaz f~1(f7(B)) = f~1(Y), to musi
byé f7(B) =Y, przeto f~ jest 'na’

O

zad. 3 Niech f, f~!, f7,X,Y beda jak w poprzednim zadaniu. Wybierzmy
dowolne AC XiBCY.

(=) Niech f7(A) C B, a takze x € A. Z definicji funkcji obrazu f(x) € f7(A),
a zatem f(z) € B. Z definicji funkcji przeciwobrazu, z € f~1(B).

(<) Niech A C f~1(B), a takze y € f~(A). Z definicji funkcji przeciwobrazu
istnieje € A t., ze f(x) = y. Zatem z zalozenia x € f~1(B), przeto y = f(x) €
B.

O



