Zad. 1 Niech A, beda jak w treéci zadania.

Odpowiedz: U, cpoo Ar = {< 2,y >ER?*[(z > 0Ay > 0)V (. <0Ay <0)} (¥)
Oznaczmy zbiér po prawej stronie réwnosci (*) przez B. Dowodzimy inkluzji w
dwie strony.

(<)

Niech < x,y >€ R? nie naleza do B. Mozemy bez utraty ogélnoéci zalozyé, ze
x 2 0Ay < 0. Wtedy jednak zy < 0, a zatem dla dowolnego r > 0, < z,y >¢ A,.
Przeto < z,y >¢ U, crso Ar-

(2)

Niech < z,y >€ B Polézmy p = zy. Poniewaz < z,y >€ B, to na mocy
definicji zbioru B mamy p = zy > 0. Przeto < =,y >€ A,. W takim razie
<2,y >€ U, erso Ar, co koficzy dowdd.

O

Zad. 2 Niech A, ,, beda jak w tredci zadania. Oznaczmy [,,cny Uen Anm
przez B. Wykazemy, ze dla dowolnego x € R,z ¢ B, pokazujac tym samym,
ze B = () (poniewaz z warunkéw zadania wynika, ze B C R). Dla dowodu
nie wprost przypuéémy, ze istnieje x € R t., ze x € B. Wtedy dla dowolnego
n € N,z € U, en An,m- Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnego n,J,,cny An,m =
(n, +00). (Oznaczmy zbidr po lewej stronie réwnosci przez Cy,) Istotnie, ustalmy
n € N. Inkluzja C jest oczywista, gdyz dla dowolnego m € N, 4,, ,, C (n, +00).
Dowodzimy inkluzji D. Niech y € (n,+00). Wtedy, poniewaz zbiér liczb natu-
ralny jest nieograniczony w zbiorze liczb rzeczywistych, istnieje I € N, t., ze
y < l. Przeto y <[> iy € A, i tym bardziej y € C,,. A zatem dla dowolnego
n € N,z € (n,+00). Jest to jednak sprzeczne z tym, ze zbiér liczb naturalnych
jest nieograniczony w zbiorze liczb rzeczywistych.

Zad. 3 Niech A, beda jak w treici zadania.

(a) Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ € Q,(,, oy Ag,n = {¢}. Istotnie, ustalmy ¢ €
Q. Dowodzimy inkluzji w dwie strony. Oczywiscie dla dowolnego n, ¢ € A, »,
zatem nalezy tez do (), oy Ag,n, co dowodzi inkluzji 2.

Dla dowodu przeciwnej inkluzji wybierzmy x # ¢ i niech |z — ¢q| = §. Wtedy
istnieje takie k € N, ze % < ¢ (wystarczy wzia¢ k = 07 + 1, gdzie "z to
najmniejsza liczba naturalna wigksza od x (”sufit” x)). Niech k € N spelnia ten
warunek. Latwo sprawdzi¢, ze x ¢ A, k. Przeto tym bardziej = ¢ (), oy Agn-

Skoro zatem (1, oy Ag,n = {q}, to oczywiscie U, cq MNnen Agn = Uyeold} = Q-
O

(b) Pokazemy, ze dla dowolnego n € N,{J,cq Ag,n = R. Ustalmy n € N. Inkluzja
C jest oczywista. Dla dowodu przeciwnej inkluzji wybierzmy = € R i dobierzmy

doni ¢ € Q tak zeby |z —q| < ni2. Takie ¢ istnieje dla dowolnych z € Rin € N




na mocy gestosci liczb wymiernych w liczbach rzeczywistych. Wtedy jednak
x € Agn, a zatem x € |, cq Agn- Przeto dla dowolnego n € N, co Agn = R.
Oczywiscie ,,cy R = R.

O

Zad. 4 Ustalmy rodziny A;, B;,i € I, gdzie I to dowolny zbiér indekséw.
Zauwazmy, ze dla dowolnego x zachodzi:

x € U(Al ﬂBl) =4 E'ie](l' cA; Nz € Bz) = Elielx € Az /\31‘6]1' e B; (*)
i€l

Warunek J;c;z € A; A ez € B; jest za$ z definicji (sumy rodziny zbioréw i
iloczynu zbioréw) réwnowazny temu, ze x € | J;c; Ai NU;c; Bi-

Z powyzszego zatem wynika, ze | J;c; (AN B;i) C U;e; Ai N, ¢; Bi- Pokazemy,
ze w 0golnosci pomiedzy tymi zbiorami nie zachodzi rownos$é. Niech I = N) A; =
{n € Nln =i}, B; = {n € N|n = i+1}. Oczywiscie dla dowolnego i, A;NB; = ().
Mamy jednak (J;cn Ai = Noraz | J;cy Bi = N\{0}, a zatem J; oy AiNU;en Bi =
N\ {0}.
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