
zad. 1 (a) Zauważmy, że

p ∨ q ⇐⇒ ¬(¬p ∧ ¬q)

Na mocy II prawa De Morgana. Przyjmujemy to jako definicjȩ.
(b) Sprawdzimy, że

p→ q

i
¬(p ∧ ¬q)

sa̧ równoważne w KRZ. Porównamy tabelki prawdziwościowe obydwu formuł.

p→ q

p q p→ q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

¬(p ∧ ¬q)

p q ¬(p ∧ ¬q)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Przyjmiemy zatem p→ q =def ¬(p ∧ ¬q)
(c) Sprawdzimy, że tautologia̧ KRZ jest

(p ⇐⇒ q) ⇐⇒ ((p→ q) ∧ (q → p))(∗)

p q p ⇐⇒ q (p→ q) ∧ (q → p) (*)
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

Zatem, korzystaja̧c z (b), możemy przyja̧ć

(p ⇐⇒ q) =def ((¬(p ∧ ¬q)) ∧ (¬(q ∧ ¬p)))
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Zad. 2 Oznaczmy przez φn formułȩ jak w treści zadania złożona̧ z 2n impli-
kacji, a przez ψn formułȩ złożona̧ z 2n− 1 implikacji. Niech ponadto N oznacza
zbiór liczb naturalnych.
Pokażemy najpierw przez indukcjȩ wzglȩdem n, że dla dowolnego n ∈ N \ {0}
formuła ψn jest tautologia̧ KRZ.
Dla n = 1

ψn = p→ p

oczywiście jest tautologia̧ KRZ. Ustalmy n ∈ N \ {0} i załóżmy, że dla ψn teza
zachodzi. Dowodzimy tezy dla n+ 1. Zauważmy, że

ψn+1 = ((ψn → p)→ p),

oraz ψn jest tautologia̧. Sta̧d już po bezpośrednim sprawdzeniu przekonujemy
siȩ, że i ψn+1 jest tautologia̧. Zatem dla dowolnego n ∈ N \ {0}, ψn jest
tautologia̧ KRZ.
Pokażemy teraz, że dla dowolnego n ∈ N , φn nie jest tautologia̧ KRZ. Dla
n = 0 teza oczywiście zachodzi. Ustalmy n ­ 1. Zauważmy, że

φn = ψn → p,

zatem, ponieważ wiemy już że ψn jest tautologia̧, kłada̧c V (p) = 0 mamy
V (φn) = 0, co kończy dowód.

Zad.3 (a) Zauważmy, że dla dowolnego x

x ∈ A\(B\C) wtw. x ∈ A∧¬(x ∈ B\C) wtw. x ∈ A∧¬(x ∈ B∧¬(x ∈ C)) wtw.

(korzystaja̧c z I prawa De Morgana i prawa podwójnej negacji)

x ∈ A ∧ (¬(x ∈ B) ∨ x ∈ C) wtw.

(korzystaja̧c z rozdzielności koniunkcji wzglȩdem alternatywy)

(x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B)) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C) wtw.

(z definicji)
x ∈ (A \B) ∪ (A ∩ C).

Zatem dla dowolnego x, x ∈ A \ (B \ C) wtw. x ∈ (A \ B) ∪ (A ∩ C). Przeto
A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C)
(b) Dla dowolnego x mamy

x ∈ A \ (B ∩ C) wtw. x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∧ x ∈ C) wtw.

wtw. (z II prawa De Morgana)

x ∈ A ∧ (¬(x ∈ B) ∨ ¬x ∈ C)

wtw. (z prawa rozdzielności koniunkcji wzglȩdem alternatywy)

(x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B)) ∨ (x ∈ A ∧ ¬(x ∈ C))

wtw. (z definicji)
x ∈ ((A \B) ∪ (A \ C))

. Zatem A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

2


