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1 Wst¦p

1.1 Literatura

1. Ogólne wprowadzenie: D. Harel, Rzecz o istocie informatyki

2. Algorytmy:

• T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, Introduction to Algorithms
(Wprowadzenie do Algorytmów)

• L. Banachowski, K. Diks, W. Rytter, Algorytmy i struktury danych

• A.V. Aho, J.E. Hopcroft, J.D. Ulman, Projektowanie i analiza algorytmów
komputerowych

3. J¦zyk Pascal:

• M.Iglewski, J.Madey, S.Matwin, Pascal

• R.K. Kott, Programowanie w j¦zyku Pascal

1.2 Zaliczenie i egzamin

Zaliczenie: program i kolokwium. Egzamin: pisemny, po obu semestrach. Szczegóªy
na stronie http://www.mimuw.edu.pl/ zawado/WInfo.html

1.3 Historia Informatyki

IV w. p.n.e. Euklides: algorytm Euklidesa (pierwszy niebanalny algorytm).

IX w n.e. Algorismus (Muhammad ibn Musa al-Kwarizmi =Muhammad syn Musy
z Kworyzmu), algorytmy dodawania odejmowania, mno»enia, i dzielenia liczb
dziesi¦tnych.

XIX w. n.e. Joseph Jaquard, maszyna tkacka sterowana algorytmem. Charls Bab-
bage, maszyna ró»nicowa do obliczania wzorów matematycznych i projekt ma-
szyny analitycznej, mechanicznego prototypu komputera.

1920-30 r. Alan Turing, Emil Post, John von Neuman, Kurt Gödel, Alnzo Church,
Stephen Kleene: badania poj¦cia funkcji obliczalnej.

1945 r. J. von Neuman, pierwszy komputer (U Pensylvenia) (?)

196- r. Informatyka staje sie now¡ dziedzin¡ wiedzy.
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2 Wprowadzenie

2.1 Algorytm Euklidesa

• Dane wej±ciowe: dwie liczby naturalne m,n > 0.

• Wynik: NWD(m,n).

Opis algorytmu. Odejmuj liczb¦ wi¦ksz¡ od mniejszej a» do wyrównania liczb.
Zapis algorytmu.

a:=m; b:=n;

dopóki a<> b wykonuj {NWD(a,b)=NWD(m,n), a,b>=1}

je±li a<b to b:=b-a

w przeciwnym przypadku a:=a-b

wypisz(a)

W algorytmie u»yli±my nast¦puj¡cych operacji elementarnych:

1. cztery instrukcje przypisania;

2. iteracja nieograniczona (p¦tla while);

3. instrukcja warunkowa;

4. instrukcja wej±cia wyj±cia.

W nawiasach { } zapisali±my niezmiennik p¦tli, tzn. takie zdanie które je±li
jest prawdziwe przy wej±ciu do p¦tli to pozostaje prawdziwe po ka»dym peªnym
wykonaniu p¦tli.

Czy program robi to co chcemy? Tak:

1. Po ka»dym wykonaniu p¦tli prawdziwy jest niezmiennik p¦tli NWD(a, b) =
NWD(m,n), a, b ≥ 1.

2. Po wyj±ciu z p¦tli a = b. Zatem a = NWD(a, b).

3. P¦tla wykonuje si¦ co najwy»ejm+n−2 razy (w szczególno±ci nie mo»e dziaªa¢
w niesko«czono±¢).

Ad 1. Wystarczy pokaza¢, »e je±li a > b to NWD(a, b) = NWD(a − b, b). W
tym celu wystarczy pokaza¢, »e liczba k dzieli a i b wiw gdy dzieli (a− b) i b.

Ad 2. Oczywiste.
Ad 3. Ka»de wykonanie instrukcji warunkowej zmniejsza sum¦ a+b o co najmniej

1. Z drugiej strony mamy a ≥ 1, b ≥ 1. Zatem instrukcja warunkowa mo»e by¢
wykonana co najwy»ej m+ n− 2 razy.

2.2 Problem algorytmiczny

Problem (zadanie) algorytmiczny polega na

• scharakteryzowaniu wszystkich poprawnych danych wej±ciowych;

• scharakteryzowaniu oczekiwanych wyników jako funkcji danych wej±ciowych.
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Rozwi¡zanie algorytmiczne polega na podaniu algorytmu tzn. takiego opisu dzia-
ªa« przy pomocy operacji elementarnych, który zastosowany do poprawnych danych
wej±ciowych daje oczekiwane wyniki.

Rozró»niamy wykonywanie algorytmów od dziaªania twórczego.

Problemy dotycz¡ce algorytmów:

1. J¦zyk: jaki jest zbiór instrukcji elementarnych?

2. Rozstrzygalno±¢: czy istnieje algorytm rozwi¡zuj¡cy dany problem?

3. Analiza poprawno±ci: czy algorytm dziaªa poprawnie, tzn. robi to co ma robi¢?

4. Analiza zªo»ono±ci: czy algorytm dziaªa szybko?

5. Analiza numeryczna: czy algorytm dziaªa dokªadnie?

2.3 Sortowanie liczb

• Dane wej±ciowe: liczba naturalna n i ci¡g liczb a1, a2, . . . , an.

• Wynik: permutacja a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ci¡gu a1, a2, . . . , an taka, »e a′1 ≤ a′2 ≤ . . . ≤

a′n.

Przykªad. Dane: 2, 7, 4, 5, 1. Wynik: 1, 2, 4, 5, 7.

Jak do tego problemu podej±¢ systematycznie? Na przykªad tak jak sortujemy
rozdane karty w bryd»u.

Zapis algorytmu (sortowanie przez wkªadanie). (A[j] - j-ty element).

dla j:=2 do n wykonuj

k:=A[j];

i:=j-1;

dopóki i>0 oraz A[i]>k wykonuj

A[i+1]:=A[i];

i:=i-1;

A[i+1]:=k;

Przykªad.
Dane : 2 7 4 5 1

2 4 7 5 1
2 4 5 7 1

Wynik : 1 2 4 5 7

2.4 Analiza zªo»ono±ci algorytmu

Analiza zªo»ono±ci algorytmu jest to przewidywanie ile zasobów potrzeba do wyko-
nania algorytmu.

Zasoby:

1. pami¦¢;

2. poª¡czenia komunikacyjne;

3. czas dziaªania (dla nas najwa»niejszy).
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�eby analizowa¢ zªo»ono±¢ algorytmu musimy co± wiedzie¢ o tym jak on b¦dzie wy-
konywany przez maszyn¦.

My b¦dziemy zakªada¢, »e programy s¡ wykonywane na maszynie o dost¦pie
swobodnym (RAM): tzn. instrukcje s¡ wykonywane jedna po drugiej (nigdy dwie na
raz) i program nie mo»e si¦ mody�kowa¢ w trakcie dziaªania.

Czas dziaªania zale»y od rozmiaru danych wej±ciowych. 5 liczb nasz algorytm
sortuje szybciej ni» 1000. Tak»e dla dwóch ci¡gów równej dªugo±ci algorytm mo»e
wykonywa¢ ró»n¡ liczb¦ instrukcji w zale»no±ci od tego jak bardzo ró»ni¡ si¦ one od
ci¡gu posortowanego. Na ogóª, czas dziaªania algorytmu wyra»any jest jako funkcja
rozmiaru danych wyj±ciowych.

1. Rozmiar danych wej±ciowych jest to funkcja przyporz¡dkowuj¡ca poprawnym
danym wej±ciowym algorytmu liczb¦ naturaln¡.

2. Czas dziaªania algorytmu jest to funkcja przyporz¡dkowuj¡ca danym wej±cio-
wym liczb¦ podstawowych operacji wykonywanych przez algorytm na tych da-
nych.

3. (Pesymistyczna, czasowa) zªo»ono±¢ algorytmu jest to funkcja z N w N przy-
porz¡dkowuj¡ca liczbie naturalnej n najdªu»szy czas dziaªania algorytmu na
danych o rozmiarze n.

Dla problemu sortowania rozmiar danych to dªugo±¢ ci¡gu.

nr czas

1 dla j:=2 do n wykonuj | n

2 k:=A[j]; | n-1

3 i:=j-1; | n-1

4 dopóki i>0 oraz A[i]>k wykonuj | t_2+...+t_n

5 A[i+1]:=A[i]; | (t_2-1)+...+(t_n-1)

6 i:=i-1; | (t_2-1)+...+(t_n-1)

7 A[i+1]:=k; | n-1

• tj - liczba wykona« linii 4 przy ustalonym j.

• tj - jest najwi¦kszy gdy macierz jest uporz¡dkowana w porz¡dku malej¡cym,
wtedy tj = j.

• T (n) - zªo»ono±¢ algorytmu.

T (n) = 3(n− 1) + n+ 2
n∑
j=2

(j − 1) +
n∑
j=2

j =

= 3(n− 1) + n+ 2
n(n− 1)

2
+
n(n+ 1)

2
− 1 =

3

2
n2 +

7

2
n− 4

To jest ci¡gle 'za dokªadnie', skªadniki 7
2n i −4 oraz staªa 3

2 nie maj¡ wi¦kszego
znaczenia, przy du»ych n. To co jest wa»ne to n2. Mówimy, »e algorytm sortowania
przez wkªadanie ma zªo»ono±¢ (pesymistyczn¡, czasow¡) O(n2).

Notacja O(f(n)). Niech f : N → N funkcja. Mówimy, »e funkcja g : N → N
jest (klasy) O(f(n)) (piszemy g ∈ O(f(n)) lub wr¦cz g = O(f(n))) je±li istniej¡ staªe
a, b ∈ R takie, »e dla n > b, g(n) ≤ a ∗ f(n) ('g przyjmuje warto±ci nie wi¦ksze ni»
f z dokªadno±ci¡ do staªej').
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2.5 Wie»e Hanoi

A B C

Problem wie» Hanoi. Przenie±¢ pojedynczo n kr¡»ków z wie»y A na wie»e B
u»ywaj¡c wie»y C tak by nigdy kr¡»ek wi¦kszy nie le»aª na mniejszym.

Opis algorytmu. Aby przenie±¢ n kr¡»ków z A na B przez C

1. przenie± n− 1 kr¡»ków z A na C u»ywaj¡c B;

2. przenie± kr¡»ek z A na B;

3. przenie± n− 1 kr¡»ków z C na B u»ywaj¡c A.

Zapis algorytmu.

procedura przenies(m,X,Y,Z); {przenosi kr¡»ki z X na Y u»ywaj¡c Z}

je±li m=1 to przestaw(X,Y)

w przeciwnym przypadku

przenies(m-1,X,Z,Y);

przestaw(X,Y)

przenies(m-1,Z,Y,X);

przenies(n,A,B,C) {wywoªanie pocz¡tkowe}

Przykªad. n = 3. ...

Ile przestawie« wykona algorytm by przestawi¢ n kr¡»ków?

• an - liczba przestawie« n kr¡»ków.

Równanie rekurencyjne:{
a1 = 1
an+1 = an + 1 + an = 2an + 1

Rozwi¡zanie: an = 2n − 1.
Dowód indukcyjny. Dla n = 1, 21− 1 = 1 = a1. Zaªó»my, »e an = 2n− 1. Wtedy

an+1 = 2an + 1 = 2(2n − 1) + 1 = 2n+1 − 2 + 1 = 2n+1 − 1

Liczba przestawie« jest proporcjonalna do ilo±ci wszystkich operacji wykonywa-
nych przez algorytm. Zatem caªy algorytm dziaªa w czasie O(2n).

2.6 Wyszukiwanie sªowa w sªowniku

Problem wyszukiwania sªowa w sªowniku.

• Dane wej±ciowe: liczba naturalna n i ci¡g sªów w1, . . . , wn uporz¡dkowany w
porz¡dku leksykogra�cznym (alfabetycznym) oraz sªowo w.
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• Wynik: TAK, gdy dla pewnego 1 ≤ i ≤ n, w = wi; NIE, w przeciwnym
przypadku.

Przykªad. Dane: ~w =′ a′,′ ala′,′ b′,′ bela′,′ hela′, w =′ bela′. Wynik: TAK.

Poni»sza procedura mem sprawdza czy sªowo wyst¦puje w sªowniku pomi¦dzy
sªowami wm1 i wm2.

procedura mem(m1,m2);

je±li m1=m2 to

je±li w=w_m1 to wypisz('TAK')

w przeciwnym przypadku wypisz('NIE')

w przeciwnym przypadku

m3:= (m1+m2) div 2;

je±li w>w_m3 to mem(m3+1,m2)

w przeciwnym przypadku mem(m1,m3)

mem(1,n) (wywoªanie pocz¡tkowe)

Rozmiar danych: dªugo±¢ ci¡gu.
pn -liczba porówna« sªów dla sªownika dªugo±ci n.
Równanie rekurencyjne: {

p1 = 1
p2n = pn + 1

Rozwi¡zanie: pn ∼ log n.
Liczba porówna« jest rz¦du log n. Algorytm dziaªa w czasie O(log n).

2.7 Tablice rzeczywistego czasu dziaªania algorytmów

W poni»szej tabeli przedstawiony jest rozmiar zada« jakie mo»na rozwi¡za¢ w ci¡gu
jednej sekundy, minuty, godziny.

Zakªadamy, »e do wykonania operacji podstawowej potrzebna jest jedna milise-
kunda (= 10−3s).

nr Algorytm Zªo»ono±¢ Maksymalny rozmiar zadania
1 sekunda 1 minuta 1 godzina

A1 szukanie sªowa O(log n) 21000 - -
w sªowniku

A2 znajdowanie O(n) 1000 6 ∗ 104 3.6 ∗ 106

maksimum
w tablicy

A3 sortowanie O(n ∗ log n) 140 4893 2 ∗ 105

przez 'scalanie',
'kopcowanie'

A4 sortowanie O(n2) 31 244 1897
przez 'wkªadanie',

A5 n3 10 39 153

A6 Wie»e Hanoi O(2n) 9 15 21

A teraz przypu±¢my, »e zwi¦kszymy szybko±¢ komputera 10 razy. Poni»sza tablica
pokazuje o ile zwi¦kszy si¦ maksymalny rozmiar zadania który mo»na rozwi¡za¢ po
przyspieszeniu.
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nr Algorytm Zªo»ono±¢ Maksymalny Maksymalny
rozmiar rozmiar

zadania przed zadania po
przyspieszeniem. przyspieszeniu.

A1 szukanie sªowa O(log n) s1 s101
w sªowniku

A2 znajdowanie O(n) s2 10 ∗ s2
maksimum
w tablicy

A3 sortowanie O(n ∗ log n) s3 okoªo 10 ∗ s3
przez 'scalanie', dla du»ych n
'kopcowanie'

A4 sortowanie O(n2) s4 3.16 ∗ s4
przez 'wkªadanie',

A5 n3 s5 2.15 ∗ s5
A6 Wie»e Hanoi O(2n) s6 s6 + 3.3

2.8 Komputer od ±rodka

Schemat logiczny komputera

Magistrale komunikacyjne

Dyski

Monitor

Klawiatura

Drukarka

Sie¢

Procesor:

Arytmometr

Jednostka
steruj¡ca

Rejestry

Pami¦¢
wewn¦trzna:

staªa (ROM)

operacyjna
(RAM)

• Procesor przetwarza informacje i steruje pozostaªymi elementami systemu.

• Pami¦¢ sªu»y do przechowywania informacji.

• Ukªady wej±cia-wyj±cia (Dyski, Monitor, Klawiatura, Drukarka, Sie¢) umo»li-
wiaj¡ komunikacj¦ komputera ze ±wiatem zewn¦trznym.

• Magistrale komunikacyjne ª¡cz¡ moduªy komputera.

Komputer dziaªa powtarzaj¡c cykle rozkazowe. Na jeden cykl rozkazowy skªada
si¦ wiele operacji. W pewnym przybli»eniu mo»na je przedstawi¢ nast¦puj¡co:

1. pobranie kolejnego rozkazu z komórki pami¦ci wskazywanej przez licznik roz-
kazów;
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2. sprawdzenie czy rozkaz wymaga pobrania danych, je±li tak, to wyznaczenie
miejsc w pami¦ci z których nale»y pobra¢ dane i umieszczenie danych w reje-
strach komputera;

3. wykonanie rozkazu (arytmometr);

4. wysªanie wyniku pod wªa±ciwy adres w pami¦ci;

5. zmiana zawarto±ci licznika rozkazów, tak by wskazywaª kolejny rozkaz dla pro-
cesora;

6. obsªuga przerwa« (o ile takie maj¡ miejsce);

7. przej±cie do kroku 1. w celu wykonania nast¦pnego cyklu rozkazów.

Od pomysªu algorytmu do wykonania programu przez maszynie jest szereg kro-
ków do wykonania. Pierwsze kroki s¡ wykonywane czªowieka a nast¦pne przez ma-
szyn¦. Mo»na wyszczególni¢ nast¦puj¡ce etapy tego procesu:

1. Pomysª algorytmu (czªowiek);

2. Algorytm (czªowiek);

3. Program w j¦zyku wysokiego poziomu (programista);

4. Program w j¦zyku adresów symbolicznych, asemblerze, (kompilacja, maszyna);

5. Kod maszynowy (dalsza kompilacja, maszyna);

6. Wykonanie kodu na komputerze (maszyna).
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3 J¦zyk Pascal

3.1 J¦zyki programowania wysokiego poziomu

J¦zyki programowania wysokiego poziomu s¡ to sformalizowane j¦zyki sªu»¡ce do za-
pisu algorytmów.

Typy j¦zyków programowania wysokiego poziomu:

1. imperatywne: Pascal, C, Basic, Fortran, Cobol, APL, Algol, Forth, ...

2. funkcyjne: ML, Miranda, Haskel, ...

3. programowanie w logice: Prolog.

4. programowanie zorientowane obiektowo: SmallTalk, C++...

5. programowanie równolegªe: Occam, Concurrent Pascal, ...

Na opis j¦zyka programowania skªada si¦:

1. Precyzyjna skªadnia tzn. dokªadne okre±lenie co jest dopuszczalnym progra-
mem w tym j¦zyku.

2. Jednoznaczna semantyka tzn. jednoznaczny opis ka»dego wyra»enia dozwolo-
nego skªadniowo.

(a) Semantyka operacyjna: opis stanu komputera przed i po wykonaniu in-
strukcji.

(b) Semantyka denotacyjna: opis funkcji przeksztaªcaj¡cej dane wej±ciowe w
dane wyj±ciowe.

3.2 Diagramy skªadniowe

Skªadni¦ j¦zyka programowania mo»na opisywa¢ gra�cznie przy pomocy diagramów
skªadniowych lub tekstowo przy pomocy notacji BNF. My opiszemy skªadnie j¦zyka
Pascal gra�cznie.

W diagramie skªadniowym obiekt de�niowany wyst¦puje jako podpis do rysunku
de�niuj¡cego. Symbole:

1. Blok owalny �
�

�
�

obejmuje symbole oznaczaj¡ce same siebie.

2. Blok prostok¡tny

obejmuje poj¦cie zde�niowane gdzie indziej.

3. Strzaªka
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-

wskazuje kolejno±¢ symboli w napisie zªo»onym.

4. Rozgaª¦zienie
-PPPPq

oznacza alternatyw¦ de�nicyjn¡ - mo»na wybra¢ dowoln¡ ze strzaªek.

Przykªady

cyfra dziesi¦tna

�
�

�
�0

�
�

�
�1

�
�

�
�8

�
�

�
�9

-

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@R

@
@@

@
@@R

@
@@R

@
@@R

. . .

liczba bez znaku

cyfra dziesi¦tna- -
6

liczba

liczba bez znaku

�
�

�
�+�

�
�
�-

���
@@R

@@R
���

-

identy�kator

litera

litera

cyfra dziesi¦tna

- ��
�*

H
HHj

-

�
�
�
��

6

?

3.3 Formalna de�nicja j¦zyka imperatywnego

Na tekst programu skªadaj¡ si¦

1. opis struktur danych, tzn. opis obiektów na których dziaªa algorytm; w pro-
gramie: de�nicje i deklaracje.

2. opis procesu obliczeniowego; w programie: instrukcje.

Czasem zawiera si¦ to w nast¦puj¡cej 'równo±ci':

program = algorytm + struktury danych

Formaln¡ de�nicja (fragmentu) j¦zyka Pascal mo»na przedstawi¢ tak:

program

-
�
�

�
�program - identy�kator -

�
�

�
�; - blok -

�
�

�
�. -
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blok

-
�
�

�
�type - identy�kator -

�
�

�
�= - typ -

�
�

�
�;

�
6

-
�
�

�
�var - identy�kator -

�
�

�
�: - typ -

�
�

�
�;�

�
�
�; �

6

�

6

- deklaracja funkcji lub procedury -
�
�

�
�;

�
6

-
�
�

�
�begin - instrukcja -

�
�

�
�end -

�
�

�
�;

6

�

W powy»szym diagramie wyst¦puj¡ kolejno sekcja de�nicji typów, sekcja deklaracji
zmiennych, sekcja deklaracji funkcji i procedur oraz program gªówny.

typ

��
�*

H
HHj

HHH -
�
��

identy�kator typu

opis typu

Jednak dalszy opis j¦zyka Pascal przedstawimy mniej formalnie.

3.4 Zmienne

1. Zmienna i jej nazwa: zmienn¡ mo»emy uto»samia¢ z obszarem pami¦ci, w
którym przechowywana jest pewna warto±¢ (warto±¢ tej zmiennej w postaci
kodu dwójkowego). Nazwa zmiennej (identy�kator) to mnemotechniczny adres
tego obszaru pami¦ci.

NB. Dla ró»nych zmiennych obszar pami¦ci mo»e by¢ ró»ny.

2. Typ zmiennej wyznacza wielko±¢ obszaru pami¦ci przeznaczonego na dan¡
zmienn¡. Aby poprawnie skompilowa¢ program musimy poinformowa¢ kompi-
lator o zamiarze wykorzystania ka»dej zmiennej (wyj¡tki od tej reguªy poznamy
pó¹niej). Taka informacja to deklaracja zmiennej (lub staªej).

Deklaracje zmiennych w j¦zyku Pascal maj¡ nast¦puj¡ca posta¢:

var nazwa1, nazwa2 : typ1;

nazwa3 : typ3;

....
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Sªowo 'var' jest sªowem kluczowym rozpoczynaj¡cym sekcj¦ deklaracji zmiennych.
Deklaracja zmiennych wprowadza identy�katory zmiennych wymienione po lewej
stronie deklaracji, i zapowiada, »e b¦d¡ one u»ywane dla oznaczania warto±ci typu
podanego po prawej stronie deklaracji.

De�nicje staªych w j¦zyku Pascal maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:

const stala1='opis stalej';

....

Sªowo 'const' jest sªowem kluczowym rozpoczynaj¡cym sekcj¦ de�nicji staªych. Staªe,
podobnie jak zmienne, przechowuj¡ warto±ci ró»nych typów ale nie mog¡ by¢ mody-
�kowane podczas realizacji programu.

Przykªad

const zakres=100;

pi=3.14;

liczba=17;

znak='a';

ciag_znakow='ala';

3.5 Typy proste

Podstawowymi typami j¦zyka Pascal s¡ typy proste. Przy ich pomocy de�niuje si¦
bardziej zªo»one typy strukturalne.

Typy standardowe

typ identy�kator przykªadowe funkcje
typu elementy typu i relacje

logiczny boolean true, false and, or, not
caªkowity integer -2, 1, 1000 +,-,*, div, mod,<
znakowy char 'a','1','+'

rzeczywisty real 10,1.7,1,2E4 +,-,*,/
ªa«cuchowy string 'ala' +,<

!

Typy logiczny, caªkowity i znakowy s¡ typami porz¡dkowymi. Na elementach typu
porz¡dkowego T s¡ okre±lone funkcje ord przeksztaªcaj¡c¡ typ T w typ integer oraz
funkcje poprzednika i nast¦pnika

succ, pred : T −→ T

(succ nie jest zde�niowany dla ostatniego elementu typu T , a pred nie jest zde�nio-
wany dla pierwszego elementu typu T ).

Przykªad deklaracji zmiennych:

var x,y,z : real;

p,q : boolean;

litera : char;

s1,s2 : string;

m,n : integer;

U»ywaj¡c funkcji i relacji tworzymy ze zmiennych i staªych wyra»enia.

Przykªady wyra»e«:
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1. (x+ y)/z - wyra»enie typu real;

2. (x+ y) < z - wyra»enie typu boolean;

3. s1+s2 - wyra»enie typu string;

4. s1+litera - wyra»enie typu string;

5. (p and ((s1 + litera) < z)) or not q - wyra»enie typu boolean;

6. n mod m - wyra»enie typu integer.

Typy wyliczeniowe

Typy wyliczeniowe s¡ de�niowane przez wyliczenie identy�katorów elementów
typu.

Przykªad

type dzien_tygodnia = (pon,wt,sr,czw,pt,sob,niedz);

kolor=(czerwony,zielony,niebieski);

Typy okrojone

Typy okrojone s¡ de�niowane przez ograniczenie typu porz¡dkowego.
Przykªad

type dzien_roboczy = (pon..pt);

mala_liczba=(1..30);

Typy wyliczeniowe i okrojone te» s¡ typami porz¡dkowymi.

3.6 Typy strukturalne

Typy strukturalne s¡ de�niowane z wcze±niej zde�niowanych typów przy pomocy
tzw. konstruktorów typów (operacji na typach).

Tablice

Deklaracja tablicy:

type tablica=array[T1,...,Tn] of T;

gdzie T1, . . . Tn s¡ typami porz¡dkowymi a T dowolnym typem. Teorio-
monogo±ciowo tablicom typu tablica odpowiadaj¡ funkcje z produktu kartezja«-
skiego T1× . . .×Tn w T.

Przykªad de�nicji typów tablicowych:

type tablica1 = array[1..10] of char;

tablica2 = array[dzien_roboczy,mala_liczba] of real;

tablica3 = array['a'..'z'] of integer;

Wtedy tablica1[7] jest znakiem, tablica2[wt,3] jest liczb¡ rzeczywist¡, a
tablica3['c'] jest liczb¡ caªkowit¡.

Rekordy

Deklaracja rekordu:
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type rekord1=record p1:T1;

p2:T2;

...

pn:Tn

end;

gdzie rekord1 jest identy�katorem de�niowanego typu rekordowego T1 ... Tn s¡
identy�katorami typów a p1 s¡ identy�katorami pól. Wszystkie identy�katory pól
musz¡ by¢ ró»ne. Je±li natomiast identy�katory typów s¡ równe, mo»emy pola od-
powiednich typów umie±ci¢ na tej samej li±cie. Na przykªad je±li T1 i T2 s¡ równe to
powy»szy rekord mo»emy zde�niowa¢ te» tak:

type rekord2=record p1,p2:T1;

p3:T3;

...

pn:Tn

end;

Teorio-mnogo±ciowo rekordy typu rekord1 to n-tki uporz¡dkowane, elementy pro-
duktu kartezja«skiego T1× . . .×Tn.

Przykªad

type student = record

nazwisko,imie:string;

rok,nr:integer;

srednia:real

end;

var s1,s2:student;

Wtedy s1.nazwisko jest ªa«cuchem, s1.rok liczb¡ caªkowit¡, a s1.srednia

liczb¡ rzeczywist¡.

Zbiory, Pliki, na ¢wiczeniach.

Typy wska¹nikowe Typy wska¹nikowe sªu»¡ do konstrukcji dynamicznych
struktur danych. B¦d¡ one omawiane w drugim semestrze.

Z typami zwi¡zane s¡

1. operacje na elementach danego typu;

2. sposób dost¦pu do informacji przechowywanych w zmiennych i staªych danego
typu;

3. konstrukcje programotwórcze sªu»¡ce do przeszukiwania elementów typów
strukturalnych.

3.7 Przegl¡d instrukcji j¦zyka Pascal

Poni»ej opiszemy kolejno podstawowe instrukcje j¦zyka Pascal i ich znaczenia.

Instrukcja przypisania

Instrukcja ma posta¢

a:=w
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gdzie a jest zmienn¡ a w jest wyra»eniem tego samego typu co zmienna a.
Przykªad. Przy deklaracji zmiennych

var a,x:real;

p:boolean;

n,m:integer;

mo»emy na przykªad dokona¢ takich podstawia«

a:=(x+n)/2;

n:=n*m;

n:=n+2;

p:=(a<x) or (n=0);

Opis logiczny instrukcji. Znaczenie tej instrukcji opisuje aksjomat

P (a\w){ a := w }P (1)

gdzie P jest dowoln¡ formuª¡, a P (a\w) jest formuª¡ powstaª¡ z P przez zast¡pienie
wszystkich1 wyst¡pie« zmiennej a wyra»eniem w. Caªa formula (1) oznacza, »e je±li
przed wykonaniem instrukcji a:=w speªniony jest warunek P (a\w) to po wykonaniu
instrukcji a:=w speªniony jest warunek P .

Przykªady zastosowania aksjomatu (1):

(b = (x+ n) + 1){a := x+ n}(b = a+ 1)

czyli, je±li przed wykonaniem instrukcji a := x+ n zachodzi (b = (x+ n) + 1) to po
jej wykonaniu zachodzi (b = a+ 1).

(n+ 1 < k ∧ n+ 1 > 0){n := n+ 1}(n < k ∧ n > 0)

czyli, je±li przed wykonaniem instrukcji n := n+ 1 zachodzi (n+ 1 < k ∧ n+ 1 > 0)
to po jej wykonaniu zachodzi (n < k ∧ n > 0).

Innymi sªowy instrukcja podstawiania jest wykonywana w ten sposób, »e naj-
pierw wyliczamy warto±¢ wyra»enia po prawej stronie a potem wstawiamy wyliczon¡
warto±¢ na zmienn¡ po lewej stronie.

Do opisu znaczenia instrukcji przypisania u»yli±my zapisu logicznego. Ogólnie
zapis logiczny ma posta¢

P{ I }Q

gdzie P i Q s¡ formuªami a I instrukcj¡, i oznacza, »e je±li przed wykonaniem instruk-
cji I prawdziwa jest formuªa P to po jej wykonaniu (o ile wykonywanie instrukcji
si¦ zako«czy) prawdziwa jest formuªa Q. P nazywamy warunkiem pocz¡tkowym a Q
warunkiem ko«cowym.

Prawdziwa jest nast¦puj¡ca reguªa wnioskowania

P{ I }Q, Q{ J }R
P{ I; J }R

(2)

Ta reguªa, jak i inne reguªy wnioskowania, pozwala wywnioskowa¢ formuª¦ pod kre-
sk¡ o ile ustalimy prawdziwo±¢ formuª nad kresk¡. W tym przypadku reguªa (2)
wyra»a to, »e ; ª¡czy dwie instrukcje nic w nich nie zmieniaj¡c.

1S¡ tu pewne ograniczenia które nas w praktyce nie b¦d¡ dotyczy¢. Gdy formuªa P ma kwan-

ty�katory to wyra»enie w wstawiamy na tak zwane wolne wyst¡pienia zmiennej a. Ponadto, takie

podstawienie nie mo»e wi¡za¢ »adnej ze zmiennych wyst¦puj¡cych w wyra»eniu w.
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Cz¦sto u»yteczna jest reguªa która nieznacznie uogólnia reguª¦ (2)

P ⇒ P ′, P ′{ I }Q, Q⇒ Q′, Q′{ J }R, R⇒ R′

P{ I; J }R′
(3)

Przykªad. Zamian¦ warto±¢ zmiennych x i y dowolnego typy T mo»na wykona¢
u»ywaj¡c dodatkowej zmiennej z typu T w nast¦puj¡cy sposób:

z:=x;

x:=y;

y:=z

Mo»na to wykaza¢ u»ywaj¡c opisu znaczenia instrukcji podstawiania (1) oraz reguªy
(2) w nast¦puj¡cy sposób:

(x = a ∧ y = b) {z := x} (z = a ∧ y = b)

(z = a ∧ y = b) {x := y} (z = a ∧ x = b)

(z = a ∧ x = b) {y := z} (y = a ∧ x = b)

W praktyce takie rozumowania jest lepiej prowadzi¢ od ko«ca.
Zatem, u»ywaj¡c dwukrotnie reguªy (2), otrzymujemy

(x = a ∧ y = b) {z := x; x := y; y := z} (y = a ∧ x = b)

Gdy T jest typem caªkowitym lub rzeczywistym to mo»emy zamieni¢ warto±ci
zmiennych x i y nie u»ywaj¡c dodatkowej zmiennej, w nast¦puj¡cy sposób:

x:=x+y;

y:=x-y;

x:=x-y

By pokaza¢, »e powy»sze trzy instrukcje rzeczywi±cie wymieniaj¡ warto±ci zmiennych
x i y znowu u»yjemy aksjomatu (1) zaczynaj¡c od ko«ca (gdzie wstawiamy formuª¦
któr¡ chcemy udowodni¢ (y = a ∧ x = b)):

((x+y)− ((x+y)−y)) = b∧ (x+y)−y = a {x := x+y} x− (x−y) = b∧x−y = a

x− (x− y) = b ∧ x− y = a {y := x− y} (x− y) = b ∧ y = a)

(x− y) = b ∧ y = a) {x := x− y} x = b ∧ y = a)

Formuªa pierwsza ((x+ y)− ((x+ y)− y)) = b ∧ (x+ y)− y = a (otrzymana na
ko«cu) nie jest t¡ o któr¡ nam chodzi. Ale zauwa»my, »e prawdziwa jest formuªa

(x = a ∧ y = b)⇒ ((x+ y)− ((x+ y)− y)) = b ∧ (x+ y)− y = a

A teraz u»ywaj¡c reguªy (3) otrzymujemy »¡dany wynik:

(x = a ∧ y = b) {x := x+ y; y := x− y; y := x− y} (x = b ∧ y = a)

Instrukcja pusta

Instrukcja pusta to pusty ci¡g znaków i znaczy 'nic nie rób'. Jej znaczenie opisuje
si¦ aksjomatem

P{ }P
dla dowolnej formuªy P . Je±li napiszemy ci¡g instrukcji I1; ; I2 to jest to zªo»enie
trzech instrukcji przy czym drug¡ instrukcj¡ jest instrukcja pusta.
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Instrukcja zªo»ona

Instrukcja zªo»ona ª¡czy ci¡g instrukcji w jedn¡ instrukcj¦ i ma posta¢
begin I1; ... ; In end gdzie I1, ... , In s¡ instrukcjami. Znaczenie tej instrukcji
opisuje reguªa

Pi { Ii } Pi+1 i = 1, . . . , n

P1 { begin I1; . . . ; In end } Pn+1
(4)

Przykªad. Fragment programu

begin

x:=x+2;

y:=2*x;

end;

jest zªo»eniem trzech instrukcji, z których ostatnia jest instrukcj¡ pust¡.

Instrukcje warunkowe

Mamy dwie instrukcje warunkowe. Pierwsza ma posta¢

if w then I

gdzie w jest wyra»eniem typu boolowskiego a I jest instrukcj¡. Znaczenie tej instruk-
cji opisuje reguªa

P ∧ w { I } Q P ∧ ¬w ⇒ Q

P {if w then I} Q
(5)

tzn. instrukcja oznacza 'je±li w to wykonaj I'. Druga instrukcja warunkowa jest
rozszerzeniem pierwszej i ma posta¢

if w then I1 else I2

gdzie w jest wyra»eniem typu boolowskiego a I1 i I2 s¡ instrukcjami. Znaczenie tej
instrukcji opisuje reguªa

P ∧ w { I1 } Q P ∧ ¬w { I2 } Q
P {if w then I1else I2} Q

(6)

tzn. instrukcja oznacza 'je±li w to wykonaj I1 w przeciwnym wypadku wykonaj I2'.

Przykªad. Je±li x jest typu caªkowitego to mamy

T { if x < 0 then abs := −x else abs := x } abs = |x| (7)

gdzie T oznacza formuª¦ zawsze prawdziw¡. Z (1) i (3) mamy

(T ∧ x < 0)⇒ (−x = −x ∧ x < 0), (abs = −x ∧ x < 0)⇒ (abs = |x|)
((−x = −x ∧ x < 0) { abs := −x } (abs = −x ∧ x < 0)

(T ∧ x < 0) { abs := −x } (abs = |x|)

i podobnie mo»na pokaza¢, »e

(T ∧ ¬(x < 0)) { abs := x } (abs := |x|).

Zatem (7) wynika z powy»szych dwóch formuª na mocy reguªy (6).

Iteracja warunkowa (p¦tla while)

Instrukcja iteracji warunkowej ma posta¢
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while w do I

gdzie w jest wyra»eniem typu boolowskiego a I jest instrukcj¡.

Przykªad.

while x<y do begin

x:=x+2;

y:=y+1

end

Znaczenie tej instrukcji opisuje reguªa

P ∧ w { I } P
P { while w do I } P ∧ ¬w

(8)

Formuª¦ P speªniaj¡c¡ przesªanki tej reguªy nazywamy niezmiennikiem p¦tli. In-
strukcja ta powoduje, »e instrukcja I jest wykonywana dopóki warunek w jest speª-
niony. Zauwa»my, »e w regule (8) warunek P wyst¦puje zarówno w warunku pocz¡t-
kowym jak i ko«cowym (st¡d jego nazwa niezmiennik). Umiej¦tny wybór takiego
niezmiennika jest zazwyczaj najistotniejszym problemem przy dowodzeniu cz¦±cio-
wej poprawno±ci programów.

Przykªad. Poka»emy, »e po wykonaniu poni»szego fragmentu programu zmienna
iloczyn ma warto±¢ m ∗ n. Wszystkie zmienne s¡ typu caªkowitego.

if n<0 then a:=-n

else a:=n;

k:=0;

x:=0;

while k<a do begin

x:=m+x;

k:=k+1

end;

if n<0 then iloczyn:=-x

else iloczyn:=x

Mamy

T { if n<0 then a:=-n else a:=n } (a = |n|)

oraz

(a = |n|) { k:=0; x:=0 } (k = 0 ∧ x = 0 ∧ (a = |n|)).

Prawdziwa jest nast¦puj¡ca formuªa

(k = 0 ∧ x = 0 ∧ (a = |n|))⇒ (k ≤ a ∧ x = k ∗m)

Ponadto dla formuªy Q = (k ≤ a ∧ x = k ∗m) mamy

Q ∧ (k < a) { x:=m+x;k:=k+1 } Q

Zatem Q jest niezmiennikiem p¦tli i na mocy reguªy (8) mamy

Q { while k<a do begin x:=m+x;k:=k+1 end } (¬(k < a) ∧Q).
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U»ywaj¡c reguªy (3) otrzymujemy

Q { while k<a do begin x:=m+x;k:=k+1 end } (k = a ∧Q).

Ponadto mamy te»

(x = a ∗m ∧ a = |n|) { if n<0 then iloczyn:=-x else iloczyn:=x }

(iloczyn = n ∗m).
�¡cz¡c powy»sze formuªy przy pomocy reguªy (3) otrzymujemy tez¦.

Iteracja ograniczona (p¦tla for)

Instrukcja iteracji ograniczonej ma posta¢

for x:=t1 to t2 do I

gdzie x jest zmienn¡ typu porz¡dkowego, t1 i t2 s¡ wyra»eniami tego samego typu
co zmienna x a I jest instrukcj¡.

Przykªad.

for i:=1 to 10 do begin

x:=x*i;

y:=y+i

end;

Znaczenie tej instrukcji opisuje reguªa (zakªadamy, »e instrukcja I nie zmienia war-
to±ci zmiennej i oraz t1 ≤ succ(t2))

P (t1), P (i) { I } P (succ(i)) i = t1, . . . , t2

P (t1) { for i := t1 to t2 do I } P (succ(t2))
(9)

Podobnie jak w przypadku p¦tli while formuª¦ P speªniaj¡c¡ przesªanki tej reguªy
nazywamy niezmiennikiem p¦tli. Instrukcja ta powoduje, »e instrukcja I jest wyko-
nywana kolejno dla wszystkich warto±ci x of t1 do t2.

Instrukcje wej±cia-wyj±cia

Instrukcje wej±cia-wyj±cia sªu»¡ do komunikacji ze '±wiatem zewn¦trznym'. In-
strukcja

write(w)

wypisuje na ekran warto±¢ wyra»enia w typu standardowego. Instrukcja

read(x)

wczytuje warto±¢ z klawiatury na zmienn¡ x typu standardowego.

Przykªady. Podajemy poni»ej dwa proste przykªady programów. Pierwszy nwd

oblicza najwi¦kszy wspólny dzielnik a drugi srednia ±redni¡ arytmetyczn¡ n liczb.

Program nwd;

var n,m:integer;

begin

read(n);

read(m);

while n<>m do

if n>m then n:=n-m

else m:=m-n;

write(n)

end.
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Program srednia;

var n,i:integer;

x,s:real;

begin

read(n);

s:=0;

for i:=1 to n do begin

read(x);

s:=s+x;

end;

write(s/n)

end.

3.8 Procedury

Programy nawet w j¦zyku wysokiego poziomu, je±li nie s¡ podzielone na mniejsze
moduªy szybko staj¡ si¦ nieczytelne. By temu zapobiec mo»e je dzieli¢ na mniejsze
moduªy, które wykonuj¡ poszczególne fragmenty zadania i maj¡ bardziej przejrzyst¡
form¦. Do modularyzacji wi¦kszych programów sªu»¡ procedury. Rozwa»my nast¦-
puj¡ce zadanie.

Zadanie.

• Dane: tablica A liczb caªkowitych.

• Wynik: Liczba wyst¡pie« liczby 1 po liczbie 0.

Dla tablicy A = [1, 0, 0, 7, 1, 1, 0, 6, 7, 1, 1] wynik powinien by¢ 2. Mo»na to zada-
nie rozwi¡za¢ tak:

const m=100;

var A : array[1..m] of integer;

s,n,i : integer;

begin

for i:=1 to m do {wczytanie warto±ci A}

read(A[i]);

s:=0; n:=1; {inicjalizacja zmiennych}

while n<m do begin {p¦tla gªówna}

while (n<m) and (A[n]<>0) do {szukanie kolejnego 0 w A}

n:=n+1;

if A[n]=0 then begin {je±li znalazl 0 to...}

while (n<m) and (A[n]<>1) do {szukanie kolejnego 1 w A}

n:=n+1;

if A[n]=1 then s:=s+1; {je±li znalazl 1 to zwi¦kszamy s}

end;

end;

write(s); {wypisanie wyników}

end.

W nawiasach klamrowych zapisane s¡ komentarze wyja±niaj¡ce co robi¡ poszczególne
fragmenty programu. Mo»na jednak ten program zapisa¢, u»ywaj¡c procedur, tak:

const m=100;

var A : array[1..m] of integer;
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s,n : integer;

procedure dane;{wczytanie warto±ci A}

var i:integer;

begin

for i:=1 to m do

read(A[i]);

end;

procedure szukaj(var j:integer;x:integer);

{szukanie w tablicy A wartosci x od miejsca j}

begin

while (j<m) and (A[j]<>x) do

j:=j+1;

end;

begin{prgram glowny}

dane; {wywolanie procedury wczytujacej dane}

s:=0; n:=1; {inicjalizacja zmiennych}

while n<m do begin {p¦tla gªówna}

szukaj(n,0); {wywolanie procedury szukaj z parametrami

aktualnymi n oraz 0}

if A[n]=0 then begin {je±li znalazl 0 to...}

szukaj(n,1); {wywolanie procedury szukaj z parametrami

aktualnymi n oraz 1}

if A[n]=1 then s:=s+1; {je±li znalazl 1 to zwi¦kszamy s}

end;

end;

write(s); {wypisanie wyników}

end.

Maj¡c taki program mo»na go teraz ªatwo poprawi¢ by szukaª ró»nych kombinacji
liczb na przykªad 0, 1 i 2, 3.

const m=100;

var A : array[1..m] of integer;

procedure dane;{wczytanie warto±ci A}

var i:integer;

begin

for i:=1 to m do

read(A[i]);

end;

procedure szukaj(var j:integer;x:integer);

{szukanie w tablicy A wartosci x od miejsca j}

begin

while (j<m) and (A[j]<>x) do

j:=j+1;

end;
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function kombinacja(k,l:integer):integer;

{liczy ile razy k wystepuje przed l w tablicy A}

var s,n:integer;

begin

s:=0; n:=1; {inicjalizacja zmiennych}

while n<m do begin {p¦tla gªówna}

szukaj(n,k); {wywolanie procedury szukaj z parametrami

aktualnymi n oraz k}

if A[n]=k then begin {je±li znalazl k to...}

szukaj(n,l); {wywolanie procedury szukaj z parametrami

aktualnymi n oraz l}

if A[n]=l then s:=s+1; {je±li znalazl l to zwi¦kszamy s}

end;

end;

kombinacja:=s;

end;

begin {program glowny}

dane; {wywolanie procedury wczytujacej dane}

write(kombinacja(0,1)); {wypisanie wyników}

write(kombinacja(2,3))

end.

W ten sposób pierwszy program zostaª podzielony na mniejsze moduªy, które wy-
konuj¡ jasno okre±lone podzadania. A sam program gªówny zostaª zredukowany do
'spisu tre±ci'.

Parametry i zmienne zwi¡zane z procedurami

Poniewa» procedury mog¡ zale»e¢ od parametrów ró»nego rodzaju i mo»na w
nich deklarowa¢ dodatkowe zmienne, które istniej¡ tylko w czasie wykonywania tej
procedury, w poni»szych tabelach zestawiamy i opisujemy te nowo napotkane 'twory'.

Zmienne w procedurach

Globalne Lokalne

(zmienne u»ywane (zmienne zadeklarowane
w procedurze ale w procedurze i istniej¡ce

nie zadeklarowane w tej tylko podczas dziaªania
procedurze i nie b¦d¡ce tej procedury)
parametrami formalnymi)

Zmienne:

• Zmienne globalne s¡ zadeklarowane w nagªówku programu i istniej¡ w czasie
caªego dziaªania programu.

• Zmienne lokalne s¡ deklarowane po nagªówku procedury (i sªowie var) i istniej¡
tylko w czasie dziaªania tej procedury.
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• W ciele procedury dost¦pne s¡ zarówno zmienne lokalne zadeklarowane w tej
procedurze jaki i zmienne globalne. Wyj¡tek od tej reguªy stanowi sytuacja, w
której zmienna globalna ma ten sam identy�kator co zmienna lokalna. Wtedy
zmienna globalna nie jest dost¦pna w tej procedurze2.

Parametry procedur

Formalne Aktualne

(wyliczone w nagªówku (wyliczone przy ka»dym
procedury i u»ywane woªaniu procedury)
w ciele procedury)

woªane przez warto±¢ wyra»enia typów
odpowiadaj¡cych parametrom

formalnym

woªane przez zmienn¡ zmienne typów
odpowiadaj¡cych parametrom

formalnym

Parametry:

• Parametry formalne procedury to zmienne zadeklarowane w nagªówku proce-
dury ( w nawiasie, po identy�katorze procedury).

• Parametry aktualne procedury to zmienne lub wyra»enia, które s¡ parametrami
przy woªaniach procedury.

• Parametry formalne woªane przez warto±¢ zachowuj¡ si¦ w ciele procedury jak
zmienne lokalne z ta ró»nic¡, »e s¡ inicjalizowane przed rozpocz¦ciem wykony-
wania procedury przez warto±ci parametrów aktualnych.

• Parametry formalne woªane przez zmienn¡ (w nagªówku procedury ich dekla-
racj¦ poprzedza sªowo var) zachowuj¡ si¦ w procedurze podobnie do zmien-
nych globalnych. Dokªadniej, parametr aktualny odpowiadaj¡cy parametrowi
formalnemu woªanemu przez zmienn¡ musi by¢ zmienn¡ i wszystkie operacje
dotycz¡ce tego parametru formalnego w czasie wykonywania procedury s¡ wy-
konywane na odpowiadaj¡cym mu parametrze aktualnym.

Uwaga. Z powy»szego opisu wynika, »e warto±¢ parametru aktualnego woªanemu
przez zmienn¡ mo»e by¢ aktualizowana w czasie dziaªania procedury. Mo»emy za-
tem, przy pomocy zmiennych woªanych przez zmienn¡ przekazywa¢ szereg warto±ci
dowolnych typów, które obliczymy w czasie dziaªania procedury.

Przykªad.

var t:array[1..100] of integer;

a,b:integer;

procedure cos (var x:integer;y:integer);

2Takie zjawisko nazywa si¦ zasªanianiem zmiennych
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var b,t:integer;

begin

x:=x+1; y:=y+1; a:=a+1; b:=y+1; t:=a+1;

end;

begin

a:=20; b:=10;

cos(a,b)

writeln(a); writeln(b);

end.

W procedurze cos, x jest parametrem formalnym woªanym przez zmienn¡, y jest pa-
rametrem formalnym woªanym przez warto±¢, b i t s¡ zmiennymi lokalnymi a zmienna
a jest globalna. Zmienne globalne: tablicowa t i caªkowita b s¡ niedost¦pne w proce-
durze cos, poniewa» s¡ zasªoni¦te przez zmienne lokalne o tym samym identy�katorze
i typie caªkowitym. W instrukcji woªania procedury cos(a,b), a i b s¡ parametrami
aktualnymi. W wyniku wykonania programu na ekranie zostan¡ wypisane liczby:
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3.9 Procedury rekurencyjne

Procedury rekurencyjne to takie, które woªaj¡ same siebie.
Jedn¡ z najprostszych funkcji, któr¡ wygodnie jest de�niowa¢ rekurencyjnie jest

funkcja silnia. Mo»na j¡ zde�niowa¢ tak:

n! =

{
1 gdy n = 0
n ∗ (n− 1)! gdy n > 0

T¦ matematyczn¡ de�nicje mo»na ªatwo przetªumaczy¢ na funkcj¦ w j¦zyku Pascal:

function silnia(n:integer):integer;

begin

if n=0 then silnia:=1

else silnia:=n*silnia(n-1)

end;

Do administrowania obliczeniami programu u»ywaj¡cego procedur u»ywamy stosu
odwoªa«. Stos3 jest jedn¡ z najprostszych dynamicznych struktury danych. Na
stosie mo»na dokonywa¢ trzech operacji:

1. wªo»y¢ element na wierzch stosu;

2. zdj¡¢ element z wierzchu stosu;

3. sprawdzi¢ czy stos jest pusty.

Stos liter mo»na sobie wyobra»a¢ tak:

3Stos na przykªad ksi¡»ek ma to do siebie, »e mo»na wkªada¢ ksi¡»ki na wierzch i z wierzchu je

zdejmowa¢, nie mo»na natomiast wyjmowa¢ ich ze ±rodka, bez naruszania caªej konstrukcji.
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A

B

A

C

Wa»ne jest, »e liczba elementów na stosie jest w zasadzie nieograniczona, jego wiel-
ko±¢ mo»e si¦ zmienia¢ dynamicznie w trakcie wykonywania programu w zale»no±ci
od bie»¡cych potrzeb.

Spróbujmy teraz przeanalizowa¢ jak jest wykonywana instrukcja silnia(5)

umieszczona w pewnym miejscu programu gªównego, które oznaczymy przez ⊗. By
obliczy¢ warto±¢ silnia(5) musimy przerwa¢ wykonywanie kolejnych instrukcji pro-
gramu, wykona¢ procedur¦ silnia z parametrem o warto±ci 5 a nast¦pnie powróci¢
do wykonywania programu w miejscu w którym je przerwali±my. By umo»liwi¢ taki
powrót wkªadamy na stos adres miejsca powrotu ⊗ i aktualne warto±ci zmiennych.
Teraz stos wygl¡da tak: 1

⊗, wart. zm.

Rozpoczynaj¡c wykonywanie ciaªa funkcji silnia zmienna n ma warto±¢ 5. Zatem
n 6= 0 i pozostaje do wykonania instrukcja silnia:=n*silnia(n-1) przy warto±ci
zmiennej n równej 5. W tym celu nale»y obliczy¢ warto±¢ wyra»enia n*silnia(n-1).
Warto±¢ n znamy ale by obliczy¢ warto±¢ silnia(n-1) musimy ponownie wywoªa¢
procedur¦ silnia tym razem od parametru aktualnego n − 1 = 5 − 1 = 4. Przed
wywoªaniem silnia(n-1) trzeba zapami¦ta¢ gdzie mamy wróci¢ z tego woªania i
jakie warto±ci maj¡ mie¢ wtedy zmienne. Oznaczmy miejsce silnia(n-1) w ciele
procedury silnia jako ⊕. Zatem w tym przypadku musimy zapami¦ta¢ adres miejsca
powrotu ⊕ i warto±¢ zmiennej n równ¡ 5. Te dane wkªadamy na stos, który wygl¡da
teraz tak:

⊗, wart. zm.

⊕, n = 5

Maj¡c tak zabezpieczony powrót rozpoczynamy obliczanie procedury silnia z war-
to±ci¡ pocz¡tkow¡ parametru n równ¡ 4. Poniewa» 4 6= 0, znowu musimy wywoªa¢
procedur¦ silnia, ale tym razem od parametru aktualnego n = 4− 1 = 3. Przed wy-
woªaniem silnia(n-1) znów trzeba zapami¦ta¢ gdzie mamy wróci¢ z tego woªania
i jakie warto±ci maj¡ mie¢ wtedy zmienne. Zatem wkªadamy na stos adres miejsca
powrotu i warto±¢ zmiennej n. Teraz stos wygl¡da tak:

⊗, wart. zm.

⊕, n = 5

⊕, n = 4

... i rozpoczynamy obliczanie silnia(3). W ten sposób dojdziemy w ko«cu do
sytuacji w której stos wygl¡da tak:
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⊗, wart. zm.

⊕, n = 5

⊕, n = 4

⊕, n = 3

⊕, n = 2

⊕, n = 1

... i rozpoczynamy obliczanie silnia(0). W tym przypadku warto±¢ funkcji silnia
jest obliczana bezpo±rednio w ciele procedury bez potrzeby dalszych odwoªa«. Po
sko«czeniu obliczenia silnia(0), na wierzchu stosu znajduje si¦ informacja 'co dalej'.
Zdejmujemy zatem z wierzchu stosu dane ⊕ i n = 1, tak, »e stos wygl¡da teraz tak:

⊗, wart. zm.

⊕, n = 5

⊕, n = 4

⊕, n = 3

⊕, n = 2

i kontynuujemy obliczenie w miejscu ⊕ z warto±ci¡ n = 1, tzn. kontynuujemy oblicza-
nie warto±ci funkcji silnia z warto±ci¡ n = 1 i obliczan¡ wªa±nie warto±ci¡ silnia(0)
równ¡ 1. Teraz wyliczamy, »e silnia(1) ma warto±¢ 1 i ko«czymy wykonywanie
tego woªania funkcji silnia i ponownie wracamy do obliczania w miejscu i z warto-
±ci¡ zmiennych, które s¡ zapami¦tane teraz na wierzchu stosu. Zdejmujemy zatem
z wierzchu stosu dane ⊕ i n = 2 i kontynuujemy obliczenie funkcji silnia a» do mo-
mentu gdy zako«czymy obliczanie warto±ci silnia(5) równej 120. W tym momencie
stos wygl¡da tak:

⊗, wart. zm.

Opró»niamy teraz stos, wracamy do miejsca ⊗ i warto±ci zmiennych z przed woªa-
nia silnia(5) oraz warto±ci¡ silnia(5) równ¡ 120 i kontynuujemy wykonywanie
programu.

Mo»emy drzewo odwoªa« dla woªania silnia(5) przedstawia¢ tak:

silnia(5)

silnia(4)

silnia(3)

silnia(2)

silnia(1)

silnia(0)
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tzn. silnia(5) woªa silnia(4) a» do silnia(0), a ta ostatnia jest wyliczania bez
»adnych dodatkowych woªa«.

Zªa rekurencja. Rekurencyjne procedury s¡ zwykle bardziej czytelne i ªatwiej-
sze do zaprogramowania jednak, poniewa» ich implementacja u»ywa stosu, zwykle
u»ywaj¡ wi¦kszej pami¦ci i s¡ nieco wolniejsze od procedur nierekurencyjnych, o ile
takie istniej¡. Na przykªad funkcj¦ silnia mo»na obliczy¢ iteracyjnie:

function silnia1(n:integer):integer;

var s,i:integer;

begin

s:=1;

for i:= 1 to n do

s:=s*i;

silnia1:=s

end;

Tak zapisana funkcja jest nieco mniej czytelna ale obliczania przy jej u»yciu b¦-
dzie nieco efektywniejsze. Natomiast w przypadku obliczania ci¡gu Fibbonacciego
zde�niowanego nast¦puj¡co:

fn =


0 gdy n = 0
1 gdy n = 1
fn−2 + fn−1 gdy n > 1

ró»nica szybko robi si¦ o wiele istotniejsza. Je±li zapiszemy t¦ funkcj¦ rekurencyjnie:

function Fibb(n:integer): integer;

begin

if n=0 then Fibb:=0

else if n=1 then Fibb:=1

else Fibb:=Fibb(n-2)+Fibb(n-1)

end;

to wygl¡da ona elegancko ale jest bardzo nieefektywna, gdy» wiele warto±ci b¦dzie
wyliczaªa wielokrotnie. Drzewo odwoªa« dla woªania Fibb(5) b¦dzie wygl¡daªo tak:

Fibb(5)

��
���

� XXXXXX
Fibb(3) Fibb(4)

�
� @

@ �
� @

@
Fibb(1) Fibb(2) Fibb(2) Fibb(3)

�
� @

@ �
� @

@ �
� @

@
Fibb(0) Fibb(1) Fibb(0) Fibb(1) Fibb(1) Fibb(2)

�
� C

C
Fibb(0) Fibb(1)

A zatem Fibb(3) b¦dzie wywoªany dwa razy Fibb(2) i Fibb(0) b¦dzie wywoªany
trzy razy, a Fibb(1) b¦dzie wywoªany pi¦¢ razy! Taka procedura nie tylko pochªania
wi¦cej pami¦ci ale i wielokrotnie wi¦cej czasu od procedury iteracyjnej:
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function Fibb1(n:integer):integer;

var x,y,i:integer;

begin

if n<2 then Fibb1:=n

else begin x:=1; y:=0

for i:=1 to n-1 do begin

x:=x+y;

y:=x-y

end

Fibb1:=x

end;

end;

Zauwa»my, »e niezmiennikiem p¦tli for w procedurze Fibb1 jest formuªa
x = fi+1 ∧ y = fi. A st¡d ªatwo zauwa»y¢, »e funkcja Fibb1 te» oblicza warto±ci
ci¡gu Fibbonacciego.

Zatem je±li jest proste rozwi¡zanie iteracyjne to lepiej unika¢ rekurencji.

3.10 Poprawno±¢ programów

Jak si¦ przekona¢, »e napisany przez nas program jest poprawny, tzn. dla poprawnych
danych wej±ciowych daje poprawne wyniki? Testowanie jest pewn¡ wskazówk¡ ale
trudno przetestowa¢ program dla wszystkich danych wej±ciowych. Potrzebny jest
dowód poprawno±ci.

Mówimy, »e program jest poprawny je±li daje poprawne wyniki dla wszystkich
mo»liwych danych wej±ciowych. Dowody poprawno±ci zwykle skªadaj¡ si¦ z dwóch
cz¦±ci: dowodu cz¦±ciowej poprawno±ci i wªasno±ci stopu.

• Warunek pocz¡tkowy okre±la wªasno±ci jakie musz¡ speªnia¢ poprawne dane
wej±ciowe.

• Warunek ko«cowy okre±la wªasno±ci jakie musz¡ speªnia¢ poprawne dane wyj-
±ciowe, wyniki.

• Program, lub fragment programu S jest cz¦±ciowo poprawny ze wzgl¦du na
warunek pocz¡tkowy p i warunek ko«cowy q je±li o ile dane wej±ciowe speªniaj¡
warunek p i program si¦ zatrzyma to dane wyj±ciowe speªniaj¡ warunek q.
Notacja: p{S}q.

• Program, lub fragment programu S jest poprawny ze wzgl¦du na warunek po-
cz¡tkowy p i warunek ko«cowy q je±li o ile dane wej±ciowe speªniaj¡ warunek p
to program si¦ zatrzyma i dane wyj±ciowe speªniaj¡ warunek q.

Przykªad 1.
Poka»emy, »e fragment programu S1

silnia:=1;

k:=1;

while k<n do begin

k:=k+1;

silnia:=silnia*k

end;
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jest poprawny ze wzgl¦du na warunek pocz¡tkowy p = (n > 0) i warunek ko«cowy
q = (silnia = n!).

Zauwa»my, »e je±li p jest speªniony przed rozpocz¦ciem wykonywania S1 to r =
(silnia = k!) ∧ (k ≤ n) jest speªniony po wykonaniu pierwszych dwóch instrukcji z
S1.

Poka»emy, »e formuªa r jest niezmiennikiem p¦tli while. Oznaczmy przez S par¦
instrukcji k:=k+1;silnia:=silnia*k.

Zaªó»my, »e warunki r i (k < n) s¡ speªniane. Oznaczmy przez silnia0 oraz k0
warto±ci zmiennych silnia i k przed wykonaniem S a przez silnia1 i k1 warto±ci tych
zmiennych po wykonaniu S. Pierwsza instrukcja zwi¦ksza warto±¢ k o jeden, a st¡d
k1 = k0 + 1. Poniewa» k0 < n to k1 = k0 + 1 ≤ n. Druga instrukcja mno»y warto±¢
zmiennej silnia przez (now¡) warto±¢ k. Zatem

silnia1 = silnia0 ∗ k1 = k0! ∗ (k0 + 1) = (k0 + 1)! = k1!

Czyli pokazali±my, »e
r ∧ (k < n){S}r

i z reguªy (8) otrzymujemy, »e

r{while k < n do S}(k ≥ n) ∧ r

Zatem po wyj±ciu z p¦tli while (o ile to nast¡pi) mamy, »e k = n ∧ silnia = k!.
St¡d q. Pokazali±my, »e p{S1}q, tzn. »e S1 jest cz¦±ciowo poprawny ze wzgl¦du na
warunek pocz¡tkowy p i warunek ko«cowy q.

Ponadto p¦tla while zatrzyma si¦ po n − 1 przej±ciach z warto±ci¡ k = n, gdy»
przed wej±ciem do p¦tli k = 1 oraz ka»de wykonanie p¦tli zwi¦ksza warto±¢ zmiennej
k o jeden. Zatem S1 jest poprawny ze wzgl¦du na warunek pocz¡tkowy p i warunek
ko«cowy q.

Przykªad 2. Poka»emy, »e fragment programu S2

z:=x; y:=1; m:=n;

while m>0 do begin

if (m mod 2) = 1 then y:=z*y;

m:=m div 2;

z:=z*z

end

jest poprawny ze wzgl¦du na warunek pocz¡tkowy p = (n > 0) i warunek ko«cowy
q = (y = xn).

Niezmiennikiem p¦tli jest formuªa Q = (xn = y ∗ zm ∧m ≥ 0). Je±li oznaczymy
przez z1, y1, m1, warto±ci zmiennych z, y, m przed wykonaniem jednego obrotu p¦tli
a przez z2, y2, m2, warto±ci tych zmiennych po wykonaniu jednego obrotu p¦tli to
mamy:

• je±li m1 = 2 ∗ k to y2 = y1 oraz

xn = y1 ∗ z1m1 = y1 ∗ (z1 ∗ z1)k = y2 ∗ z2m2 ;

• je±li m1 = 2 ∗ k + 1 to y2 = y1 ∗ z1 oraz

xn = y1 ∗ z1m1 = (y1 ∗ z1) ∗ (z1 ∗ z1)k = y2 ∗ z2m2 .

Oczywi±cie, przed wej±ciem do p¦tli niezmiennik jest speªniony. Po wyj±ciu z p¦tli
m = 0 i wtedy xn = y ∗ zm = y ∗ 1 = y. St¡d p{S2}q.

Poniewa» ka»dy obrót p¦tli zmniejsza warto±¢ dodatni¡ m o co najmniej 1, p¦tla
b¦dzie wykonana co najwy»ej n razy. Zatem S2 si¦ zatrzyma dla dowolnego n > 0.
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4 Podstawowe metody programowania

4.1 Metoda powrotów (prób i bª¦dów)

Problem ustawienia n hetmanów.

• Dane: liczba naturalna n.

• Wynik: ustawienie n hetmanów na szachownicy n × n tak by »adne dwa het-
many si¦ nie szachowaªy.

Zastanówmy si¦ jak taki problem mo»na rozwi¡za¢ w miar¦ efektywnie dla n = 8.

Pomysª 1 Przejrze¢ wszystkie ustawienia hetmanów na szachownicy i sprawdza¢
czy s¡ poprawnie ustawione.

Ustawie« jest

(
64
8

)
∼ 4 · 109. To jest za du»o!

Pomysª 2 Pomysª pierwszy mo»na ªatwo poprawi¢ ograniczaj¡c nieco przestrze«
któr¡ mamy przeszukiwa¢. W ka»dym wierszu mo»e sta¢ tylko jeden hetman. Wektor
(i1, . . . , i8) dla 1 ≤ i1, . . . , i8 ≤ 8 reprezentuje ustawienie hetmanów na polach o
wspóªrz¦dnych ((1, i1), . . . , (8, i8)). Takich wektorów jest 88 ∼ 107. Du»o!

program1

for i1:=1 to 8 do

for i2:=1 to 8 do

......

for i8:=1 to 8 do

sprawdz czy (i1,...,i8) reprezentuje poprawne ustawienie

Pomysª 3 Nietrudno zauwa»y¢, »e mo»emy i t¦ przestrze« ograniczy¢. W ka»dym
wierszu i ka»dej kolumnie mo»e sta¢ tylko jeden hetman. Wystarczy zatem przejrze¢
wektory (i1, . . . , i8) b¦d¡ce permutacjami zbioru {1, . . . , 8}. Permutacji jest 8! ∼ 104.
Sporo!

program2

proba:=pierwsza permutacja;

while proba nie jest ostatni¡ permutacj¡

oraz nie jest rozwi¡zaniem do

proba:=nast¦pna_permutacja(proba);

Pomysª 4 (Metoda powrotów) Rozszerzamy cz¦±ciowe poprawne rozwi¡zanie a» do
uzyskania peªnego poprawnego rozwi¡zania. Je±li si¦ nie da rozszerzy¢ cz¦±ciowego
rozwi¡zania to wracamy i poprawiamy cz¦±ciowe rozwi¡zanie w pierwszym mo»liwym
miejscu.

Przykªad n = 8.

H
H

H
H

H *
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Na tej szachownicy hetmany zostaªy ustawione w kolejnych wierszach w pierwsze
pole od lewej strony które nie jest szachowane przez poprzednio ustawione hetmany.
W szóstym wierszu wszystkie pola s¡ szachowane, zatem musimy pi¡tym wierszu
przestawi¢ hetmana na nast¦pne nieszachowane pole w tym wierszu (ósme zaznaczone
∗) i próbowa¢ dalej...

Szkic procedury realizuj¡cej taki algorytm. (Konkretne algorytmy z powrotami,
w tym ten rozwi¡zuj¡cy nasz problem, s¡ 'ukonkretnieniem' tego schematu.)

procedure probuj;

begin

zapocz¡tkuj wybieranie kandydatów;

while (proba nieudana) and (sa jeszcze kandydaci) do begin

wybierz nast¦pnego kandydata;

if kandydat jest dopuszczalny then begin

dopisz kandydata do cz¦±ciowego rozwi¡zania;

if rozwiazanie niepeªne then begin

probuj wykona¢ nastepny krok (rekursja);

if proba nieudana then

usun kandydata z cz¦±ciowego rozwiazania

end;

end;

end;

end;

�eby napisa¢ szczegóªowo procedur¦ musimy najpierw zastanowi¢ si¦ nad reprezen-
tacj¡ danych odpowiedni¡ do naszych potrzeb. Powinni±my mie¢ tablic¦ het n liczb
caªkowitych reprezentuj¡c¡ obecnie rozwa»ane cz¦±ciowe rozwi¡zanie, tzn

het[i] = 0 gdy w i-tym wierszu nie ma hetmana,

het[i] = j > 0 gdy i-tym wierszu na j-tym miejscu stoi hetman.

Ponadto musimy pami¦ta¢ kolumny oraz lewe ↙ i prawe ↘ 'skosy', na których
ju» stoi hetman. B¦dziemy te informacje pami¦ta¢ w tablicach boolowskich kol,
lewy, prawy, tak, »e

kol[i] =

{
true i-ta kolumna jest wolna
false w i-tej kolumnie stoi hetman

lewy[i] =

{
true gdy skos o sumie wspóªrzednych i jest wolny
false gdy na skosie o sumie wspóªrzednych i stoi hetman

prawy[i] =

{
true gdy skos o ró»nicy wspóªrzednych i jest wolny
false gdy na skosie o ró»nicy wspóªrzednych i stoi hetman

Oprócz tablic potrzebujemy jeszcze zmiennej OK która b¦dzie pami¦taªa czy ju» zna-
le¹li±my rozwi¡zanie czy nie, tzn.

OK =

{
true gdy znale¹li±my ju» rozwiazanie
false w przeciwnym przypadku.

Zatem deklaracja istotnych zmiennych powinna wygl¡da¢ tak:
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const n=8;

var het : array[1..n] of integer;

kol : array[1..n] of boolean;

lewy : array[2..2*n] of boolean;

prawy : array[1-n..n-1 of boolean;

OK : boolean;

procedury tak:

procedure probuj(i:integer; var q : boolean);

var k:integer;

begin

k:=0; {k - kolejna próbowana pozycja}

while (not q) and (k<n) do begin

k:=k+1;

if kol[k] and lewy[k+i] and prawy[k-i] then begin

het[i]:=k; kol[k]:=false;

lewy[k+i]:=false; prawy[k-i]:=false;

if i<n then begin

probuj(i+1,q);

if not q then begin

het[i]:=0; kol[k]:=true;

lewy[k+i]:=true; prawy[k-i]:=true;

end;

end

else q:=true;

end;

end;

end;

a program gªówny tak:

begin

for i:=1 to n do het[i]:=0;

for i:=1 to n do kol[i]:=true;

for i:=2 to 2*n do lewy[i]:=true;

for i:=1-n to n-1 do prawy[i]:=true;

OK:=false;

probuj(1,OK);

if OK then wypisz(het)

else write('Nie ma rozwi¡za«.')

end.

Procedura wypisz powinna wypisywa¢ rozwi¡zanie, na ekran lub do pliku, liczbowo
lub gra�cznie.

Je±li by±my chcieli wypisa¢ nie jedno a wszystkie rozwi¡zania to mo»na to zrobi¢
jeszcze pro±ciej mody�kuj¡c procedur¦ probuj tak:

procedure probuj1(i:integer);

var k:integer;

begin

for k:=1 to n do
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if kol[k] and lewy[k+i] and prawy[k-i] then begin

het[i]:=k; kol[k]:=false;

lewy[k+i]:=false; prawy[k-i]:=false;

if i<n then probuj1(i+1)

else wypisz(het);

het[i]:=0; kol[k]:=true;

lewy[k+i]:=true; prawy[k-i]:=true;

end;

end;
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4.2 Metoda 'dziel i rz¡d¹'

Metoda 'dziel i rz¡d¹' polega na rozwi¡zaniu wi¦kszego problemu poprzez podzie-
lenie go na mniejsze podproblemy dla których znajdujemy rozwi¡zanie a nast¦pnie
za ich pomoc¡ znajdujemy rozwi¡zanie caªego problemu. Metod¦ t¦ zilustrujemy
prezentuj¡c algorytm sortowania przez scalanie.

Problem sortowania.

• Dane wej±ciowe: liczba naturalna n i ci¡g liczb a1, a2, . . . , an.

• Wynik: permutacja a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ci¡gu a1, a2, . . . , an taka, »e a′1 ≤ a′2 ≤ . . . ≤

a′n.

Zanim zaprezentujemy algorytm sortowania przez scalanie najpierw rozwa»my
problem scalania dwóch ci¡gów:

Problem scalania.

• Dane wej±ciowe: dwa niemalej¡ce ci¡gi liczb a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm.

• Wynik: permutacja c1, c2, . . . , cn+m ci¡gu a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm taka, »e
c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn+m.

Procedur¦ scalania mo»na opisa¢ tak.

1. porównujemy najmniejsze elementy dwóch ci¡gów, mniejszy z nich wpisujemy
do ci¡gu wynikowego i usuwamy z ci¡gu scalanego,

2. powtarzamy 1. a» jeden z ci¡gów scalanych b¦dzie pusty,

3. dopisujemy pozostaªe elementy na koniec ci¡gu wynikowego.

Na przykªad dla ci¡gów scalanych

a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm

je±li mamy
a1 ≤ b1 a2 6≤ b1 a2 6≤ b2 a2 ≤ b3 . . .

to wynikowy ci¡g scalony wygl¡da tak:

a1, b1, b2, a2 . . .

Zauwa»my, »e scalanie wymaga co najwy»ej n+m− 1 porówna«.

Teraz, przy de�nicji typu tablica=array[1..n] of integer, mo»emy tak na-
pisa¢ procedur¦ sortuj¡c¡ przez scalanie.

procedure sortowanie(var A:tablica;min,max:integer);

var m:integer;

begin

if min<max then begin

m:=(min+max) div 2;

sortowanie(A,min,m);

sortowanie(A,m+1,max);

scalanie(A,min,m,max);

end;

end;
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By posortowa¢ tablic¦ T typu tablica nale»y wywoªa¢ sortowanie(T,1,n). Na-
tomiast sama procedura scalaj¡ca wygl¡da tak:

procedure scalanie(var A:tablica;min,m,max:integer);

var i,j,k,l,p:integer; B:tablica;

begin

i:=min; j:=m+1; k:=min;

while (i<= m) and (j<= max) do begin

if A[i]<= A[j] then begin B[k]:=A[i]; i:=i+1 end

else begin B[k]:=A[j]; j:=j+1 end;

k:=k+1;

end;

if i<=m then begin l:=i; p:=m end

else begin l:=j; p:=max end;

for i:=0 to (p-l) do B[k+i]:=A[l+i];

for i:=min to max do A[i]:=B[i];

end;

Maj¡c powy»szy przykªad przed oczami podsumujmy zasadnicze kroki metody
'dziel i rz¡d¹':

1. dziel problem na mniejsze podproblemy;

2. rozwi¡» podproblemy rekurencyjnie; je±li s¡ one dostatecznie maªe to rozwi¡»
je bezpo±rednio;

3. poª¡cz rozwi¡zania podproblemów w rozwi¡zanie caªego problemu.

Policzymy teraz zªo»ono±¢ algorytmu sortowania przez scalanie. Niech T (n) ozna-
cza maksymaln¡ liczb¦ porówna« elementów tablicy A przy wykonywaniu procedury
sortowanie dla tablicy o rozmiarze n. (Dla uproszczenia zakªadamy, »e n = 2k.)

T (n) =

{
0 gdy n = 1
2 · T (n/2) + (n− 1) gdy n > 1

Notacja O(f(n)), Ω(f(n)) i Θ(f(n)) . Niech f : N→ N funkcja. Przypomnijmy,
»e funkcja g : N → N jest (klasy) O(f(n)) je±li istniej¡ stale a, b ∈ R takie, »e dla
n > a, g(n) ≤ b · f(n). Je±li funkcja 'g(n) ∈ O(f(n))' mówimy cz¦sto, »e g(n) jest
O(f(n)) i piszemy: g(n) = O(f(n)).

Mówimy, »e funkcja g : N → N jest (klasy) Ω(f(n)) je±li istniej¡ stale a, b ∈ R
takie, »e dla n > a, b ·f(n) ≤ g(n). Podobnie je±li funkcja 'g(n) ∈ Ω(f(n))' mówimy
cz¦sto, »e g(n) jest Ω(f(n)) i piszemy: g(n) = Ω(f(n)).

Mówimy, »e funkcja g : N → N jest (klasy) Θ(f(n)) je±li g jest klasy O(f(n)) i
Ω(f(n)).

Mamy

Fakt 4.1 Niech a, b, c b¦d¡ liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Rozwi¡zaniem równa-
nia rekurencyjnego

T (n) =

{
b gdy n = 1
a · T (n/c) + b · n gdy n > 1
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dla n postaci ck, (gdzie k ∈ N) jest funkcja

T (n) =


O(n) gdy a < c
O(n lnn) gdy a = c
O(nlogc a) gdy a > c

Zauwa»my, »e je±li zinterpretujemy liczby a, b, c jako

1. 1
c - rozmiar jednego podproblemu;

2. a - liczba podproblemów;

3. b · n - czas budowania rozwi¡zania problemu rozmiaru n z rozwi¡za« podpro-
blemów;

to powy»szy Fakt mo»na u»y¢ do obliczania zªo»ono±ci wielu algorytmów zbudo-
wanych metod¡ 'dziel i rz¡d¹', tak»e algorytmu sortowania przez scalanie. W tym
przypadku a = b = c = 2 a zatem T (n) = O(n · ln(n)). Pó¹niej poka»emy te», »e
T (n) = Θ(n · ln(n)).

Dowód Faktu 4.1:
Niech r = a

c , n = cm. Wtedy

T (n) = n · b ·
m∑
i=0

ri gdzie (m = logc n). (10)

Równo±¢ (10) udowodnimy przez indukcj¦ po m.
Dla m = 0, mamy n = c0 = 1 oraz

T (n) = T (1) = b = n · b ·
0∑
i=0

ri.

Czyli (10) zachodzi dla m = 0.
Zaªó»my teraz, »e (10) zachodzi dla n = cm. Wtedy u»ywaj¡c de�nicji rekuren-

cyjnej T i zaªo»enia indukcyjnego mamy

T (cm+1)
def T

= a · T (cm) + b · cm+1 ind.
=

= a · n · b ·
m∑
i=0

ri + b · cm+1 =

=
a

c
· cm+1 · b ·

m∑
i=0

ri + b · cm+1 =

= b · cm+1(
a

c
·
m∑
i=0

ri + 1) =

= b · cm+1(
m+1∑
i=1

ri + r0) =

= b · cm+1 ·
m+1∑
i=0

ri
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Zaªó»my, »e a < c. Wtedy szereg
∑∞
i=0 r

i jest zbie»ny i jego suma jest równa
1

1−r . Zatem

T (n) = n · b ·
m∑
i=0

ri ≤ 1

1− a
c

· b · n = O(n).

Je»eli a = c to ri = 1 dla dowolnego i ∈ N . Wtedy dla n = cm, mamy
∑m
r=0 r

i =
logc n oraz

T (n) = b · n · logc n = O(n lnn).

Niech a > c. Mamy m = logc n oraz

T (n) = n · b ·
logc n∑
i=0

ri = b · n · r
1+logc n − 1

r − 1
=

=
b

r − 1
· (n · (a

c
)1+logc n − n) =

=
b

r − 1
· (n · (a

1+logc n

c · n
)− n) =

=
a · b

c · (r − 1)
· (alogc n − c · n

a
) =

= const · (nlogc a − c · n
a

) = O(nlogc a)

gdzie const jest staª¡ a przedostatnia równo±¢ wynika z równo±ci alogc n = nlogc a.
Poniewa» a > c to logc a > 1.

Q.E.D.

4.3 Sortowanie przy pomocy porówna«

W poprzednim podrozdziale pokazali±my, »e mo»na skonstruowa¢ algorytm, który
sortuje tablic¦ n liczb w czasie O(n lnn), poprzez wskazanie konkretnego algorytmu
który ma te wªasno±¢ ('sortowanie przez scalanie'). Czy mo»na zrobi¢ to szybciej?
Odpowied¹ mo»e zale»e¢ od ró»nych szczegóªów. Na przykªad, je»eli zaªo»ymy, »e
w tablicy sortowanej jest stosunkowo niewiele ró»nych warto±ci np. co najwy»ej 2
lub 3 lub 4 to mo»na posortowa¢ taka tablic¦ w czasie O(n). Z drugiej strony je±li
chcemy pokaza¢, »e nie ma »adnego algorytmy, który sortuje w czasie mniejszym ni»
O(n lnn), to musimy dowie±¢ wi¦cej (ni» tylko wskaza¢ algorytm i pokaza¢, »e ma
»¡dane wªasno±ci), musimy pokaza¢ »e 'ka»dy algorytm robi 'co± innego' (albo nie
sortuje albo nie tak szybko jak by±my chcieli). By pokaza¢, »e nie ma programu
sortuj¡cego szybciej ni» O(n lnn) zaªo»ymy, »e sortowanie odbywa si¦ metod¡ po-
równa«, tzn. porównujemy elementy tablicy mi¦dzy sob¡ i w zale»no±ci od wyniku
porównania co± przestawiamy lub nie.

Do abstrakcyjnej analizy algorytmów sortuj¡cych przy pomocy porówna« u»y-
jemy drzewa decyzyjnego. Wierzchoªki wewn¦trzne drzewa s¡ etykietowane decyzjami
do podj¦cia. Podczas obliczenia, w zale»no±ci od ich wyniku przesuwamy si¦ w lewo
lub prawo. Li±cie drzewa s¡ etykietowane poprawnymi rozwi¡zaniami. Drzewo de-
cyzyjne dla sortowania trzech elementów a1, a2, a3 mo»e wygl¡da¢ tak:
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� @
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� @

@
a1 < a3 < a2 a3 < a1 < a2 a2 < a1 < a3 a2 < a1 < a3

NT

NT

NT

NT

Jedno obliczenie w takim drzewie odpowiada jednej gaª¦zi drzewa. W li±ciach drzewa
znajduj¡ si¦ wszystkie mo»liwe odpowiedzi, tzn. permutacje zbioru {a1, a2, a3}
(ka»da co najmniej raz). Zatem wysoko±¢ drzewa - to pesymistyczna zªo»ono±¢ algo-
rytmu. Mamy

Lemat 4.2 Drzewo decyzyjne dla dowolnego algorytmu sortuj¡cego n elementów
przy pomocy porówna« ma wysoko±¢ Ω(n lnn).

Dowód: Niech H(n) b¦dzie wysoko±ci¡ drzewa decyzyjnego dla pewnego algo-
rytmu sortuj¡cego przy pomocy porówna«. Takie drzewo ma co najmniej n! li±ci.
Poniewa» peªne drzewo binarne o wysoko±ci h ma 2h li±ci to dowolne drzewo o wy-
soko±ci h ma co najwy»ej 2h li±ci. St¡d

n! ≤ 2H(n)

i
log2(n!) ≤ H(n).

Poniewa» n! ≥ (n3 )n to

H(n) ≥ log2(n!) ≥ log2(
n

3
)n = n · log2 n− n · log 3 = Ω(n · lnn).

Q.E.D.

Wniosek 4.3 Ka»dy algorytm sortuj¡c¡ tablic¦ n elementów przy pomocy porówna«
ma pesymistyczn¡ zªo»ono±¢ czasow¡ Ω(n lnn).
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4.4 Programowanie dynamiczne

Programowanie dynamiczne (Pd) stosuje si¦ do problemów optymalizacyjnych, w
których musimy dokonywa¢ serii wyborów w celu znalezienia optymalnego rozwi¡za-
nia. Dokonuj¡c wyborów, cz¦sto musimy si¦ wielokrotnie odwoªywa¢ do rozwi¡zania
tego samego podproblemu. Je±li wszystkich podproblemów nie jest 'zbyt du»o' to
Pd jest metod¡ efektywn¡. Algorytm Pd rozwi¡zuje problem tylko raz i zapami¦tuje
rozwi¡zanie do ponownego wykorzystania.

Konstrukcja algorytmu:

1. Charakteryzacja struktury optymalnego rozwi¡zania.

2. Rekurencyjna de�nicja optymalnego rozwi¡zania (top-down).

3. Obliczenie kosztu i sposobu konstrukcji optymalnego rozwi¡zania metod¡ 'od
doªu do góry' (bottom-up).

4. Konstrukcja optymalnego rozwi¡zania przy u»yciu informacji obliczonej w
punkcie 3.

Niech ~x =< x1, . . . , xm >, ~y =< y1, . . . , yn > i ~z =< z1, . . . , zk > b¦d¡ ci¡gami.
Wtedy

1. ~z jest podci¡giem ci¡gu ~x, je»eli istnieje rosn¡cy ci¡g liczb naturalnych <
i1, . . . , ik > taki, »e zj = xij dla j = 1, . . . , k.

2. ~z jest wspólnym podci¡giem ci¡gów ~x i ~y je±li jest podci¡giem ~x i ~y.

3. NWP (~x, ~y) oznacza zbiór najdªu»szych wspólnych podci¡gów ci¡gów ~x i ~y.

Przykªad.

~x =< A,B,C,B,D,A,B >, ~y =< B,B,D,C,B,A,A >

~z =< B,D,A >, ~z′ =< D,C > .

Wtedy ~z jest podci¡giem ~x i ~y a ~z′ jest podci¡giem ~y ale nie ~x.

Problem znajdowania najdªu»szego wspólnego podci¡gu.

• Dane wej±ciowe: dwa ci¡gi ~x i ~y.

• Wynik: ~z ∈ NWP (~x, ~y).

Charakteryzacja najdªu»szego wspólnego podci¡gu.

Ci¡g dªugo±ci n ma 2n podci¡gów. Zatem sprawdzenie wszystkich podci¡gów
jest kosztowne. Ale problem NWP ma wªasno±¢ optymalnej podstruktury.

Niech ~x =< x1, . . . , xm > b¦dzie ci¡giem, i ≤ n. i-tym pre�ksem ci¡gu ~x nazy-
wamy ci¡g ~xi =< x1, . . . , xi >.

Przykªad.

~x =< A,B,C,B,D,A,B >, ~x4 =< A,B,C,B >, ~x0 = ∅

Mamy
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Fakt 4.4 Niech ~x =< x1, . . . , xm > i ~y =< y1, . . . , yn > b¦d¡ ci¡gami oraz ~z =<
z1, . . . , zk >∈ NWP (~x, ~y) . Wtedy

1. Je»eli xm = yn to zk = xm = yn oraz ~zk−1 ∈ NWP (~xm−1, ~yn−1).

2. Je»eli xm 6= yn oraz zk 6= xm to ~z ∈ NWP (~xm−1, ~y).

3. Je»eli xm 6= yn oraz zk 6= yn to ~z ∈ NWP (~x, ~yn−1).

Dowód: Ad 1. Zaªó»my, »e xm = yn. Je»eli zk 6= xm to ci¡g < z1, . . . , zk, xm >
jest wspólnym podci¡giem ~x i ~y. Zatem ~z 6∈ NWP (~x, ~y) a to jest sprzeczne z
zaªo»eniem. St¡d zk = xm. Podobnie mo»na pokaza¢, »e zk = yn.

Poka»emy, »e ~zk−1 ∈ NWP (~xm−1, ~yn−1). Oczywi±cie ~zk−1 jest podci¡giem ~xm−1
i ~yn−1. Przypu±¢my, »e istnieje dªu»szy wspólny podci¡g ~w =< w1, . . . , wk > ci¡gów
~xm−1 i ~yn−1. Wtedy ci¡g < w1, . . . , wk, xm > jest wspólnym podci¡giem ~x i ~y
dªu»szym od ~z. I znowu mamy sprzeczno±¢.

Ad 2. Je±li zk 6= xm to ~z jest podci¡giem ~xm−1. Je±li by istniaª dªu»szy podci¡g
~xm−1 i ~y to byªby on te» podci¡giem ~x i ~y. A to jest sprzeczne z zaªo»eniem.

Ad 3. Ten przypadek jest podobny do 2.
Q.E.D.

Wniosek 4.5 Najdªu»szy wspólny podci¡g dwóch ci¡gów zawiera najdªu»sze wspólne
podci¡gi pre�ksów tych ci¡gów.

Rekurencyjna de�nicja rozwi¡zania.

Z podanego faktu wynika, »e znalezienie ~z ∈ NWP (~x, ~y) sprowadza si¦ do zna-
lezienia

~z′ ∈ NWP (~xm−1, ~yn−1) gdy xm = yn

oraz dwóch podproblemów znalezienia

~z1 ∈ NWP (~xm−1, ~y), ~z2 ∈ NWP (~x, ~yn−1) gdy xm 6= yn

Ten który jest dªu»szy nale»y do NWP (~x, ~y).
Niech c(i, j) =dªugo±¢ najdªu»szego wspólnego podci¡gu ci¡gów ~xi i ~yj . Wtedy

c(i, j) =


0 gdy i = 0 lub j = 0,
c(i− 1, j − 1) + 1 gdy xi = yj ,
max(c(i− 1, j), c(i, j − 1)) gdy xi 6= yj .

T¦ de�nicje mo»na ªatwo przetªumaczy¢ na funkcj¦ rekurencyjnie obliczaj¡c¡ c ale
zªo»ono±¢ jej b¦dzie wykªadnicza.

Obliczanie kosztu i sposobu konstrukcji optymalnego rozwi¡zania.

Mo»emy napisa¢ funkcj¦, która oblicza koszt rozwi¡zania optymalnego 'od doªu
do góry'. To znaczy liczy dªugo±¢ najdªu»szego wspólnego podci¡gu pre�ksów ci¡gów
~x i ~y od najkrótszych a» do caªych ci¡gów ~x i ~y. By po takim obliczeniu móc
odtworzy¢ najdªu»szy wspólny podci¡g, przy okazji liczenia c(i, j) dla i, j > 0 musimy
zapami¦ta¢ z której klauzuli de�nicji funkcji c korzystali±my i je»eli z trzeciej to która
z warto±ci c(i− 1, j), c(i, j − 1) byªa wi¦ksza.

Innymi sªowy funkcja ta rozwi¡zuje nast¦puj¡cy problem:

• Dane wej±ciowe: dwa ci¡gi ~x i ~y.
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• Wynik: dwie tablice; c jak wy»ej i b tak¡, »e b(i, j) ='wskazówka' jak oblicza¢
optymalne rozwi¡zanie dla ~xi i ~yj .

Tablice b i c (zwªaszcza b) b¦d¡ nam pomocne do znalezienia rozwi¡zania.

procedure dlugosc_NWP(x,y);

begin

m:=dlugosc(x);

n:=dlugosc(y);

for i:=1 to m do c[i,0]:=0;

for i:=1 to n do c[0,i]:=0;

for i:=1 to m do

for j:=1 to n do

if x[i]=y[j] then begin

c[i,j]:=c[i-1,j-1]+1; {skracamy oba ciagi}

b[i,j]:='xy'

end else

if c[i-1,j]>=c[i,j-1] then begin

c[i,j]:=c[i-1,j]; {skracamy x}

b[i,j]:='x'

end else begin

c[i,j]:=c[i,j-1]; {skracamy y}

b[i,j]:='y'

end;

end;

Przykªad. Poni»sza tablica opisuje warto±ci tablic b i c obliczone dla ci¡gów ~x =<
A,B,C,B,D,A,B > i ~y =< B,D,C,A,B,A > (m = 7, n = 6).

j → 0 1 2 3 4 5 6

i ↓ ~y → B D C A B A

0 ~x ↓ 0 0 0 0 0 0 0

1 A 0 x, 0 x, 0 x, 0 xy, 1 y, 1 xy, 1

2 B 0 xy, 1 y, 1 y, 1 x, 1 xy, 2 y, 2

3 C 0 x, 1 x, 1 xy, 2 y, 2 x, 2 x, 2

4 B 0 xy, 1 x, 1 x, 2 x, 2 xy, 3 y, 3

5 D 0 x, 1 xy, 2 x, 2 x, 2 x, 3 x, 3

6 A 0 x, 1 x, 2 x, 2 xy, 3 x, 3 xy, 4

7 B 0 xy, 1 x, 2 x, 2 x, 3 xy, 4 x, 4

W prawym dolnym rogu mamy c[7, 6] = 4. Zatem najdªu»szy wspólny podci¡g ~x
i ~y ma dªugo±¢ 4. Z tego rogu podró»uj¡c w gór¦ gdy b[i, j] =′ x′, w lewo gdy b[i, j] =′

y′, oraz po skosie b[i, j] =′ xy′, zbieramy kolejne elementy najdªu»szego wspólnego
podci¡gu ~x i ~y. W ten sposób znajdujemy, »e < B,C,B,A >∈ NWP (~x, ~y).

Konstrukcja optymalnego rozwi¡zania.

Maj¡c tablic¦ b mo»emy teraz wypisa¢ ci¡g ~z ∈ NWP (~x, ~y).

procedure drukuj_NWP(i,j);

begin

if (i<>0) and (j<>0) then begin

if b[i,j]='xy' then begin
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drukuj_NWP(i-1,j-1);

write(x[i])

end else

if b[i,j]='x' then drukuj_NWP(i-1,j)

else drukuj_NWP(i,j-1);

end;

end;

Teraz instrukcja drukuj_NWP(dlugosc(x),dlugosc(y)) drukuje ~z ∈ NWP (~x, ~y).
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4.5 Algorytmy zachªanne

Typowe algorytmy optymalizacyjne dokonuj¡ szeregu wyborów w celu znalezienia
optymalnego rozwi¡zania. S¡ jednak liczne problemy przy rozwi¡zywaniu których
nie trzeba stosowa¢ metody programowania dynamicznego a wystarcz¡ prostsze i
bardziej efektywne algorytmy. Algorytmy zachªanne wybieraj¡ to co w danym mo-
mencie wygl¡da najlepiej w nadziei, »e doprowadzi to do optymalnego globalnego
rozwi¡zania. Metod¦ t¦ zilustrujemy rozwi¡zuj¡c nast¦puj¡cy problem.

Problem zgodnego wyboru zaj¦¢

Mamy sal¦ wykªadow¡ i zbiór propozycji na jej wykorzystanie do prowadzenia
ró»nych zaj¦¢ w okre±lonych godzinach. Chcemy wybra¢ maksymaln¡ liczb¦ zaj¦¢
nie kolidujacych ze sob¡. Formalnie problem ten wygl¡da tak:

• Dane wej±ciowe: zbiór n przedziaªów P = {[si, fi) : 1 ≤ i ≤ n}, taki, »e
si, fi ∈ R si < fi dla i = 1, . . . , n.

• Wynik: podzbiór A ⊆ {1, . . . , n} o maksymalnej liczbie elementów taki, »e dla
i, j ∈ A, i 6= j mamy [si, fi) ∩ [sj , fj) = ∅.

Opis algorytmu.

1. Porz¡dkujemy przedziaªy wzgl¦dem ich prawych ko«ców, tak by fi ≤ fj dla
1 ≤ i < j ≤ n.

2. Wybieramy po kolei takie zaj¦cia, które nie koliduj¡ z ju» wybranymi i si¦
najwcze±niej ko«cz¡:

function wybor_zajec;

begin

A:={1};

j:=1; {j - ostatnio wybrany element}

for i:=2 to n do

if s[i]>=f[j] then begin

A:=A+{i};

j:=i;

end;

zwroc(A);

end;

Fakt 4.6 Powy»szy algorytm znajduje optymalne rozwi¡zanie problemu zgodnego wy-
boru zaj¦¢.

Dowód. Niech B ⊆ {1, . . . , n} b¦dzie optymalnym rozwi¡zaniem, |B| = k,
oraz niech A ⊆ {1, . . . , n} b¦dzie zbiorem skonstruowanym przez algorytm. Niech Al
b¦dzie zbiorem pierwszych l elementów z A, Bl zbiorem powstaªym z B po usuni¦ciu
pierwszych l elementów.

Zauwa»my, »e sposób konstrukcji zbioru A gwarantuje, »e ró»ne przedziaªy o
indeksach z A s¡ rozª¡czne.

Poka»emy przez indukcj¦ po l = 1, . . . , k, »e

1. Al jest okre±lone i Al ∪Bl jest optymalnym rozwi¡zaniem.
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2. max(Al) < min(Bl).

Wtedy dla k = l mamy Bk = ∅ i Ak∪Bk ⊆ A jest optymalnym rozwi¡zaniem. Ponie-
wa» A jest jakim± zgodnym rozwi¡zaniem to otrzymujemy Ak = A jest optymalnym
rozwi¡zaniem.

Pozostaje pokaza¢ 1. i 2.
l = 1. Niech q = min(B). Mamy pokaza¢, »e A1 ∪ B1 = {1} ∪ B − {q} jest

optymalnym rozwi¡zaniem. Poniewa» 1 ≤ q to f1 ≤ fq (fi s¡ uporz¡dkowane niema-
lej¡co) i przedziaª [s1, f1) jest rozª¡czny z przedziaªami [si, fi) dla i ∈ B − {q} = B1.
Zatem zbiór A1 ∪B1 = {1} ∪B1 zawiera indeksy zgodnych zaj¦¢ i ma k elementów.
Czyli jest optymalnym rozwi¡zaniem.

Zaªó»my teraz, »e 1 ≤ l < k, Al ∪ Bl jest optymalnym rozwi¡zaniem oraz, »e
max(Al) = p < q = min(Bl). Je±li i ∈ Bl to p < i i fp ≤ fi. Ale Al ∪ Bl jest
zgodnym wyborem zaj¦¢ wi¦c mamy te» fp ≤ si. St¡d oraz zaªo»enia l < k mamy

∅ 6= Bl ⊆ {j : fp ≤ sj} 6= ∅.

Niech m = min{j : fp ≤ sj}. Wtedy Al+1 = Al ∪ {m}, m ≤ q
(bo m jest minimum zbioru do którego nale»y q) oraz fm ≤ fq ≤ si dla
i ∈ Bl − {q} = Bl+1. Zatem Al+1 ∪Bl+1 = (Al ∪ {m}) ∪ (Bl − {q}) te» jest zgod-
nym rozwi¡zaniem a poniewa» ma k elementów to jest optymalnym rozwi¡zaniem.
Mamy te» max(Al+1) = m ≤ q < min(Al+1).

Q.E.D.

By mo»na byªo stosowa¢ algorytmy zachªanne, po»¡dane jest by problem miaª
dwie cech:

1. Wªasno±¢ zachªannego wyboru: globalne optymalne rozwi¡zanie mo»e by¢
otrzymane przez lokalne optymalne (zachªanne) wybory.

2. Optymalna podstruktury: (jak w Pd) optymalne rozwi¡zanie problemu zawiera
optymalne rozwi¡zanie podproblemów.

Uwaga. Nie ka»da mo»liwa strategia wyboru zachªannego dla problemu wyboru
zaj¦¢ daje optymalne rozwi¡zanie. Na przykªad wybór zaj¦¢ niekoliduj¡cych z ju»
wybranymi, które:

1. trwaj¡ najkrócej,

2. koliduj¡ z najmniejsz¡ liczb¡ pozostaªych zaj¦¢

nie daje optymalnego rozwi¡zania. Poni»sze przykªady wyja±niaj¡ dlaczego. W tym
przypadku

wybieraj¡c najkrótsze zaj¦cia wybierzemy tylko dwa, gdy mo»na by wybra¢ trzy, a
w tym

∗
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wybieraj¡c zaj¦cia koliduj¡ce z najmniejsz¡ liczb¡ pozostaªych zaj¦¢, zaczniemy od
zaj¦¢ oznaczonych ∗ i w efekcie wybierzemy trzy, gdy mo»na by wybra¢ cztery.

Problemy plecakowe.

Problemy plecakowe dotycz¡ pakowania do plecaka przedmiotów które maj¡ w su-
mie najwi¦ksz¡ warto±¢ nie przekraczaj¡c jednak dopuszczalnego obci¡»enia plecaka.
W jednej wersji musimy pakowa¢ caªe przedmioty a w drugiej mo»emy pakowa¢ tak»e
tylko cz¦±ci przedmiotów. Mimo, »e problemy wygl¡daj¡ podobnie jeden mo»e by¢
ªatwo rozwi¡zany przy pomocy algorytmu zachªannego a drugi nie ma efektywnego
rozwi¡zania. Formalnie problemy te mo»na sformuªowa¢ tak.

Problem plecakowy 0-1.

• Dane wej±ciowe: n przedmiotów, i-ty przedmiot jest wart vi zªotych i wa»y wi
kilogramów, w jest dopuszczalnym ci¦»arem plecaka.

• Wynik: podzbiór A ⊆ {1, . . . , n} taki, »e
∑
i∈Awi ≤ w oraz warto±¢

∑
i∈A vi

jest maksymalna.

Problem plecakowy uªamkowy.

• Dane wej±ciowe: n przedmiotów, i-ty przedmiot jest wart vi zªotych i wa»y wi
kilogramów, w jest dopuszczalnym ci¦»arem plecaka.

• Wynik: podzbiór A ⊆ {1, . . . , n} oraz liczby ri ∈ R dla i ∈ A takie, »e
∑
i∈A ri ·

wi ≤ w oraz warto±¢
∑
i∈A ri · vi jest maksymalna.

Dla problemu 0− 1 nie jest znane istotnie lepsze rozwi¡zanie ni» przegl¡da-
nie wszystkich mo»liwych podzbiorów przedmiotów. Natomiast problem uªamkowy
mo»na rozwi¡za¢ 'zachªannie' w nast¦puj¡cy sposób:

1. Porz¡dkujemy przedmioty wzgl¦dem malej¡cej warto±ci vi
wi
.

2. Wybieram pierwsze k przedmiotów tak, »e
∑k
i=1wi ≤ w <

∑k+1
i=1 wi oraz w −∑k

i=1wi z k + 1-go przedmiotu.

Kod Hu�mana.

Kod Hu�mana sªu»y do kompresji plików tak, »e ka»dy symbol z pliku jest pami¦-
tany przez jedyne binarne sªowo koduj¡ce, ale ró»ne sªowa koduj¡ce mog¡ si¦ ró»ni¢
dªugo±ci¡. Bardziej oszcz¦dzimy miejsce gdy symbol cz¦±ciej wyst¦puj¡cy b¦dziemy
kodowa¢ jako krótszy ci¡g a symbol wyst¦puj¡cy rzadziej jako dªu»szy ci¡g.

�eby mo»na byªo odkodowa¢ tak zakodowany text, »adne sªowo koduj¡ce nie
mo»e by¢ pre�ksem innego sªowa koduj¡cego.

Problem kodowania znaków

• Dane wej±ciowe: alfabet A = {a1, . . . , an}, oraz cz¦sto±ci wyst¡pienia poszcze-
gólnych liter tego alfabetu, to znaczy ci¡g liczb naturalnych c1, . . . , cn.

• Wynik: ci¡g binarnych sªów koduj¡cych w1, . . . , wn, z których »adne nie jest
pre�ksem innego, dla którego dªugo±¢ kodu

∑n
i=1 ci · |wi| jest minimalna.
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4.6 Algorytm sortowania przez kopcowanie (heapsort)

Algorytm sortowania przez kopcowanie podobnie do algorytmu sortowania przez sca-
lanie dziaªa w czasie O(n ln(n)) ale ma t¦ wªasno±¢, »e sortuje 'w miejscu' tzn. nie
u»ywa dodatkowej tablicy. Algorytm ten u»ywa struktury kopca.

Kopiec jest to drzewo binarne etykietowane liczbami rzeczywistymi (lub innymi
obiektami na których jest zde�niowany liniowy porz¡dek), takie, »e etykieta ka»dego
wierzchoªka jest niemniejsza od etykiety synów tego wierzchoªka.

Przykªad. Kopiec mo»e wygl¡da¢ na przykªad tak:

17

��
���

� XXXXXX
11 15

�
� @

@ �
� @

@
10 2 14 13

�
� @

@ �
� @

@ �
� @

@
0 1 13 4 6 7

�
� C

C
5 3

W szczególno±ci wierzchoªki na ka»dej ±cie»ce s¡ uporz¡dkowane w porz¡dku niero-
sn¡cym i etykieta korzenia ma maksymaln¡ warto±¢.

Opis algorytmu sortowania przez kopcowanie.

1. Tworzymy kopiec etykietowany elementami sortowanego ci¡gu.

2. Najwi¦ksz¡ etykiet¦ w drzewie (znajduj¡c¡ si¦ w korzeniu) usuwamy a na jej
miejsce wstawiamy etykiet¦ z jednego z li±ci. Li±¢ ten usuwamy i poprawimy
drzewo tak by znowu tworzyªo kopiec.

3. Krok 2. powtarzamy dopóki drzewo jest niepuste.

4. Elementy usuwane z kopca tworz¡ ci¡g posortowany.

Kopiec o n wierzchoªkach mo»na wygodnie reprezentowa¢ w n-elementowej ta-
blicy A:

↑ 1
korze«

↑ i
wierzchoªek

2i ↑
lewy syn

↑ 2i+ 1
prawy syn

n ↑

Wtedy:

1. A[1] jest etykiet¡ korzenia;

2. synowie i-tego wierzchoªka maj¡ numery 2i oraz 2i+ 1;

3. i jest li±ciem gdy n < 2i;

4. warunek kopca wyra»a nierówno±¢: A[i] ≤ A[bi/2c] dla i = 1, . . . , n.
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Program b¦dzie u»ywaª dwóch procedur: kopcuj oraz buduj_kopiec. Proce-
dura buduj_kopiec buduje kopiec. Wywoªanie procedury kopcuj(i,j) odtwarza
struktur¦ kopca we fragmencie tablicy od i-tego do j-tego miejsca zakªadaj¡c, »e w
elementy tablicy od i+ 1-ego do j-tego miejsca speªniaj¡ wªasno±¢ kopca.

procedure kopcuj(i,j);

begin

l:=2*i; r:=2*i+1; {l, r -synowie i}

if (l<=j) and (A[l]>A[i]) then w:=l

else w:=i;

if (r<=j) and (A[r]>A[w]) then w:=r;

{po tych zamianach A[w] ma najwieksza wartosc z A[l], A[r], A[i]}

if w<>i then begin

zamien(A[i],A[w]);

kopcuj(w,j)

end;

end;

Procedura kopcuj(i,j) bez odwoªa« rekurencyjnych wykonuje staª¡ liczb¦ po-
równa«. Je±li procedura kopcuj(i,j) woªa kopcuj(w,j) to j ≥ w ≥ 2i. Zatem
procedura kopcuj(i,j) woªa siebie O(ln(n)) i dziaªa w czasie O(ln(n)).

procedure buduj_kopiec; {tworzenie kopca}

begin

for i:=n div 2 downto 1 do

kopcuj(i,n)

end;

Program gªówny, u»ywaj¡c powy»szych procedur, realizuje algorytm sortowania
przez kopcowanie:

begin{program gªówny}

buduj_kopiec;

for i:=n downto 2 do begin

zamien(A[i],A[1]);

kopcuj(1,i-1)

end;

end.

Lemat 4.7 Zaªó»my, »e elementy tablicy A[i+ 1], . . . , A[j] speªniaj¡ warunek kopca,
1 < i < j. Wtedy

1. Po wykonaniu procedury kopcuj(i,j) elementy A[i], . . . , A[j] speªniaj¡ waru-
nek kopca.

2. Procedura kopcuj(i,j) wraz z odwoªaniami rekurencyjnymi wykonuje co naj-
wy»ej tyle porówna« co wysoko±¢ i-teg wierzchoªka w drzewie o j wierzchoªkach.

Dowód: �wiczenie.

Lemat 4.8 Procedura buduj_kopiec dziaªa w czasie O(n).
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Dowód: Procedura kopcuj(i,n) jest wywoªywana raz dla ka»dego wierzchoªka
1 ≤ i ≤ n. Dla i-tego wierzchoªka kopcuj(i,n) wykonuje (wraz z odwoªaniami
rekurencyjnymi) co najwy»ej tyle porówna« co wysoko±¢ i-tego wierzchoªka. Zatem w
procedurze buduj_kopiec liczba porówna« jest co najwy»ej taka jak suma wysoko±ci
wszystkich wierzchoªków drzewa.

Niech W (n) b¦dzie sum¡ wysoko±ci wierzchoªków drzewa binarnego o n wierz-
choªkach.

Peªne drzewo binarne o wysoko±ci m ma 2m+1 − 1 wierzchoªków i 2m li±ci.
Niech hn(i) b¦dzie liczb¡ wierzchoªków o wysoko±ci i w drzewie o n wierzchoªkach.

Mamy
hn(i) ≤ hn′(i) dla n ≤ n′.

Niech 2m ≤ n ≤ n′ = 2m+1 − 1. Wtedy

hn′(i) = 2m−i.

St¡d

W (n) =
m∑
i=1

i · hn(i) ≤
m∑
i=1

i · hn′(i) =
m∑
i=1

i · 2m−i =

= 2m ·
m∑
i=1

i

2i
≤ c · n = O(n)

Q.E.D.

Twierdzenie 4.9 Algorytm sortowania przez kopcowanie dziaªa w czasie O(n ln(n)).

Dowód: Procedura buduj_kopiec Wykonuje O(n) porówna«. Nast¦pnie al-
gorytm wykonuje n-krotnie procedur¦ kopcuj(1,i) dla i = 1, . . . , n. Procedura
kopcuj(1,i) wykonuje co najwy»ej O(ln(i)) porówna«. Zatem caªy algorytm dziaªa
w czasie O(n ln(n)).

Q.E.D.
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4.7 Podsumowanie

Mamy cztery metody konstrukcji rozwi¡za« problemów optymalizacyjnych:

1. Metoda powrotów: rozszerzamy cz¦±ciowe poprawne rozwi¡zanie a» do uzyska-
nia peªnego poprawnego rozwi¡zania. Je±li si¦ nie da rozszerzy¢ cz¦±ciowego
rozwi¡zania to wracamy i poprawiamy cz¦±ciowe rozwi¡zanie w pierwszym mo»-
liwym miejscu.

Przykªady.

(a) Ustawienia Hetmanów

(b) Konik szachowy

(c) Kwadrat magiczny

2. Metoda 'dziel i rz¡d¹' : problem dzielimy na mniejsze podproblemy, które
rozwi¡zujemy rekurencyjnie, i z tych rozwi¡za« podproblemów budujemy roz-
wi¡zanie caªego problemu. By taka metoda byªa efektywna problemy powinny
by¢ w 'sensowny sposób' rozª¡czne. Przykªady.

(a) Sortowanie przez scalanie

(b) Wypeªnienie tablicy 2n× 2n ksztaªtem L tak by dokªadnie jedno ustalone
pole zostaªo nie pokryte.

3. Programowanie dynamiczne: Je±li przy rozwi¡zaniu problemu musimy si¦ od-
woªywa¢ wielokrotnie do rozwi¡zania tych samych podproblemów to metoda
'dziel i rz¡d¹' mo»e nie by¢ efektywna. Je±li podproblemów jest 'stosunkowo
niewiele' (wielomianowo wiele) w stosunku do rozmiaru problemu to mo»na je
wszystkie 'rozwi¡za¢' (lub jako± zapami¦ta¢ sposób ich rozwi¡zania) od doªu
go góry w sposób efektywny.

Konstrukcja algorytmu:

(a) Charakteryzacja struktury optymalnego rozwi¡zania.

(b) Rekurencyjna de�nicja optymalnego rozwi¡zania.

(c) Obliczenie kosztu i sposobu konstrukcji optymalnego rozwi¡zania metod¡
'od doªu do góry' (bottom-up).

(d) Konstrukcja optymalnego rozwi¡zania przy u»yciu informacji obliczonej
w punkcie 3.

By taka metoda byªa skuteczna liczba podproblemów nie mo»e by¢ zbyt du»¡.
Przykªady.

(a) Wybór najdªu»szego wspólnego podci¡gu,

(b) Wybór rozmieszczenia nawiasów przy mno»eniu macierzy,

(c) Triangulacja wielok¡ta,

(d) Obliczanie dwumianu Newtona.

4. Algorytmy zachªanne: wybieraj¡ to co w danym momencie wygl¡da najlepiej w
nadziei, »e doprowadzi to do optymalnego globalnego rozwi¡zania. S¡ bardzo
efektywne.

Przykªady.
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(a) Zgodny wybór zaj¦¢,

(b) Uªamkowy problem plecakowy,

(c) Algorytmy grafowe.

52



5 Reprezentacja liczb na komputerze

5.1 Systemy liczbowe o ró»nych podstawach

System dziesi¦tny

Cyfry: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
Liczba 764.5 oznacza 7 ∗ 102 + 6 ∗ 101 + 4 ∗ 100 + 5 ∗ 10−1.
System ten jest wygodny dla czªowieka a dla maszyny mniej. Reprezentacja cyfry

dziesi¦tnej zajmuje cztery bity pami¦ci komputera:

cyfra reprezentacja
0 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

W ten sposób marnujemy cz¦±¢ pami¦ci poniewa» s¡ kombinacje (np. 1101), które
nie oznaczaj¡ »adnej cyfry dziesi¦tnej.

System dwójkowy

Cyfry: 0, 1
Liczba (1010.1.5)2 oznacza 1 ∗ 23 + 0 ∗ 22 + 1 ∗ 21 + 0 ∗ 20 + 1 ∗ 2−1.
System dwójkowy dobrze pasuje do maszyny gdy» reprezentacja jednej cyfry

zajmuje dokªadnie jeden bit. n-cyfrowa liczba (bez znaku) pami¦tana jest w sªowie
n-bitowym. Natomiast dla czªowieka jest on zbyt rozwlekªy.

Przypomnijmy, »e istnieje prosty sposób konwersji zapisu dziesi¦tnego liczby na
dwójkowy:

1. cz¦±¢ caªkowit¡ dzielimy przez 2 i bierzemy reszty,

2. cz¦±¢ uªamkow¡ mno»ymy przez 2 i bierzemy cz¦±ci caªkowite (a» do uzyskania
»¡danej precyzji).

Przykªad. Dla liczby x = (43.625)10 liczymy

43
21 1
10 1
5 0
2 1
1 0
0 1

625
1 250
0 500
1 000

i otrzymujemy
x = (101011.101)2
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W przypadku niektórych liczb reprezentowanych w systemie dziesi¡tkowym mo-
»emy uzyska¢ tylko przybli»one reprezentacje dwójkowe. Na przykªad dla liczby
y = (69.76)10 powy»sza procedura si¦ nie zako«czy

69
34 1
17 0
8 1
4 0
2 0
1 0
0 1

76
1 52
1 04
0 08
0 16
0 32
0 64
1 28

. . . . . .

i otrzymujemy wynik przybli»ony

y ≈ (1000101.1100001)2.

System szesnastkowy

Cyfry: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A,B,C,D,E, F
Liczba E9B.F oznacza 14 ∗ 162 + 9 ∗ 161 + 11 ∗ 160 + 15 ∗ 16−1.
System ten w zasadzie ª¡czy dobre cechy systemu dwójkowego i dziesi¦tnego. Jest

bardziej zwi¦zªy od dwójkowego i lepiej wykorzystuje pami¦¢ ni» system dziesi¡tkowy.
Reprezentacja cyfry szesnastkowej zajmuje cztery bity pami¦ci komputera:

cyfra reprezentacja
0 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111

cyfra reprezentacja
8 1000
9 1001
A 1010
B 1011
C 1100
D 1101
E 1110
F 1111

i ka»da kombinacja 4-bitowa odpowiada pewnej cyfrze szesnastkowej. Dlatego cz¦sto
system szesnastkowy jest stosowany do zapisu liczb liczb dwójkowych. Na przykªad
kody ASCII znaków s¡ cz¦sto podawane przy u»yciu dwucyfrowych liczb szesnastko-
wych. Natomiast ludzkie przyzwyczajenie do operowania w systemie dziesi¡tkowym
jest tak ugruntowane, »e »aden inny system pozycyjny nie mo»e mie¢ szerszego zna-
czenia w komunikacji mi¦dzy lud¹mi.

5.2 Reprezentacja staªopozycyjna liczb caªkowitych

Liczby caªkowite ze znakiem s¡ pami¦tane w sªowach n-bitowych. Ustalmy n = 8.

0 1 0 0 1 1 0 1

@
@@R

bit znaku

0 = '+'

1 = '-'

�
��	

@
@@R

reprezentacja moduªu liczby

Nieujemna liczba caªkowita jest pami¦tana jako znak i moduª liczby zapisany w
systemie dwójkowym. Powy»sze sªowo reprezentuje liczb¦ 77. Natomiast je±li liczba
jest ujemna to istnieje kilka sposobów jej reprezentacji:
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1. znak-moduª: wygodny dla czªowieka, ale przy operacjach arytmetycznych
trzeba porównywa¢ znaki i 0 ma dwie reprezentacje4 ('dodatni¡' i 'ujemn¡').

2. znak-uzupeªnienie do 1: ta reprezentacja jest mniej wygodna dla czªowieka
i w niej te» 0 ma dwie reprezentacje.

3. znak-uzupeªnienie do 2: ta reprezentacja jest jeszcze mniej wygodna dla
czªowieka ale w niej 0 (i ka»da inna reprezentowana liczba) ma tylko jedn¡
reprezentacj¦, ponadto operacje arytmetyczne s¡ wykonywane w prosty sposób.

Ze wzgl¦du na przytoczone powy»ej zalety zajmiemy si¦ bli»ej sposobem repre-
zentacji liczb jako znak-uzupeªnienie do 2. Ten jaki jest w praktyce u»ywany do
reprezentacji liczb caªkowitych na komputerach.

Uzupeªnienie do 1 liczb caªkowitych otrzymujemy neguj¡c wszystkie bity. Dla

x = 10011000

uzupeªnienie do 1 liczby x jest równe

01100111

Uzupeªnienie do 2 liczb caªkowitych otrzymujemy neguj¡c wszystkie bity i dodaj¡c 1.
Dla x jak wy»ej uzupeªnienie do 2 liczby x jest równe

01100111
+ 1

01101000

tzn. by otrzyma¢ uzupeªnienie do 2 liczby caªkowitej zostawiamy z prawej strony
wszystkie zera i pierwsz¡ jedynk¦ a reszt¦ bitów negujemy:

01101000

Reprezentacja liczb caªkowitych w systemie znak-uzupeªnienie do 2
(n = 8):

1. dla 0 ≤ x ≤ 127

0

@
@@R

bit znaku
�

��	
@
@@R

moduªu liczby x
zapisanej w systemie dwójkowym

2. dla −128 ≤ x ≤ −1

1

@
@@R

bit znaku
�

��	
@
@@R

uzupeªnienie do 2 moduªu liczby x
zapisanej w systemie dwójkowym

Przykªad. Sªowo

4To, »e 0 ma dwie reprezentacje nie jest tylko spraw¡ estetyki. Gdy jeden obiekt ma ró»ne repre-

zentacje, sprawdzenie równo±ci dwóch obiektów staje si¦ niepotrzebnie skomplikowana procedur¡.
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0 1 0 1 0 0 0 0

reprezentuje liczb¦ dodatni¡ 80 natomiast sªowo

1 1 0 1 0 0 0 0

reprezentuje liczb¦ ujemn¡ −(0110000)2 = −48.

5.3 Operacje arytmetyczne staªopozycyjne

Reprezentuj¡c liczby w systemie znak-uzupeªnienie do 2, przy dodawaniu nie trzeba
zwraca¢ uwagi na znak liczby. Wyniki otrzymujemy poprawne i dokªadne o ile ar-
gumenty i warto±ci maj¡ swoje reprezentacje jako sªowa n-bitowe w systemie znak-
uzupeªnienie do 2.

1. Zmiana znaku Uzupeªniamy do 2 liczb¦ (ª¡cznie z bitem znaku):

0 0 0 1 1 0 1 0x = 26 ∼

1 1 1 0 0 1 1 0−x = −26 ∼

2. Dodawanie Dodajemy dwie liczby ª¡cznie z bitem znaku i ewentualne przenie-
sienie pomijamy. Wynik reprezentuje sum¦ w systemie znak-uzupeªnienie do
2:

0 0 0 1 1 0 0 0x = 24 ∼

1 1 0 1 1 0 0 0y = −40 ∼

1 1 1 1 0 0 0 0x+ y = −16 ∼

3. Odejmowanie Dodajemy odjemn¡ do liczby przeciwnej do odjemnika.

4. Mno»enie i dzielenie Nie tak prosto. Najlepiej mno»y¢ i dzieli¢ moduªy a potem
ustala¢ znak. Je±li mno»nik jest dodatni to mo»na mno»y¢ jak zwykle.

Uwaga. Zakres liczb caªkowitych reprezentowanych w komputerze jest zwykle
do±¢ maªy a operacje s¡ wykonywane dokªadnie. Dla liczb rzeczywistych jest od-
wrotnie, zakres jest du»y a operacje s¡ wykonywane w sposób przybli»ony.

56



5.4 Reprezentacja zmiennopozycyjna liczb rzeczywistych

Opiszemy teraz reprezentacj¦ zmiennopozycyjn¡ liczb rzeczywistych t-cyfrow¡, dzie-
si¦tn¡.

Dowoln¡ liczb¦ rzeczywist¡ x 6= 0 mo»na przedstawi¢ w postaci znormalizowanej:

x = m ∗ 10c

gdzie 0.1 ≤ |m| < 1, c - liczba caªkowita. Liczb¦ m nazywamy mantys¡ a liczb¦ c -
cech¡ liczby x.

Dla x równego 0 przyjmuje si¦ m = 0 i c = 0.

Przykªad. Dla
x = 0.00354

po znormalizowaniu otrzymujemy

x = 0.354 ∗ 10−2

Mantysa i cecha s¡ pami¦tane w komputerze w postaci staªopozycyjnej dziesi¦t-
nej. W arytmetyce t-cyfrowej mantysa ma t-cyfr i jest na ogóª wielko±ci¡ zaokr¡glon¡.
Zakres cech decyduje o zakresie liczb rzeczywistych reprezentowanych w komputerze.
Liczba cyfr mantysy decyduje o precyzji liczb pami¦tanych na komputerze.

Przykªad. Przyjmijmy, »e w naszej reprezentacji mantysa jest 4-cyfrowa a cecha
1-cyfrowa.

liczba przyblienie
x x

a1 = 1
6 = 0.166(6) a1 = 0.1667 ∗ 100

a2 = 42.5368 a2 = 0.4254 ∗ 102

a3 = 6 042 875 a3 = 0.6043 ∗ 107

a4 = −7.67443 a4 = −0.7674 ∗ 101

Bª¡d bezwzgl¦dny przybli»enia jest to moduª ró»nicy mi¦dzy warto±ci¡ rzeczywist¡
a warto±ci¡ przybli»on¡:

εa = |a− a|

Mamy nast¦puj¡ce oszacowanie bª¦du zaokr¡glenia mantysy:

|m−m| ≤ 0.5 ∗ 10−t

A st¡d, dla liczby dla a = m ∗ 10c, bª¡d bezwzgl¦dny warto±ci przybli»onej a mo»na
oszacowa¢ tak:

εa = |a− a| = |m ∗ 10c −m ∗ 10c| ≤ 0.5 ∗ 10−t ∗ 10c

Bª¡d wzgl¦dny przybli»enia jest to bª¡d bezwzgl¦dny podzielony przez moduª
dokªadnej warto±ci liczby:

δa = |a− a
a
| = εa

|a|

Dla a = m ∗ 10c, mamy nast¦puj¡ce oszacowanie bª¦du wzgl¦dnego:

δa = |a− a
a
| ≤ 0.5 ∗ 10−t ∗ 10c

m ∗ 10c
≤ 0.5 ∗ 10−t ∗ 10c

0.1 ∗ 10c
= 5 ∗ 10−t
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Wielko±¢ u = 5 ∗ 10−t jest wzgl¦dn¡ dokªadno±ci¡ komputera.
Poniewa»

|a− a
a
| ≤ u

to dla pewnego ρ mamy
a = a(1 + ρ)

gdzie |ρ| ≤ u.

Uwaga. Zwykle bª¡d wzgl¦dny jest lepsz¡ miara przybli»enia.

O± liczb rzeczywistych na komputerze prezentuje si¦ mniej wi¦cej tak (cecha 2-
cyfrowa, mantysa 4-cyfrowa):

−K −k 0 k = 0.1 ∗ 10−99 K = 0.9999 ∗ 1099

nadmiarnadmiar niedomiar

Przedziaª [−K,K] stanowi zakres liczb reprezentowanych na komputerze. Poza tym
przedziaªem wyst¦puje nadmiar. Liczby o module wi¦kszym od K nie maj¡ repre-
zentacji. Przedziaª [−k, k] jest nazywany niedomiarem. Liczby z tego zakresu s¡
reprezentowane przez 0, k, lub −k z du»ym bª¦dem wzgl¦dnym.

5.5 Arytmetyka zmiennopozycyjna

Nie tylko warto±ci liczb zmiennopozycyjnych s¡ przybli»one ale operacje arytme-
tyczne wykonywane na przybli»eniach liczb te» nie musz¡ mie¢ dokªadnej reprezen-
tacji. Zatem przy wykonywaniu dziaªa« arytmetycznych w arytmetyce zmiennopo-
zycyjnej bª¦dy przybli»e« si¦ kumuluj¡. Opiszemy teraz te operacje i oszacujemy
bª¦dy jakie przy nich powstaj¡.

1. Mno»enie wykonujemy w nast¦puj¡cy sposób

(a) mno»ymy mantysy,

(b) dodajemy cechy,

(c) normalizujemy.

Przykªad. Obliczymy reprezentacj¦ zmiennopozycyjn¡ iloczynu a = 0.375 ∗ 102

i b = 0.225 ∗ 103. Obliczamy iloczyn mantys

0.375
0.225

1875
750

750

0.084375

i po normalizacji otrzymujemy a ∗ b = 0.8438 ∗ 104. Zatem

a ∗ b = a ∗ b(1 + ρ),

dla |ρ| ≤ u.
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2. Dzielenie wykonujemy podobnie

(a) dzielimy mantysy,

(b) odejmujemy cechy,

(c) normalizujemy.

3. Dodawanie jest nieco bardziej skomplikowane i wykonujemy je w nast¦puj¡cy
sposób

(a) wyrównujemy cechy zwi¦kszaj¡c mniejsz¡ i przesuwaj¡c mantys¦ mniej-
szej w prawo,

(b) dodajemy mantysy,

(c) normalizujemy.

Przykªad. Obliczymy reprezentacj¦ zmiennopozycyjn¡ sumy a = 0.357 ∗ 103 i
b = 0.268 ∗ 104. Obliczamy sum¦ 'wyrównanych' mantys

0.036
0.268

0.304

i otrzymujemy a+ b = 0.304 ∗ 104. Mo»na pokaza¢, »e istniej¡ ρ1, ρ2 takie, »e

a+ b = a(1 + ρ1) + b(1 + ρ2)

oraz |ρ1|, |ρ2| ≤ u.

4. Odejmowanie jest wykonywane podobnie do dodawania.

Oszacujemy teraz bª¡d wzgl¦dny mno»enia i dodawania.
Dla mno»enia mamy∣∣∣∣∣a ∗ b− a ∗ ba ∗ b

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a ∗ b− a ∗ b(1 + ρ)

a ∗ b

∣∣∣∣ = |ρ| ≤ u

Zatem bª¡d wzgl¦dny mno»enia nie przekracza wzgl¦dnej dokªadno±ci komputera.
Je±li ju» liczby mno»one s¡ przybli»one to bª¦dy si¦ kumuluj¡.∣∣∣∣(a(1 + ρ1) ∗ b(1 + ρ2))(1 + ρ)− a ∗ b

a ∗ b

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣a ∗ b((1 + ρ1 + ρ2 + ρ1 ∗ ρ2))(1 + ρ)− a ∗ b
a ∗ b

∣∣∣∣ =

= |(ρ1 + ρ2 + ρ1 ∗ ρ2)(1 + ρ)| ≈ 2 ∗ u

Czyli bª¡d wyniku mno»enia jest rz¦du 2∗u, o ile bª¡d reprezentacji argumentów nie
przekraczaª wzgl¦dnej dokªadno±ci komputera.

Dla dodawania mamy∣∣∣∣(a(1 + ρ1) + b(1 + ρ2))− (a+ b)

a+ b

∣∣∣∣ ≤
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≤ |a| ∗ |ρ1|+ |b| ∗ |ρ2|
|a+ b|

≤ |a|+ |b|
|a+ b|

∗ u

Je±li liczby a i b maj¡ przeciwne znaki i nieznacznie ró»ni¡ce si¦ moduªy to |a|+ |b|
mo»e by¢ du»e podczas gdy |a+ b| b¦dzie bardzo maªe i w konsekwencji |a|+|b||a+b| mo»e
by¢ bardzo du»e. W takim przypadku mo»emy po jednej operacji dodawania znacznie
utraci¢ dokªadno±¢ obliczenia. Tak¡ sytuacj¦ obrazuje nast¦puj¡cy przykªad.

Przykªad. Obliczymy ró»nic¦ liczb a = 10.0726 i b = 10.0789 w arytmetyce
5-cyfrowej . Mamy przybli»enia

a = 0.10073 ∗ 102 i b = 0.10079 ∗ 102

Bª¡d wzgl¦dny przybli»e« a i b

δa =

∣∣∣∣a− aa
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣4 ∗ 10−6 ∗ 102

10.0726

∣∣∣∣∣ < 4 ∗ 10−5 ≤ u(= 5 ∗ 10−5)

δb =

∣∣∣∣∣b− bb
∣∣∣∣∣ =

10−6 ∗ 102

10.0789
< 10−5 ≤ u

nie przekracza wzgl¦dnej dokªadno±ci komputera. Natomiast bª¡d ró»nicy∣∣∣∣∣(b− a)− b− a
(b− a)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣6.3 ∗ 10−3 − 6 ∗ 10−3

6.3 ∗ 10−3

∣∣∣∣∣ =

=
0.3

6.3
> 4 ∗ 10−2 =

4

5
∗ 103 ∗ u

W szczególno±ci zmiennopozycyjne dziaªania mno»enia i dodawania s¡ prze-
mienne ale nie s¡ ª¡czne!

5.6 Wybrane problemy numeryczne

W tej sekcji poka»emy kilka typowych problemów zwi¡zanych obliczeniami zmien-
nopozycyjnymi.

Obliczanie pierwiastków równania kwadratowego

Równanie kwadratowe
x2 + px+ q = 0

ma pierwiastki

x1 =
−p−

√
p2 − 4q

2
i x1 =

−p+
√
p2 − 4q

2

o ile wyró»nik ∆ = p2 − 4q jest nieujemny. Obliczymy te pierwiastki w arytmetyce
4-cyfrowej dla

p = −6.433 i q = 0.009474.

Obliczenie x1:
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1. α = (6.433)2 = 41.38,

2. β = 4q = 0.03790,

3. γ = α− β = 41.34,

4. σ =
√
γ = 6.430,

5. ϕ1 = −p− σ = 6.433− 6.430 = 0.003,

6. x1 = ϕ1

2 = 1.5 ∗ 10−3.

Poniewa» przybli»ona warto±¢ pierwiastka x1 w arytmetyce 5-cyfrowej wynosi

x1 ≈ 1.4731 ∗ 10−3

to widzimy, »e nasze obliczenie x1 daªo nam tylko jedn¡ dokªadn¡ cyfr¦ znacz¡c¡ i
bª¡d wzgl¦dny wynosi

δx1 ≈ 10−1.

Korzystaj¡c z poprzednich oblicze« mo»emy obliczy¢ x2:

1. ϕ2 = −p+ σ = 6.433 + 6.430 = 12.86,

2. x2 = ϕ2

2 = 6.43.

Poniewa» przybli»ona warto±¢ pierwiastka x2 w arytmetyce 5-cyfrowej wynosi

x2 ≈ 6.4313

to widzimy, »e nasze obliczenie x2 daªo nam dokªadne trzy cyfry znacz¡ce.
Przyczyna utraty dokªadno±ci w obliczeniu x1 tkwi w obliczeniu ϕ1 w kroku 5.

Obliczamy ró»nic¦ liczb o bardzo bliskich warto±ciach. Natomiast problem ten nie
istnieje przy obliczaniu ϕ2 w kroku 2. obliczenia x2. Tam liczymy sum¦ tych liczb
nie trac¡c istotnie na dokªadno±ci.

Maj¡c dobre przybli»enie x2, mo»emy te» obliczy¢ x1 ze wzoru Viete'a x1∗x2 = q:

x1 =

(
0.009474

6.430

)
= 0.001473 = 1.473 ∗ 10−3

i wtedy mamy cztery cyfry dokªadne oraz bª¡d wzgl¦dny

δx1 ≈ 10−4.

Moraª z tych rozwa»a« jest taki, »e je»eli p > 0 to x1 jest liczone dokªadniej a
je»eli p < 0 to x2 jest liczone dokªadniej.

Schemat Hornera obliczania wielomianu

Normalna procedura obliczenia warto±ci wielomianu n-tego stopnia

Wn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

sugerowana przez sposób zapisu wielomianu, polega na obliczeniu

1. x2, x3, . . . , xn - n− 1 mno»e«,

2. a1x, a2x2, . . . , anxn - n mno»e«,
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3. a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + anx

n n -dodawa«.

Zatem takie obliczenie wymaga 2n− 1 mno»e« i n dodawa«.
Natomiast istnieje inny sposób obliczania tej samej warto±ci, zaproponowany

przez Hornera. Liczymy:

1. Pn(x) = anx+ an−1 - 1 mno»enie i 1 dodawanie,

2. Pn−1(x) = (anx+ an−1)x+ an−2 - 1 mno»enie i 1 dodawanie,

3. . . .

4. P1 = P2x+ a0 - 1 mno»enie i 1 dodawanie.

Zatem takie obliczenie wymaga tylko n mno»e« i n dodawa«. Oprócz tego, »e ta
metoda obliczania warto±ci wielomianu jest szybsza to jest te» dokªadniejsza.
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6 Dynamiczne struktury danych

'Zbiory matematyczne' nie zmieniaj¡ si¦, natomiast 'zbiory informatyczne' mog¡ si¦
zwi¦ksza¢, zmniejsza¢ lub zmienia¢ w inny sposób. S¡ to 'zbiory dynamiczne'.

Sposób w jaki reprezentujemy 'zbiory dynamiczne' zale»y od tego jakie operacje
chcemy na nich wykonywa¢. Mamy dwa rodzaje operacji: mody�kacje i pytania.

Mody�kacje (przykªady):

1. dodaj(S,x) - dodaj element (wskazywany przez) x do zbioru S;

2. usun(S,x) - usu« element (wskazywany przez) x ze zbioru S.

Pytania (przykªady):

1. szukaj(S,k) - sprawd¹ czy element x nale»y do zbioru S; je±li tak to wska»
ten element, je±li nie to wska» Nil;

2. minimum(S) - (pytanie na zbiorze liniowo uporz¡dkowanym) zwraca element
najmniejszy zbioru S;

3. maksimum(S) - (pytanie na zbiorze liniowo uporz¡dkowanym) zwraca element
najwi¦kszy zbioru S;

4. nastepny(S,x) - (pytanie na zbiorze liniowo uporz¡dkowanym) zwraca element
nast¦pny po x w zbioru S;

5. poprzedni(S,x) - (pytanie na zbiorze liniowo uporz¡dkowanym) zwraca ele-
ment poprzedni przed x w zbioru S.

Zwykle potrzeba tylko cz¦±ci spo±ród tych operacji. Wa»ne jest by operacje wy-
konywane byªy szybko, tzn. w czasie staªym lub co najwy»ej logarytmicznym w
stosunku do rozmiaru zbioru S.

6.1 Podstawowe dynamiczne struktury danych

Stos

Stos jest najprostsz¡ struktur¡ dynamiczn¡ (LIFO - last in �rst out). Mo»na
wkªada¢ elementy tylko na wierzch stosu i zdejmowa¢ elementy tylko z wierzchu stosu.
Poza tym mo»na testowa¢ czy stos jest pusty. Wszystkie operacje s¡ wykonywane w
czasie staªym. Stos mo»na sobie wyobra»a¢ tak:

A

B

C

D

Operacje na stosie:

1. dodaj (na wierzch) Push(S,x);

2. zdejmij (z wierzchu) Pop(S);
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3. test pusto±ci stosu

empty(S) =

{
true gdy S jest pusty
false w przeciwnym przypadku.

Jak ju» wcze±niej pokazali±my, przy pomocy stosów mo»na implementowa¢ pro-
cedury rekurencyjne. Stos S, je±li ma ograniczon¡ wysoko±¢, mo»na implementowa¢
w tablicy:

S : array[1..n] of typ;

topS : integer;

function empty :boolean;

begin

empty:=(topS=0)

end;

procedure push(x:typ);

begin

topS:=topS+1;

S[topS]:=x;

end;

procedure pop(var x:typ);

begin

x:=S[topS];

topS:=topS-1;

end;

Kolejka

Kolejka jest struktur¡ podobn¡ do kolejki w sklepie (FIFO - �rst in �rst out).
Mo»na wkªada¢ elementy tylko na koniec kolejki i zdejmowa¢ elementy tylko z po-
cz¡tku kolejki. Poza tym mo»na testowa¢ czy kolejka jest pusta. Wszystkie operacje
s¡ wykonywane w czasie staªym. Kolejk¦ mo»na sobie wyobra»a¢ tak:

E D C B A
?

tail(ogon)
?
head(glowa)

Operacje na kolejce:

1. dodaj (na koniec) dodaj(Q,x);

2. zdejmij (z pocz¡tku) usun(Q);

3. test pusto±ci kolejki

empty(Q) =

{
true gdy S jest pusty
false w przeciwnym przypadku.

Kolejk¦ Q, je±li ma ograniczon¡ dªugo±¢, mo»na implementowa¢ w tablicy, ale w
bardziej skomplikowany sposób ni» stos.
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Q : array[0..n] of typ;

headQ,tailQ : integer;

* * * * * * * * *Q:
?

tailQ
?
headQ

function empty :boolean;

begin

empty:=(headQ=tailQ)

end;

procedure wstaw(x:typ);

begin

Q[tailQ]:=x;

if tailQ=n then tailQ:=0

else tailQ:=tailQ+1;

end;

procedure usun(var x:typ);

begin

x:=Q[headQ];

if headQ=n then headQ:=0

else headQ:=headQ+1

end;

Listy.

Lista to zbiór elementów, z których ka»dy (z wyj¡tkiem ostatniego) wskazuje na
nast¦pny i na ka»dy element (z wyj¡tkiem pierwszego) wskazuje jaki± element. List¦
jednokierunkow¡ mo»na sobie wyobra»a¢ tak:

head
H
HHHHj

x1

• -

x2

• -

x3

• -
. . .

xn

NIL-

Lista zajmuje proporcjonalnie wiele miejsca do liczby elementów na li±cie. List¦
dwukierunkow¡ mo»na sobie wyobra»a¢ tak:

head
HHH

HHj

x1

•
NIL

-

�

x2

•
•

-

�

x3

•
•

-

�
. . .

xn

NIL

•

-

�

Drzewa binarne

Drzewo binarne (o ile jest niepuste) ma korze« i ka»dy wierzchoªek drzewa ma co
najwy»ej dwa nast¦pniki, lewy i prawy. Ponadto z korzenia do ka»dego wierzchoªka
istnieje dokªadnie jedna droga. Drzewo binarne mo»na sobie wyobra»a¢ tak:
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rootPPPPPq
x1

• •��
�����

HH
HHHHj

x2

• •���
����

HH
HHHHj

x3

NIL •HH
HHHHj

x4

NIL NIL

x5

NIL NIL

x6

NIL NIL

6.2 Typy wska¹nikowe

Zmienne typów dotychczas poznanych istniej¡ przez caªy czas wykonywania tej cz¦±ci
programu (program gªówny lub procedura), w której s¡ zadeklarowane. Maj¡ one
na staªe przydzielon¡ pami¦¢, do której odwoªujemy si¦ za pomoc¡ identy�katora
zmiennej. S¡ to zmienne statyczne. Takie zmienne nie nadaj¡ si¦ do reprezentowa-
nia 'struktur dynamicznych', na przykªad tych, które zostaªy opisane powy»ej, (o ile
nie naªo»ymy z góry ogranicze« dotycz¡cych rozmiaru tych struktur). Do reprezen-
towania takich struktur sªu»¡ typy wska¹nikowe i wskazywane przez zmienne tych
typów zmienne dynamiczne. Zmienne dynamiczne mo»na tworzy¢ i usuwa¢ w do-
wolnym miejscu programu a odwoªujemy si¦ do nich nie przez identy�kator zmiennej
lecz przez zmienn¡ wska¹nikow¡ wskazuj¡c¡ t¡ zmienn¡.

Przykªad deklaracji typu wska¹nikowego.

type Tab=array[1..10] of integer; {typ tablicowy, przykladowy typ}

Wskaznik=^Tab; {typ wskaznikow do elementow typu Tab}

var A:Tab; {deklaracja zmiennej typu Tab}

u,v,w:Wskaznik; {deklaracja zmiennych typu

Wskaznik wskazuj¡cego typ Tab}

Zmienne typu wska¹nikowego mog¡ mie¢ warto±¢ nieokre±lon¡ (np. zaraz po ich
deklaracji) mog¡ zawiera¢ adres zmiennej dynamicznej typu Tab lub mog¡ by¢ równe
staªej Nil, nie wskazuj¡cej »adnej zmiennej. Po takich deklaracjach w pami¦ci kom-
putera mamy zarezerwowane takie obszary pami¦ci (warto±ci we wszystkich tablicach
s¡ losowe):

A

3 71 −4 9

u

?

v

?

Po wykonaniu kolejno instrukcji
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new(u); {1}

v:=u; {2}

new(v); {3}

w:=u; u:=v; v:=w; {4}

u^:=A {5}

dispose(v); v:=Nil {6}

new(u); {7}

pami¦¢ komputera b¦dzie wygl¡daªa jak nast¦puje. Po wykonaniu instrukcji 1:

A

3 71 −4 9

u û

• - 10 1 0 7

v

?

Po wykonaniu instrukcji 2:

A

3 71 −4 9

u û

• - 10 1 0 7

v

•�
�
���

Po wykonaniu instrukcji 3:

A

3 71 −4 9

u û

• - 10 1 0 7

v v̂

• - 8 6 2 −3

Po wykonaniu linii 4:

A

3 71 −4 9

u v̂

•
@
@
@@R

10 1 0 7

v û

•�
�
���

8 6 2 −3
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Po wykonaniu instrukcji 5:

A

3 71 −4 9

u v̂

•
@
@
@@R

10 1 0 7

v û

•�
�
���

3 71 −4 9

Po wykonaniu linii 6:

A

3 71 −4 9

u

•
@
@
@@Rv û

Nil 3 71 −4 9

Po wykonaniu instrukcji 7:

A

3 71 −4 9

u û

• - 6 7 10 4

v ?

Nil 3 71 −4 9

A teraz dokªadnie opiszemy procedury new, tworz¡c¡ zmienn¡ dynamiczn¡ i dispose
usuwaj¡c¡ zmienn¡ dynamiczn¡.

Zakªadamy nast¦puj¡c¡ deklaracj¦:

var u,v : ^Typ

Procedura new(v):

1. tworzy now¡ zmienn¡ (dynamiczn¡) typu Typ caªkowicie nieokre±lon¡ (rezer-
wuje miejsce w pami¦ci komputera na zmienn¡ typy Typ);

2. tworzy nowy wska¹nik typu ^Typ i przypisuje go zmiennej v (adres nowo utwo-
rzonej zmiennej dynamicznej zostaje przypisany zmiennej v);

3. Do utworzonej zmiennej mo»na si¦ odwoªa¢ przez v^.

Procedura dispose(v):
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1. usuwa zmienn¡ (dynamiczn¡) typu Typ wskazywan¡ przez v (zwalnia miejsce w
pami¦ci komputera zajmowane przez t¦ zmienn¡); je±li v nie wskazuje zmiennej
wyst¡pi bª¡d;

2. wszystkie zmienne wskazuj¡ce na v^ maj¡ warto±¢ nieokre±lon¡.

Operacje na zmiennych i warto±ciach typów wska¹nikowych:

1. do ka»dego typu wska¹nikowego nale»y staªa Nil nie wskazuj¡ca na »adn¡
zmienn¡ dynamiczn¡;

2. instrukcje przypisania: v:=u oraz v:=Nil;

3. relacje: v=u oraz v<>u;

4. funkcje mog¡ mie¢ warto±ci typów wska¹nikowych;

5. parametry formalne i aktualne procedur mog¡ by¢ typu wska¹nikowego.

W nast¦pnym paragra�e poka»¦ jak mo»na implementowa¢ listy u»ywaj¡c typów
wska¹nikowych. Ale typy wska¹nikowe mog¡ si¦ te» przyda¢ do innych celów, na
przykªad do deklaracji du»ych zmiennych. Deklaracja

type Wektor = array[1..10000] of real;

var A,B,C:Wektor;

nie zostanie zaakceptowana przez kompilator Turbo Pascala poniewa» ma on ogra-
niczenie na ª¡czny rozmiar zmiennych deklarowanych w sekcji deklaracji zmiennych
var a zmienne typu Wektor zajmuj¡ du»o pami¦ci. Natomiast deklaracja

type Wektor = array[1..10000] of real;

Wsk=^Wektor

var u,v,w:Wsk;

zostanie zaakceptowana przez kompilator Turbo Pascala poniewa» zmienne typu Wsk

pami¦taj¡ tylko adresy i zajmuj¡ maªo pami¦ci. Teraz na pocz¡tku programu po
instrukcjach

new(u); new(v); new(w);

mamy dost¦p do trzech zmiennych dynamicznych typu Wektor: u^, v^, w^.

6.3 Implementacja list

Elementami listy s¡ rekordy zawieraj¡ce warto±¢ (lub warto±ci) i wska¹nik do na-
st¦pnego elementu na li±cie.

Lista jednokierunkowa

type lista=^element;

element=record

nazwisko : string;

wiek : integer;

next :lista

end;
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Poka»emy jak wykona¢ nast¦puj¡ce operacje na li±cie:

1. tworzenie pustej listy; (inicjalizacja)

2. tworzenie nowej zmiennej typu element;

3. wstawienie zmiennej wskazywanej przez zmienn¡ wska¹nikow¡ do listy;

4. znajdowanie wska¹nika do elementu o szukanym polu;

5. drukowanie wszystkich elementów listy;

6. usuwanie wskazanego elementu z listy (tylko dla list dwukierunkowych).

procedure ini;

begin head:=Nil end;

function nowy: lista;

var v:lista;

begin

new(v); v^.next:=Nil;

read(v^.nazwisko);

read(v^.wiek);

nowy:=v

end;

procedure dodaj(v:lista);

begin

v^.next:=head;

head:=v

end;

function szukaj(s:string):lista;

var v:lista;

begin

v:=head; szukaj:=Nil;

while (v<>Nil) do

if v^.nazwisko=s then begin

szukaj:=v; v:=Nil

end

else v:=v^.next

end;

procedure druk;

var v:lista;

begin v:=head;

while v<>Nil do begin

writeln(v^.Nazwisko,' ',v^.wiek);

v:=v^.next

end;

end;
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Teraz fragment programu:

ini;

for i:=1 to 10 do dodaj(nowa);

druk;

tworzy list¦ 10-elementow¡ i j¡ drukuje.

Lista dwukierunkowa

type lista2=^element2;

element2=record

nazwisko : string;

wiek : integer;

next,prev :lista

end;

Procedury ini, druk, szukaj dla listy dwukierunkowej s¡ takie same jak dla listy
jednokierunkowej. Natomiast procedury nowy, dodaj nale»y odpowiednio zmody�-
kowa¢:

function nowy2 : lista2;

var v:lista2;

begin

new(v); v^.next:=Nil; v^.prev:=Nil;

read(v^.nazwisko);

read(v^.wiek);

nowy2:=v

end;

procedure dodaj2(v:lista2);

begin

if head<>Nil then head^.prev:=v;

v^.next:=head;

head:=v;

v^.prev:=Nil;

end;

Ponadto na li±cie dwukierunkowej mo»emy ªatwo usuwa¢ wskazany element.

procedure usun2(x:lista2);

begin

if x^.prev<>Nil then x^.prev^.next:=x^.next

else begin head:=x^.next;

if head<>Nil then head^.pre:=Nil

end;

if x^.next<>Nil then x^.next^.prev:=x^.prev

end;

Lista dwukierunkowa z wartownikiem Procedury dodaj2 i usun2 s¡ nieco
skomplikowane, gdy» musimy sprawdza¢ czy lista jest pusta przy dodawaniu oraz
czy s¡ przed i za usuwanym elementem s¡ inne elementy przy usuwaniu. Mo»na te
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procedury upro±ci¢ dodaj¡c do listy wartownika 'sztuczny element', który powoduje,
»e lista nigdy nie jest pusta. W efekcie, na li±cie z wartownikiem, dodawanie i
usuwanie odbywa si¦ bez sprawdzania »adnych warunków.

procedure ini3;

begin new(head); head^.next:=head; head^.prev:=head

end;

procedure dodaj3(v:lista2);

begin

v^.next:=head^.next;

v^.prev:=head;

v^.next^.prev:=v;

head^.next:=v;

end;

procedure usun3(x:lista2);

begin

x^.prev^.next:=x^.next;

x^.next^.prev:=x^.prev

end;

function szukaj3(s:string):lista2;

var v:lista2;

begin

v:=head^.next;

while (v<>head) and (v^.nazwa<>s) do

v:=v^.next;

if v<>head then szukaj3:=v

else szukaj3:=Nil;

end;

procedure druk3;

var v:lista2;

begin v:=head^.next;

while v<>head do begin

writeln(v^.Nazwisko,' 'v^.wiek);

v:=v^.next

end;

end;

Teraz, poni»sza procedura czy±ci list¦:

procedure empty;

var v:lista2;

begin

while head<>head^.next do begin

v:=head^.next;

usun3(v);

dispose(v)
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end;

end;

Maj¡c takie listy mo»na ªatwo implementowa¢ stosy i kolejki.

6.4 Drzewa binarnych poszukiwa« (BST)

Drzewo binarne jest to drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek ma co najwy»ej dwa
nast¦pniki, lewy i prawy. Ponadto, o ile jest niepuste, posiada korze« - jedyny
wierzchoªek, który nie jest nast¦pnikiem »adnego wierzchoªka. B¦dziemy u»ywali
poj¦¢: ojciec, lewy i prawy syn, lewe i prawe poddrzewo, potomek, przodek.

Drzewo binarnych poszukiwa« jest to drzewo binarne etykietowane, w którym
ka»dy wierzchoªek ma etykiet¦ wyró»nion¡ zwan¡ kluczem. Klucze wierzchoªków s¡
typu, na którym okre±lony jest porz¡dek liniowy. Ponadto dla ka»dego wierzchoªka
v klucze w lewym poddrzewie s¡ niewi¦ksze od klucza wierzchoªka v, a klucze w
prawym poddrzewie s¡ niemniejsze od klucza wierzchoªka v.

W Pascalu drzewa binarnych poszukiwa« implementuje si¦ u»ywaj¡c typów
wska¹nikowych.

type wsk=^wierzcholek;

wierzcholek=record

klucz:integer;

lewy,prawy,ojciec:wsk

end

Poka»emy procedury na drzewach:

1. znajdowanie wierzchoªka o danym kluczu;

2. drukowanie rekordów wedªug wzrastaj¡cej warto±ci kluczy;

3. znajdowanie wierzchoªka o kluczu minimalnym;

4. znajdowanie wska¹nika do nast¦pnego wierzchoªka;

5. dodawanie nowego wierzchoªka;

6. usuwanie wierzchoªka z drzewa;

7. inne przykªadowe procedury rekurencyjne na drzewach.

1. Znajdowanie wierzchoªka o danym kluczu. Procedura rekurencyjna
szukaj zwraca wska¹nik do wierzchoªka o kluczu s w drzewie o korzeniu w

lub Nil je±li nie ma takiego klucza. Procedura porusza si¦ po drzewie, w lewo
lub w prawo, z zale»no±ci od tego czy napotkane klucze na ±cie»ce s¡ mniejsze
czy wi¦ksze od poszukiwanego. Je±li dojdzie do ko«ca ±cie»ki nie znajduj¡c po
drodze szukanego wierzchoªka to znaczy, »e takiego wierzchoªka w ogóle nie ma
w drzewie.

function szukaj(w:wsk;s:integer):wsk;

begin

if w=Nil then szukaj:=Nil else

if w^.klucz=s then szukaj:=w else

if w^.klucz<s then szukaj:=szukaj(w^.prawy,s)

else szukaj:=szukaj(w^.lewy,s)

end;
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2. Drukowanie rekordów wedªug wzrastaj¡cej warto±ci kluczy. Proce-
dura rekurencyjna drukuj odwiedza wszystkie wierzchoªki drzewa w porz¡dku
niemalej¡cym kluczy, tzn. dla danego wierzchoªka zawsze odwiedza najpierw
wierzchoªki jego lewego poddrzewa, potem ten wierzchoªek a na ko«cu wierz-
choªki jego prawego poddrzewa. Odwiedziwszy wierzchoªek drukuje go.

procedure drukuj(w:wsk);

begin

if w<>Nil then begin

drukuj(w^.lewy);

write(w^.klucz);

drukuj(w^.prawy);

end;

end;

3. Znajdowanie wierzchoªka o kluczu minimalnym. Procedura minimum

zwraca wska¹nik do wierzchoªka o kluczu minimalnym drzewie o korzeniu w

lub Nil je±li drzewo jest puste. Procedura przechodzi po wierzchoªkach w lewo
tak dªugo a» nie tra� na wierzchoªek, który nie ma lewego syna.

function minimum(w:wsk):wsk;

begin

if w<>Nil then

while w^.lewy<>Nil do w:=w^.lewy;

minimum:=w

end;

4. Znajdowanie wska¹nika do nast¦pnego wierzchoªka. Procedura next

zwraca wska¹nik do wierzchoªka o kluczu nast¦pnym po kluczu wierzchoªka
wskazywanego przez w lub Nil je±li nie ma takiego klucza. Procedura dziaªa
w ten sposób, »e zwraca minimum poddrzewa o korzeniu w^.prawy o ile jest
ono niepuste, a je±li jest puste to wraca do góry po kolejnych przodkach a»
do momentu gdy znajdzie wierzchoªek, dla którego poprzedni wierzchoªek jest
lewym synem.

function next(w:wsk):wsk;

var y:wsk;

begin

if w^.prawy<>Nil then next:=minimum(w^.prawy)

else begin

y:=w^.ojciec; next:=Nil;

while y<>Nil do

if w<>y^.lewy then begin

w:=y; y:=y^.ojciec;

end

else begin

next:=y; y:=Nil

end;

end;

end;
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5. Dodawanie nowego wierzchoªka. Procedura rekurencyjna dodaj dodaje
nowy wierzchoªek wskazywany przez w do drzewa binarnych poszukiwa« o ko-
rzeniu wskazywanym przez r zachowuj¡c struktur¦ drzewa binarnego. Nowy
wierzchoªek jest zawsze dodawany jako nowy li±¢ w drzewie. Procedura woªa
parametr korzenia r przez zmienn¡ poniewa», gdy drzewo jest puste, jest on
mody�kowany.

procedure dodaj(var r:wsk;w:wsk);

begin

w^.lewy:=Nil; w^.prawy:=Nil;

if r=Nil then

begin w^.ojciec:=Nil; r:=w end

else

if r^.klucz<w^.klucz then

if r^.prawy<>Nil then dodaj(r^.prawy,w)

else

begin r^.prawy:=w; w^.ojciec:=r end

else

if r^.lewy<> Nil then dodaj(r^.lewy,w)

else begin r^.lewy:=w; w^.ojciec:=r end

end;

6. Usuwanie wierzchoªka z drzewa. Je»eli wierzchoªek wskazywany przez w,
który mamy usun¡¢ ma co najwy»ej jedno niepuste poddrzewo (lewe lub prawe)
to go usuwamy a to poddrzewo (o ile takie istnieje) podczepiamy bezpo±rednio
do jego ojca. Je»eli wierzchoªek wskazywany przez w, który mamy usun¡¢ ma
dwa niepuste poddrzewa to usuwamy wierzchoªek nast¦pny (wtedy on ma co
najwy»ej jedno niepuste poddrzewo) a dane z tego wierzchoªka przepisujemy do
wierzchoªka wskazywanego przez w. Ponadto, je±li usuwamy korze«, to musimy
zmody�kowa¢ wska¹nik do korzenia r oraz gdy usuni¦ty wierzchoªek jest ró»ny
od wskazywanego przez w to musimy zmody�kowa¢ w by wskazywaª usuni¦ty
wierzchoªek. W procedurze u»ywamy dodatkowych zmiennych x,y typu wsk,
y wskazuje rzeczywi±cie usuwany wierzchoªek a x jego jedynego syna (o ile
takiego posiada). Procedura woªa oba parametry przez zmienn¡, gdy» zarówno
wska¹nik do korzenia jaki i do usuwanego wierzchoªka mo»e by¢ zmieniony.

A:

�
�

A
A

�
�
�� A
A
AA

A
A

w

x

y

B:

�
�
�� A
A
AA

A
A

w=y

x

C:

�
�
�� A
A
AA

�
�

w=y

x

D:

w=y

x=Nil

Powy»szy rysunek przedstawia warto±ci zmiennych x i y w poddrzewie o wierz-
choªku wskazywanym przez w w ró»nych mo»liwych przypadkach. A gdy w ma
dwóch synów, B, C gdy w ma jednego syna, D gdy w nie ma synów.

procedure usun(var r,w:wsk);
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var x,y:wsk;

begin

if (w^.lewy=Nil) or (w^.prawy=Nil) then y:=w

else y:=next(w);

{y wskazuje na wierzcholek ktory latwo usunac,

bo ma co najwyzej jedno podrzewo}

if y^.lewy<>Nil then x:=y^.lewy

else x:=y^.prawy;

{x wskazuje na jedynego syna y, o ile taki istnieje}

if x<>Nil then x^.ojciec:=y^.ojciec;

{o ile x istnieje, to modyfikujemy ojca x tak

by teraz byl nim ojciec y}

if y^.ojciec=Nil then r:=x

{jesli y wskazuje korzen to modyfikujemy korzen}

else

if y=y^.ojciec^.lewy then y^.ojciec^.lewy:=x

else y^.ojciec^.prawy:=x;

{jesli y nie wskazuje korzenia to modyfikujemy ojca

y tak by teraz jego synem (z wlasciwej strony) byl x}

if y<>w then begin

w^.klucz:=y^.klucz

....

end;

{jesli usuniety wierzcholek wskazywany przez y jest

rozny od wierzcholka wskazywanego przez w to

przepisujemy wszystkie dane z pola klucz (i innych

pol przechowujacych dane o ile takie istnieja) ale

nie z pol 'administrujacych drzewem': lewy, prawy,

ojciec}

w:=y;

{zwracamy na w wskaznik usunietego wierzcholka}

end;

7. Inne przykªadowe procedury rekurencyjne na drzewach. Je±li funkcj¦
rekurencyjn¡ mo»na obliczy¢ znaj¡c jej warto±ci dla obu synów, to de�nicja
takiej funkcji jest zwykle prosta, tak jak w pierwszych dwóch przykªadach.
Natomiast gdy tak nie jest, jak w przypadku trzecim, to musimy skonstruowa¢
now¡ funkcje, która b¦dzie miaªa t¦ wªasno±¢. W praktyce taka funkcja oblicza
wiele warto±ci, z których jedna jest przez nas poszukiwan¡ a inne s¡ tylko
pomocnicze.

(a) Obliczanie liczby wierzchoªków drzewa.

function rozmiar(w:wsk):integer;

begin

if w=Nil then rozmiar:=0

else rozmiar:=1+rozmiar(w^.lewy)+rozmiar(w^.prawy)

end;

(b) Obliczanie wysoko±ci drzewa.

function wysokosc(w:wsk):integer;
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var l,p:integer;

begin

if w=Nil then wysokosc:=0

else begin

l:=wysokosc(w^.lewy);

p:=wysoksc(w^.prawy);

if l<p then l:=p;

wysokosc:=l+1

end;

end;

(c) Znajdowanie wska¹nika do wierzchoªka drzewa, dla którego ró»-
nica wysoko±ci poddrzew, lewego i prawego, jest najwi¦ksza.

Funkcja roznica ma jako parametr tylko korze« drzewa i zwraca jako
warto±¢ tylko »¡dany wska¹nik. Poniewa» do obliczenia warto±ci funkcji
w danym wierzchoªku potrzebujemy wi¦cej informacji dotycz¡cej obu pod-
drzew, funkcja roznica u»ywa procedury lokalnej roznica1, która zwraca
potrzebne informacje przez parametry woªane przez zmienn¡. Ciaªo sa-
mej funkcji roznica zawiera tylko jedno wywoªanie procedury roznica1

z odpowiednimi parametrami i wstawienie jednego z nich jako warto±ci
funkcji.

function roznica(w:wsk):wsk;

var u:wsk;

d,h:integer;

procedure roznica1(r:wsk; var u:wsk; var d,h:integer);

var u1,u2:wsk;

d1,d2,h1,h2:integer;

begin

if r=Nil then begin u:=Nil; d:=0; h:=0 end

else begin

roznica1(r^.lewy,u1,d1,h1);

roznica1(r^.prawy,u2,d2,h2);

{obliczamy rekurencyjnie wartosci dla obu

poddrzew}

if h1>h2 then begin h:=h1+1; d:= h1-h2 end

else begin h:=h2+1; d:=h2-h1 end;

if (d>d1) and (d>d2) then u:=r

{jestesmy w miejscu gdzie jest najwieksza

roznica poddrzew}

else if d1>d2 then begin d:=d1; u:=u1 end

else begin d:=d2; u:=u2 end;

{wstawiamy warosci poprzednie}

end;

end;

begin{cialo funkcji roznica}

roznica1(w,u,d,h);

roznica:=u

end;
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6.5 Drzewa czerwono-czarne

De�nicja i wªasno±ci

W drzewach binarnych poszukiwa« wiele operacji takich jak dodaj, usu«, nast¦pnik,
minimum jest wykonywanych w czasie proporcjonalnym do wysoko±ci drzewa O(h).
Je±li wysoko±¢ drzewa jest porównywalna z liczba wierzchoªków (przypadek ekstre-
malny ale mo»liwy) to te operacje s¡ wykonywane bardzo nieefektywnie, podobnie
jak na listach. Drzewa czerwono-czarne to pewien rodzaj drzew binarnych poszu-
kiwa«, w których mamy dodatkowy klucz kolor (czerwony lub czarny). Ponadto
wymagamy by patrz¡c wyª¡cznie na czarne wierzchoªki to drzewo byªo peªnym drze-
wem binarnym (warunek 4 poni»ej) oraz »eby czerwonych wierzchoªków byªo 'nie
za du»o' (warunek 3 poni»ej). Poniewa» peªne drzewa binarne s¡ 'idealnie' zbalan-
sowane to na drzewa czerwono-czarne mo»na patrze¢ jak na peªne drzewa binarne
'lekko' zaburzone czerwonymi wierzchoªkami. Takie drzewa s¡ 'zbalansowane' w tym
sensie, »e ich wysoko±¢ jest rz¦du O(lnn) (gdzie n jest liczb¡ wierzchoªków drzewa), w
szczególno±ci wszystkie wspomniane wy»ej operacje s¡ wykonywane w czasie O(lnn).
Sposób pokolorowania wierzchoªków drzewa czerwono-czarnego gwarantuje, »e »adna
±cie»ka z korzenia do li±cia nie jest wi¦cej ni» dwa razy dªu»sza ni» jakakolwiek inna.

Najpierw maªa mody�kacja drzewa binarnych poszukiwa«. Dokªadamy do
drzewa wartownika. Podobnie jak w li±cie z wartownikiem, wartownik w drzewie
to dodatkowy wierzchoªek, na który wskazuj¡ wszystkie wska¹niki, które w normal-
nym drzewie binarnych poszukiwa« wskazuj¡ na Nil. Wartownik jest zawsze ojcem
korzenia. Ojcem wartownika mo»e by¢ ka»dy li±¢ o ile tak to wcze±niej zde�niujemy.
W szczególno±ci teraz ka»dy wierzchoªek wªa±ciwy, tzn. ró»ny od wartownika, ma
dwóch synów (by¢ mo»e obaj s¡ tym samym wartownikiem).

Tak zmody�kowane drzewo binarnych poszukiwa« jest drzewem czerwono-
czarnym je±li nast¦puj¡ce warunki:

1. Ka»dy wierzchoªek jest czerwony lub czarny.

2. Wartownik jest czarny.

3. Je±li wierzchoªek jest czerwony obaj jego synowie s¡ czarni.

4. Ka»da ±cie»ka z jednego wierzchoªka do dowolnego li±cia zawiera t¡ sam¡ liczb¦
czarnych wierzchoªków.

W szczególno±ci mo»emy mówi¢ o czarnej wysoko±ci wierzchoªka x, oznaczenie ch(x),
jako liczbie czarnych wierzchoªków na dowolnej ±cie»ce z tego wierzchoªka do war-
townika, nie licz¡c wierzchoªka x. B¦dziemy zawsze zakªadali, »e korze« drzewa jest
czarny.
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Przykªad 1.
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Wska¹niki z wierzchoªków o numerach 25, 32, i 50 do wartownika zostaªy pomini¦te.

Lemat 6.1 Drzewo czerwono-czarne z n wierzchoªkami wªa±ciwymi ma wysoko±¢
nie wi¦ksz¡ ni» 2 lg2(n+ 1).

Dowód: Najpierw udowodnimy przez indukcj¦ po wysoko±ci wierzchoªka, nast¦-
puj¡cy fakt: drzewo czerwono-czarne o korzeniu xma co najmniej 2ch(x)−1 wierzchoª-
ków wªa±ciwych. Dla wartownika w, mamy ch(w) = 0 oraz 2ch(w) − 1 = 20 − 1 = 0.
I rzeczywi±cie drzewo o korzeniu w nie ma wierzchoªków wªa±ciwych. Niech te-
raz x b¦dzie wierzchoªkiem wªa±ciwym. Wtedy jego synowie xl i xp maj¡ czarn¡
wysoko±¢ albo ch(x) lub ch(x) − 1 w zale»no±ci od tego czy ich kolor jest czer-
wony czy czarny. Poniewa» wysoko±¢ synów wierzchoªka x jest mniejsza ni» wierz-
choªka x to z zaªo»enia indukcyjnego mamy, »e drzewa o korzeniach w xl i xp
maj¡ co najmniej 2ch(x)−1 − 1 wierzchoªków. Zatem drzewo o korzeniu w x ma
2(2ch(x)−1 − 1) + 1 = (2ch(x) − 2) + 1 = 2ch(x) − 1. To ko«czy dowód faktu.

By zako«czy¢ dowód Lematu niech teraz h b¦dzie wysoko±ci¡ drzewa o korzeniu r.
Z warunku 3. de�nicji drzewa czerwono-czarnego co najmniej polowa wierzchoªków
na dowolnej ±cie»ce z korzenia do li±cia (nie licz¡c korzenia) jest czarna. Zatem
ch(r) ≥ h

2 . Zatem z faktu mamy n ≥ 2
h
2 − 1. St¡d 2 · lg2(n+ 1) ≥ h. Q.E.D.

Z tego Lematu natychmiast wynika, »e wspomniane na pocz¡tku operacje na
drzewie o n wierzchoªkach s¡ wykonywane w czasie O(lg(n)).

Rotacja

Dodawanie i usuwanie wierzchoªków w drzewie czerwono-czarnym w taki sposób
jak to robili±my w drzewie binarnych poszukiwa« mo»e zaburzy¢ struktur¦ drzewa
czerwono-czarnego. By przywróci¢ t¦ struktur¦ musimy zmieni¢ kolory niektórych
wierzchoªków i dokona¢ pewnych lokalnych zamian wska¹ników. Zamian wska¹ników
dokonujemy przy pomocy rotacji: w lewo i w prawo, które nie naruszaj¡ struktury
drzewa binarnych poszukiwa«.

Zanim napiszemy procedur¦ dla rotacji zde�niujemy nasze typy:
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type kolory=(czerwony,czarny);

wsk =^wierzcholek;

wierzcholek=record

klucz:real;

....

kolor:kolory;

ojciec,lewy,prawy:wsk

end;

var korzen,wartownik:wsk; {wskaznik do korzenia}

Zawsze jest prawdziwa zale»no±¢ korzen^.ojciec=wartownik ale u»ywamy zmiennej
wartownik dla wi¦kszej przejrzysto±ci kodu procedur.

Przykªad 2. Efekt dziaªania procedur rotacja_w_lewo oraz rotacja_w_prawo

przedstawia gra�cznie poni»szy diagram
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Opiszemy procedur¦ dla rotacji w lewo wokóª wierzchoªka x. Procedura dla rotacji
w prawo jest symetryczna. Zakªadamy, »e x^.prawy jest wierzchoªkiem wªa±ciwym,
tzn. x^.prawy<>wartownik.

procedure rotacja_w_lewo(var r,x:wsk);

var y:wsk;

begin

y:=x^.prawy; {y staje sie prawym synem x}

x^.prawy:=y^.lewy;

{podczepiamy lewo poddrzewo y jako prawe poddrzewo x}

x^.prawy^.ojciec:=x

{modyfikujemy ojca x^.prawy nawet gdy jest on wartownikiem}

y^.ojciec:=x^.ojciec; {modyfikujemy ojca y}

if y^.ojciec=wartownik then korzen:=y

else if x=x^.ojciec^.lewy then x^.ojciec^.lewy:=y

else x^.ojciec^.prawy:=y;

y^.lewy:=x;

x^.ojciec:=y;

end;

Dodawanie wierzchoªków

Dodawanie wierzchoªków do drzew czerwono-czarnych odbywa si¦ w dwóch krokach.
Na pocz¡tku dodajemy wierzchoªek tak jak do normalnego drzewa binarnych po-
szukiwa« procedur¡ dodaj odpowiednio zmody�kowan¡ by dziaªaªa na drzewie z
wartownikiem, i malujemy go na czerwono. To powoduje, »e drzewo pozostaje drze-
wem binarnych poszukiwa« oraz wszystkie warunki drzewa czerwono-czarnego, z
wyj¡tkiem by¢ mo»e warunku 3, s¡ speªnione. Warunek 3 nie b¦dzie speªniony o
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ile doª¡czyli±my nowy wierzchoªek (czerwony) jako syna czerwonego wierzchoªka.
Nast¦pnie procedura dodaj_cc poprawia drzewo przy pomocy przemalowa« i rotacji
wierzchoªków tak by nie niszcz¡c struktury drzewa binarnych poszukiwa« przywróci¢
struktur¦ drzewa czerwono-czarnego. Przez caªy czas poprawiania drzewa wszystkie
warunki, z wyj¡tkiem warunku 3, s¡ speªnione. Natomiast warunek 3 nie jest speª-
niony dla co najwy»ej jednej pary wierzchoªków dla x i jego ojca. W ka»dym obrocie
p¦tli while dokonuje si¦ pewnych przemalowa« oraz albo x staje si¦ swoim dziad-
kiem przesuwaj¡c do góry o dwa pare wierzchoªków, które nie speªniaj¡ warunku
3 (przypadek 1), albo dokonuje si¦ jednej (przypadek 3) lub dwóch (przypadek 2)
rotacji i p¦tla while si¦ ko«czy.

W p¦tli while nale»y rozwa»y¢ sze±¢ przypadków. Z tym, »e trzy z nich s¡
symetryczne. Przykªad 3 poni»ej pokazuje trzy przypadki gdy ojciec x jest le-
wym synem swojego dziadka, tzn. gdy x^.ojciec=x^.ojciec^.ojciec^.lewy.
Przypadki gdy ojciec x jest prawym synem swojego dziadka, tzn. gdy
x^.ojciec=x^.ojciec^.ojciec^.prawy s¡ analogiczne.

Przykªad 3. Zaªo»enie dla wszystkich trzech rozwa»anych przypadków (pozostaªe
przypadki s¡ symetryczne):

1. ojciec wierzchoªka x jest lewym synem swojego ojca;

2. y jest wujem x.

Przypadek 1. Zaªo»enie:

• y jest czerwony.

Akcja:

• zamieniamy kolory dziadka x i jego synów;

• x staje si¦ swoim dziadkiem.
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Przypadek 2. Zaªo»enie:

• y jest czarny;

• x jest prawym synem.

Akcja:

1. x staje si¦ swoim ojcem;

2. rotacja w lewo wokóª x;
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3. ... i przechodzimy do Przypadku 3.
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Przypadek 3. Zaªo»enie:

• y jest czarny;

• x jest lewym synem.

Akcja:

1. zamieniamy kolory ojca i dziadka x;

2. rotacja w prawo wokóª dziadka x;

3. ... i koniec.
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r wskazuje na korze« drzewa a x na wstawiany wierzchoªek.

procedure dodaj(var r,x:wsk);

begin

x^.lewy:=wartownik; x^.prawy:=wartownik;

if r=wartownik then

begin x^.ojciec:=wartownik; r:=x end

else

if r^.klucz<x^.klucz then

if r^.prawy<>wartownik then dodaj(r^.prawy,x)

else begin r^.prawy:=x; x^.ojciec:=r end

else

if r^.lewy<> wartownik then dodaj(r^.lewy,x)

else begin r^.lewy:=x; x^.ojciec:=r end;

end;
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procedure dodaj_cc(var r,x:wsk);

begin

dodaj(r,x);

x^.kolor:=czerwony;

while (x<>r) and (x^.ojciec^.kolor=czerwony) do

if x^.ojciec=x^.ojciec^.ojciec^.lewy then begin

y:=x^.ojciec^.ojciec^.prawy; {y jest teraz wujem x}

if y^.kolor=czerwony then begin

{przypadek 1: wuj y jest czerwony}

x^.ojciec^.kolor:=czarny;

y^.kolor:=czarny;

x^.ojciec^.ojciec^.kolor:=czerwony;

x:=x^.ojciec^.ojciec;

end else begin

if x=x^.ojciec^.prawy then begin

{przypadek 2: wuj y jest czarny, x jest prawym synem}

x:=x^.ojciec;

rotacja_w_lewo(r,x);

end;

{przypadek 3: wuj y jest czarny, x jest lewym synem}

x^.ojciec^.kolor:=czarny;

x^.ojciec^.ojciec^.kolor:=czerwony;

rotacja_w_prawo(r,x^.ojciec^.ojciec);

end;

end

end else begin

(to samo co dla warunku 'then' ale ze zamiana 'lewy' z 'prawy')

end;

r^.kolor:=czarny; {kolor korzenia zawsze ma byc czarny}

end;

Opiszemy teraz dokªadniej powy»sze procedury. Procedura dodaj wstawia wierz-
choªek tak jak do drzewa binarnych poszukiwa« pami¦taj¡c, »e teraz jest to drzewo z
wartownikiem. Nast¦pnie malujemy wstawiony wierzchoªek na czerwono. O ile przez
wstawienie wierzchoªka zaburzyli±my struktur¦ drzewa czerwono-czarnego to w p¦tli
while procedury doddaj_cc przywracamy t¦ struktur¦. P¦tla while dziaªa tak dªugo
jak dªugo x i jego ojciec s¡ czerwoni (jedyne miejsce w caªym drzewie gdzie warunek
3 mo»e nie by¢ speªniony) oraz x nie jest korzeniem. Poniewa» korze« nie mo»e by¢
czerwony wi¦c x ma dziadka x^.ojciec^.ojciec. W p¦tli while nale» rozpatrze¢
sze±¢ przypadków w tym trzy pierwsze s¡ symetryczne do pozostaªych trzech i zale»¡
od tego czy wierzchoªek x^.ojciec ojciec x jest lewym czy prawym synem swojego
dziadka. Cz¦±¢ procedury opisana powy»ej jest dla przypadku gdy ojciec x jest le-
wym synem swojego dziadka. Drugi przypadek jest symetryczny. Zatem wewn¡trz
p¦tli while wierzchoªek x jest czerwony i jego ojciec te». Ponadto, poniewa» x ma
dziadka, to ma te» wuja y, który jest synem dziadka, ale nie ojcem. Przypadek 1
zachodzi gdy wuj y jest czerwony. Wtedy zamieniamy kolory dziadka x i jego synów.
To eliminuje istniej¡cy problem z warunkiem 3 ale je±li pradziadek x jest czerwony
dziadek i pradziadek tworz¡ now¡ par¦, która nie speªnia warunku 3. Dlatego trzeba
przesun¡¢ problem do góry i teraz nowym x'em staje si¦ dziadek x. W przypadkach
2 i 3 wuj y jest czarny. Przypadek 2 zachodzi gdy x jest prawym synem. W tym
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przypadku przesuwamy x na jego ojca i dokonujemy rotacji w lewo wokóª x. To nas
doprowadza do Przypadku 3, który zachodzi gdy x jest lewym synem. Oczywi±cie,
je±li od razu x byª lewym synem to dochodzimy do niego bez przechodzenia przez
Przypadek 2. W Przypadku 3 zamieniamy kolory ojca i dziadka x dokonujemy rotacji
wokóª dziadka x i ko«czymy p¦tl¦ while. Na koniec 'na wszelki wypadek' malujemy
korze« na czarno je±li przy powy»szych operacjach staª si¦ czerwony.

Lemat 6.2 Procedura dodaj_cc na drzewie czerwono-czarnym o n wierzchoªkach
dziaªa w czasie O(lg(n)).

Dowód: Na mocy Lematu 6.1 wysoko±¢ drzewa czerwono-czarnego o n wierz-
choªkach jest O(lg(n)). Poniewa» wstawienie wierzchoªka do drzewa binarnych po-
szukiwa« jak i p¦tla poprawiaj¡ca drzewo po wstawieniu nowego wierzchoªka dziaªa
w czasie O(h) gdzie h jest wysoko±ci¡ drzewa to caªa procedura dziaªa w czasie
O(lg(n)). Q.E.D.

Usuwanie wierzchoªków

Procedura usuwania wierzchoªka z drzewa czerwono-czarnego usun_cc jest nie-
znaczn¡ mody�kacj¡ procedury usun usuwania wierzchoªka z drzewa binarnych po-
szukiwa«. Po usuni¦ciu wierzchoªka procedura usun_cc woªa pomocnicz¡ procedur¦
popraw_cc, która przy pomocy przemalowa« i rotacji przywraca drzewu binarnych
poszukiwa« struktur¦ drzewa czerwono-czarnego.

Przykªad 4.

A:

�
�

A
A

�
�
�� A
A
AA

A
A

w

x

y

B:

�
�
�� A
A
AA

A
A

w=y

x

C:

�
�
�� A
A
AA

�
�

w=y

x

D:

w=y

x=wartownik

Powy»szy rysunek przedstawia warto±ci zmiennych x i y w poddrzewie o wierzchoªku
wskazywanym przez w w ró»nych mo»liwych przypadkach. A gdy w ma dwóch synów,
B, C gdy w ma jednego syna, D gdy w nie ma synów.

r wskazuje na korze« drzewa a w na usuwany wierzchoªek.
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procedure usun_cc(var r,w:wsk);

var x,y:wsk;

begin

if (w^.lewy=wartownik) or (w^.prawy=wartownik) then y:=w

else y:=next(w);

{y wskazuje na wierzcholek ktory latwo usunac,

bo ma co najwyzej jedno podrzewo}

if y^.lewy<>wartownik then x:=y^.lewy

else x:=y^.prawy;

{x wskazuje na jedynego syna y, o ile taki istnieje}

x^.ojciec:=y^.ojciec;

{modyfikujemy ojca x (byc moze wartownika) tak by teraz

byl nim ojciec y}

if y^.ojciec=wartownik then r:=x

{jesli y wskazuje korzen to modyfikujemy korzen}

else

if y=y^.ojciec^.lewy then y^.ojciec^.lewy:=x

else y^.ojciec^.prawy:=x;

{jesli y nie wskazuje korzenia to modyfikujemy ojca

y tak by teraz jego synem (z wlasciwej strony) byl x}

if y<>w then begin

w^.klucz:=y^.klucz

....

end;

{jesli usuniety wierzcholek wskazywany przez y jest

rozny od wierzcholka wskazywanego przez w to

przepisujemy wszystkie dane z pola klucz (i innych

pol przechowujacych dane o ile takie istnieja) ale

nie z pol 'administrujacych drzewem': lewy, prawy, ojciec}

if y^.kolor=czarny then popraw_cc(r,x);

{je±li usuni¦ty wierzchoªek byª czarny to wolamy procedure

przywracajaca strukture drzewa czrwono czarnego}

w:=y;

{zwracamy na w wskaznik usunietego wierzcholka}

end;

Ta procedura ró»ni si¦ od procedury usun trzema detalami. Wszystkie odwoªania
do staªej Nil s¡ zamienione na odwoªania do zmiennej wartownik. Przyporz¡dko-
wanie ojcu x ojca y jest bezwarunkowe poniewa» x nie mo»e by¢ równe Nil a co
najwy»ej mo»e by¢ wartownikiem w którym to przypadku nic zªego (ani dobrego
te») si¦ nie dzieje. W ko«cu po usuni¦ciu y, o ile byª to wierzchoªek czarny, woªana
jest procedura popraw_cc z parametrem x b¦d¡cym jedynym synem y (lub wartow-
nikiem je±li y nie miaª synów), która mam za zadanie odtworzenie struktury drzewa
czerwono-czarnego.

Po usuni¦ciu czarnego wierzchoªka z drzewa warunek 4. de�nicji drzewa
czerwono-czarnego nie jest speªniony przez ojca wierzchoªka y. Mo»emy 'poprawi¢'
ten defekt my±l¡c o wierzchoªku x jak by byª 'podwójnie czarny' tzn. natra�enie na
ten wierzchoªek na ±cie»ce liczy si¦ podwójnie do czarnej wysoko±ci. Teraz mo»emy
my±le¢, ze warunek 4 jest speªniony ale warunek 1 nie, bo x jest nie tyle czarny
co 'podwójnie czarny'. To pozwala na my±lenie, »e procedura popraw_cc przywraca
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speªniania warunku 1. P¦tla while procedury popraw_cc przesuwa w stron¦ korzenia
wierzchoªek podwójnie czarny a» do momentu gdy

1. x wskazuje na wierzchoªek czerwony, a wtedy maluje x na czarno i ko«czy
dziaªanie;

2. x wskazuje na korze«, i wtedy dodatkowy kolor czarny na x mo»e by¢ po prostu
zdj¦ty;

3. mo»na dokona¢ odpowiednich przemalowa« i rotacji.

Wewn¡trz p¦tli while wierzchoªek x jest 'podwójnie czarny' oraz nie jest korzeniem.

Przykªad 5. Zaªo»enie dla czterech rozwa»anych przypadków:

1. x jest lewym synem swojego ojca;

2. z jest bratem x.

Pozostaªe przypadki, gdy x jest prawym synem swojego ojca, s¡ symetryczne. Za-
uwa»my, »e skoro x jest podwójnie czarny to jego brat z musi mie¢ dwóch synów.

Przypadek 1. Zaªo»enie:

• z jest czerwony.

Akcja:

• zamieniamy kolory z i ojca z;

• rotacja w lewo wokóª ojca x;

• wtedy nowy brat x jest czarny... i przechodzimy do Przypadków 2,3,4.
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Przypadek 2. Zaªo»enie:

• z jest czarny;

• synowie z s¡ czarni.

Akcja:

• malujemy z na czerwono;

• x staje si¦ ojcem x.
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Przypadek 3. Zaªo»enie:

• z jest czarny;

• lewy syn z jest czerwony;

• prawy syn z jest czarny.

Akcja:

• zamieniamy kolory z i jego lewego syna;

• rotacja w prawo wokóª z;

• ... i przechodzimy do Przypadku 4.
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Przypadek 4. Zaªo»enie:

• z jest czarny;

• prawy syn z jest czerwony.

Akcja:

• zamieniamy kolory z i ojca z;

• malujemy prawego syna z na czarno;

• rotacja w lewo wokóª ojca x;

• ... i koniec.
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procedure popraw_cc(var r,x:wsk); var z:wsk;

begin

while (x<>r) and (x^.kolor=czarny) do

if x=x^.ojciec^.lewy then begin

z:=x^ojciec^.prawy;

if z^.kolor=czerwony then begin

{przypadek 1: brat x jest czerwony}

z^.kolor:=czarny;

x^.ojciec:=czerwony;

rotacja_w_lewo(r,x^.ojciec);

z:=x^ojciec^.prawy;

end;

if (z^.lewy^.kolor=czarny) and (z^.prawy^.kolor=czarny) then begin

{przypadek 2: brat x jest czarny i jego synowie tez}

z^.kolor:=czerwony;

x:=x^ojciec

end else begin

if (z^.prawy^.kolor=czarny) then begin

{przypadek 3: brat x jest czarny i jego prawy syn tez}

z^.lewy^kolor:=czarny;

z^.kolor:=czerwony;

rotacja_w_prawo(r,z);

z:=x^.ojciec^.prawy;

end;

{przypadek 4: brat x jest czarny a jego prawy syn czerwony}

z^.kolor:=x^.ojciec^.kolor;

x^.ojciec:=czarny;

z^.prawy^.kolor:=czarny;

rotacja_w_lewo(r,x^.ojciec);

x:=r;

end

end else begin

(to samo co dla warunku 'then' ale z zamiana 'lewy' z 'prawy')

end;

x^.kolor:=czarny;

end;

Opiszemy teraz dokªadniej dziaªanie powy»szej procedury. W p¦tli while nale»
rozpatrze¢ osiem przypadków w tym cztery pierwsze s¡ symetryczne do pozostaªych
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czterech i zale»¡ od tego czy wierzchoªek x jest lewym czy prawym synem swojego
ojca. Cz¦±¢ procedury opisana powy»ej jest dla przypadku gdy x jest lewym synem
swojego ojca. Drugi przypadek jest symetryczny. Zatem, tak jak wspomnieli±my,
wewn¡trz p¦tli while wierzchoªek x jest 'podwójnie czarny' oraz nie jest korzeniem.
Poniewa» x jest 'podwójnie czarny' oraz drzewo speªnia warunek 4, to x musi mie¢
brata, którego b¦dziemy oznaczali z, oraz z musi mie¢ dwóch synów. Przypadek 1
zachodzi gdy z jest czerwony. W tym przypadku zamieniamy kolory z i ojca z i
dokonujemy rotacji wokóª ojca z. Wtedy nowy brat x jest czarny i przechodzimy do
Przypadków 2,3 i 4. Przypadek 2 zachodzi wtedy gdy z jest czarny i jego synowie te».
W tym przypadku malujemy z na czerwono i x staje si¦ swoim ojcem. Przypadek 3
zachodzi wtedy gdy z jest czarny, jego lewy syn jest czerwony a prawy syn jest czarny.
W tym przypadku zamieniamy kolory z i jego lewego syna oraz dokonujemy rotacji
w prawo wokóª z. W ten sposób przechodzimy do Przypadku 4, który zachodzi gdy
z jest czarny a jego prawy syn jest czerwony. W tym przypadku zamieniamy kolory
z i jego ojca, prawego syna z malujemy na czarno i dokonujemy rotacji w lewo wokóª
x... i koniec.
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6.6 Struktury danych dla rodziny zbiorów rozª¡cznych

Rozwi¡zywanie szeregu problemów wymaga grupowania elementów w zbiory roz-
ª¡czne. W takiej sytuacji potrzebna jest nam struktura, która pozwala na szybkie
wykonywanie trzech operacji:

1. make-set(k) - tworzenia zbioru, którego jedynym elementem jest k;

2. union(k,l) - sumowania dwóch zbiorów rozª¡cznych, do których nale»¡ ele-
menty k i l;

3. find(k) - znajdowania reprezentanta zbioru, do którego nale»y element k.

Teraz opisz¦ tak¡ struktur¦. Zakªadamy, »e operacji make-set jest co najwy»ej
n. Ka»dy zbiór jest reprezentowany przez list¦. Elementy listy maj¡ wska¹niki do
nast¦pnego elementu i do elementu reprezentuj¡cego dany zbiór. Dodawanie b¦dzie
polegaªo na ª¡czeniu list. By przyspieszy¢ dodawanie list b¦dziemy te» pami¦tali w
reprezentancie zbioru dªugo±¢ listy (by dodawa¢ krótsz¡ list¦ do dªu»szej) i wska¹nik
do ostatniego elementu listy. Wska¹niki do elementów b¦dziemy pami¦tali w osobnej
tablicy. Na obrazku mo»na to przedstawi¢ tak:

V:

k3 :

k2 :

k1 :

•

•

• nazwa:

dªugo±¢:

next:

rep:

last:

k2
3
•
•
•

k3
?
•
•
?

k1
?
Nil
•
?

�

6

- -

?? ?

�

gdzie ? oznacza, »e przechowywana w tym polu warto±¢ nie jest aktualna.
Operacje make-set i find s¡ wykonywane w czasie staªym, natomiast union jest

wykonywana w czasie proporcjonalnym do mniejszego z sumowanych zbiorów.

type wsk=^element;

element=record

nazwa,dlugosc:integer;

rep,next,last:wsk

end;

var V:array[1..n] of wsk;

W V [k] jest wska¹nik do elementu k lub Nil, je±li je±li k nie nale»y do »adnego
zbioru.

procedure make-set(k:integer);

var u:wsk;

begin

new(u); V[k]:=u;

with u^ do begin

nazwa:=k;
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next:=Nil;

rep:=u;

dlugosc:=1;

last:=u

end;

end;

function find(k:integer):wsk;

begin

find:=V[k]^.rep

end;

procedure union(k,l:integer);

var u,w,z:wsk;

begin

u:=find(k); w:=find(l);

{u i w wskazuja na reprezentantow zbiorow

do ktorych naleza k i l, odpowiednio}

if w^.dlugosc<u^.dlugosc then begin

z:=u; u:=w; w:=z

end;

{teraz w wskazuje na reprezentanta dluzszej listy}

w^.last^.next:=u; {polaczenie list}

w^.dlugosc:=w^.dlugosc+u^.dlugosc; {uaktualnienie dlugosci}

w^.last:=u^.last; {uaktualnienie ostatniego elementu}

while u<>Nil do begin {uaktualnienie reprezentanta}

u^.rep:=w;

u:=u^.next;

end;

end;

Fakt 6.3 n operacji make-set, union, i find w±ród, których jest m operacji
make-set jest wykonywanych w czasie O(n+m log(m)).

Dowód. Procedury make-set i find dziaªaj¡ w czasie staªym. Zatem n takich
operacji jest wykonywanych w czasie O(n).

Pozostaje do pokazania, »e je±li wykonanych zostaªo m operacji make-set to
ª¡czny czas wykonania operacji union jest O(m log(m)).

Procedura union mody�kuje szereg warto±ci reprezentanta sumy zbiorów i jeden
wska¹nik (next) ostatniego elementu dªu»szej listy. Te operacje s¡ przy ka»dym wy-
konaniu procedury union wykonywane w czasie staªym. Poniewa» procedura union
mo»e by¢ wykonana co najwy»ej m − 1 razy (poniewa» wszystkich elementów we
wszystkich zbiorach jest m), to ª¡czny czas wykonania tej cz¦±ci procedury union

jest O(m).
Pozostaje do pokazania, »e ª¡czny czas wykonania drugiej cz¦±ci procedury union

mody�kuj¡cy reprezentanta na krótszej li±cie jest O(m log(m)). W tym celu poli-
czymy ile razy ª¡cznie mo»e by¢ mody�kowany reprezentant jednego elementu. Po-
niewa» mody�kujemy reprezentantów elementów tylko na krótszej li±cie, to po jednej
mody�kacji lista, na której znajduje si¦ element ma co najmniej dwa elementy, po
dwóch mody�kacjach lista, na której znajduje si¦ element ma co najmniej cztery ele-
menty, ... po k mody�kacjach lista, na której znajduje si¦ element ma co najmniej 2k
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elementów. Poniewa» wszystkich elementów jest m to 2k ≤ m. A st¡d k ≤ log2(m).
Czyli liczba mody�kacji reprezentanta ka»dego elementu jest niewi¦ksza ni» log2(m).
Stad ª¡czna liczba mody�kacji reprezentantów wszystkich m elementów jest równa
O(m log(m)). Q.E.D.
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7 Algorytmy grafowe

7.1 Grafy i reprezentacje grafów

Grafy s¡ to bardzo proste struktury, które jednak pozwalaj¡ na modelowanie wielu
'rzeczywistych' sytuacji. Algorytmy grafowe pozwalaj¡ rozwi¡zywa¢ problemy do-
tycz¡ce takich sytuacji. Dlatego s¡ jednymi najwa»niejszych podstawowych algo-
rytmów i maj¡ szerokie zastosowania. Poni»ej zde�niuj¦ szereg podstawowych poj¦¢
dotycz¡cych grafów, poka»¦ kilka sytuacji, które mo»na modelowa¢ przy pomocy gra-
fów, oraz poka»¦ jak mo»na reprezentowa¢ grafy w komputerze. W dalszym ci¡gu
omówi¦ najbardziej podstawowe algorytmy grafowe.

Graf zorientowany G jest par¡ uporz¡dkowan¡ (V,E) tak¡, »e V jest zbiorem
(sko«czonym) wierzchoªków, a E jest podzbiorem V × V . Elementy E nazywany
kraw¦dziami. Czyli graf zorientowany jest to zbiór (sko«czony) z relacj¡ binarn¡.
Je±li e = (u, v) ∈ E to mówimy, »e e jest kraw¦dzi¡ z u do v, lub kraw¦dzi¡ o
pocz¡tku u i ko«cu v.
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Graf niezorientowany G jest par¡ uporz¡dkowan¡ (V,E) tak¡, »e V jest zbio-
rem (sko«czonym) wierzchoªków, a E, zbiór kraw¦dzi, jest podzbiorem zbioru par
nieuporz¡dkowanych z V , tzn. zbioru {(u, v) : u 6= v, u, v ∈ V }. W gra�e niezorien-
towanym E mo»na uto»samia¢ z relacj¡ binarn¡ na V × V , która jest symetryczna
i antyzwrotna, pami¦taj¡c jednak, »e (u, v) i (v, u) oznacza t¦ sam¡ kraw¦d¹. Je±li
e = (u, v) ∈ E to mówimy, »e e jest kraw¦dzi¡ z u do v, lub kraw¦dzi¡ o pocz¡tku u
i ko«cu v, lub kraw¦dzi¡ o ko«cach w u i v.
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Wiele de�nicji dla obu rodzajów grafów jest identycznych, nawet je±li ich znacze-
nie jest ró»ne. Je±li kontekst nie okre±la jasno czy dany graf jest zorientowany czy
nie, to znaczy, »e chodzi mi w takim przypadku o oba rodzaje grafów.

Stopniem wierzchoªka v w gra�e niezorientowanym G, nazywamy liczb¦ kraw¦dzi
G o pocz¡tku w v.

Stopniem wyj±ciowym wierzchoªka v w gra�e zorientowanym G, nazywamy liczb¦
kraw¦dzi G o pocz¡tku w v. Stopniem wej±ciowym wierzchoªka v w gra�e zoriento-
wanym G, nazywamy liczb¦ kraw¦dzi G o ko«cu w v.

�cie»k¡ (lub drog¡) dªugo±ci k z wierzchoªka u do wierzchoªka v w gra�e G =
(V,E), nazywamy ci¡g wierzchoªków < v0, v1, . . . , vk >, taki, »e v0 = u, vk = v oraz
(vi, vi+1) ∈ E dla i = 0, . . . , k. Dªugo±ci¡ ±cie»ki jest liczba kraw¦dzi na ±cie»ce.
�cie»ka jest prosta, je±li wszystkie wierzchoªki na ±cie»ce s¡ ró»ne.

Cyklem, w gra�e zorientowanym, nazywamy ±cie»k¦, która zaczyna si¦ i ko«czy w
tym samym wierzchoªku i posiada co najmniej jedn¡ kraw¦d¹. Cykl< v0, v1, . . . , vk >
jest prosty, je±li wszystkie wierzchoªki v1, . . . , vk s¡ ró»ne.
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�cie»ka < v0, v1, . . . , vk >, w gra�e niezorientowanym, jest cyklem, o ile v0 = vk
oraz wierzchoªki v1, . . . , vk s¡ ró»ne.

Graf, w którym nie ma cykli nazywamy acyklicznym.
Je±li istnieje ±cie»ka z u do v to v jest osi¡galny z u i oznaczamy u 7→ v
Graf niezorientowany jest spójny, je±li ka»de dwa wierzchoªki ª¡czy ±cie»ka. Skªa-

dowe spójne grafu niezorientowanego, s¡ to klasy abstrakcji relacji osi¡galno±ci w
gra�e.

Graf G′ = (V ′, E′) jest podgrafem grafu G = (V,E), je±li V ′ ⊆ V i E′ ⊆ E. G′

jest podgrafem peªnym G je±li E′ = E ∩ (V × V ).

Macierze incydencji. Grafy mo»na reprezentowa¢ przy pomocy macierzy in-
cydencji. Przy takiej reprezentacji graf G = (V,E), gdzie V = {v1, . . . vn} jest
reprezentowany przez macierz M typu array[1..n,1..n] of integer, tak, »e

M [i, j] =

{
1 gdy (vi, vj) ∈ E;
0 w przeciwnym przypadku.

Wtedy ªatwo jest sprawdzi¢ czy (vi, vj) jest kraw¦dzi¡ w gra�e G. Ale zwykle jest
to reprezentacja bardzo pami¦ciochªonna. Reprezentacja grafu o n wierzchoªkach,
niezale»nie od liczby kraw¦dzi, zu»ywa ona O(n2) pami¦ci.

U»ywaj¡c macierzy incydencji ªatwo jest obliczy¢ liczb¦ ±cie»ek danej dªugo±ci k
pomi¦dzy wierzchoªkami. W tym celu wystarczy obliczy¢ k-krotny iloczyn macierzy
A przez siebie, tzn. Ak. Je±li nas interesuj¡ ±cie»ki dªugo±ci co najwy»ej k, to mo»emy
je obliczy¢ nast¦puj¡co

∑k
i=1A

i.

Listy incydencji. Listy incydencji s¡ cz¦sto bardziej ekonomicznym sposobem
reprezentowania grafów. Zwykle grafy pojawiaj¡ce si¦ w praktyce maj¡ maªy stopie«
(wyj±ciowy) wierzchoªków i liczb¦ kraw¦dzi rz¦du O(n) raczej ni» O(n2). W takiej
sytuacji lepiej je reprezentowa¢ przez listy incydencji. Przy takiej reprezentacji graf
G = (V,E), gdzie V = {v1, . . . vn} jest reprezentowany przez listy incydencji. To
znaczy dla ka»dego wierzchoªka vi tworzymy osobn¡ list¦ wierzchoªków vj takich, »e
(vi, vj) ∈ E. Wska¹niki do pierwszych elementów tych list przechowujemy w osobnej
tablicy. Na rysunku mo»e to wygl¡da¢ tak:

A:

•
•

•

2 •- 3 •- 5 •- 6 Nil
-

1 •- 4 Nil
-

1 •- 2 •- 7 •- 9 Nil
-

Na li±cie wskazywanej przez A[i] znajduj¡ si¦ takie wierzchoªki j, dla których (i, j) ∈
E.

Tak reprezentacja u»ywa O(|V | + |E|) pami¦ci, czyli proporcjonalnie wiele do
rozmiaru grafu.

Przykªady. Grafy s¡ wsz¦dzie...

1. Sie¢ poª¡cze« drogowych, komputerowych, telefonicznych (i wielu innych) na
danym terenie to graf... (czasem zorientowany, czasem nie).

2. Schemat monta»u dowolnego urz¡dzenia to graf skierowany. Ogólniej, nast¦p-
stwo w procesach, które cz¦±ciowo mog¡ by¢ wykonywane równolegle jest gra-
fem skierowanym. Na przykªad, dla wykonania dziaªa«:
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s1: a:=0;

s2: b:=1;

s3: c:=a+1;

s4: d:=b+a;

s5: e:=d+c;

s6: d:=d+1;

mamy taki graf nast¦pstwa:

s1 s2

s3 s4

s5 s6

@
@R

�
�	

?

? ?

?

3. Relacje pomi¦dzy lud¹mi mo»na reprezentowa¢ przy pomocy grafów. Na przy-
kªad zale»no±ci sªu»bowe w przedsi¦biorstwach, czy graf 'wpªywów' taki, »e
kraw¦d¹ a→ b jest w gra�e o ile 'a mo»e wpªywa¢ na zdanie b'.

Bartek

Michaª

Ja±

Sta±�
�
�	

@
@R

�
�	

@
@R

@
@I

4. �a«cuch »ywieniowy zwierz¡t (Pies->Kot->Mysz etc.) jest grafem.

5. Wspóªzawodnictwo zwierz¡t w ekosystemie o to samo po»ywienie jest grafem
modeluj¡cym zachodz¡ce na siebie nisze ekologiczne. Kraw¦d¹ a b jest w
gra�e o ile 'po»ywienie a i b cho¢ cz¦±ciowo si¦ pokrywaj¡'.

Mysz
Ryjówka

Dzi¦cioª

Opos Wiewiórka Wrona

Szop

Jastrz¡b

Sowa

��� XXX

XXXXX
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6. Wyniki pojedynków dru»yn w turnieju mo»na reprezentowa¢ jako graf taki, »e
kraw¦d¹ a→ b jest w gra�e o ile 'a wygraª z b'.

7.2 Skªadowe spójne grafu niezorientowanego

Podam teraz zastosowanie opisanej wcze±niej struktury danych dla rodziny zbiorów
rozª¡cznych. Poni»szy algorytm oblicza skªadowe spójne grafu niezorientowanego.

Problem (znajdowanie skªadowych spójnych grafu niezorientowanego).
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• Dane wej±ciowe: graf niezorientowany G = (V,E).

• Wynik: skªadowe spójne grafu G.

procedure skladowe_spojne(G:graf);

begin

for v in V(G) do {tzn. 'dla kazdego wierzcholka grafu G'}

make-set(v);

{tworzymy zbiory jedno-elemenotowe dla kazdego wierzcholka grafu}

for (u,v) in E do {tzn. 'dla kazdej krawedzi grafu G'}

if find(u)<>find(v) then union(u,v);

end;

W procedurze skladowe_spojne tworzymy zbiory jednoelementowe, których elemen-
tami s¡ wszystkie wierzchoªki grafu G. W trakcie dziaªania procedury mody�kujemy
te zbiory tak, by w ka»dym z nich byªy tylko takie wierzchoªki pomi¦dzy którymi
istnieje ±cie»ka. Procedura przegl¡da kolejne kraw¦dzie grafu G. Je±li napotka kra-
w¦d¹, która ª¡czy wierzchoªki z dwóch ró»nych zbiorów to je do siebie dodaje. Po
zako«czeniu procedury powstaªe zbiory tworz¡ skªadowe spójne garfu G.

Bezpo±redni¡ konsekwencj¡ Faktu 6.3 jest

Fakt 7.1 Dla grafu niezorientowanego G = (V,E), procedura skladowe_spojne

dziaªa w czasie O(n+m log(m)), gdzie |V | = m i |E| = n.

Po wykonaniu procedury skladowe_spojne sprawdzenie czy dwa wierzchoªki s¡
w tej samej skªadowej wygl¡da tak:

function ta_sama_skladowa(u,v):boolean;

begin

ta_sama_skladowa := (find(u)=find(v))

end;
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7.3 Przeszukiwanie grafu wszerz (BFS)

Drzewo jest to zorientowany graf acykliczny taki, »e

1. o ile nie jest pusty zawiera dokªadnie jeden wierzchoªek, który nie jest ko«cem
»adnej kraw¦dzi; wierzchoªek ten nazywa si¦ korzeniem;

2. istnieje droga od korzenia do ka»dego wierzchoªka grafu;

3. ka»dy wierzchoªek, z wyj¡tkiem korzenia, jest ko«cem dokªadnie jednej kraw¦-
dzi.
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Niech D = (V,E) b¦dzie drzewem. Je±li (v, w) ∈ E to v jest poprzednikiem
w a w jest nast¦pnikiem v. Je±li istnieje droga z v do w, to w jest potomkiem v
(a v jest przodkiem w). Je±li ponadto v 6= w, to w jest potomkiem wªa±ciwym v.
Li±ciem nazywamy wierzchoªek bez potomków wªa±ciwych. Podgraf peªny drzewa
D zawieraj¡cy wierzchoªek v wraz z jego potomkami nazywamy poddrzewem drzewa
D o korzeniu v. Gª¦boko±ci¡ wierzchoªka v w drzewie nazywamy dªugo±¢ drogi od
korzenia do v. Wysoko±ci¡ wierzchoªka v w drzewie nazywamy dªugo±¢ najdªu»szej
drogi od v do jakiego± li±cia. Wysoko±ci¡ drzewa nazywamy wysoko±¢ korzenia tego
drzewa.

Algorytm przeszukiwania grafu wszerz systematycznie bada kraw¦dzie grafu G,
by dotrze¢ do ka»dego wierzchoªka osi¡galnego z s. Oblicza drzewo przeszukiwania
wszerz z wierzchoªka s i odlegªo±¢ od s do ka»dego wierzchoªka osi¡galnego z s.

Drzewem przeszukiwania wszerz grafu G = (V,E) z wierzchoªka s ∈ V nazywamy
podgraf D = (V ′, E′) grafu G b¦d¡cy drzewem o korzeniu s taki, »e:

1. V ′ zawiera wszystkie wierzchoªki osi¡galne z s w G;

2. dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V ′ ±cie»ka z s do v w drzewie D jest najkrótsz¡
±cie»k¡ z s do v w gra�e E.

Problem (przeszukiwanie grafu wszerz).

• Dane wej±ciowe: graf G = (V,E) i wierzchoªek s ∈ V .

• Wynik: tablice d i π indeksowane zbiorem V , takie »e

1. d[v] jest dªugo±ci¡ najkrótszej ±cie»ki z s do v lub ∞ (np. −1) je±li nie
ma takiej ±cie»ki;

2. P [v] jest poprzednikiem v na najkrótszej ±cie»ce z s do v, lub Nil gdy
v = s lub v nie jest osi¡galny z s.

Podczas przeszukiwania algorytm u»ywa pomocniczej tablicy kolor:

kolor[v] =


bialy gdy v jest jeszcze nie odwiedzony;
szary gdy v zostaª odwiedzony;
czarny gdy v i jego nast¦pniki zostali odwiedzeni.

i kolejki:
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1. kolejka<=v - wstaw v do kolejki na koniec;

2. v<=kolejka - wstaw pierwszy element kolejki na v;

3. usun_z_kolejki - usu« pierwszy element z kolejki;

4. kolejka<>0 - - test pusto±ci kolejki.

Zakªadamy, »e graf G jest reprezentowany przez listy incydencji. LI[v] jest list¡
ko«ców kraw¦dzi o pocz¡tku v.

procedure BFS(G,s);

begin

for v in V-{s} do begin {inicjalizacja}

P[v]:=Nil; d[v]:=-1; kolor[v]:=bialy

end;

d[s]:=0; kolor[s]:=szary; kolejka<=s;

while kolejka<>0 do begin {petla glowna}

u<=kolejka;

for v in LI[u] do {przegladamy nastepniki u}

if kolor[v]=bialy then begin {wlasnie odkrylismy v}

d[v]:=d[u]+1; P[v]:=u;

kolor[v]:=szary; kolejka<=v;

end;

usun_z_kolejki; kolor[u]:=czarny; {opuszczamy wierzcholek u}

end;

end;

Przykªad. Poni»szy rysunek przedstawia efekt dziaªania procedury BSF(G,s).
Wierzchoªkami grafu s¡ liczby 1, . . . 9, kraw¦dzie grafu s¡ 'takie jak wida¢', wierz-
choªek s jest wierzchoªkiem numer 7. W wierzchoªkach zaznaczone s¡ kolejno trzy
warto±ci: numer wierzchoªka v, odlegªo±¢ d[v] od wierzchoªka s = 7, przedostatni
wierzchoªek P [v] na jednej z najkrótszych ±cie»ek z 7 do v:

1 3 2 2 2 6 3 2 6 4 3 3

5 4 1 6 1 7 7 0 Nil 8 3 3 9 ∞ Nil
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? ?
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numer
wierzchoªka

odlegªo±¢
od 7

poprzedni na
najkrótszej
±cie»ce do 7

Opis procedury BFS.

1. Inicjalizacja: nadaje warto±ci pocz¡tkowe tablicom d i P .

2. P¦tla gªówna (while): jest wykonywana dopóki s¡ jeszcze wierzchoªki odkryte,
które maj¡ nieodkryte nast¦pniki (tzn. szare).

3. P¦tla wewn¦trzna: przegl¡da wszystkich s¡siadów pierwszego wierzchoªka z
kolejki i odwiedza (maluje na szaro) te wierzchoªki, które jeszcze nie byªy od-
wiedzone (biaªe).

Czas dziaªania procedury BFS.
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1. Inicjalizacja: O(|V |).

2. Ka»dy wierzchoªek jest raz (i nigdy wi¦cej) malowany na biaªo, przy inicja-
lizacji. Przy wstawianiu do kolejki malujemy wierzchoªek na szaro. Zatem
ka»dy wierzchoªek jest co najwy»ej raz wstawiany do kolejki i raz z niej zdej-
mowany. Zatem ª¡czna liczba operacji p¦tli zewn¦trznej, bez p¦tli wewn¦trznej
jest O(|V |).

3. �¡czna liczba iteracji p¦tli wewn¦trznej jest nie wi¦ksza od ª¡cznej dªugo±ci list
incydencji grafu G, czyli |E| - gdy graf jest zorientowany i 2|E| - gdy graf jest
niezorientowany. Zatem czas dziaªania wszystkich iteracji p¦tli wewn¦trznej
jest O(|E|).

St¡d otrzymujemy

Fakt 7.2 Czas dziaªania procedury BFS dla grafu G = (V,E) jest równy O(|V | +
|E|).

Poprawno±¢ algorytmu BFS.

Ustalmy graf G = (V,E) i wierzchoªek s ∈ V . Niech δ(u, v) b¦dzie dªugo±ci¡
najkrótszej ±cie»ki z u do v w G lub ∞ gdy nie ma takiej ±cie»ki.

Lemat 7.3 1. Je±li (u, v) ∈ E, to δ(s, v) ≤ δ(s, u) + 1.

2. Po wykonaniu BFS(G, s), δ(s, v) ≤ d[v], dla v ∈ V .

Dowód. Ad. 1. Oczywiste.
Ad 2. Poka»emy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦ wstawie« wierzchoªków do

kolejki, »e
δ(s, v) ≤ d[v] dla v ∈ V (11)

Zaªo»enie jest prawdziwe po wstawieniu pierwszego wierzchoªka (s) do kolejki.
Wtedy mamy

δ(s, s) = d[s], δ(s, v) ≤ ∞ = d[v], dla v ∈ V \ {s}

Krok indukcyjny. Rozwa»my teraz biaªy wierzchoªek v odkryty podczas przeszu-
kiwania listy incydencji wierzchoªka u. Z zaªo»enia indukcyjnego mamy δ[s, u] ≤ d[u].
Po odkryciu v wykonujemy podstawienie d[v] := d[u] + 1. Wtedy u»ywaj¡c punktu
1. mamy:

d[v] = d[u] + 1 ≥ δ(s, u) + 1 ≥ δ(s, v).

W tym momencie malujemy v na szaro i wobec tego warto±¢ d[v] si¦ ju» nie zmieni.
St¡d teza. Q.E.D.

Poni»szy lemat opisuje dziaªanie kolejki w trakcie wykonywania si¦ procedury
BFS.

Lemat 7.4 Przypu±¢my, »e w czasie wykonywania si¦ procedury BFS(G, s) kolejka
zawiera wierzchoªki < v1, . . . , vr > (v1 pierwszy vr ostatni). Wtedy

d[vr] ≤ d[v1] + 1

oraz
d[vi] ≤ d[vi+1]

dla i = 1, . . . , r.
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Dowód. Lemat udowodnimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦ wstawie« do i
usuni¦¢ z kolejki.

Po wstawieniu s do kolejki teza lematu jest prawdziwa.
Je±li teza lematu jest prawdziwa przed usuni¦ciem wierzchoªka z kolejki to tym

bardziej jest prawdziwa po usuni¦ci wierzchoªka z kolejki.
Je±li kolejna operacja jest dodaniem wierzchoªka vr+1 do kolejki < v1, . . . , vr >

to dzieje si¦ to w czasie przeszukiwania listy s¡siadów v1. Zatem podstawiamy
d[vr+1] := d[v1] + 1. Wtedy

d[vi] ≤ d[v1] + 1 = d[vr+1]

dla i = 1, . . . , r i oczywi±cie d[vr+1] ≤ d[v1] + 1. Zatem teza jest prawdziwa w
dowolnym momencie wykonywania procedury BFS. Q.E.D.

Twierdzenie 7.5 Procedura BFS(G, s) odwiedza ka»dy wierzchoªek v ∈ V osi¡-
galny z s. Po jej wykonaniu d[v] = δ(s, v), dla v ∈ V .

Ponadto dla dowolnego v 6= s i osi¡galnego z s ostatni¡ kraw¦dzi¡ na jednej z
najkrótszych ±cie»ek z s do v jest kraw¦d¹ (P (v), v).

Dowód. Niech v ∈ V b¦dzie nieosi¡galny z s. Wtedy z Lematu 7.3(2) d[v] ≥
δ(s, v) = ∞. Zatem v nie zostaª odkryty, bo w przeciwnym razie miaªby warto±¢
sko«czon¡.

Niech Vk = {v ∈ V : δ(s, v) = k}. W szczególno±ci
⋃
k∈N Vk jest zbiorem

wszystkich wierzchoªków osi¡galnych z s. Dla wierzchoªków osi¡galnych z s poka»emy
tez¦ twierdzenia przez indukcj¦ po k ∈ N .

Zaªo»enie indukcyjne: w czasie wykonywania procedury BFS(G, s), dla dowol-
nego wierzchoªka v ∈ Vk, zdarzy si¦ dokªadnie raz taka sytuacja, »e v zostanie odkryty
oraz:

1. v zostanie pomalowany na szaro;

2. d[v] przyjmie warto±¢ k;

3. je±li v 6= s to P [v] przyjmie warto±¢ w Vk−1;

4. v zostanie wstawiony do kolejki.

Dla k = 0 mamy V0 = {s}. Ten 'jedyny raz' dla s zdarzy si¦ przy inicjalizacji.
Niech k > 0, zaªo»enie indukcyjne b¦dzie prawdziwe dla wierzchoªków z Vk−1

oraz v ∈ Vk.
Kilka obserwacji:

1. kolejka jest niepusta a» do zako«czenia wykonywania algorytmu;

2. po wstawieniu wierzchoªka u do kolejki d[u] i P [u] nie zmieniaj¡ si¦;

3. je±li wierzchoªki v1, . . . , vr s¡ kolejno wstawiane do kolejki to d[v1] ≤ . . . ≤ d[vr].

Poniewa», z Lematu 7.3, d[v] ≥ k, to z 3. i zaªo»enia indukcyjnego mamy, »e
o ile v zostanie odkryty, to zostanie odkryty po odkryciu i wstawieniu do kolejki
wszystkich wierzchoªków z Vk−1. Poniewa» δ(s, v) = k, to istnieje u ∈ Vk−1 taki, »e
(u, v) ∈ E. Niech u b¦dzie pierwszym takim wierzchoªkiem wstawionym do kolejki.
Zatem v zostanie odkryte podczas przeszukiwania s¡siadów u. Wtedy

1. v zostanie pomalowany na szaro;
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2. d[v] := d[u] + 1 = k;

3. P [v] := u;

4. v zostanie wstawiony do kolejki.

Poniewa» v byª dowolny to otrzymujemy tez¦ indukcyjn¡.

By zobaczy¢, »e (P [v], v) jest ostatni¡ kraw¦dzi¡ na najkrótszej ±cie»ce z s do v
wystarczy zauwa»y¢, »e P [v] ∈ Vk−1.

Q.E.D.

Maj¡c tablice d i P obliczone w procedurze BFS(G, s) drzewo przeszukiwania
wszerz D = (VP , EP ) grafu G z wierzchoªka s otrzymujemy w nast¦puj¡cy sposób:

VP = {v ∈ V : P [v] 6= Nil} ∪ {s}

oraz
EP = {(P [v], v) : v ∈ VP \ {s}}

Poni»sza procedura rekurencyjna drukuje najkrótsz¡ ±cie»k¦ z s do dowolnego
wierzchoªka G:

procedure sciezka (G,s,v);

begin

if v=s then write(s)

else if P[v]=Nil then write('Nie ma sciezki.')

else begin

sciezka(G,s,P[v]);

write(v)

end;

end;
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7.4 Przeszukiwanie grafu w gª¡b (DFS)

Przeszukiwanie grafu w gª¡b (DFS), jest drugim po BFS, podstawowym sposobem
przeszukiwania grafu, i jak zobaczymy pó¹niej, cz¦sto bardzo u»ytecznym przy kon-
struowaniu innych algorytmów. Idea przeszukiwania w gª¡b polega na tym by i±¢
jak najgª¦biej jest to tylko mo»liwe. Gªówna techniczn¡ ró»nic¡ algorytmu DFS w
stosunku do BFS jest to, »e w DFS wkªadamy odwiedzane wierzchoªki na stos a nie
jak w BFS, do kolejki.

Przeszukuj¡c graf w gª¡b odwiedzamy wszystkie wierzchoªki a nie tylko te, które
s¡ osi¡galne z ustalonego wierzchoªka. Dlatego w rezultacie przeszukiwania w gª¡b
otrzymujemy las (a nie drzewo) przeszukiwania w gª¡b. Ponadto przeszukuj¡c graf
w gª¡b zapami¦tujemy moment, w którym wierzchoªki odkrywamy (malujemy na
szaro) i opuszczamy (malujemy na czarno).

Las jest to zorientowany graf acykliczny taki, »e

1. istnieje co najmniej jeden wierzchoªek, który nie jest ko«cem »adnej kraw¦dzi;
wierzchoªki takie nazywa si¦ korzeniami;

2. istnieje droga do ka»dego wierzchoªka od dokªadnie jednego korzenia grafu;

3. ka»dy wierzchoªek, z wyj¡tkiem korzeni, jest ko«cem dokªadnie jednej kraw¦dzi.

�
��
�
��	

J
JĴ
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Problem (przeszukiwanie grafu w gª¡b).

• Dane wej±ciowe: graf G = (V,E).

• Wynik: tablice d, f i P indeksowane zbiorem V , takie »e

1. P [v] = u oznacza, »e v zostaª odkryty w czasie przeszukiwania listy incy-
dencji wierzchoªka u;

2. d[v] jest czasem odkrycia wierzchoªka v;

3. f [v] jest czasem opuszczenia wierzchoªka v.

Po wykonaniu procedury DFS dla grafu G = (V,E) kraw¦dzie lasu GP = (V,EP )
przeszukiwania w gª¡b grafu G de�niujemy nast¦puj¡co:

EP = {(P [u], u) : P [u] 6= Nil}

Procedura DFS podobnie jak BFS u»ywa pomocniczej tablicy kolor do barwnego
zaznaczania statusu wierzchoªków.

procedure DFS(G:graf);

begin

for v in V do begin {inicjalizacja}

kolor[v]:=bialy; P[v]:=Nil

end;
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time:=0;

for v in V do {budowa kolejnych drzew lasu przeszukiwania w glab}

if kolor[v]=bialy then DFS-odwiedz(v)

end;

procedure DFS-odwiedz(u:wierzcholek);

begin

kolor[u]:=szary; time:=time+1; d[u]:=time; {wlasnie odkrylismy u}

for v in LI(u) do {przegladanie sasiadow u wraz z ich potomkami}

if kolor[v] = bialy then begin

P[v]:=u;

DFS-odwiedz(v);

end;

kolor[u]:=czarny; time:=time+1; f[u]:=time

end;

Przykªad. Poni»szy przykªad ilustruje sposób dziaªania procedury DFS.

1 1 12Nil 2 2 9 1 3 3 8 2 4 1316Nil

5 1011 1 6 5 6 7 7 4 7 3 8 1415 4 9 1718Nil
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W wierzchoªkach zaznaczone s¡ kolejno warto±ci:

1. numer wierzchoªka x;

2. moment odkrycia wierzchoªka d[x];

3. moment opuszczenia wierzchoªka f [x];

4. ojciec wierzchoªka w lesie przeszukiwania w gª¡b P [x].

Las przeszukiwania w gª¡b powy»szego grafu wygl¡da tak:

1
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Opis procedury DFS.

1. Inicjalizacja: nadaje warto±ci pocz¡tkowe tablicom kolor i P .

2. P¦tla for procedury DFS przegl¡da wszystkie wierzchoªki grafu G; dla wierz-
choªków biaªych woªa procedur¦ DFS-odwiedz; ka»de takie woªanie tworzy
jedno drzewo lasu przeszukiwania w gªab grafu G;
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3. procedura DFS-odwiedz(u) wraz z rekurencyjnymi odwoªaniami odwiedza
wierzchoªek u, wszystkich jego s¡siadów, i wszystkich s¡siadów s¡siadów, etc.
którzy jeszcze nie zostali odkryci; na koniec procedura opuszcza wierzchoªek u;

4. P¦tla for procedury DFS-odwiedz(u) przegl¡da wszystkich s¡siadów wierz-
choªka u, dla tych wierzchoªków, które jeszcze nie byªy odwiedzone (biaªe)
woªa rekurencyjnie siebie sam¡.

Czas dziaªania procedury DFS.

1. Procedura DFS, nie liczac woªa« procedury DFS-odwiedz, wykonuje O(|V |) ope-
racji.

2. Procedura DFS-odwiedz jest woªana dokªadnie jeden raz dla ka»dego wierz-
choªka; w momencie woªania DFS-odwiedz(v) wierzchoªek v musi by¢ biaªy,
jest malowany na szaro i nigdy potem nie jest malowany na biaªo; w czasie
woªania DFS-odwiedz(v) p¦tla for jest wykonywana |LI(v)| razy; poniewa»∑
v∈V |LI(v)| = O(|E|), to ª¡czna liczba wykona« p¦tli for jest O(|E|).

Zatem

Fakt 7.6 Czas dziaªania procedury DFS dla grafu G = (V,E) jest równy O(|V | +
|E|).

Teraz poka»emy kilka wªasno±ci procedury DFS.

Fakt 7.7 (Twierdzenie o nawiasowaniu) Po wykonaniu procedury DFS dla
grafu G = (V,E), dla dowolnych dwóch wierzchoªków u, v ∈ V zachodzi dokªadnie
jeden z warunków:

1. przedziaªy < d[v], f [v] > i < d[u], f [u] > s¡ rozª¡czne;

2. przedziaª < d[v], f [v] > jest zawarty w przedziale < d[u], f [u] > oraz v jest
potomkiem u w lesie przeszukiwania w gª¡b;

3. przedziaª < d[u], f [u] > jest zawarty w przedziale < d[v], f [v] > oraz u jest
potomkiem v w lesie przeszukiwania w gª¡b;

Dowód. Niech u, v ∈ V , u 6= v. Mo»emy zaªo»y¢, »e d[u] < d[v] (przypadek
d[u] > d[v] jest analogiczny).

Rozpatrzymy dwa przypadki:

1. d[v] < f [u];

2. f [u] < d[v].

Ad 1. Gdy d[v] < f [u], to w momencie d[v] wierzchoªek u jest szary, tzn. v zostaje
odkryty gdy przeszukujemy potomków wierzchoªka u. Zatem v jest potomkiem u.

Ponadto po momencie d[v] kraw¦dzie wychodz¡ce z v zostan¡ przeszukane i v
zostanie pomalowane na czarno i opuszczony, zanim zostanie opuszczony u. St¡d
f [v] < f [u] oraz mamy

d[u] < d[v] < f [v] < f [u].

Ad 2. Gdy f [u] < d[v], to przedziaªy < d[v], f [v] > i < d[u], f [u] > s¡ roz-
ª¡czne. Ponadto »aden z wierzchoªków nie zostanie odkryty podczas przeszukiwania
potomków drugiego. Q.E.D.
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Wniosek 7.8 Wierzchoªek v jest potomkiem wierzchoªka u w lesie przeszukiwania
w gª¡b grafu G wtedy i tylko wtedy gdy d[u] < d[v] < f [v] < f [u].

Fakt 7.9 (Twierdzenie o biaªej ±cie»ce) W lesie przeszukiwania w gª¡b grafu
G = (V,E), v jest potomkiem u wtedy i tylko wtedy gdy w momencie d[u] (tzn.
momencie odkrycia u) istnieje ±cie»ka z u do v przechodz¡ca wyª¡cznie po biaªych
wierzchoªkach.

Dowód. ⇒: Zaªó»my, »e v jest potomkiem u w lesie przeszukiwania w gª¡b grafu
G. Niech w b¦dzie wierzchoªkiem na ±cie»ce z u do v w lesie przeszukiwania w gª¡b
GP (V,EP ). Z Wniosku 7.8, d[u] < d[w]. Zatem w jest biaªy w momencie d[u],
odkrycia u.
⇐: Przypu±¢my, »e w momencie d[u] odkrycia u istnieje biaªa ±cie»ka z u do v

biegn¡ca po biaªych wierzchoªkach ale v nie jest potomkiem u w lesie przeszukiwa-
nia w gª¡b grafu G. Mo»emy przyj¡¢, »e wszystkie poprzednie wierzchoªki na tej
±cie»ce s¡ potomkami u. W przeciwnym przypadku mo»emy za v przyj¡¢ pierwszy
wierzchoªek na tej ±cie»ce, który nie jest potomkiem u. Niech w b¦dzie poprzednim
wierzchoªkiem przed v na tej ±cie»ce. Wtedy, z Wniosku 7.8, f [w] ≤ f [u] (w mo»e
by¢ równy u). Poniewa» v jest biaªy w momencie d[u] i (w, v) ∈ E, to v musi by¢
odkryty po odkryciu u ale przed opuszczeniem w. Zatem

d[u] ≤ d[v] < f [w] ≤ f [u].

Z Faktu 7.7 mamy, »e przedziaª < d[v], f [v] > jest zawarty w < d[u], f [u] >. A
zatem, z Wniosku 7.8, v jest jednak potomkiem u. Q.E.D.
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7.5 Sortowanie topologiczne

Problem sortowania topologicznego polega uporz¡dkowaniu liniowym wierzchoªków
zorientowanego grafu acyklicznego G = (V,E) tak, by wierzchoªek u byª przed wierz-
choªkiem v, o ile (u, v) ∈ E.

Problem (sortowanie topologiczne).

• Dane wej±ciowe: zorientowany graf acykliczny G = (V,E).

• Wynik: lista zawieraj¡ca wszystkie wierzchoªki z V taka, »e je»eli (u, v) ∈ E
to u jest przed v na tej li±cie.

Przykªad. Wierzchoªkami poni»szego grafu acyklicznego s¡ cz¦±ci garderoby. Kra-
w¦d¹ x −→ y oznacza, »e ubieraj¡c si¦ x nale»y wªo»y¢ przed y. Poniewa» na raz
mo»emy wªo»y¢ tylko jedn¡ cze±¢ garderoby to by si¦ ubra¢ musimy (mniej lub bar-
dziej ±wiadomie) zastosowa¢ algorytm sortowania topologicznego.

koszula marynarka

krawat

skarpetki buty

majtki spodniezegarek
?

6

- -

-

Opis algorytmu sortowania topologicznego:

1. przeszukujemy graf G w gª¡b procedur¡ DFS;

2. w momencie f [u] wstawiamy u na pocz¡tek listy;

3. lista, któr¡ otrzymujemy po zako«czeniu procedury DFS jest »¡dan¡ list¡.

Niech (V, F ) b¦dzie lasem przeszukiwania w gª¡b zorientowanego grafu G =
(V,E). Kraw¦d¹ (u, v) ∈ E nazywamy kraw¦dzi¡ powrotn¡ wzgl¦dem lasu (V, F )
je±li v jest przodkiem u w (V, F ).

Fakt 7.10 Graf G = (V,E) jest acykliczny wtedy i tylko wtedy gdy nie ma kraw¦-
dzi powrotnych wzgl¦dem lasu przeszukiwania w gª¡b (V, F ) obliczonego procedur¡
DFS(G).

Dowód. ⇒. Je±li (u, v) jest kraw¦dzi¡ powrotn¡ to mamy ±cie»k¦ z v do u w lesie
(V, F ), która wraz z kraw¦dzi¡ (u, v) tworzy cykl w G. Zatem G nie jest acykliczny.
⇐. Przypu±¢my, »e w gra�e G jest cykl C. Niech v b¦dzie pierwszym wierzchoª-

kiem z C odkrytym podczas przeszukiwania w gª¡b grafu G, (u, v) kraw¦dzi¡ cyklu
C. Zatem w momencie d[v] istnieje biaªa ±cie»ka z v do u (na przykªad ta biegn¡ca
po wierzchoªkach cyklu C). Z twierdzenia o biaªej ±cie»ce u jest potomkiem v w
(V, F ). Zatem kraw¦d¹ (u, v) jest powrotna. Q.E.D.

Fakt 7.11 Algorytm sortowania topologicznego jest poprawny, tzn. zastosowany do
grafu acyklicznego G = (V,E) porz¡dkuje wierzchoªki grafu zgodnie z kraw¦dziami.
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Dowód. Niech G b¦dzie grafem acyklicznym. Wystarczy pokaza¢, »e je±li
(u, v) ∈ E to po wykonaniu algorytmu DFS(G) mamy f(u) > f(v). Rozwa»my,
kolor wierzchoªka v w momencie d[u].

Je±li v jest szary to u jest potomkiem v w lesie (V, F ). Czyli (u, v) jest kraw¦dzi¡
powrotn¡ i G nie jest acykliczny wbrew zaªo»eniu.

Je±li v jest czarny to f [v] < d[u] < f [u].
Je±li v jest biaªy to zanim u zostanie opuszczony v zostanie odkryty, jego potom-

kowie przeszukani i v zostanie opuszczony. Zatem znowu f [v] < f [u].
Q.E.D.
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7.6 Silnie spójne skªadowe grafu

Algorytm znajduj¡cy silnie spójne skªadowe zorientowanego grafu G jest kolejnym
zastosowaniem algorytmu przeszukiwania grafu w gª¡b (DFS).

Niech G = (V,E) b¦dzie grafem zorientowanym. Dla u, v ∈ V , u 7→ v oznacza,
»e istnieje ±cie»ka z u do v w G. De�niujemy relacj¦ binarn¡ ∼ na zbiorze V tak, »e

u ∼ v wiw gdy u 7→ v i v 7→ u

dla u, v ∈ V . Oczywi±cie relacja ∼ jest przechodnia. Klasy abstrakcji relacji ∼
nazywamy silnie spójnymi skªadowymi grafu G. Graf GT = (V,ET ) nazywamy
grafem transponowanym grafu G = (V,E), je»eli

(u, v) ∈ ET iff (v, u) ∈ E

Uwaga. Skªadowe silnie spójne grafów G i GT s¡ równe.

Problem (znajdowanie silnie spójnych skªadowych).

• Dane wej±ciowe: zorientowany graf G = (V,E).

• Wynik: zbiór silnie spójnych skªadowych grafu G.

Opis algorytmu znajdowania silnie spójnych skªadowych:

1. przeszukujemy graf G w gª¡b procedur¡ DFS w celu obliczenia tablicy f ;

2. obliczamy graf transponowany GT ;

3. przeszukujemy graf GT w gª¡b procedur¡ DFS z tym, »e tym razem w w p¦-
tli gªównej procedury DFS przeszukujemy wierzchoªki w porz¡dku malej¡cych
warto±ci poprzednio obliczonego f ;

4. Wypisujemy wierzchoªki drzew lasu przeszukiwania w gª¡b grafu GT jako ko-
lejne silnie spójne skªadowe grafu G.

Przykªad. Ten algorytm ma, na pierwszy rzut oka, niewiele wspólnego z proble-
mem, który rozwi¡zuje. Zanim uzasadni¦, »e algorytm powy»szy poprawnie rozwi¡-
zuje problem znajdowania silnie spójnych skªadowych warto prze±ledzi¢ przykªad,
który nieco to uprawdopodabnia. W przykªadzie kolejno przeszukujemy grafy G i
GT procedur¡ DFS z tym, »e przeszukuj¡c graf GT , tak jak jest to powiedziane w
algorytmie, w procedurze DFS przeszukujemy wierzchoªki w kolejno±ci malej¡cych
warto±ci f . �atwo te» sprawdzi¢, »e wierzchoªki drzew lasu przeszukiwania w gª¡b
grafu GT tworz¡ silnie spójne skªadowe grafu G (i GT ).

Przeszukanie w gª¡b grafu G procedur¡ DFS(G):

1 1 10Nil 2 2 9 1 3 5 8 2 4 1116Nil
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Las przeszukiwania w gª¡b grafu G:
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Przeszukanie w gª¡b grafu GT procedur¡ DFS(GT ):

1 9 14Nil 2 1011 1 3 1518Nil 4 3 8 Nil

5 1213 1 6 1617 3 7 4 7 4 8 5 6 8 9 1 2 Nil
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Las przeszukiwania w gª¡b grafu GT :
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Poni»ej poka»emy, »e ten algorytm poprawnie znajduje silnie spójne skªadowe
grafu zorientowanego. Ustalmy do ko«ca tego podrozdziaªu zorientowany graf G =
(V,E).

Lemat 7.12 Je»eli dwa wierzchoªki nale»¡ do tej samej silnie spójnej skªadowej S
grafu G, to ka»da ±cie»ka pomi¦dzy nimi jest caªkowicie zawarta w S.

Dowód. Niech S b¦dzie silnie spójn¡ skªadow¡ grafu G, u, v ∈ S oraz w ∈ V
b¦dzie wierzchoªkiem na ±cie»ce z u do v. Wtedy mamy u 7→ w i w 7→ v oraz
poniewa» u ∼ v to u 7→ v i v 7→ u. Poniewa» relacja 7→ jest przechodnia to mamy
u 7→ w i w 7→ u czyli w ∼ u. A st¡d u i w le»¡ w tej samej silnie spójnej skªadowej S.
Pokazali±my zatem, »e ka»dy wierzchoªek w na dowolnej ±cie»ce z u do v le»y w silnie
spójnej skªadowej S. Zatem ka»da ±cie»ka z u do v biegnie tylko po wierzchoªkach z
S. Q.E.D.

Lemat 7.13 Procedura DFS umieszcza wszystkie wierzchoªki tej samej silnie spójnej
skªadowej grafu w jednym drzewie lasu przeszukiwania w gª¡b.

Dowód. Niech S b¦dzie silnie spójn¡ skªadow¡ grafu G, r b¦dzie pierwszym
wierzchoªkiem z S odkrytym podczas przeszukiwania grafu G, oraz v dowolnym
wierzchoªkiem z S. Zatem w momencie d[r] odkrycia r wszystkie wierzchoªki z S
s¡ biaªe. Poniewa» r, v ∈ S to istnieje ±cie»ka z r do v. Z Lematu 7.12 ±cie»ka ta
biegnie tylko po wierzchoªkach z S, zatem tylko po biaªych wierzchoªkach. Z Faktu
7.9 (Twierdzenie o biaªej ±cie»ce) v jest potomkiem r w drzewie lasu przeszukiwania
w gª¡b grafu G. Z dowolno±ci v, wszystkie wierzchoªki z S s¡ potomkami r, zatem
skªadowa S jest umieszczona w jednym drzewie lasu przeszukiwania w gª¡b grafu G.
Q.E.D.

Notacja. Niech f b¦dzie tablic¡ obliczon¡ w czasie wykonania procedury DFS dla
grafu G. De�niujemy funkcj¦ ϕ : V → V tak¡, »e ϕ(u) = w je±li z u mo»na doj±¢ do

109



w i f [w] jest maksymalnym momentem opuszczenia wierzchoªka do którego mo»na
doj±¢ z u, tzn.

u 7→ w oraz f(w) = max{f(v) : u 7→ v}.
ϕ(u) nazywamy praojcem u.

Lemat 7.14 Niech u, v ∈ V .

1. f(u) ≤ f(ϕ(u));

2. je±li u 7→ v to f(ϕ(u)) ≥ f(ϕ(v));

3. ϕ(u) = ϕϕ(u).

Dowód. Ad 1. Poniewa» u 7→ u oraz ϕ(u) jest takim wierzchoªkiem w, »e u 7→ w
i f(w) jest maksymalne to f(u) ≤ f(ϕ(u)).

Ad 2. Mamy
f(ϕ(u)) = max{f(w) : u 7→ w}

oraz
f(ϕ(v)) = max{f(w) : v 7→ w}.

Poniewa» u 7→ v to
{f(w) : u 7→ w} ⊇ {f(w) : v 7→ w}.

Zatem
f(ϕ(u)) = max{f(w) : u 7→ w} ≥ {f(w) : v 7→ w} = f(ϕ(v)).

Ad 3. Z 1. mamy, »e
f(ϕ(u)) ≤ f(ϕϕ(u)).

Poniewa» u 7→ ϕ(u) to z 2. mamy, »e

f(ϕ(u)) ≥ f(ϕϕ(u)).

Zatem
f(ϕ(u)) = f(ϕϕ(u)).

Poniewa» funkcja f jest ró»nowarto±ciowa (jako »e ró»ne wierzchoªki opuszczamy w
ró»nych momentach) to mamy te»

ϕ(u) = ϕϕ(u).

Q.E.D.

Lemat 7.15 Praojciec ϕ(u) wierzchoªka u ∈ V jest przodkiem u w lesie przeszuki-
wania w gª¡b grafu G.

Dowód. Je±li u = ϕ(u) to Lemat jest prawdziwy. Niech u 6= ϕ(u). Rozwa»my
kolor ϕ(u) w momencie d(u). Je±li ϕ(u) jest szary to (±wietnie bo) u zostaª odkryty
w czasie przeszukiwania potomków ϕ(u). Zatem ϕ(u) jest przodkiem u w lesie prze-
szukiwania w gª¡b grafu G. Poka»emy, »e ϕ(u) nie mo»e by¢ ani czarny ani biaªy
.

Je±li ϕ(u) jest czarny to

f(ϕ(u)) < d(u) < f(u)

i mamy sprzeczno±¢ z Lematem 7.14.1.
Poka»emy teraz, »e ϕ(u) nie mo»e by¢ biaªy. Przypu±¢my przeciwnie, »e ϕ(u)

jest biaªy w momencie d(u). Mamy dwa przypadki:
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1. w momencie d(u) ±cie»ka z u do ϕ(u) biegnie tylko po biaªych wierzchoªkach;

2. w momencie d(u) na ±cie»ce z u do ϕ(u) s¡ niebiaªe wierzchoªki.

W przypadku 1, z Twierdzenia o biaªej ±cie»ce (Fakt 7.9) mamy, »e ϕ(u) b¦dzie
potomkiem u w lesie przeszukiwania w gª¡b grafu G. Zatem

d(u) < d(ϕ(u)) < f(ϕ(u)) < f(u)

i otrzymujemy sprzeczno±¢ z Lematem 7.14.1.
W przypadku 2, niech t b¦dzie ostatnim niebiaªym wierzchoªkiem na ±cie»ce z u

do ϕ(u):

u . . . t . . . ϕ(u)︸ ︷︷ ︸
biaªe

Wierzchoªek t jest szary w momencie d(u) poniewa» nie ma kraw¦dzi od czarnych
do biaªych wierzchoªków. Zatem w momencie d(t) < d(u) istniaªa biaªa ±cie»ka z t
do ϕ(u). Zatem ϕ(u) jest potomkiem t w lesie przeszukiwania w gª¡b grafu G. A
st¡d f(ϕ(u)) < f(t). Poniewa» u 7→ t to otrzymujemy sprzeczno±¢ z de�nicj¡ ϕ(u).

Zatem ϕ(u) nie mo»e by¢ biaªy w momencie d(u).
Q.E.D.

Wniosek 7.16 Dla u ∈ V , wierzchoªki u i ϕ(u) le»¡ w tej samej silnie spójnej
skªadowej grafu G.

Dowód. Z de�nicji ϕ(u) mamy u 7→ ϕ(u). Lematu 7.15 ϕ(u) 7→ u. Zatem
u ∼ ϕ(u).

Q.E.D.

Lemat 7.17 Niech u, v ∈ V . Wtedy u i v le»¡ w tej samej silnie spójnej skªadowej
grafu G wtedy i tylko wtedy gdy ϕ(u) = ϕ(v).

Dowód. ⇐ wynika bezpo±rednio z Wniosku 7.16.
⇒. Je±li u i v le»¡ w tej samej silnie spójnej skªadowej to u 7→ v i v 7→ u oraz

Lematu 7.14.2 mamy, »e f(ϕ(u)) = f(ϕ(v)). Zatem z ró»nowarto±ciowo±ci f mamy,
»e ϕ(u) = ϕ(v).

Q.E.D.

Twierdzenie 7.18 Powy»szy algorytm poprawnie znajduje silnie spójnej skªadowe
grafu G.

Dowód. Dowód przeprowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du dla liczb¦ drzew w
lesie przeszukiwania w gª¡b grafu GT .

Poka»emy, »e je±li do tej pory skonstruowane drzewa lasu przeszukiwania w gª¡b
grafu GT stanowi¡ silnie spójne skªadowe grafu GT (i G) to wierzchoªki kolejnego
drzewa skonstruowanego przez procedur¦ DFS(GT ) stanowi¡ kolejn¡ silnie spójna
skªadow¡.

Krok bazowy jest oczywisty, bo na pocz¡tku nie ma jeszcze »adnych drzew.
Krok indukcyjny. Niech r b¦dzie korzeniem kolejnego drzewa T skonstruowanego

przez DFS(GT ).
Je±li by±my mieli, »e r 6= ϕ(r) to, poniewa» przeszukujemy wierzchoªki wzgl¦dem

malej¡cych warto±ci funkcji f , f(r) < f(ϕ(r)). Zatem ϕ(r) zostaªo ju» umieszczone
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w jakim± drzewie, a r jeszcze nie. Ale to jest niemo»liwe z Lematu 7.13 i Wniosku
7.16. Zatem r = ϕ(r).

Niech
S(r) = {w ∈ V : ϕ(w) = r}

b¦dzie silnie spójn¡ skªadow¡ wierzchoªka r. Poka»emy, »e v jest wierzchoªkiem T
wtedy i tylko wtedy gdy v ∈ S(r).
⇐. Poniewa» wierzchoªki v i r le»¡ w tej samej silnie spójnej skªadowej to

DFS(GT ) umieszcza je na tym samym drzewie. Poniewa» r jest korzeniem T , to v
jest wierzchoªkiem T .
⇒. Poka»emy, »e je±li w ∈ V oraz

1. f(ϕ(w)) > f(r) lub

2. f(ϕ(w)) < f(r)

to w nie jest umieszczone w drzewie T .
Ad 1. Z zaªo»enia indukcyjnego gdy r zostaª wybrany na korze« T , to w zostaª

ju» wcze±niej odkryty i wstawiony do drzewa o korzeniu ϕ(w).
Ad 2. Je±li w zostanie wstawiony do drzewa T , to r 7→ w w gra�e GT . Zatem

w 7→ r w gra�e G. A to jest sprzeczne z de�nicj¡ ϕ(w), poniewa» w 7→ r i f(ϕ(w)) <
f(r).

Q.E.D.
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7.7 Minimalne drzewo rozpinaj¡ce

NiechG = (V,E) b¦dzie grafem niezorientowanym. Przez drzewo w tym podrozdziale
b¦dziemy rozumieli spójny acykliczny graf niezorientowany. Funkcj¦W : E → R+ ze
zbioru kraw¦dzi grafu G do zbioru dodatnich liczb rzeczywistych nazywamy funkcj¡
wag. Graf G, na którym jest okre±lona funkcja wag nazywamy grafem z wagami. Dla
(u, v) ∈ E waga W (u, v) mo»e oznacza¢ koszt poª¡czenia u z v, lub odlegªo±¢ z u do
v, i tym podobne warto±ci.

Problem znajdowania minimalnego drzewa rozpinaj¡cego polega na znalezieniu
zbioru kraw¦dzi, które ª¡cz¡ wszystkie wierzchoªki w 'najta«szy' sposób.

Problem (znajdowanie minimalnego drzewa rozpinaj¡cego).

• Dane wej±ciowe: spójny graf niezorientowany G = (V,E) z funkcja wag W .

• Wynik: spójny (i acykliczny) graf niezorientowany G′ = (V, T ) taki, »e T ⊆ E
oraz waga zbioru T

W (T ) =
∑
e∈T

W (e)

jest minimalna.

Poni»szy algorytm u»ywa struktury danych dla rodziny zbiorów rozª¡cznych. Jest
to algorytm zachªanny. Pochodzi on od Kruskala.

Opis algorytmu Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinaj¡cego:

1. T := ∅;

2. dla ka»dego wierzchoªka z V tworzymy zbiór {v};

3. sortujemy kraw¦dzie grafu G wzgl¦dem niemalej¡cych wag;

4. przegl¡damy kraw¦dzie (u, v) ∈ E w porz¡dku niemalej¡cych wag i je»eli
find(u) 6= find(v) to wykonujemy

(a) T := T ∪ {(u, v)};
(b) union(u, v) (dodajemy zbiory do których nale»¡ wierzchoªki u i v).

Czas dziaªania algorytmu Kruskala.

1. Na pocz¡tku inicjalizujemy zbiór T jako zbiór pusty i wykonujemy |V | operacji
make-set;

2. Nast¦pnie sortujemy zbiór kraw¦dzi E w czasie O(|E| log(|E|);

3. Na koniec dla ka»dej kraw¦dzi z E wykonujemy dwie operacje find i by¢ mo»e
po jednej operacji union i przypisania;

4. W sumie algorytm wykonuje O(|E| + |V |) operacji make-set, union, find,
w±ród których jest |V | operacji make-set; zatem, z Faktu 6.3 wynika, »e te
operacje s¡ wykonane w czasie O(|E|+ |V | log(|V |).

Poniewa» graf jest spójny wi¦c |E| ≥ |V | − 1. St¡d otrzymujemy
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Fakt 7.19 Czas dziaªania algorytmu Kruskala dla spójnego niezorientowanego grafu
z wagami G = (V,E) jest równy O(|E| log(|E|).

Przykªad. W gra�e z wagami
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kraw¦dzie wybrane przez algorytm maj¡ wagi wzi¦te w ramk¦. Zauwa»my, »e mi-
nimalne drzewo rozpinaj¡ce zale»y od porz¡dku w jakim przegl¡damy kraw¦dzie o
równych wagach. By zbudowa¢ drzewo takie jak zaznaczone na gra�e algorytm mógª
kolejno doª¡cza¢ nast¦puj¡ce kraw¦dzie:

(4, 2), (5, 3), (2, 3), (3, 6), (4, 8), (4, 7), (8, 9), (4, 1).

Zanim uzasadni¦, »e powy»szy algorytm poprawnie znajduje minimalne drzewo
rozpinaj¡ce potrzeba kilku de�nicji.

Niech G = (V,E) b¦dzie grafem niezorientowanym. Podziaªem zbioru V nazy-
wamy par¦ (S, V \ S) tak¡, »e S ⊆ V . Kraw¦d¹ (u, v) przecina podziaª (S, V \ S)
je±li jeden z jej ko«ców jest w S a drugi w V \ S. Kraw¦d¹ (u, v) ∈ E jest kraw¦dzi¡
lekk¡ dla podziaªu, (S, V \ S), je±li (u, v) przecina ten podziaª oraz ma najmniejsz¡
wag¦ spo±ród wszystkich kraw¦dzi przecinaj¡cych ten podziaª. Niech A ⊆ E b¦dzie
podzbiorem minimalnego drzewa rozpinaj¡cego. Podziaª (S, V \ S) respektuje zbiór
kraw¦dzi A, gdy »adna kraw¦d¹ z A nie przecina (S, V \S). Kraw¦d¹ (u, v) ∈ E jest
kraw¦dzi¡ bezpieczn¡ dla A, gdy A ∪ {(u, v)} te» jest podzbiorem kraw¦dzi pewnego
minimalnego drzewa rozpinaj¡cego.

Uwaga. Kraw¦dzie bezpieczne to takie które maja interesuj¡ce nas wªasno±ci a
kraw¦dzie lekkie to takie, które s¡ charakteryzowane przez ªatwy do sprawdzenia
warunek. Poni»szy Lemat mówi, »e lekko±¢ gwarantuje bezpiecze«stwo.

Lemat 7.20 Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem niezorientowanym z funkcj¡
wag W : E → R+, A ⊆ E podzbiór jakiego± minimalnego drzewa rozpinaj¡cego dla
G. Niech podziaª (S, V \ S) respektuje A oraz (u, v) ∈ E b¦dzie kraw¦dzi¡ lekk¡ dla
(S, V \ S). Wtedy (u, v) jest kraw¦dzi¡ bezpieczn¡ dla A.

Dowód. Niech podziaª (S, V \ S) respektuje A oraz (u, v) ∈ E b¦dzie kraw¦dzi¡
lekk¡ dla (S, V \ S) oraz (V, T ) b¦dzie minimalnym drzewem rozpinaj¡cym takim,
»e A ⊆ T . Musimy pokaza¢, »e istnieje minimalne drzewo rozpinaj¡ce zawieraj¡ce
A ∪ {(u, v)}.

Je±li (u, v) ∈ T to teza jest oczywista. Zaªó»my zatem, »e (u, v) 6∈ T .
Skonstruujemy drzewo T ′ ⊆ E takie, »e A ∪ {(u, v)} ⊆ T ′ oraz (V, T ′) te» jest

minimalnym drzewem rozpinaj¡cym. Poniewa» (V, T ) jest spójny, to istnieje ±cie»ka
z u do v w (V, T ). Poniewa» (u, v) przecina (S, V \ S), to na tej ±cie»ce w (V, T )
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istnieje co najmniej jedna kraw¦d¹ (x, y) ∈ T i przecinaj¡ca (S, V \ S). Poniewa»
(V, T ) jest spójny i acykliczny, to (V, T \ {x, y}) ma dokªadnie dwie skªadowe, które
ª¡czy kraw¦d¹ (u, v). Zatem kªad¡c T ′ = (T \ {(x, y)}) ∪ {(u, v)} otrzymujemy
(V, T ′) jako spójny i acykliczny graf. Musimy jeszcze pokaza¢, »e W (T ) = W (T ′).
Z minimalno±ci T mamy, »e W (T ) ≤W (T ′). Z drugiej strony

W (T ′)−W (T ) =
∑
e∈T ′

W (e)−
∑
e∈T

W (e) = W (u, v)−W (x, y) ≤ 0

gdzie ostatnia nierówno±¢ wynika st¡d, »e (u, v) i (x, y) przecinaj¡ podziaª (S, V \S)
oraz (u, v) jest lekka dla tego podziaªu. Zatem W (T ) ≥W (T ′).

Q.E.D.

Wniosek 7.21 Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem niezorientowanym z funkcj¡
wagW : E → R+, A ⊆ E podzbiór jakiego± minimalnego drzewa rozpinaj¡cego dla G.
Niech C b¦dzie skªadow¡ spójn¡ grafu GA = (V,A). Je±li (u, v) ∈ E jest kraw¦dzi¡
lekk¡ dla (C, V \ C) to (u, v) jest kraw¦dzi¡ bezpieczn¡ dla A.

Dowód. Poniewa» C jest skªadow¡ spójn¡ grafu GA, to podziaª (C, V \ C) re-
spektuje A. Zatem z Lematu 7.20 otrzymujemy tez¦ Wniosku.

Q.E.D.

W ten sposób pokazali±my

Twierdzenie 7.22 Algorytm Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinaj¡-
cego jest poprawny.

Poni»ej opiszemy inny algorytm znajdowania minimalnego drzewa rozpinaj¡cego,
pochodz¡cy od Prima. Jest on te» algorytmem zachªannym. U»ywa on innej ciekawej
struktury danych: kolejki priorytetowej. Najpierw opiszemy dziaªanie samej kolejki.

Kolejka priorytetowa

Kolejka priorytetowa jest to struktura danych na której mo»na wykonywa¢ na-
st¦puj¡ce operacje:

1. buduj-kolejke - maj¡c dany zbiór V i funkcj¦ priorytetu d : V → R tworzy
kolejk¦ Q;

2. dodaj(Q,v,x) - dodaje do kolejki Q element v z priorytetem x;

3. min(Q) - zwraca element kolejki Q o najni»szym priorytecie;

4. usun(Q) - usuwa z kolejki Q element o najni»szym priorytecie;

5. zmniejsz-klucz(Q,v,x) - zmniejsza priorytet wierzchoªka v do warto±ci x i
aktualizuj kolejk¦;

Kolejk¦ priorytetow¡ mo»na implementowa¢ w tablicy przy pomocy kopca takiego
jaki byª tworzony przy okazji sortowania przez kopcowanie. Poni»sza implementacja
kolejki jest przystosowana do tego by wygodnie obsªugiwaªa kolejki wierzchoªków
u»ywane przez algorytmy Prima i Dijkstry. W szczególno±ci elementy przechowywane
w kolejce to liczby ze zbioru {1, . . . , n}.
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d : array[1..n] of real; {priorytety}

element=record

klucz:real;

el:integer

end;

Q : array[1..n] of element; {kolejka}

S : array[1..n] of integer;

{S[i] pozycja elementu i w kolejce: Q[S[i]].el=i;

S[i]=0 gdy elementu nie ma w kolejce}

koniec :integer; {liczba elementow w kolejce}

procedure w-dol(Q,i,j); {odpowiada procedurze 'kopcuj'}

begin

l:=2*i; p:=2*i+1; w:=i;

if (l<=j) and (Q[l].klucz<Q[i].klucz) then w:=l;

if (p<=j) and (Q[p].klucz<Q[w].klucz) then w:=p;

{teraz w Q[w] jest najmniejszy klucz (priorytet) z

Q[i],Q[l],Q[p]}

if w<>i then begin

zamien(Q[w],Q[i]);

S[Q[w].el]:=w;

S[Q[i].el]:=i;

w-dol(Q,w,j);

end;

end;

procedure w-gore(Q,i);

{odpowiada procedurze 'kopcuj' ale w odwrotna strone tzn. do gory}

begin

while (i>1) and (Q[i div 2].klucz>Q[i].klucz) do begin

zamien(Q[i div 2],Q[i]);

S[Q[i div 2].el]:=i div 2;

S[Q[i].el]:=i;

end;

end;

procedure buduj-kolejke(Q,d);

{buduje n elementowa kolejke Q z priorytetami z d}

begin

for i:=1 to n do begin

Q[i].klucz:=d[i];

Q[i].el:=i;

S[i]:=i;

end;

for i:= n div 2 to 1 do

w-dol(Q,i,n);

koniec:=n;

end;

function min(Q); {zwraca element o minimalnym priorytecie}

begin min:=Q[i].el end;
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function pusta(Q); {test pustosci kolejki}

begin pusta:=(koniec=0) end;

procedure usun(Q);

{usuwa element o minimalnym priorytecie z Q}

begin

S[Q[1].el]:=0;

Q[1]:=Q[koniec];

S[Q[1].el]:=1;

koniec:=koniec-1;

w-dol[Q,1,koniec]

end;

procedure dodaj(Q,v,x);

{dodaje do Q element v o priorytecie x}

begin

koniec:=koniec+1;

Q[koniec].el:=v;

Q[koniec].klucz:=x;

S[koniec]:=v;

w-gore[Q,koniec]

end;

procedure zmniejsz_klucz(Q,v,x);

{zmniejsza klucz elementu v do x i odtwarza

strukture kolejki priorytetowej w Q}

begin

d[S[v]]:=x;

w-gore[Q,S[v]]

end;

Algorytmu Prima znajdowania minimalnego drzewa rozpinaj¡cego

Algorytm Prima inaczej ni» algorytm Kruskala wybiera kraw¦d¹ lekk¡. W czasie
dziaªania algorytmu kraw¦dzie wybrane przez algorytm {(v, π[v]) | v ∈ V −Q−{r}}
stanowi¡ poddrzewo (tzn. podgraf spójny i acykliczny) grafu G.

procedure Prim(G,w,r);

begin koniec:=n;

for i:=1 to n do d[i]:=nieskonczonosc;

{nieskonczonosc = liczba wieksza od wszystkich wag w grafie}

buduj_kolejke(Q,d,koniec);

zmniejsz_klucz(Q,r,0); P[r]:=nil;

while not pusta(Q) do begin

u:=min(Q); usun(Q);

for v in LI(u) do

if (S[v]<> 0) and (w[u,v]<d[v]) then begin

P[v]:=u;

zmniejsz_klucz(Q,v,w(u,v));

end;

end;

end;
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Po wykonaniu procedury Prim(G,w,r) graf (V, T ) jest minimalnym drzewem
rozpinaj¡cym , gdzie

T = {(P [v], v)) : v ∈ V, P [n] 6= nil}.

Czas dziaªania algorytmu Prima.

1. Na pocz¡tku inicjalizujemy tablic¦ d w czasie O(|V |);

2. Potem inicjalizujemy kolejk¦ priorytetow¡ Q w czasie O(|V |)

3. P¦tla while (bez wewn¦trznej p¦tli for) jest wykonywana O(|V |) razy.

4. �¡czna liczba wykona« p¦tli for jest O(|E|), w tej p¦tli instrukcja
zmniejsz_klucz jest wykonywana w czasie O(ln |V |).

Fakt 7.23 Czas dziaªania algorytmu Prima dla spójnego niezorientowanego grafu z
wagami G = (V,E) jest równy O(|E| ln(|V |).

Uwaga. Zauwa»my, »e mamy O(|E| ln |E|) = O(|E| ln |V |). Zatem czas dziaªania
algorytmu Kruskala i algorytmu Prima (przy naszym sposobie implementacji kolejki
priorytetowej) jest taki sam. Istnieje bardziej efektywny sposób implementacji kolejki
priorytetowej przy którym algorytm Prima dziaªa w czasie O(|E|+ |V | ln |V |).
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7.8 Znajdowanie najkrótszej ±cie»ki w gra�e z wagami

Poni»ej opiszemy algorytm Dijkstry znajduj¡cy najkrótsze ±cie»ki z jednego wierz-
choªka w gra�e z wagami. Jest to nieco podobny problem do przeszukiwania wszerz
z tym, »e teraz b¦dzie nas interesowaªa nie najmniejsza liczba kraw¦dzi na ±cie»ce a
najmniejsza ª¡czna waga. Ograniczymy si¦ tylko do wag nieujemnych.

Niech G = (V,E) b¦dzie grafem zorientowanym z funkcja wag w : E → R≥0.
Niech p = (v0, . . . , vk) b¦dzie ±cie»k¡ w G. Wag¡ ±cie»ki p nazywamy sum¦ wag
kraw¦dzi na tej ±cie»ce:

w(p) =
k∑
i=1

w(vi−1, vi).

Odlegªo±ci¡ w gra�e G z funkcj¡ wag w, nazywamy funkcj¦ przyporz¡dkowuj¡cym
parze wierzchoªków wag¦ 'najl»ejszej ±cie»ki' pomi¦dzy tymi wierzchoªkami (P (u, v)
zbiór ±cie»ek z u do v):

δ(u, v) =

{
min{w(p) | p ∈ P (u, v)} gdy P (u, v) 6= ∅
∞ w przec. przyp.

Problem (znajdowania najkrótszej ±cie»ki w gra�e z wagami).

• Dane wej±ciowe: graf zorientowany G = (V,E) z funkcj¡ wag w i wierzchoªek
s ∈ V .

• Wynik: tablice P i d takie, »e

1. d[v] = δ(s, v) dla v ∈ V ;
2. P [v] jest przedostatnim wierzchoªkiem na jednej z najkrótszych ±cie»ek z
s do v lub Nil o ile takich ±cie»ek nie ma.

Algorytm Dijkstry oparty jest na technice relaksacji. Relaksacja kraw¦dzi (u, v)
polega na sprawdzeniu czy przypadkiem id¡c po kraw¦dzi (u, v) nie polepszymy
oszacowania d[v] na dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki z s do v. Je±li tak jest to procedura
poprawia oszacowanie d[v] i (kandydata na) przedostatni wierzchoªek na najkrótszej
±cie»ce.

procedure Relax(u,v,w);

begin

if d[v]>d[u]+w(u,v) then begin

d[v]:=d[u]+w(u,v)

P[v]:=u

zmniejsz_klucz(Q,v,d[v])

end;

end;

Algorytm Dijkstry oblicza tablice d i P metod¡ kolejnych przybli»e«. By byªo
ªatwiej analizowa¢ ten program obliczany jest te» zbiór Z do którego nale»¡ te wierz-
choªki v dla których ju» osi¡gni¦ta zostaªa równo±¢ d[v] = δ(s, v). Algorytm wykonuje
relaksacj¦ ka»dej kraw¦dzi dokªadnie jeden raz. W celu wybory wªa±ciwej kolejno-
±ci, w której kraw¦dzie b¦d¡ relaksowane, algorytm u»ywa kolejki priorytetowej Q
w której przechowuje wierzchoªki grafu G. Wierzchoªek v jest przechowywany w Q
z priorytetem d[v] b¦d¡cym najlepszym oszacowaniem jakie si¦ do tej pory udaªo
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uzyska¢ na dªugo±¢ drogi z s do v. Gdy wierzchoªek u ma najmniejszy priorytet
to zostaje usuni¦ty z kolejki, dodany do zbioru Z, a kraw¦dzie z niego wychodz¡ce
zostaj¡ zrelaksowane.

procedure Dijkstra(G,w,s);

begin koniec:=n;

for v in V do begin d[v]:=nieskonczonosc; P[v]:=Nil end;

{nieskonczonosc = liczba wieksza od wszystkich wag w grafie}

buduj_kolejke(Q,d,koniec);

zmniejsz_klucz(Q,s,0); P[s]:=nil; Z:={};

while not pusta(Q) do begin

u:=min(Q); usun(Q); Z:=Z+{u};

for v in LI(u) do

Relax(u,v,w);

end;

end;

Przykªad! Bardzo pouczaj¡ce jest zobaczy¢ na kilku przykªadach jak w trakcie
wykonywania algorytmu zmieniaj¡ si¦ warto±ci w tablicach d, P oraz jak ro±nie zbiór
S. Poniewa» efekt ko«cowy nie jest zbyt interesuj¡cy, przykªad gra�czny nie zostanie
tu przedstawiony.

Zªo»ono±¢ Algorytmu Dijkstry:

1. Inicjalizacja zabiera O(|V |).

2. Operacja buduj_kolejke(Q,d,koniec) te» zabiera O(|V |).

3. Operacja kolejki priorytetowej min(Q) dziaªa w czasie O(1), operacje
zmniejsz_klucz(Q,v,x), usun(Q) dziaªaj¡ w czasie O(ln |V |). Procedura
Relax(u,v,w) te» dziaªa w czasie O(ln |V |) poniewa» mo»e si¦ odwoªywa¢ do
procedury zmniejsz_klucz(Q,v,d[v]).

4. Poniewa» na pocz¡tku Q zawiera wszystkie elementy V i ka»dy obrót p¦tli
while usuwa dokªadnie jeden wierzchoªek to p¦tla while, bez wewn¦trznej
p¦tli for wykonuje O(|V |) obrotów. A zatem O(|V | ln(|V |)) operacji.

5. �¡czna liczba obrotów p¦tli for we wszystkich obrotach p¦tli while jest równa
sumie dªugo±ci list incydencji grafu G, czyli |E|. Zatem ª¡cznie p¦tla for jest
wykonywana w czasie O(|E| ln(|V |)).

Zatem pokazali±my

Twierdzenie 7.24 Algorytm Dijkstry dziaªa w czasie O((|E|+ |V |) ln(|V |)).

Poka»emy teraz, »e algorytm Dijkstry jest poprawny.

Lemat 7.25 Niech G = (V,E) b¦dzie grafem zorientowanym z funkcj¡ wag w : E →
R≥0, s ∈ V . Je±li (u, v) ∈ E to δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(u, v).

Dowód: �cie»ka z s do v przez u nie mo»e by¢ krótsza od najkrótszej ±cie»ki z s
do v. Q.E.D.
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Lemat 7.26 Niech G = (V,E) b¦dzie grafem zorientowanym z funkcj¡ wag w : E →
R≥0, s ∈ V . W procedurze Dijkstra po incjalizacji dla dowolnego wierzchoªka v ∈ V
zachodzi d[v] ≥ δ(s, v) i warunek ten zachodzi przez caªy czas dziaªania procedury.
Ponadto je±li zostanie osi¡gni¦ta równo±¢ to potem warto±¢ d[v] ju» si¦ nie zmienia.

Dowód: Warunek jest oczywi±cie prawdziwy zaraz po inicjalizacji d[s] = δ(s, s) =
0 oraz ∞ = d[v] ≥ δ(s, v) dla v ∈ V − {s}.

Przypu±¢my, »e v jest pierwszym wierzchoªkiem dla którego relaksacja kraw¦dzi
(u, v) powoduje d[v] < δ(s, v). Zatem zaraz po relaksacji (u, v) mamy

d[u] + w(u, v) = d[v] < δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(u, v)

St¡d mamy d[u] < δ(s, u). Ale relaksacja (u, v) nie zmienia warto±ci d[u]. Zatem
nierówno±¢ d[u] < δ(s, u) musiaªa te» by¢ prawdziwa przed relaksacj¡ (u, v). Ale
to przeczy wyborowi v. Z tej sprzeczno±ci wynika, »e nierówno±¢ d[v] ≥ δ(s, v) jest
zachowana do ko«ca wykonywania procedury Dijkstra.

By zobaczy¢, »e je±li zostanie osi¡gni¦ta równo±¢ d[v] = δ(s, v) to d[v] ju» nie
zmieni swojej warto±ci zauwa»my, »e nie mo»e si¦ zmniejszy¢ bo jak pokazali±my
d[v] ≥ δ(s, v) i nie mo»e si¦ zwi¦kszy¢ bo relaksacja nie zwi¦ksza warto±ci d[v].
Q.E.D.

Twierdzenie 7.27 Po wykonaniu algorytmu Dijkstry dla grafu zorientowanego G =
(V,E) dla v ∈ V mamy d[v] = δ(s, v).

Dowód: Poka»emy, »e dla ka»dego wierzchoªka u ∈ V w momencie wstawia-
nia u do zbioru Z mamy d[v] = δ(s, v) i »e ta równo±¢ jest zachowana do ko«ca
wykonywania algorytmu.

Przypu±¢my przeciwnie, »e u jest pierwszym wierzchoªkiem takim, »e d[u] 6=
δ(s, u) w momencie wstawienia u do Z. Oczywi±cie u 6= s poniewa» s byª pierwszy
wstawiony do Z oraz d[s] = δ(s, s) = 0 w momencie wstawiania s do kolejki. Musi
istnie¢ ±cie»ka z s do u w G bo inaczej mieliby±my d[u] = δ(s, u) = ∞, co przeczy
d[u] 6= δ(s, u). Niech p b¦dzie najkrótsz¡ ±cie»k¡ z s do u. Zatem w momencie wsta-
wiania wierzchoªka u do zbioru Z ±cie»ka ta ª¡czy wierzchoªek s z Z z wierzchoªkiem
u z V − Z. Niech y b¦dzie pierwszym wierzchoªkiem na ±cie»ce p, który nie nale»y
do Z, a x jego poprzednikiem na tej ±cie»ce.

Poka»emy teraz, »e d[y] = δ(s, y) w momencie wstawienia u do Z. Zauwa»my,
»e x ∈ Z w momencie wstawiania u do Z. Zatem d[x] = δ(s, x) poniewa» u jest
pierwszym wierzchoªkiem niespeªniaj¡cym tej równo±ci. W momencie wstawienia x
do Z kraw¦d¹ (x, y) zostaªa zrelaksowana i d[y] przyj¦ªo warto±¢ δ(s, y).

Poniewa» y wyst¦puje przed u na najkrótszej ±cie»ce z s do u (i wagi s¡ nieujemne)
mamy δ(s, y) ≤ δ(s, u). Zatem

d[y] = δ(s, y) ≤ δ(s, u) ≤ d[u].

Ale kiedy u zostaªo zdj¦te z kolejki Q to y te» byªo w tej kolejce bo y nie nale»aªo
jeszcze do Z. Zatem d[u] ≤ d[y] i st¡d

d[y] = δ(s, y) = δ(s, u) = d[u].

W szczególno±ci δ(s, u) = d[u] co jest sprzeczne z wyborem wierzchoªka u. Z tej
sprzeczno±ci wynika, »e ka»dy wierzchoªek u w momencie wstawienia do Z speªnia
równo±¢ d[u] = δ(s, u). Q.E.D.
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8 Zªo»ono±¢ algorytmów

8.1 Problemy decyzyjne

Problemy ªatwo obliczalne

Problem Zªo»ono±¢

Szukanie sªowa w sªowniku O(lnn)

Minimum w tablicy O(n)

Sortowanie O(n lnn)

Sortowanie topologiczne O(|V |+ |E|)
Znajdowanie silnie spójnych skªadowych O(|V |+ |E|)

Pierwszo±¢ liczb O(n12) (2002)

S¡ to problemy wielomianowe. Uwa»a si¦, »e tylko takie problemy s¡ efektywnie
obliczalne na komputerach. Poni»ej przytocz¦ trzy powody dlaczego tak jest.

1. Algorytm o zªo»ono±ci O(n100) nie jest efektywny ale takich zªo»ono±ci w prak-
tyce 'nie ma'. Zwykle wykªadnik jest niewi¦kszy ni» 3 lub 4.

2. To czy algorytm dziaªa w czasie wielomianowym czy nie nie zale»y od modelu
oblicze« (komputera).

3. Problemy wielomianowe maj¡ dobre wªasno±ci (np. zªo»enie problemów wielo-
mianowych jest problemem wielomianowym).

�eby móc ªatwiej porównywa¢ problemy musimy je troch¦ ujednolici¢, tzn. po-
patrze¢ na nie troch¦ abstrakcyjniej.

Abstrakcyjny problem algorytmiczny jest to relacja binarna Q ⊆ I × S gdzie I
- jest zbiorem poprawnych danych wej±ciowych a S zbiorem mo»liwych rozwi¡za«.
Je±li (i, s) ∈ Q to s jest poprawnym rozwi¡zaniem problemu dla danych i.

Przykªad. Problem znajdowania najkrótszej ±cie»ki w gra�e pomi¦dzy dwoma
wierzchoªkami mo»na w abstrakcyjny sposób przedstawi¢ tak:

I = {(G, x, y) : G− graf , x, y ∈ V (G)},

S jest zbiorem ±cie»ek w grafach (sko«czone ci¡gi). Wtedy ((G, x, y), s) ∈ QNS i� s
jest najkrótsz¡ ±cie»k¡ w G z x do y.

By jeszcze upro±ci¢ rozwa»ania ograniczymy si¦ do problemów decyzyjnych.

Abstrakcyjny problem decyzyjny jest to abstrakcyjny problem algorytmiczny Q ⊆
I × S taki, »e S = {0, 1} oraz Q jest funkcj¡.

Przykªad. Problem znajdowania najkrótszej ±cie»ki w gra�e QNS pomi¦dzy
dwoma wierzchoªkami mo»na te» przedstawi¢ jako problem decyzyjny QDNStak:
QDNS(G, x, y, k) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy najkrótsz¡ ±cie»k¡ w G z x do y
ma dªugo±¢ co najwy»ej k.

Problemy decyzyjne s¡ ªatwiejsze ale cz¦sto abstrakcyjne problemy algorytmiczne
mo»na do nich zredukowa¢. Ponadto, je»eli umiemy szybko rozwi¡za¢ problem algo-
rytmiczny to te» umiemy szybko rozwi¡za¢ odpowiadaj¡cy mu problem decyzyjny.
Na ogóª jest te» odwrotnie. W szczególno±ci, je±li problem decyzyjny nie daje si¦
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szybko rozwi¡za¢ to problem algorytmiczny odpowiadaj¡cy mu tym bardziej nie ma
szybkiego rozwi¡zania.

Jak zwykle, zakªadamy, »e na danych wej±ciowych I ka»dego problemy jest okre-
±lona rozs¡dna funkcja | − | : I −→ N przyporz¡dkowuj¡ca danym i ∈ I rozmiar
|i| ∈ N .

Problem decyzyjny Q jest wielomianowo obliczalny je±li istnieje algorytm dzia-
ªaj¡cy w czasie wielomianowym sprawdzaj¡cy czy Q(i) = 1 dla i ∈ I. Klas¦ takich
problemów oznaczamy P.

8.2 Algorytmy wery�kuj¡ce

Dla wielu problemów ªatwo jest sprawdzi¢, »e pewien obiekt jest poprawnym roz-
wi¡zaniem cho¢ trudno jest takie rozwi¡zanie znale¹¢. Na przykªad, ªatwiej jest
sprawdzi¢ czy dany ci¡g x0, . . . , xl reprezentuje ±cie»k¦ dªugo±ci niewi¦kszej ni» k w
gra�e G z x do y, ni» takiej ±cie»ki szuka¢.

Innym przykªadem jest problem HAM znajdowania cyklu Hamiltona w gra�e.
Dla grafu G, HAM(G) = 1 (lub G ∈ HAM) gdy istnieje w G cykl Hamiltona tzn.
taki cykl, który przechodzi przez ka»dy wierzchoªek dokªadnie jeden raz. �atwo jest
sprawdzi¢ czy pewien ci¡g wierzchoªków wyznacza cykl Hamiltona ale trudno jest
taki cykl znale¹¢.

Niech I zbiór danych wej±ciowych, Q ⊆ I problem decyzyjny, W zbiór ±wiadków.
Algorytm A o dwóch argumentach wery�kuje problem Q je»eli i ∈ Q wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje w ∈W taki, »e A(i, w) = 1.

Problem Q ⊆ I jest obliczalny w niedeterministycznym wielomianowym czasie
(nale»y do klasy NP) je»eli istnieje zbiór ±wiadków W , algorytm o dwóch argumen-
tach A dziaªaj¡cy w wielomianowym czasie, oraz staªa c > 0 takie, »e Q(i) = 1 wtedy
i tylko wtedy gdy istnieje ±wiadek w ∈W , taki, »e |w| = O(|i|c) oraz A(i, w) = 1.

Problem Q ⊆ I nale»y do klasy co-NP, je»eli problem I \Q ⊆ I nale»y do klasy
NP.

Przykªady. Niech Graf b¦dzie zbiorem grafów sko«czonych.

1. HAM ∈ NP.

2. k-kolorowanie. k −Kolor ⊆ Graf . G ∈ k −Kolor je±li istnieje takie pokolo-
rowanie wierzchoªków grafu G, k kolorami, »e »adne dwa incydentne ze sob¡
wierzchoªki nie s¡ pokolorowane tym samym kolorem. k −Kolor ∈ NP.

3. Kliki. k−Klika ⊆ Graf . G ∈ k−Klika je±li istnieje zbiór k wierzchoªków w
gra�e G, w którym ka»de dwa wierzchoªki s¡ ze sob¡ incydentne. k−Klika ∈
NP.

4. Speªnialno±¢. I -zbiór formuª klasycznego rachunku zda«, SAT ⊆ I. ϕ ∈ SAT
je»eli istnieje warto±ciowanie v zmiennych z ϕ takie, »e v(ϕ) = 1. Na przykªad
x ∨ ¬x, x ∨ (y → z) ∈ SAT , x ∧ ¬x 6∈ SAT . SAT ∈ NP.

5. Tautologie. I -zbiór formuª klasycznego rachunku zda«, TAUT ⊆ I. ϕ ∈
TAUT je»eli dla dowolnego warto±ciowania v zmiennych z ϕ mamy v(ϕ) = 1.
TAUT ∈ co−NP.

6. Izomor�zm grafów. I = Graf ×Graf . GIzo ⊆ I. (G,G′) ∈ GIzo gdy G jest
izomor�czny z G′. GIzo ∈ NP.
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7. Pokrycie wierzchoªkowe grafu. k−PW ⊆ Graf . G ∈ k − PW gdy istnieje
k-elementowy zbiór wierzchoªków W taki, »e dla dowolnej kraw¦dzi (i, j) w G,
i ∈W lub j ∈W . k − PW ∈ NP.

8. Liczby pierwsze. PRIME ⊆ N . n ∈ PRIME gdy n jest liczb¡ pierwsz¡.
PRIME ∈ P (2002).

9. 3− CNF − SAT ∈ NP.

8.3 Redukowalno±¢ problemów i problem PNP

Mówimy, »e problem decyzyjny Q ⊆ I redukuje si¦ do problemu decyzyjnego Q′ ⊆ I ′
(oznaczenie: Q ≤P Q′) je±li istnieje wielomianowo obliczalna funkcja f : I −→ I ′

taka, »e
i ∈ Q iff f(i) ∈ Q′.

Gdy Q ≤P Q′ i Q′ jest ªatwo obliczalny to Q te» i je»eli Q nie jest ªatwo obliczalny
to Q′ te». Mamy

Fakt 8.1 Je»eli Q ≤P Q′ to

1. je»eli Q′ ∈ P to Q ∈ P;

2. je»eli Q 6∈ P to Q′ 6∈ P;

Przykªad redukcji k−Kolor ≤P SAT .
Niech G = (V,E) b¦dzie grafem, V = {1, . . . , n}. Skonstruujemy formuª¦ kla-

sycznego rachunku zda« ϕG rozmiaru wielomianowego w stosunku do rozmiaru G
tak¡, »e ϕG jest speªnialna wtedy i tylko wtedy gdy G jest k-kolorowalny.

Formuªa ϕG ma zmienne

xij dla i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k.

Intuicyjnie zmienna xi,j ma oznacza¢, »e i-ty wierzchoªek jest pomalowany na j-ty
kolor.

Formuªa

ϕ1 =
∧n∧
i=1

∨k∨
j=1

xi,j

wyra»a fakt, »e ka»dy wierzchoªek jest pomalowany na co najmniej jeden z k kolorów.
Formuªa

ϕ2 =
∧n∧
i=1

∨k∨
j,j′=1,j 6=j′

¬(xi,j ∧ xi,j′)

wyra»a fakt, »e ka»dy wierzchoªek jest pomalowany na co najwy»ej jeden z k kolorów.
Formuªa

ϕ3 =
∧∧

(i,i′)∈E
¬

∨k∨
j=1

(xi,j ∧ xi′,j)

wyra»a fakt, »e wierzchoªki incydentne s¡ pomalowane na ró»ne kolory.
Niech ϕG = ϕ1 ∧ϕ2 ∧ϕ3. Oczywi±cie formuªa ϕG jest rozmiaru wielomianowego

w stosunku do rozmiaru grafu G.
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Je±li ϕG jest speªniona przez warto±ciowanieW to i-ty wierzchoªek z V malujemy
na kolor j-ty wtedy i tylko wtedy gdy W (xi,j) = 1 dla i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k i w
ten sposób otrzymujemy pokolorowanie grafu G na k kolorów.

Z drugiej strony, je±li C : V → {1, . . . , k} jest pokolorowaniem grafu G na k
kolorów to warto±ciowanie W takie, »e W (xi,j = 1 wtedy i tylko wtedy gdy C(i) = j
dla i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k speªnia formuª¦ ϕG.

Zatem formuªa ϕG = ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ϕ3 ma »¡dane wªasno±ci.

Uwaga. Redukcja w drug¡ stron¦ pokazuj¡ca, »e SAT ≤P k−Kolor te» istnieje
ale jest trudniejsza.

Mówimy, »e problem Q jest NP-trudny, je±li dla ka»dego problemu Q′ ∈ NP,
Q′ ≤P Q. Problem Q jest NP-zupeªny, je±li Q jest NP-trudny oraz Q ∈ NP.

Poni»szy diagram opisuje zale»no±ci pomi¦dzy wprowadzonymi klasami proble-
mów. Przypomnijmy, »e problem jest obliczalny, je»eli istnieje (jakikolwiek) algo-
rytm, który go rozwi¡zuje.

Problemy decyzyjne

Problemy obliczalne

NP

co-NP

P
Problemy

NP
-zupeªne

Problem PNP. Czy P=NP?

Fakt 8.2 Je±li jeden problem NP-zupeªny nale»y do Pto P=NP=co-NP.

Przykªady problemów NP-zupeªnych.

1. HAM .

2. k −Kolor.

3. k −Klika.

4. SAT .

5. GIzo.

6. k−PW .

7. 3− CNF − SAT .
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8.4 Problemy nieobliczalne

Pytanie czy istniej¡ problemy nieobliczalne ma posmak '�lozo�czny', poniewa» nie
dotyczy ono naszej kondycji tu i teraz ale tego co w ogóle da si¦ obliczy¢. Innymi
sªowy dotyka problemu 'granicy naszych mo»liwo±ci'. Twierdz¡ca odpowied¹ na to
pytanie pochodz¡ca od K.Gödla wywoªaªa sporo zamieszania, które tu i ówdzie trwa
do dzi±.

Poka»e, »e tak zwany problem stopu jest jednym z problemów nierozstrzygalnych.

Problem stopu.

• Dane wej±ciowe: ci¡gi znaków (dowolnej dªugo±ci) s1 i s2.

• Wynik: true gdy s1 jest tekstem procedury (w Pascalu) maj¡cej jako para-
metr ci¡g znaków oraz procedura s1 zatrzymuje si¦ na danych s2, false w
przeciwnym przypadku.

Inaczej mówi¡c, by rozwi¡za¢ ten problem trzeba skonstruowa¢ funkcj¦ Stop

dziaªaj¡c¡ na parach ci¡gów znaków sprawdzaj¡c¡ czy pierwszy ci¡g zastosowany do
drugiego jako procedura (o ile to ma sens) zatrzyma si¦ czy nie:

Stop[s1,s2] =



true gdy s1 jest tekstem procedury w Pascalu,
która ma jeden parametr typu
'ci¡gu znaków dowolnej dªgo±ci',
oraz s1 na danych s2 zatrzymuje si¦,

false w przeciwnym przypadku.

Przypu±¢my, »e problem stopu jest obliczalny i »e mamy tak¡ procedur¦ Stop

jak wy»ej. Wtedy mo»emy skonstruowa¢ procedur¦ Diag z jednym parametrem typu
ci¡gu znaków w nast¦puj¡cy sposób:

procedure Diag (s);

begin

if Stop[s,s] then loop

end;

gdzie loop oznacza dowoln¡ p¦tl¦ niesko«czon¡, na przykªad

while true do i:=i

Procedura Diag sprawdza czy procedura s zatrzymuje si¦ dla parametru aktualnego
b¦d¡cego tekstem tej procedury. Je±li zatrzymuje si¦ to Diag wchodzi w p¦tl¦ nie-
sko«czon¡ loop a je±li nie to Diag zatrzymuje si¦.

Niech 'Diag' oznacza tekst procedury Diag. Powstaje pytanie co si¦ stanie gdy
wykonamy Diag['Diag']? W szczególno±ci, czy procedura si¦ zatrzyma czy nie?

Je±li Diag['Diag'] zatrzyma si¦ to procedura Stop['Diag','Diag'] zwróci war-
to±¢ true. Ale to oznacza, »e Diag['Diag'] wejdzie w niesko«czon¡ p¦tl¦ loop i si¦
nie zatrzyma. Czyli mamy sprzeczno±¢!

Przypu±¢my teraz, »e Diag['Diag'] nie zatrzyma si¦. Wtedy procedura
Stop['Diag','Diag'] zwróci warto±¢ false. I Diag['Diag'] po sprawdzeniu wa-
runku nie wejdzie w niesko«czon¡ p¦tl¦ loop i si¦ zatrzyma. Czyli mamy znowu
sprzeczno±¢!

A to oznacza, »e takiego programu Stop by¢ nie mo»e! Czyli pokazali±my, »e
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Twierdzenie 8.3 Problem stopu jest nieobliczalny.

Zauwa»my, »e problem stopu jest do±¢ skromnym problemem w stosunku do
tego co by 'mo»na chcie¢'. W szczególno±ci, ciekawszy problem czy dany program
rozwi¡zuje poprawnie dany problem algorytmiczny te» nie jest obliczalny.

8.5 Metody przybli»one

Co robi¢ jak nie mo»na rozwi¡za¢ problemu efektywnie?

Je»eli nie mo»emy rozwi¡za¢ problemu efektywnie takim jaki on jest, to trzeba
nieco zliberalizowa¢ nasze wymagania by 'zyska¢ na szybko±ci kosztem jako±ci'. Na
przykªad, mo»emy zmniejszy¢ nasze oczekiwania dotycz¡ce dokªadno±ci rozwi¡zania,
i/lub pewno±ci rozwi¡zania. S¡ trzy metody, które pogarszaj¡c jako±¢ rozwi¡zania
zwi¦kszaj¡ szybko±¢ dziaªania algorytmów:

1. Heurystyki: by znale¹¢ rozwi¡zanie stosujemy pewne strategie, które dosta-
tecznie cz¦sto, cho¢ nie zawsze, dziaªaj¡ szybko i dostatecznie cz¦sto, cho¢ by¢
mo»e nie zawsze, daj¡ poprawne rozwi¡zania.

2. Algorytmy aproksymacyjne: szukamy rozwi¡za«, które s¡ troch¦ gorsze od opty-
malnych ale przy pomocy efektywnych algorytmów.

3. Algorytmy probabilistyczne: szukamy rozwi¡za« optymalnych ale znalezione
rozwi¡zania s¡ poprawne tylko z pewnym, satysfakcjonuj¡cym nas, prawdopo-
dobie«stwem.

Heurystyki s¡ zwykle bardzo silnie zwi¡zane z problemem, który rozwi¡zuj¡ i
s¡ zwykle trudne do opisania w sposób ogólny. Na przykªad istniej¡ce algorytmy
szachowe u»ywaj¡ ró»nego rodzaju heurystyk, które s¡ wynikiem wielowiekowych
docieka« mistrzów szachowych. Nie daj¡ one pewno±ci, »e strategia wybrana przez
komputer jest optymalna ale cz¦sto okazuje si¦ skuteczna.

Poni»ej podamy przykªad algorytmu aproksymacyjnego i dwóch algorytmów pro-
babilistycznych.

Algorytm aproksymacyjny dla pokrycia wierzchoªkowego grafu.

Problem pokrycia wierzchoªkowego grafu przedstawiony zostaª wcze±niej jako pro-
blem decyzyjny. Odpowiedni problem optymalizacyjny wygl¡da tak:

Problem pokrycia wierzchoªkowego grafu.

• Dane wej±ciowe: graf G = (V,E).

• Wynik: minimalny podzbiór W ⊆ V taki, »e dla dowolnej kraw¦dzi (i, j) ∈ E,
i ∈W lub j ∈W .

Ten problem jest NP-zupeªny, zatem nie mo»emy oczekiwa¢, »e skonstruujemy
algorytm znajduj¡cy efektywnie optymalne rozwi¡zanie. Natomiast istnieje prosty
algorytm zachªanny, który znajduje rozwi¡zanie rozmiaru co najwy»ej dwa razy wi¦k-
szego od optymalnego rozwi¡zania:

procedure approx-PW(G:graf);

begin
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W:=[]; F:=E;

while F<>[] do begin

niech (u,v) pierwszy element z F;

W:=W+{u,v};

wyrzuc wszystkie krawedzie z F o koncu u lub v;

end;

Po wykonaniu tej procedury W jest zbiorem kraw¦dzi takim, »e dla dowolnej
kraw¦dzi (i, j) ∈ E, i ∈ W lub j ∈ W . Ponadto, mo»na pokaza¢, »e W jest co
najwy»ej dwa razy wi¦kszy od ka»dego innego zbioru o tej wªasno±ci. Procedura
approx-PW(G) kopiuje zbiór kraw¦dzi E grafu G jako nowy zbiór F . W p¦tli while
procedura wybiera kolejn¡ kraw¦d¹ (u, v) z F i dodaje do konstruowanego zbioru
jej ko«ce. Nast¦pnie usuwa wszystkie kraw¦dzie z F , których jednym z ko«ców jest
wierzchoªek u lub v.

Algorytm probabilistyczny wery�kowania pierwszo±ci liczb.

Wery�kacja czy du»a liczb naturalna jest pierwsza czy zªo»ona te» wydaje si¦ by¢
trudnym problemem. Nie istnieje obecnie, »aden algorytm, który by mógª efektywnie
sprawdzi¢ (nawet na najszybszych dost¦pnych komputerach) czy np. 300-cyfrowa
liczba jest pierwsza. Z drugiej strony problem ten ma fundamentalne znaczenie
dla kryptogra�i z kluczem publicznym RSA. Liczby pierwsze i zªo»one maj¡ ró»ne
wªasno±ci, które mo»na efektywnie sprawdza¢. Mo»e istnie¢ na przykªad liczba w,
która jest niejako ±wiadkiem zªo»ono±ci liczby n. Poni»ej wyliczone s¡ trzy ró»ne
sposoby jak w mo»e ±wiadczy¢ o zªo»ono±ci liczby n. Maj¡c n i w, obliczenie czy w
taki wªa±nie sposób w ±wiadczy o zªo»ono±ci n jest efektywne.

1. �wiadek Euklidesa: Je»eli NWD(w, n) > 0 to oczywi±cie n jest liczb¡ zªo»on¡.
Problem w tym, »e takich ±wiadków w mo»e by¢ bardzo maªo. Na przykªad,
je»eli n jest iloczynem dwóch 100-cyfrowych liczb pierwszych p i q to takich
±wiadków jest (p− 1) + (q− 1) i szansa na przypadkowe tra�enie na jednego z
nich jest rz¦du 1

10100
, czyli bardzo maªa.

2. �wiadek Fermata: Je»eli w < n oraz wn−1 6≡n 15 to, na mocy Maªego Twier-
dzenia Fermata, n jest liczb¡ zªo»on¡. Niestety s¡ liczby zªo»one tzw. liczby
Carmichaela, które w ogóle nie maj¡ ±wiadków zªo»ono±ci w sensie Fermata.
Cho¢ liczby Carmichaela s¡ bardzo rzadkie to jednak test przy u»yciu ±wiadków
zªo»ono±ci w sensie Fermata jest uwa»any za niedoskonaªy.

3. �wiadek Millera-Rabina: Je»eli 1 < w < n oraz wn−1 6≡n 1 lub w2 ≡n 1
(tzn. w jest nietrywialnym pierwiastkiem z 1 modulo n), to n te» jest liczb¡
zªo»on¡. Dokªadniej, w jest ±wiadkiem zªo»ono±ci w sensie Millera-Rabina
dla liczby nieparzystej n, je±li swiadekMR(n,w)=true, gdzie swiadekMR jest
funkcj¡ zde�niowan¡ poni»ej. �wiadków zªo»ono±ci w sensie Millera-Rabina
jest bardzo du»o. W rzeczywisto±ci, o ile n jest nieparzyst¡ liczb¡ zªo»on¡, to
co najmniej poªowa liczb pomi¦dzy 1 a n jest takimi ±wiadkami. Ta mnogo±¢
±wiadków pozwala na skonstruowanie zadowalaj¡cego (na razie) algorytmu,
wery�kuj¡cego czy dana liczba jest pierwsza.

Wery�kacj¦ czy dana liczba w jest ±wiadkiem zªo»ono±ci w sensie Millera-Rabina
dla liczby n mo»na wykona¢ przy pomocy nast¦puj¡cej procedury:

5≡n oznacza przystawanie modulo n.
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function swiadekMR(n,w:integer):boolean;

begin

niech (b_k,...,b_0) bedzie dwojkowa reprezentacja liczby n-1;

d:=1; OK:=false; i:=k;

while (i>=0) and not OK do begin

x:=d;

d:=(d*d) mod n;

if (d=1) and (x<>1) and (x<>n-1) then

OK:=true; {wykryto nietrywialny pierwiastek z 1 modulo n}

if b_i=1 then d:=(d*w) mod n;

i:=i-1;

end;

swiadekMR:=OK or (d<>1);

{wykryto nietrywialny pierwiastek z 1 modulo n

lub w jest swiadkiem w sensie Fermata}

end;

Procedura swiadekMR(n,w) sprawdza czy wn−1 ≡n 1 a trakcie obliczania warto±ci
wn−1modn sprawdza przy okazji czy nie ma nietrywialnego (ró»nego od 1 i −1)
pierwiastka z 1.

By zobaczy¢, jak jest liczona pot¦ga wn−1modn, zauwa»my, »e formuªa d =
we oraz e = (bk, . . . , bi+1)2

6 jest niezmiennikiem p¦tli while.

Je±li dla jednej liczby w liczba n przeszªa pozytywnie prób¦ to z prawdopodobie«-
stwem 1

2 jest liczb¡ pierwsz¡. Ale nic nie stoi na przeszkodzie by taki test powtórzy¢
wielokrotnie. Mo»emy wylosowa¢ na przykªad 100 liczb pomi¦dzy 1 i n i dla nich
przeprowadzi¢ powy»szy test. Je±li liczba n wszystkie te testy przejdzie pozytywnie
to prawdopodobie«stwo, »e n jest liczb¡ zªo»ona jest 1

2100
zatem prawdopodobie«-

stwo, »e n jest liczba pierwsz¡ jest 1 − 1
2100

. Poni»sza procedura implementuje t¦
ide¦.

procedure test-Millera-Rabina(n:integer);

begin OK:=false;

for i:=1 to 100 do begin

w:=random(1,n-1);

OK:=OK or swiadekMR(n,w);

end;

test-Millera-Rabina:=OK;

end;

Je±li test-Millera-Rabina(n)=true to n jest liczb¡ zªo»on¡ na pewno, a je±li
test-Millera-Rabina(n)=false to n jest liczb¡ pierwsz¡ prawie na pewno.

Algorytm probabilistyczny dla problemu wyboru par.

Technicznym powodem, dla którego liczba ±wiadków zªo»ono±ci w sensie Millera-
Rabina jest du»a jest fakt mówi¡cy o tym, »e 'nie±wiadkowie' stanowi¡ wªa±ciw¡
podgrup¦ grupy Zn, liczb {0, . . . , n − 1} z dodawaniem modulo n. Z elementarnej
teorii grup (Twierdzenie Lagrange'a) wiadomo, »e liczba elementów podgrupy dzieli
liczb¦ elementów grupy. A zatem podgrupa 'nie±wiadków' Zn ma co najwy»ej n

2
elementów.

6Czyli, »e e = 2i
∑k

j:=i+1
bj · 2j
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Algorytm probabilistyczny dla problemu wyboru par jest oparty na obserwa-
cji dotycz¡cej mnogo±ci ±wiadków dla innego innego zjawiska. Je±li mianowicie
mamy dwa wielomiany o wspóªczynnikach rzeczywistych (by¢ mo»e wielu zmien-
nych) p(x1, . . . , xn) i q(x1, . . . , xn), które s¡ ró»ne to s¡ one ró»ne dla bardzo wielu
argumentów. Innymi sªowy rzadko si¦ zdarza by ró»ne wielomiany przyjmowaªy te
same warto±ci dla tych samych argumentów. A to powoduje, »e by sprawdzi¢ czy
s¡ one równe, mo»na wybra¢ losowo n liczb rzeczywistych a1, . . . , an i sprawdzi¢ czy
liczby rzeczywiste p(a1, . . . , an) i q(a1, . . . , an) s¡ równe. Je±li nie, s¡ równe to na
pewno wielomiany s¡ ró»ne ale je±li tak, to 'prawie na pewno' s¡ one równe! Algo-
rytm, który opisz¦ poni»ej jest oparty na tej obserwacji.

Problem (decyzyjny) zgodnego wyboru par.

• Dane wej±ciowe: graf skierowany G = (V,E) taki, »e V = {1, . . . , 2n} oraz je±li
(i, j) ∈ E to 1 ≤ i ≤ n i n < j ≤ 2n.

• Wynik: TAK, je»eli istnieje zbiór n kraw¦dzi E′ ⊆ E taki, »e ka»dy wierzchoªek
z {1, . . . , n} jest pocz¡tkiem a ka»dy wierzchoªek z {n+ 1, . . . , 2n} jest ko«cem
pewnej kraw¦dzi E′. NIE, w przeciwnym przypadku.

Opis algorytmu.

1. Niech A b¦dzie (n × n)-macierz¡ tak¡, której wyrazy s¡ ró»nymi zmiennymi
albo równe 0.

ai,j =

{
xi,j gdy (i, n+ j ∈ E)
0 w przeciwnym przypadku

dla i, j = 1, . . . , n.

2. Niech d(< xi,j >(i,n+j)∈E) b¦dzie wielomianem, który jest wyznacznikiem (for-
malnym) macierzy A.

3. Wybieramy losowo liczby ri,j dla (i, n+ j) ∈ E).

4. Obliczamy warto±¢ w = d(< ri,j >(i,n+j)∈E).

5. Je»eli w 6= 0 to zgodny wybór par istnieje na pewno i odpowiadamy TAK. Je»eli
w = 0 to zgodny wybór par nie istnieje 'prawie na pewno' i odpowiadamy NIE.

Powy»szy algorytm opiera si¦ na obserwacji, »e d(< xi,j >(i,n+j)∈E) jest wielo-
mianem to»samo±ciowo równym 0 wtedy i tylko wtedy gdy nie istnieje zgodny wybór
par. Natomiast sprawdzenie czy d(< xi,j >(i,n+j)∈E) jest wielomianem to»samo-
±ciowo równym 0 ma charakter probabilistyczny. Korzystamy ze wspomnianego wy-
»ej faktu, »e je»eli wielomian d(< xi,j >(i,n+j)∈E) nie jest to»samo±ciowo równy zero,
to przypadkowe tra�enie na punkt w którym si¦ zeruje jest maªo prawdopodobne.

Przypomnijmy, »e wyznacznik (n× n)-macierzy mo»na obliczy¢ ze wzoru:

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · x1,σ(1) · . . . · xn,σ(n)

gdzie Sn jest zbiorem permutacji zbioru {1, . . . , n} a sgn(σ) jest znakiem permutacji
σ. Zatem wielomian d(< xi,j >(i,n+j)∈E) nie jest to»samo±ciowo równy zero wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje permutacja σ ∈ Sn taka, »e ai,σ(i) = xi,σ(i). A to ma miejsce
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tylko wtedy gdy zbiór {(1, n + σ(1)), . . . , (n, n + σ(n))} jest zawarty w E z zatem
jest zgodnym wyborem par.

Poniewa» wyznacznik (n × n)-macierzy mo»na obliczy¢ efektywnie (patrz na-
st¦pny rozdziaª) to caªy algorytm jest efektywny.

Przykªad. Niech G = (V,E) b¦dzie nast¦puj¡cym grafem:
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Wtedy macierz A ma posta¢:

A =


0 x1,2 x1,3 0
x2,1 0 0 0
0 x3,2 0 x3,4
0 0 x3,4 x4,4


a jej wyznacznik

d(< xi,j >(i,n+j)∈E) = detA = x1,2 · x2,1 · x3,4 · x4,3 + x1,3 · x2,1 · x3,2 · x4,4

ma dwa niezerowe skªadniki odpowiadaj¡ce dwóm ró»nym zgodnym wyborom par:

{(1, 6), (2, 5), (3, 8), (4, 7)}

oraz
{(1, 7), (2, 5), (3, 6), (4, 8)}.

Zauwa»my jednak, »e powy»szy algorytm probabilistyczny pozwala tylko na
stwierdzenie czy zgodny wybór par istnieje i nie daje mo»liwo±ci by go efektywnie
skonstruowa¢. Dzieje si¦ tak dlatego, »e z informacji, »e istniej¡ niezerowe skªadniki
wyra»enia detA =

∑
σ∈Sn

sgn(σ) · x1,σ(1) · . . . · xn,σ(n) nie mo»emy wywnioskowa¢,
które z nich rzeczywi±cie s¡ niezerowe.
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