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1 Wstep

1.1 Literatura

1. Ogolne wprowadzenie: D. Harel, Rzecz o istocie informatyki

2. Algorytmy: T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, Introduction to Algo-
rithms (Wprowadzenie do Algorytmow)

3. Jezyk C: Jezyk ANSI C. Programowanie, B. W. Kernighan, D. M. Ritchie

1.2 Zaliczenie i egzamin

Zaliczenie: program i kolokwium. KEgzamin: pisemny, po obu semestrach. Szczegoty
na stronie http://www.mimuw.edu.pl/ zawado/WInfo.html

1.3 Historia Informatyki

IV w. p.n.e. Euklides: algorytm Euklidesa (pierwszy niebanalny algorytm).

IX w n.e. Algorismus (Muhammad ibn Musa al-Kwarizmi =Muhammad syn Musy
z Kworyzmu), algorytmy dodawania odejmowania, mnozenia, i dzielenia liczb
dziesietnych.

XIX w. n.e. Joseph Jaquard, maszyna tkacka sterowana algorytmem. Charls Bab-
bage, maszyna réznicowa do obliczania wzoréw matematycznych i projekt ma-
szyny analitycznej, mechanicznego prototypu komputera.

1920-30 r. Alan Turing, Emil Post, John von Neuman, Kurt Gédel, Alnzo Church,
Stephen Kleene: badania pojecia funkcji obliczalnej.

1945 r. J. von Neuman, pierwszy komputer (U Pensylvenia) (7)

196- r. Informatyka staje sie nows dziedzing wiedzy.



2 Wprowadzenie

2.1 Algorytm Euklidesa
e Dane wejsciowe: dwie liczby naturalne m,n > 0.
e Wynik: NWD(m,n).
Opis algorytmu. Odejmuj liczbe wieksza od mniejszej az do wyrdéwnania liczb.
Zapis algorytmu.

a=m; b=n;

dopbki a<> b wykonuj {NWD(a,b)=NWD(m,n), a,b>=1}
jesli a<b to b=b-a
W przeciwnym przypadku a=a-b

wypisz(a)

W algorytmie uzylismy nastepujacych operacyi elementarnych:
1. cztery instrukcje przypisania;

2. iteracja nieograniczona (petla while);

3. instrukcja warunkowa;

4. instrukcja wejscia wyjscia.

W nawiasach { } zapisalisSmy niezmiennik petli, tzn. takie zdanie ktore jesli
jest prawdziwe przy wejsciu do petli to pozostaje prawdziwe po kazdym pelnym
wykonaniu petli.

Czy program robi to co chcemy? Tak:

1. Po kazdym wykonaniu petli prawdziwy jest niezmiennik petli NW D(a,b) =
NWD(m,n),a,b> 1.

2. Po wyjsciu z petli a = b. Zatem a = NW D(a,b).

3. Petla wykonuje sie co najwyzej m—+n—2 razy (w szczegolnosci nie moze dziatac
w nieskonczonosc).

Ad 1. Wystarczy pokazaé, ze jesli a > b to NWD(a,b) = NWD(a —b,b). W
tym celu wystarczy pokazaé, ze liczba k dzieli a i b wiw gdy dzieli (a —b) i b.

Ad 2. Oczywiste.

Ad 3. Kazde wykonanie instrukcji warunkowej zmniejsza sume a+b o co najmniej
1. Z drugiej strony mamy a > 1, b > 1. Zatem instrukcja warunkowa moze by¢
wykonana co najwyzej m + n — 2 razy.

2.2 Problem algorytmiczny
Problem (zadanie) algorytmiczny polega na
e scharakteryzowaniu wszystkich poprawnych danych wejéciowych;

e scharakteryzowaniu oczekiwanych wynikéw jako funkcji danych wejsciowych.



Rozwigzanie algorytmiczne polega na podaniu algorytmu tzn. takiego opisu dzia-
tan przy pomocy operacji elementarnych, ktéry zastosowany do poprawnych danych
wejsciowych daje oczekiwane wyniki.

Rozréozniamy wykonywanie algorytmow od dzialania tworczego.

Problemy dotyczace algorytmow:

—_

. Jezyk: jaki jest zbior instrukcji elementarnych?

2. Rozstrzygalno$é: czy istnieje algorytm rozwiazujacy dany problem?

3. Analiza poprawnosci: czy algorytm dziata poprawnie, tzn. robi to co ma robié¢?
4. Analiza ztozonosci: czy algorytm dziata szybko?

5. Analiza numeryczna: czy algorytm dziata doktadnie?

2.3 Sortowanie liczb

e Dane wejéciowe: liczba naturalna n i ciag liczb ay,as, ..., an.
e Wynik: permutacja a},db, ..., al, ciagu aj,as,...,a, taka, ze af < abh <... <
!/
a

n:

Przyktad. Dane: 2,7,4,5,1. Wynik: 1,2,4,5,7.
Jak do tego problemu podejsé¢ systematycznie? Na przyktad tak jak sortujemy
rozdane karty w brydzu.

Zapis algorytmu (sortowanie przez wktadanie). (A[j] - j-ty element).

dla j=2 do n wykonuj
k=A[j];
i=j-1;
dopoki i>0 oraz A[i]l>k wykonuj
A[i+1]=A[i];

i=i-1;
Ali+1]=k;
Przyktad.
Dane: 2 7 4 5 1
2 4 7 5 1
2 4 5 71
Wynik: 1 2 4 5 7

2.4 Analiza zlozonosci algorytmu

Analiza ztozonosci algorytmu jest to przewidywanie ile zasobdw potrzeba do wyko-
nania algorytmu.
Zasoby:

1. pamie¢;
2. polaczenia komunikacyjne;

3. czas dziatania (dla nas najwazniejszy).



Zeby analizowa¢ zlozonoéé algorytmu musimy co$ wiedzie¢ o tym jak on bedzie wy-
konywany przez maszyne.

My bedziemy zakltadaé, ze programy sa wykonywane na maszynie o dostepie
swobodnym (RAM): tzn. instrukcje sa wykonywane jedna po drugiej (nigdy dwie na
raz) i program nie moze sie modyfikowa¢ w trakcie dzialania.

Czas dziatania zalezy od rozmiaru danych wejéciowych. 5 liczb nasz algorytm
sortuje szybciej niz 1000. Takze dla dwoch ciagdéw réwnej diugosdei algorytm moze
wykonywaé rézna liczbe instrukcji w zaleznosci od tego jak bardzo réznia sie one od
ciagu posortowanego. Na og6l, czas dziatania algorytmu wyrazany jest jako funkcja
rozmiaru danych wyjsciowych.

1. Rozmiar danych wejsciowych jest to funkcja przyporzadkowujaca poprawnym
danym wejéciowym algorytmu liczbe naturalna.

2. Czas dziatania algorytmu jest to funkcja przyporzadkowujaca danym wejscio-
wym liczbe podstawowych operacji wykonywanych przez algorytm na tych da-
nych.

3. (Pesymistyczna, czasowa) ztozonosé algorytmu jest to funkcja z N w N prazy-
porzadkowujaca liczbie naturalnej n najdhuzszy czas dziatania algorytmu na
danych o rozmiarze n.

Dla problemu sortowania rozmiar danych to diugosé ciagu.

nr czas
1 dla j=2 do n wykonuj | n

2 k=A[j]; | n-1

3 i=j-1; | n-1

4 dopdki i>0 oraz A[i]>k wykonuj | t_2+...+t_n

5 Ali+1]=A[i]; | (t_2-1)+...+(t_n-1)
6 i=i-1; | (t_2-1)+...+(t_n-1)
7  A[i+1]=k; | n-1

e ;- liczba wykonari linii 4 przy ustalonym j.

e t; - jest najwigkszy gdy macierz jest uporzadkowana w porzadku malejgcym,
wtedy t; = J.

e T'(n) - ztozonos¢ algorytmu.

n

Tn)=3mn—-1)4+n+2> G-1)+> j=
Jj=2 j=2

(n2 D +"("2+1) —1:gn2+;n—4

To jest ciagle 'za doktadnie’, sktadniki %n i —4 oraz stata % nie maja wiekszego
znaczenia, przy duzych n. To co jest wazne to n?. Méwimy, ze algorytm sortowania
przez wkiadanie ma ztozono$é (pesymistyczna, czasowa) O(n?).

Notacja O(f(n)). Niech f: N — N funkcja. Mowimy, ze funkcja g : N — N
jest (klasy) O(f(n)) (piszemy g € O(f(n)) lub wrecz g = O(f(n))) jesli istnieja state
a,b € R takie, ze dla n > b, g(n) < ax f(n) ('g przyjmuje wartosci nie wicksze niz
f z dokltadnoscia do statej’).

:3(n—1)—|—n—|—2n



2.5 Wieze Hanoi

A B C

Problem wiez Hanoi. Przenies¢ pojedynczo n krazkéw z wiezy A na wieze B
uzywajac wiezy C tak by nigdy krazek wiekszy nie lezal na mniejszym.
Opis algorytmu. Aby przeniesé n krazkéw z A na B przez C

1. przenies n — 1 krazkéow z A na C uzywajac B;
2. przenies krazek z A na B;

3. przenies n — 1 krazkow z C na B uzywajac A.
Zapis algorytmu.

procedura przenies(m,X,Y,Z); {przenosi krazki z X na Y uzywajac Z}
jesli m==1 to przestaw(X,Y)
w przeciwnym przypadku
przenies(m-1,X,Z,Y);
przestaw(X,Y)
przenies(m-1,Z,Y,X);

przenies(n,A,B,C) {wywotanie poczgtkowel}

Przyktad. n=3. ...

Ile przestawiert wykona algorytm by przestawi¢ n krazkow?
® a, - liczba przestawien n krazkow.

Rownanie rekurencyjne:

CL1:1
an+1 = ap +14+a, =2a, +1

Rozwigzanie: ap = 2™ — 1.
Dowdd indukcyjny. Dlan =1,2' —1 =1 = ay. Zalézmy, ze a,, = 2" — 1. Wtedy

i1 =20, +1=2(2" —1)+1=2"" 24 1=2"" 1
Liczba przestawient jest proporcjonalna do ilodci wszystkich operacji wykonywa-
nych przez algorytm. Zatem caly algorytm dziata w czasie O(2").
2.6 Wyszukiwanie stowa w slowniku

Problem wyszukiwania stowa w stowniku.

e Dane wejsciowe: liczba naturalna n i ciag stéw wo, ..., w,—1 uporzadkowany
w porzadku leksykograficznym (alfabetycznym) oraz stowo w.



e Wynik: TAK, gdy dla pewnego 0 < ¢ < n, w = w;; NIE, w przeciwnym
przypadku.

Przyktad. Dane: @ =" da',/ ala’, V') beld', hela', w =" bela’. Wynik: TAK.

Ponizsza procedura mem sprawdza czy stowo wystepuje w stowniku pomiedzy
stowami w1 1 Wma.

procedura mem(ml,m2);
jesli ml==m2 to
jesli w==w_ml to wypisz(’TAK?)
w przeciwnym przypadku wypisz(’NIE’)
w przeciwnym przypadku
m3= (m1+m2) / 2;
jedli w>w_m3 to mem(m3+1,m2)
w przeciwnym przypadku mem(ml,m3)

mem(0,n-1) (wywotanie poczatkowe)

Rozmiar danych: dtugoé¢ ciagu.
Py, -liczba poréwnan stéw dla stownika diugosci n.
Rownanie rekurencyjne:

po =1

Dan+1 = Pn + 1

Rozwigzanie: p, ~ logn.
Liczba poréownar jest rzedu logn. Algorytm dziata w czasie O(logn).

2.7 Tablice rzeczywistego czasu dzialania algorytméw

W ponizszej tabeli przedstawiony jest rozmiar zadan jakie mozna rozwigza¢ w ciagu
jednej sekundy, minuty, godziny.

Zaktadamy, ze do wykonania operacji podstawowej potrzebna jest jedna milise-
kunda (= 1073s).

nr Algorytm Ztozonosé Maksymalny rozmiar zadania
1 sekunda \ 1 minuta \ 1 godzina
Al | szukanie stowa O(logn) 21000 - -
w stowniku
A2 znajdowanie O(n) 1000 6 * 10* 3.6 % 106
maksimum
w tablicy
A3 sortowanie O(n *logn) 140 4893 2 % 10°
przez ’scalanie’,
"kopcowanie’
A4 sortowanie O(n?) 31 244 1897
przez 'wktadanie’,
Ab n3 10 39 153
A6 Wieze Hanoi o2m) 9 15 21

A teraz przypusémy, ze zwiekszymy szybkosé¢ komputera 10 razy. Ponizsza tablica
pokazuje o ile zwiekszy sie maksymalny rozmiar zadania ktéry mozna rozwiazaé¢ po
przyspieszeniu.



nr Algorytm Ztozonosé Maksymalny Maksymalny
rozmiar rozmiar
zadania przed zadania po
przyspieszeniem. | przyspieszeniu.
Al | szukanie stowa O(logn) s1 510
w stowniku
A2 znajdowanie O(n) S9 10 x s
maksimum
w tablicy
A3 sortowanie O(n *logn) S3 okoto 10 x s3
przez ’scalanie’, dla duzych n
kopcowanie’
A4 sortowanie O(n?) S4 3.16 * s4
przez 'wktadanie’,
Ab n3 S5 2.15 x s5
A6 Wieze Hanoi o2m) 56 56 + 3.3

2.8 Komputer od $rodka

Schemat logiczny komputera

Procesor:
Arytmometr

Jednostka
sterujaca

Rejestry

Pamieé
wewnetrzna:

stata (ROM)

operacyjna
(RAM)

Magistrale komunikacyjne

[

Monitor

Dyski

I
Drukarka

Klawiatura

Sie¢

Pamieé shuzy do przechowywania informacji.

wiaja komunikacje komputera ze swiatem zewnetrznym.

Komputer dziata powtarzajac cykle rozkazowe. Na jeden cykl rozkazowy sktada

Magistrale komunikacyjne tacza moduty komputera.

Procesor przetwarza informacje i steruje pozostatymi elementami systemu.

Uktady wejscia-wyjscia (Dyski, Monitor, Klawiatura, Drukarka, Sie¢) umozli-

sie wiele operacji. W pewnym przyblizeniu mozna je przedstawi¢ nastepujaco:

1. pobranie kolejnego rozkazu z komérki pamieci wskazywanej przez licznik roz-

kazow;




sprawdzenie czy rozkaz wymaga pobrania danych, jesli tak, to wyznaczenie
miejsc w pamieci z ktérych nalezy pobraé¢ dane i umieszczenie danych w reje-
strach komputera;

wykonanie rozkazu (arytmometr);
wystanie wyniku pod wtasciwy adres w pamieci;

zmiana zawartodci licznika rozkazéw, tak by wskazywal kolejny rozkaz dla pro-
cesora;

obstuga przerwan (o ile takie maja miejsce);

przejsécie do kroku 1. w celu wykonania nastepnego cyklu rozkazéw.

Od pomystu algorytmu do wykonania programu przez maszynie jest szereg kro-
kéw do wykonania. Pierwsze kroki sg wykonywane cztowieka a nastepne przez ma-
szyne. Mozna wyszczegblnié¢ nastepujace etapy tego procesu:

1.

2.

Pomyst algorytmu (cztowiek);

Algorytm (cztowiek);

Program w jezyku wysokiego poziomu (programista);

Program w jezyku adresow symbolicznych, asemblerze, (kompilacja, maszyna);
Kod maszynowy (dalsza kompilacja, maszyna);

Wykonanie kodu na komputerze (maszyna).

10



3 Jezyk C
3.1 Jezyki programowania wysokiego poziomu
Na opis jezyka programowania skltada sie:

1. Precyzyjna sktadnia tzn. dokltadne okreslenie, co jest dopuszczalnym progra-
mem w tym jezyku.

2. Jednoznaczna semantyka tzn. jednoznaczny opis kazdego wyrazenia dozwolo-
nego sktadniowo.

(a) Semantyka operacyjna: opis stanu komputera przed i po wykonaniu in-
strukcji.

(b) Semantyka denotacyjna: opis funkcji przeksztatcajacej dane wejsciowe w
dane wyjsciowe.

(¢) Semantyka aksjomatyczna: opis logiczny stanu komputera przed i po wy-
konaniu (fragmentu) programu.

3.2 Formalna definicja jezyka imperatywnego

Na tekst programu sktadaja sie

1. opis struktur danych, tzn. opis obiektéw, na ktérych dziata algorytm; w pro-
gramie: definicje i deklaracje.

2. opis procesu obliczeniowego; w programie: instrukcje.
Czasem zawiera sie to w nastepujacej ‘réwnosci’:

program = algorytm + struktury danych

Schemat programu w jezyku C mozna przedstawié tak:

1. Wiersze wlaczajace inne pliki (na przykltad biblioteki standardowe jezyka C);
2. Definicje statych;

3. Definicje typow;

4. Definicje zmiennych globalnych;

5. Prototypu funkcji;

6. Funkcje;

7. Funkcja main (od ktorej zaczyna sie wykonanie programu).

3.3 Zmienne

1. Zmienna i jej nazwa: zmienng mozemy utozsamial z obszarem pamieci, w
ktorym przechowywana jest pewna warto$¢ (warto$¢ tej zmiennej w postaci
kodu dwojkowego). Nazwa zmiennej (identyfikator) to mnemotechniczny adres
tego obszaru pamieci. NB. Dla réznych zmiennych obszar pamieci moze by¢
rozny.

11



2. Typ zmiennej wyznacza wielko§¢ obszaru pamieci przeznaczonego na dana
zmienng. Aby poprawnie skompilowaé program, musimy poinformowaé kompi-
lator o zamiarze wykorzystania kazdej zmiennej (wyjatki od tej reguly poznamy
pozniej). Taka informacja to deklaracja zmiennej (lub stalej).

Deklaracje zmiennych w jezyku C maja nastepujaca postaé:

typl nazwal, nazwa?2;
typ2 nazwa2;

Deklaracja zmiennych wprowadza identyfikatory zmiennych wymienione po prawej
stronie deklaracji, i zapowiada, ze beda one uzywane dla oznaczania wartosci typu
podanego po lewej stronie deklaracji.

Przyktad

int ml,n,max;
char a;
float x,y;

Definicje statych w jezyku C maja nastepujaca postaé:

#define STALA opis stalej;

State, podobnie jak zmienne, przechowuja wartosci réznych typdw, ale nie moga by¢
modyfikowane podczas realizacji programu. Nazwy stalych sg zwykle pisane duzymi
literami.

Przyktad.
Przyktadowe definicje statych.

#define ZAKRES 100
#define PI 3.14
#define LITERA ’a’
#define LANCUCH "ala"

3.4 Typy proste

Podstawowymi typami jezyka C sa typy standardowe. Przy ich pomocy definiuje sie
bardziej ztozone typy strukturalne.
Typy standardowe

typ identyfikator | przykltadowe funkcje
typu elementy typu i relacje
caltkowity int -2, 1, 1000 +,-% /, %o,< |
znakowy char a1+
rzeczywisty float 10,1.7,1,2E4 + -,
Operacje boolowskie: && - koniunkcja, || -alternatywa, ! - negacja, == - test

rownosdci. Wyniki operacji boolowskich sa liczbami catkowitymi: 0 lub 1.

Przyktad deklaracji zmiennych:
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float x,y,z;
char litera;
int m,n;

Uzywajac funkcji i relacji, tworzymy ze zmiennych i statych wyrazenia.
Przyklady wyrazen:
1. (z +vy)/z - wyrazenie typu float;
2. (x 4+ y) < z - warunek (wyrazenie typu catkowitego: 0 -fatsz 1 -prawda);
3. x +y == z - warunek (wyrazenie typu catkowitego: 0 -falsz 1 -prawda);

4. n % m - wyrazenie typu catkowitego (n modulo m).

3.5 Typy strukturalne

Typy strukturalne sa definiowane z wczeéniej zdefiniowanych typéw przy pomocy
tzw. konstruktoréow typow (operacji na typach).

Tablice

Deklaracja tablicy:

T1 +t[ZAKRES];
T2 al[ZAKRES1] [ZAKRES2];

gdzie T'1, T2 s3 dowolnymi typami. Tablice w C sa zawsze indeksowane liczbami
naturalnymi zaczynajac od zera.

Teorio-monogosciowo tablicom typu T2 odpowiadaja funkcje z produktu karte-
zjaniskiego { 0,...,ZAKRES1-1}x{ 0, ...,ZAKRES2-1} int.

Przyktad definicji typow tablicowych:

int tab[10];
char a[20];
float t[100] [20];

Struktury
Deklaracja struktury:

struct student

{
int imie[10];
int nazwisko[15];
int pesel;
char litera;
char kierunek[10];
float srednia;

};

gdzie student jest identyfikatorem definiowanego typu rekordowego, imie jest polem
rekordu typu tablica 10-elementowa typu integer, litera jest polem typu char, itd.
Teorio-mnogosciowo rekordy typu student to n-tki uporzadkowane, elementy
produktu kartezjanskiego intx ... xfloat.
Jedli zadeklarujemy zmienna
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struct student s;
to mozemy przypisaé jej polom wartosci na przyktad tak

S.pesel=123;

s.litera=’a’;

strcpy(s.nazwisko, "Kowalski");
s.pesel=123;

si.litera=’a’;
strcpy(s.kierunek, "Matematyka") ;

Typy wskaznikowe Typy wskaZnikowe stuza miedzy innymi do konstrukeji dy-
namicznych struktur danych. Moga one przechowywaé adresy zmiennych innych
typoéw. Beda one omawiane péznie;j.

7 typami zwiazane sa
1. operacje na elementach danego typu;

2. sposo6b dostepu do informacji przechowywanych w zmiennych i statych danego
typu;

3. konstrukcje programotwoércze stuzace do przeszukiwania elementéw typow
strukturalnych.

3.6 Przeglad instrukcji jezyka C

Ponizej opiszemy kolejno podstawowe instrukcje jezyka C i ich znaczenia. Instrukcje
konicza sie érednikiem.

Instrukcja przypisania
Instrukcja ma postaé
a=w

gdzie a jest zmienng a w jest wyrazeniem tego samego typu co zmienna a.
Przyktad. Przy deklaracji zmiennych

float a,x;
int n,m,tab[20], p;
char a[10];

mozemy na przyktad dokona¢ takich podstawian

a=(x+n)/2;

n=n#m;

n=n+2;

p=(a<x) || (n==0);

Opis logiczny instrukcji. Znaczenie tej instrukcji opisuje aksjomat
P(a\w){ a = w }P (1)

gdzie P jest dowolna formula, a P(a\w) jest formuty powstala z P przez zastapienie
wszystkich! wystapien zmiennej a wyrazeniem w. Cata formula (1) oznacza, ze jesli

!Sa tu pewne ograniczenia, ktére nas w praktyce nie beda dotyczyé. Gdy formuta P ma kwan-
tyfikatory, to wyrazenie w wstawiamy na tak zwane wolne wystapienia zmiennej a. Ponadto, takie
podstawienie nie moze wigza¢ zadnej ze zmiennych wystepujacych w wyrazeniu w.
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przed wykonaniem instrukcji a=w spelniony jest warunek P(a\w), to po wykonaniu
instrukcji a=w spetniony jest warunek P.

Przyktady zastosowania aksjomatu (1):
b==(z+n)+D{a=z+n;}(b==a+1)

czyli jesli przed wykonaniem instrukeji a = x +n zachodzi (b == (z+n)+ 1)’ to po
jej wykonaniu zachodzi (b == a + 1).

m+1<kAn+1>0{n=n+1;}(n<kAn>0)

czyli jesli przed wykonaniem instrukcji n = n + 1 zachodzi (n+1 < kAn+1>0),
to po jej wykonaniu zachodzi (n < k An > 0).

Innymi stowy instrukcja podstawiania jest wykonywana w ten sposéb, ze naj-
pierw wyliczamy warto$¢ wyrazenia po prawej stronie a potem wstawiamy wyliczona
warto$é na zmienna po lewej stronie.

Do opisu znaczenia instrukcji przypisania uzyliémy zapisu logicznego. Ogbdlnie
zapis logiczny ma postaé

P{I}Q

gdzie P i @ sa formutami a [ instrukcja, i oznacza, ze jesli przed wykonaniem instruk-
cji I prawdziwa jest formuta P, to po jej wykonaniu (o ile wykonywanie instrukcji
sie zakonczy) prawdziwa jest formuta Q. P nazywamy warunkiem poczqgtkowym a Q
warunkiem koncowym.

Prawdziwa jest nastepujaca requta wnioskowania

P{I}Q, Q(J}R )
P{IJ}R

Ta reguta, jak i inne reguty wnioskowania, pozwala wywnioskowa¢ formute pod kre-
ska o ile ustalimy prawdziwosé formut nad kresks.
Czesto uzyteczna jest regula, ktéra nieznacznie uogélnia regute (2)

P=P, P{I1}Q, Q=0Q, Q{J}R, R=FR 5
P{I1J}R ®)

Przyklad. Zamiane wartosci zmiennych z i y dowolnego typy 17" mozna wykonaé
uzywajac dodatkowej zmiennej z typu T' w nastepujacy sposéb:

Z=X;
X=y;
y=z;

Mozna to wykazaé uzywajac opisu znaczenia instrukcji podstawiania (1) oraz reguty
(2) w nastepujacy sposob:
(r==aNy==b{z=z;} (z==aNy==0>)

(:==any==b){z =1} (: ==anz==1
(z==aNhz==0{y=2%}(y==arxz==0>)

W praktyce takie rozumowania jest lepiej prowadzi¢ od konca.

15



Zatem uzywajac dwukrotnie reguly (2), otrzymujemy
(r==ary==0b){z=z2=y y=2}(Yy==arz==0)
Gdy T jest typem catkowitym lub rzeczywistym, to mozemy zamieni¢ wartosci
zmiennych x iy, nie uzywajac dodatkowej zmiennej, w nastepujacy sposob:

X=X+y;
y=X-Ys
X=X-V;

By pokazaé, ze powyzsze trzy instrukcje rzeczywiscie wymieniaja wartosci zmiennych
x 1y, znowu uzyjemy aksjomatu (1) zaczynajac od konica (gdzie wstawiamy formute,
ktora chcemy udowodnié¢ (y = a Az = b)):

(r+y)—((z+y)—y)) == bA(z+y)—y == a {z = z+y; } v—(v—y) == bAz—y ==a
r—(x—y)==bAr—y==a{y=2—-y} (x—y)==bAy==a)
(r—y)==bAy==a{z=z-yjr==bAry==a)

Formuta pierwsza ((z +y) — (x +y) —y)) == bA (x +y) —y == a (otrzymana
na korncu) nie jest ta, o ktéra nam chodzi. Ale zauwazmy, ze prawdziwa jest formuta

(@==ahy==b)= ((z+y)—((z+y)—y)==bA(z+y) —y==a

A teraz uzywajac reguly (3), otrzymujemy zadany wynik:
(xr==ary==b{r=c+y,y=v—y; y=r—-y;} (x==bAy==a)

Instrukcja pusta
Instrukcja pusta to pusty ciag znakéow zakoriczony érednikiem i znaczy ’'nic nie
réb’. Jej znaczenie opisuje sie aksjomatem
P{;}P
dla dowolnej formuty P.
Instrukcja ztozona

Instrukcja ztozona taczy ciagg instrukcji w jedna instrukcje i ma postaé
{ It ... In } gdzie I1, ... , In sa instrukcjami. Znaczenie tej instrukcji opi-

suje reguta
-P’L{IZ}PZ-"-]. izl,...7n

P{{L...I,} } Phta
Przyktad. Fragment programu

{

X=x+2;

(4)

y=2%x5 5
¥
jest zlozeniem trzech instrukeji, z ktorych ostatnia jest instrukcja pusta.
Instrukcje warunkowe

Mamy dwie instrukcje warunkowe. Pierwsza ma postac
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if (w) I

gdzie w jest warunkiem (wyrazeniem o wartosci catkowitej 0- falsz, co§ innego -
prawda) a I jest instrukcja. Znaczenie tej instrukeji opisuje reguta

PAw{l}Q PAN-w=Q
P {if (w) I} Q

tzn. instrukcja oznacza ’jedli w to wykonaj I’. Druga instrukcja warunkowa jest
rozszerzeniem pierwszej i ma postac

(5)

if (w) Il else I2

gdzie w jest warunkiem a I1 i I2 sg instrukcjami. Znaczenie tej instrukcji opisuje

reguta
PAhw{Il}Q PAN-w{I2}Q

P {if (w) Il else I2} Q (6)

tzn. instrukcja oznacza ’jesli w, to wykonaj I1, w przeciwnym wypadku wykonaj I2’.

Przyktad. Jedli z jest typu catkowitego, to mamy

T {if (x <0) abs = —x; else abs = x; } abs == |z| (7)

gdzie T oznacza formule zawsze prawdziwa. Z (1) i (3) mamy

(T'he<0)= (—z==—2A2<0), (abs==—-zAz<0)= (abs==|zx|)

(mz==—2x Az <0){abs = —x; } (abs == —x Az < 0)
(T ANz <0){abs = —z; } (abs == |z|)

1 podobnie mozna pokazaé, ze
(T'A=(x <0)) {abs =z } (abs == |zx]).
Zatem (7) wynika z powyzszych dwoch formut na mocy reguty (6).

Iteracja warunkowa (petla while)

Instrukcja iteracji warunkowej ma postac
while (w) I

gdzie w jest warunkiem a I jest instrukcja. Sprawdzamy warunek w, jesli jest praw-
dziwy (wartos¢ w jest rozna od zera), to wykonujemy instrukcje I i cykl zazynamy
od nowa. Konczymy wykonanie petli, gdy warunek jest niepradziwy (wartos¢ w jest
réwna zero).

Przyktad.
while (x<y)
{

X=x+2;
y=y+1;
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Znaczenie tej instrukcji opisuje reguta

PAw{I}P
P {while (w) I} PA~-w (8)

Formule P spelniajaca przestanki tej reguly nazywamy niezmiennikiem petli. In-
strukcja ta powoduje, ze instrukcja I jest wykonywana dopéki warunek w jest spel-
niony. Zauwazmy, ze w regule (8) warunek P wystepuje zaréwno w warunku poczat-
kowym jak i koricowym (stad jego nazwa niezmiennik). Umiejetny wybor takiego
niezmiennika jest zazwyczaj najistotniejszym problemem przy dowodzeniu czescio-
wej poprawnosci programow.

Przyktad. Pokazemy, ze po wykonaniu ponizszego fragmentu programu zmienna
iloczyn ma wartoé¢ m * n. Wszystkie zmienne sg typu catkowitego.

if (n<0) a=-n;

else a=n;
k=0;
x=0;
while (k<a)
{
X=m+x;
k=k+1;
}

if (n<0) iloczyn=-x;
else iloczyn=x;

Mamy
T {if (n<0) a=-n; else a=n; } (a == |n|)
oraz
(a ==|n|) {k=0; x=0; } (k==0Az==0A (a == |n|)).
Prawdziwa jest nastepujaca formuta
(k==0ANz==0A(a==|n|) = (k<aAxz==kxm)
Ponadto dla formulty @ = (k < a Az == k *m) mamy
QA (k <a) { z=m+x;k=k+1; } Q
Zatem @) jest niezmiennikiem petli i na mocy reguty (8) mamy
Q { while (k<a) { x=m+x;k=k+1 } } (=(k<a)AQ@).
Uzywajac reguly (3), otrzymujemy
Q { while (k<a) { x=mtx;k=k+1;} } (k==aAQ).
Ponadto mamy tez

(x==axmAa==|n|) {if (n<0) iloczyn=-x; else iloczyn=x; }
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(iloczyn == n *xm).
Laczac powyzsze formuly przy pomocy reguly (3), otrzymujemy teze.

Iteracja ograniczona (petla for)

Instrukcja iteracji ograniczonej ma postaé
for (wl ; w2 ; w3) I
gdzie wl w2 w3 sa wyrazeniami a I instrukcja:
1. wyrazenie wl jest obliczane raz na poczatku wykonywania calej instrukcji petli;

2. o ile warunek w2 jest prawdziwy, wykonujemy ‘kolejny obrot petli’ czyli in-
strukcje I ;

3. instrukcja w3 jest wykonywana po kazdym wykonaniu petli;

4. cykl ten powtarzamy dopoki, warunek w2 jest spelniony (tzn. warto$¢ wyraze-
nia w2 jest rozna od zera).

Zatem powyzsza instrukcja jest réwnowazna nastepujacej sekwencji instrukcj

wl;
while (w2)
{
I
w3;
}
Przyklad.
for (i=0 ; i<10 ; i=i+1)
{
X=X*1;
y=y+is
}

Instrukcje wejscia-wyjscia

Instrukcje wejécia-wyjécia stuza do komunikacji ze ’§wiatem zewnetrznym’. In-
strukcja

printf ("Wynik %d.",w);

wypisuje na ekran ciagg znakéw "Wynik "wartod¢ wyrazenia w i na koniec znak ".".
Instrukcja

scanf ("%d",&m) ;

wezytuje wartosé z klawiatury na zmienna m typu catkowitego.

Przyktady. Podajemy ponizej dwa proste przyktady programéw. Pierwszy nwd
oblicza najwiekszy wspoélny dzielnik a drugi srednia drednia arytmetyczna n liczb.

19



#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main()
{
int m,n,a,b;
printf ("Wpisz dwie liczby dodatnie:\n");
scanf ("%d %d",&m,&n) ;
a=m;
b=n;
while (m!=n)
if (m>n) m=m-n;
else n=n-m;
printf ("NWD(%d,%d)=%d\n",a,b,m);
return O;

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#tdefine ZAKRES 10

int main()

{
int al[ZAKRES],i,s;
float x;
for (i=0;i<ZAKRES;i=i+1)
scanf ("%d",&alil);
x=0;
for (i=0; i<ZAKRES; i=i+1)
x=x+a[i];
for (i=0; i<ZAKRES; i=i+1)
printf("%d ",alil);
printf ("\nSrednia: %.3f",x/ZAKRES) ;
return O;
b

3.7 Funkcje

Programy nawet w jezyku wysokiego poziomu, jesli nie sa podzielone na mniejsze
moduty, szybko staja sie nieczytelne. By temu zapobiec, mozna je dzieli¢ na mniejsze
moduty, ktére wykonuja poszczegélne fragmenty zadania i maja bardziej przejrzysta
forme. W jezyku C modularyzacji wiekszych programéw stuza funkcje. Rozwazmy
nastepujace zadanie.

Zadanie.

e Dane: tablica A liczb catkowitych.

o Wynik: Liczba wystapien liczby 1 po liczbie 0.

Dla tablicy A =[1,0,0,7,1,1,0,6,7,1,1] wynik powinien by¢ 2. Mozna to zada-

nie rozwiazac¢ tak:

20



#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define ZAKRES 15

int a[ZAKRES],s,n,i; //zmienne globalne

int main()

{
for (i=0; i<ZAKRES; i++) //wczytanie danych do tablicy
scanf ("%d ",&ali]);
n=s=0; //inicjalizacja zmiennych
while (n<ZAKRES) //petla glowna
{
while ((n<ZAKRES) && (al[n]!'=0)) //szakaj kolejnego O w tablicy a
n++;
if (aln]==0)
{
while ((n<ZAKRES) && (aln]!=1)) //szakaj kolejnego O w tablicy a
n=n+1;
if (a[n]==1) s++;
¥
+
printf ("\nLiczba kombinacji %d\n",s);
return O;
+

Po znaku // zapisane sa komentarze wyjasniajace, co robig poszczegdlne fragmenty
programu. Mozna jednak ten program zapisaé, uzywajac procedur tak:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define ZAKRES 15

int al[ZAKRES],s,n; //zmienne globalne

void dane (int a[]) //wczytanie danych

{
int 1i;
for (i=0; i<ZAKRES; i++)
scanf ("%d ",&alil);
}

void szukaj (int #j, int x)// szukaj w tablicy z wartosci x od miejsca j

{
while (((*j)<ZAKRES) && (al[*j]'=x))
(%) ++;

int main()
{

dane(a); //wczytanie danych
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n=s=0; //inicjalizacja zmiennych
while (n<ZAKRES) //petla glowna

{
szukaj(&n,0); //szakaj kolejnego O w tablicy a
if (aln]==0)
{
szukaj(&n,1); //szakaj kolejnej 1 w tablicy a
if (al[n]l==1) s++;
}
¥
printf ("\nLiczba kombinacji %d\n",s);
return O;

by

Majac taki program, mozna go teraz tatwo poprawi¢ by szukal réznych kombinacji
liczb na, przyktad 0,11 2,4.

#tinclude <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#tdefine ZAKRES 15

void dane (int a[]) //wczytanie danych

{
int i;
for (i=0; i<ZAKRES; i++)
scanf ("%d ",&alil);
+

void szukaj (int al], int *u, int x)
//szukaj w tablicy z wartosci x od miejsca *u
//tj. o wartosci znajdujacej sie pod adresem u
{
while (((*u)<ZAKRES) && (al*jl!=x))
(*u)++;

int kombinacja (int all, int k, int 1) // liczba wystapien 1 po k w tablicy a
{

int s,n; //deklaracja zmiennych

n=s=0; //inicjalizacja zmiennych
while (n<ZAKRES) //petla glowna
{
szukaj(a,&n,k); //szakaj kolejnego O w tablicy a
printf("n %d ",n);
if (alnl==k)
{
szukaj(a,&n,l); //szakaj kolejnej 1 w tablicy a
printf("n %d s %d",n,s);
if (aln]l==1) s++;

22



return s;
+
int main()
{
int a[ZAKRES]; //deklaracja zmiennych
dane(a); //wczytanie danych
// wypisanie wynikow
printf ("\nLiczba kombinacji O przed 1: %d\n",kombinacja(a,0,1));
printf ("\nLiczba kombinacji 2 przed 4: %d\n",kombinacja(a,2,4));
return O;
+

W ten sposoéb pierwszy program zostal podzielony na mniejsze moduty, ktére wy-
konuja jasno okreslone podzadania. A sam program gtéwny zostal zredukowany do
‘spisu tresci’.

Parametry i zmienne zwigzane z procedurami

Poniewaz funkcje moga zaleze¢ od parametréow réznego rodzaju i mozna w nich
deklarowac¢ dodatkowe zmienne, ktore istniejg tylko w czasie wykonywania tej funkeji,
w ponizszych tabelach zestawiamy i opisujemy te nowo napotkane ’obiekty’.

Zmienne w procedurach

Globalne Lokalne
(zmienne uzywane (zmienne zadeklarowane
w procedurze, ale w procedurze i istniejace
nie zadeklarowane w tej tylko podczas dziatania
procedurze i nie bedace tej procedury)
parametrami formalnymi)

Zmienne:

o Zmienne globalne sa zadeklarowane w nagléwku programu i istniejg w czasie
catego dziatania programu.

o Zmienne lokalne sa deklarowane po nagtéwku procedury i istnieja tylko w czasie
dziatania tej procedury.

e W ciele procedury dostepne sa zaréwno zmienne lokalne zadeklarowane w tej
procedurze jaki, i zmienne globalne. Wyjatek od tej reguty stanowi sytuacja, w
ktorej zmienna globalna ma ten sam identyfikator co zmienna lokalna. Wtedy

zmienna globalna nie jest dostepna w tej procedurze?.

2Takie zjawisko nazywa sie zastanianiem zmiennych
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Parametry procedur

Formalne Aktualne
wyliczone w nagléwku wyliczone przy kazdym
y g Yy przy Yy

procedury i uzywane wolaniu procedury)

w ciele procedury)

wotane przez wartosé wyrazenia typow
odpowiadajacych parametrom
formalnym
wotane przez zmienng adresy zmiennych typow
(adres, wskaznik) odpowiadajacych (adresom) parametrom
formalnym

Sg dwa? typy wolari parametréow. Parametr moze przekazywaé jakas wartogé do
funkcji lub jakas$ zmienna. Przekazanie zmiennej moze stuzy¢ miedzy innymi temu
by na tej zmiennej wykonaé jakies operacje, ktérych wynik bedzie widoczny po za-
koniczeniu wykonywania funkcji. W jezyku C by przekazaé¢ warto§¢ zmiennej (lub
wyrazenia) typow int, char, float po prostu wpisujemy odpowiednie wyrazenia
w miejsce parametréw formalnych funkcji. Natomiast jesli chcemy przekazaé¢ zmienna
do funkcji to musimy w rzeczywistosci przekaza¢ adres tej zmiennej. W przypadku
typ6w tablicowych dzieje sie to automatycznie, to znaczy przkazujac tablice jako pa-
rametr funkcja dostaje adres tablicy (doktadniej adres pierwszego elementu tablicy).
Jedli chcemy przekazaé do funkceji foo, na przyklad, zmienng m typu int, to przeka-
zujemy jej adres &m a odpowiedni parametr formalny funkcji foo musi wygladaé tak
int foo (... ,int *k, ...).

Parametry:

e Parametry formalne procedury to zmienne zadeklarowane w nagtéwku proce-
dury (w nawiasie, po identyfikatorze procedury).

o Parametry aktualne procedury to zmienne lub wyrazenia, ktére sa parametrami
przy wotaniach procedury.

e Parametry formalne wotane przez warto$é zachowuja sie w ciele procedury jak
zmienne lokalne z ta réznica, ze sa inicjalizowane przed rozpoczeciem wykony-
wania procedury przez wartos$ci parametréw aktualnych.

e Parametry formalne ‘wotane przez zmienng’to w istocie paramery wotane przez
warto$é, przy czym wartoscia przezazywang jest adres zmiennej. W ten spo-
sob funkcja ma dostep nie tylko do wartosci tej zmiennej, ale i do samego
obszaru pamieci, ktéry zajmuje ta zmienna. W tym przypadku zmiana war-
tosci zmiennej w czasie wykonywania funkeji bedzie widoczna po zakonczeniu
wykonywania funkcji.

Przyktad. Natepujacy program

3W rzeczywistosci jest wiecej niz dwa sposoby wolania parametrow, ale tylko dwa typy wotan
opisane powyzej beda dla nas istotne.
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define ZAKRES 15

int tab[ZAKRES],a,b,c;

int cos (int t[], int x, int *u)

{
int c;
c=x+(*u) ;
tab[0]=2x%c;
x=3%*C;
*u=4%*c;
printf ("Wartosci zmiennych: %d %d %d %d\n",t[0],x,*u,c);
}
int main()
{
a=5; b=17; c=100;
cos(tab,a,&b);
printf ("Wyniki: %d %d %d %d\n",tab[0],a,b,c);
return O;
b

wypisze na ekranie

Wartodci zmiennych: 44 66 88 22
Wyniki: 44 5 88 100

W procedurze cos, t jest parametrem typu tablicowego o wartosciach int, x
jest parametrem formalnym typu int, w jest parametrem formalnym typu adresu
zmiennej typu int, ¢ jest zmienng lokalna typu int. Zmienne int, a, b, b sa zmien-
nymi globalnymi, przy czym zmienna globalna c jest zastonieta w procedurze przez
zmienng lokalng o tej samej nazwie.

3.8 Procedury rekurencyjne

Procedury rekurencyjne to takie, ktére wotaja same siebie.
Jedna z najprostszych funkcji, ktéra wygodnie jest definiowaé¢ rekurencyjnie, jest
funkcja silnia. Mozna ja zdefiniowaé tak:

nl — 1 gdy n=20
' nx(n—1" gdyn>0

Te matematyczna definicje mozna tatwo przettumaczy¢ na funkcje w jezyku C:

int silnia(int n)
{
if (n==0) return 1;
else return n*silnia(n-1);
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Do administrowania obliczeniami programu uzywajacego funkcji uzywamy stosu od-
wotan. Stos* jest jedna z najprostszych dynamicznych struktury danych. Na stosie
mozna dokonywaé trzech operacji:

1. wlozy¢ element na wierzch stosu;
2. zdjac element z wierzchu stosu;
3. sprawdzié czy stos jest pusty.

Stos liter mozna sobie wyobrazaé tak:

Gl Ed e

Wazne jest, ze liczba elementéw na stosie jest w zasadzie nieograniczona, jego wiel-
kos$¢ moze sie zmieniaé¢ dynamicznie w trakcie wykonywania programu w zaleznosci
od biezacych potrzeb.

Sprobujmy teraz przeanalizowaé, jak jest wykonywana instrukcja silnia(5)
umieszczona w pewnym miejscu programu gléownego, ktore oznaczymy przez ®. By
obliczy¢ wartos¢ silnia(5), musimy przerwaé wykonywanie kolejnych instrukcji pro-
gramu, wykonaé procedure silnia z parametrem o wartosci 5 a nastepnie powrdcicé
do wykonywania programu w miejscu, w ktérym je przerwaliémy. By umozliwié¢ taki
powrdt, wkladamy na stos adres miejsca powrotu ® i aktualne wartosci zmiennych.
Teraz stos wyglada tak: 1

Rozpoczynajac wykonywanie ciata funkcji silnia, zmienna n ma warto$¢ 5. Zatem
n # 0 1 pozostaje do obliczenia wyrazenie n¥silnia(n-1) przy warto$ci zmiennej n
rownej 5. W tym celu nalezy obliczy¢ wartoé¢ wyrazenia n*silnia(n-1). Warto$¢ n
znamy, ale by obliczyé wartos¢ silnia(n-1) musimy ponownie wywola¢ procedure
silnia tym razem od parametru aktualnego n —1 =5 —1 = 4. Przed wywotaniem
silnia(n-1) trzeba zapamietaé, gdzie mamy wréci¢ z tego wotania i jakie wartosci
maja mieé¢ wtedy zmienne. Oznaczmy miejsce silnia(n-1) w ciele procedury silnia
jako @. Zatem w tym przypadku musimy zapamieta¢ adres miejsca powrotu @ i
warto$é zmiennej n réwng 5. Te dane wktadamy na stos, ktory wyglada teraz tak:

B, n=95

®, wart. zm.

4Stos na przyktad ksigzek ma to do siebie, ze mozna wktadaé¢ ksigzki na wierzch i z wierzchu je
zdejmowac, nie mozna natomiast wyjmowac ich ze $rodka, bez naruszania catej konstrukcji.
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Majac tak zabezpieczony powrdt rozpoczynamy obliczanie procedury silnia z war-
toscig poczatkows parametru n réwna 4. Poniewaz 4 # 0, znowu musimy wywolaé
procedure silnia, ale tym razem od parametru aktualnego n =4 — 1 = 3. Przed wy-
wolaniem silnia(n-1) znéw trzeba zapamietaé, gdzie mamy wréci¢ z tego wolania
i jakie wartosci majg mie¢ wtedy zmienne. Zatem wkladamy na stos adres miejsca
powrotu i wartoé¢ zmiennej n. Teraz stos wyglada tak:

P, n=4
B, n=95
®, wart. zm.

i rozpoczynamy obliczanie silnia(3). W ten sposéb dojdziemy w koricu do
sytuacji w ktorej stos wyglada tak:

B, n=1
P, n=2
B, n=3
@, n=4
P, n=25
®, wart. zm.

. 1 rozpoczynamy obliczanie silnia(0). W tym przypadku wartosé funkcji silnia
jest obliczana bezposrednio w ciele procedury bez potrzeby dalszych odwotari. Po
skoniczeniu obliczenia silnia(0) na wierzchu stosu znajduje sie informacja ’co dalej’.
Zdejmujemy zatem z wierzchu stosu dane @ i n = 1, tak ze stos wyglada teraz tak:

B, n=2
B, n=3
P, n=4
@, n=5
®, wart. am.

i kontynuujemy obliczenie w miejscu € z wartoscia n = 1, tzn. kontynuujemy oblicza-
nie wartosci funkcji silnia z wartodcia n = 1 i obliczana wlasnie wartoscia silnia(0)
réwng 1. Teraz wyliczamy, ze silnia(1l) ma wartosé¢ 1 i koiiczymy wykonywanie
tego wotania funkcji silnia i ponownie wracamy do obliczania w miejscu i z warto-
$cig zmiennych, ktore sa zapamietane teraz na wierzchu stosu. Zdejmujemy zatem
z wierzchu stosu dane @ i n = 2 i kontynuujemy obliczenie funkcji silnia az do mo-
mentu gdy zakoniczymy obliczanie wartosgci silnia(5) rownej 120. W tym momencie
stos wyglada tak:
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Oproézniamy teraz stos, wracamy do miejsca ® i warto$ci zmiennych sprzed wota-
nia silnia(b) oraz wartodciag silnia(5) réwna 120 i kontynuujemy wykonywanie
programu.

Mozemy drzewo odwotan dla wotania silnia(5) przedstawiaé tak:
silnia(5)
silnia(4)

silnia(3)

silnia(2)

silnia(1)

silnia(0)

tzn. silnia(5) wota silnia(4) az do silnia(0), a ta ostatnia jest wyliczania bez
zadnych dodatkowych wotari.

Zla rekurencja. Rekurencyjne procedury sa zwykle bardziej czytelne i tatwiej-
sze do zaprogramowania. Poniewaz jednak ich implementacja uzywa stosu, zwykle
uzywaja wickszej pamieci i sa nieco wolniejsze od procedur nierekurencyjnych, o ile
takie istnieja. Na przykltad funkcje silnia mozna obliczyé iteracyjnie:

int silnial(int n)

{
int s,i;
s=1;
for (i= 1; i<=n; i++)
S=s%i;
return s;
}

Tak zapisana funkcja jest nieco mniej czytelna, ale obliczenia przy jej uzyciu be-
dzie nieco efektywniejsze. Natomiast w przypadku obliczania ciagu Fibbonacciego
zdefiniowanego nastepujaco:

0 gdy n=20
In=91 gdy n=1
Jn—2+ fa1 gdyn>1

réznica szybko robi sie o wiele istotniejsza. Jesli zapiszemy te funkcje rekurencyjnie:

int Fibb(int n)
{
if (n==0) return 0;
else if (n==1) return 1;
else return Fibb(n-2)+Fibb(n-1);
}

to wyglada ona elegancko, ale jest bardzo nieefektywna, gdyz wiele wartosci bedzie
wyliczata wielokrotnie. Drzewo odwotari dla wotania Fibb(5) bedzie wygladato tak:
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Fibb(5)

/\

Fibb(3) Fibb(4)
Fibb(1) Fibb(2) Fibb(2) Fibb(3)

7N\ 7\ 7N\

Fibb(0) Fibb(1) Fibb(0) Fibb(1) Fibb(1) Fibb(2)

/)

Fibb(0) Fibb(1)

A zatem Fibb(3) bedzie wywolany dwa razy, Fibb(2) i Fibb(0) bedzie wywolany
trzy razy, a Fibb(1) bedzie wywotany pie¢ razy! Taka procedura nie tylko pochlania
wiecej pamieci, ale i wielokrotnie wiecej czasu od procedury iteracyjne;j:

int Fibbl(int n)

{
int x,y,1;
if (n<2) return n;
else {
x=1;
y=0;
for (i=1; i<n; i++)
{
X=X+y;
Yy=x-y;
}
return x;
}
}

Zauwazmy, ze niezmiennikiem petli for w procedurze Fibbl jest formuta
= fix1 A y=fi. A stad tatwo zauwazy¢, ze funkcja Fibbl tez oblicza wartosci
ciggu Fibbonacciego.

Zatem jedli jest proste rozwiazanie iteracyjne, to lepiej unika¢ rekurencji.

3.9 Poprawno$¢ programoéw

Jak sie przekonaé, ze napisany przez nas program jest poprawny, tzn. dla poprawnych
danych wejsciowych daje poprawne wyniki? Testowanie jest pewna wskazéwka ale
trudno przetestowaé program dla wszystkich danych wejéciowych. Potrzebny jest
dowadd poprawnosci.

Méwimy, ze program jest poprawny, jesli daje poprawne wyniki dla wszystkich
mozliwych danych wejsciowych. Dowody poprawnosci zwykle sktadaja sie z dwéch
czedcl: dowodu czeSciowej poprawnodci i wtasnosci stopu.

o Warunek poczgtkowy okredla wtasnosci, jakie musza speiniaé¢ poprawne dane
wejsciowe.

o Warunek kornicowy okresla wlasnosci, jakie musza speliaé poprawne dane wyj-
Sciowe, wyniki.
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e Program lub fragment programu S jest czesciowo poprawny ze wzgledu na wa-
runek poczgtkowy p 1 warunek koncowy q, jesli o ile dane wejéciowe spetniaja
warunek p i program sie zatrzyma, to dane wyjsciowe spelniajg warunek gq.
Notacja: p{S}q.

e Program lub fragment programu S jest poprawny ze wzgledu na warunek po-
czgtkowy p 1 warunek koncowy q, jedli o ile dane wejsciowe spelniaja warunek
p, to program sie zatrzyma i dane wyjsciowe spetniaja warunek gq.

Przyktad 1.
Pokazemy, ze fragment programu S1

silnia=1;

k=1;

while (k<n) {
k=k+1;
silnia=silniax*k;

¥

jest poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy p = (n > 0) i warunek koncowy
q = (silnia == n!), przy zalozeniu, ze zmienne silnia,k,n s3 typu int.

Zauwazmy, ze jesli p jest spelniony przed rozpoczeciem wykonywania S1, to r =
(silnia == Ek!) A (k < n) jest spelniony po wykonaniu pierwszych dwoch instrukeji z
S1.

Pokazemy, ze formuta r jest niezmiennikiem petli while. Oznaczmy przez S
instrukcje {k==k+1;silnia==silniaxk;}.

Zalozmy, ze warunki r i (k < n) sa spelniane. Oznaczmy przez silniay oraz ko
wartosci zmiennych silnia i k przed wykonaniem S a przez silniay i k1 wartosci tych
zmiennych po wykonaniu S. Pierwsza instrukcja z S zwicksza warto$é¢ k o jeden, a
stad k1 = ko + 1. Poniewaz kg < n to k1 = kg + 1 < n. Druga instrukcja z S mnozy
warto§¢ zmiennej silnia przez (nowa) wartosé¢ k. Zatem

silm’al = silm’ao * k)l = k)o! * (k}o + 1) = (k() + 1)' = kl!

Czyli pokazalismy, ze
r A (k<n){S}r

i z reguly (8) otrzymujemy, ze
r{while (k <n) S}(k>n)Ar

Zatem po wyjsciu z petli while (o ile to nastapi) mamy, ze k = n A silnia = k!
Stad ¢. Pokazalismy, ze p{S1}q, tzn. ze S1 jest czesciowo poprawny ze wzgledu na
warunek poczatkowy p i warunek koricowy gq.

Ponadto petla while zatrzyma sie po n — 1 przejsciach z wartoscig k = n, gdyz
przed wejsciem do petli £ = 1 oraz kazde wykonanie petli zwicksza wartosé zmienne;j
k o 1. Zatem S1 jest poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy p i warunek
konicowy q.

Przyktad 2. Pokazemy, ze fragment programu S2
Z=X;

y=1;
m=n;
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while (m>0)

{
if ((m % 2)==1) y=zx*y;
m=m /2;
Z=Z*Z
}
jest poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy p = (n > 0) i warunek koricowy
q = (y == "), przy zalozeniu, ze zmienne m, n, x, y, 2z s3 typu int.
Niezmiennikiem petli jest formuta @Q = (2™ == y* 2" Am > 0). Jesli oznaczymy

przez z1, y1, m1, wartodci zmiennych z, y, m przed wykonaniem jednego obrotu petli
a przez 23, Y2, Ma, wartosci tych zmiennych po wykonaniu jednego obrotu petli, to
mamy:
e jeslimy =2« k to ys = y; oraz
" =y k2™ =y * (21 * zl)k = yo x 222
o jeslimy =2xk+1toys =y * 21 oraz

" =y x 2™ = (y1 * 21) * (21 % zl)k = g * 29”2,

Oczywiscie, przed wejsciem do petli niezmiennik jest spelniony. Po wyjsciu z petli
m = 01wtedy 2" =y * 2" =y 1 =y. Stad p{S2}q.

Poniewaz kazdy obrét petli zmniejsza wartosé dodatniag m o co najmniej 1, petla
bedzie wykonana co najwyzej n razy. Zatem S2 sie zatrzyma dla dowolnego n > 0.
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4 Podstawowe metody programowania

4.1 Metoda powrotéw (proéb i bledow)

Problem ustawienia n hetmanow.

e Dane: liczba naturalna n.

o Wynik: ustawienie n hetmanéw na szachownicy n x n tak by zadne dwa het-
many sie¢ nie szachowaty.

Zastanowmy sie jak taki problem mozna rozwigza¢ w miare efektywnie dla n = 8.

Pomyst 1 Przejrze¢ wszystkie ustawienia hetmanéw na szachownicy i sprawdzaé
czy sa poprawnie ustawione.

Ustawien jest ( 684

) ~ 4-10%. To jest za duzo!

Pomyst 2 Pomyst pierwszy mozna tatwo poprawié¢ ograniczajac nieco przestrzen
ktora mamy przeszukiwaé. W kazdym wierszu moze stac tylko jeden hetman. Wektor
(i1,...,18) dla 1 < iq,...,ig < 8 reprezentuje ustawienie hetmanéw na polach o
wspotrzednych ((1,41), ..., (8,is)). Takich wektoréw jest 8% ~ 107. Duzo!

// programl
for (il=1; i<= 8; i=i+1)
for (i2=1; i<= 8; i=i+1)
for (i8=1; i<=8; i=i+1)
sprawdz czy (il,...,i8) reprezentuje poprawne ustawienie

Pomyst 3 Nietrudno zauwazy¢, ze mozemy i te przestrzen ograniczy¢. W kazdym
wierszu i kazdej kolumnie moze staé¢ tylko jeden hetman. Wystarczy zatem przejrzeé
wektory (i1, .. .,4s) bedace permutacjami zbioru {1,...,8}. Permutacji jest 8! ~ 10%.
Sporo!

program2
proba=pierwsza permutacja;
while (proba nie jest ostatnig permutacjg
oraz nie jest rozwigzaniem)
proba=nastepna_permutacja(proba);

Pomyst 4 (Metoda powrotéw) Rozszerzamy czesciowe poprawne rozwiazanie az do
uzyskania pelnego poprawnego rozwiazania. Jesli sie nie da rozszerzy¢ czesciowego
rozwigzania to wracamy i poprawiamy cze$ciowe rozwigzanie w pierwszym mozliwym
miejscu.

Przyktad n = 8.
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Na tej szachownicy hetmany zostaly ustawione w kolejnych wierszach w pierwsze
pole od lewej strony ktore nie jest szachowane przez poprzednio ustawione hetmany.
W széstym wierszu wszystkie pola sg szachowane, zatem musimy piatym wierszu
przestawi¢ hetmana na nastepne nieszachowane pole w tym wierszu (6sme zaznaczone
%) 1 probowadé dalej...

Szkic procedury realizujacej taki algorytm. (Konkretne algorytmy z powrotami,
w tym ten rozwiazujacy nasz problem, sa 'ukonkretnieniem’ tego schematu.)

void probuj;

{
zapoczatkuj wybieranie kandydatdw;
while (proba nieudana) and (sa jeszcze kandydaci)
{
wybierz nastepnego kandydata;
if (kandydat jest dopuszczalny)
{
dopisz kandydata do czgSciowego rozwigzania;
if (rozwiazanie niepeine)
{
probuj wykonal nastepny krok (rekursja);
if (proba nieudana)
usun kandydata z czeSciowego rozwiazania
}
}
¥
+

Zeby napisaé szczegolowo procedure musimy najpierw zastanowi¢ sie nad reprezen-
tacja danych odpowiednig do naszych potrzeb. Powinniémy mieé¢ tablice het n liczb
calkowitych reprezentujaca obecnie rozwazane czesciowe rozwiazanie, tzn

het[i] = =1 gdy w i-tym wierszu nie ma hetmana,

het[i] = 7 > 0 gdy i-tym wierszu na j-tym miejscu stoi hetman.

Ponadto musimy pamietaé¢ kolumny oraz lewe /' i prawe \, ’skosy’, na ktérych
juz stoi hetman. Bedziemy te informacje pamieta¢ w tablicach boolowskich kol,
lewy, prawy, tak, ze

kol[i] = 1 i-ta kolumna jest wolna
-] 0 wi-tej kolumnie stoi hetman

lewyli] = 1 gdy skos o sumie wspétrzednych ¢ jest wolny
M= 0 gdy na skosie o sumie wspoétrzednych i stoi hetman

rawyli] = 1 gdy skos o réznicy wspétrzednych ¢ jest wolny
prawyimi =1 o gdy na skosie o réznicy wspoétrzednych ¢ stoi hetman

Oprocz tablic potrzebujemy jeszcze zmiennej OK ktora bedzie pamietata czy juz zna-
lezlismy rozwiazanie czy nie, tzn.

OK — 1 gdy znalezlidmy juz rozwiazanie
] 0 w przeciwnym przypadku.

Zatem deklaracja istotnych zmiennych powinna wygladac¢ tak:
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#define N 8;
int het[N], kol[N], lewy[2#N-2], prawy[2#N-2], OK;

a funkcja tak:

void probuj(int i, int *q) // kolejna probowana pozycja
{
int k=-1;
while ((!'(*q)) && (k<N-1))
{
k=k+1;
if (kollk] && lewyl[k+i] && prawy[k-i+N-11)
{
het[i]=k;
kol[k]l=lewy[k+i]=prawy[k-i+N-1]=0;
if (i<N-1)
{
probuj(i+1l,q);
if (1 (*q))
{
het[i]=-1;
kol [k]=lewy [k+i] =prawy [k-i+N-1]=1;

else (xq)=1;

}
a funkcja main

int main()
{
int i,0K;
for (i=0; i<N; i=i+1){
het[i]=-1;
kol[i]=1;
+
for (i=0; i<(2#N)-1; i=i+1)
lewy[il=prawy[i]=1;
0K=0;
probuj (0,&0K) ;
if (0K==1) wypisz(het);
else printf("Nie ma rozwiazan!");
return O;

Procedura wypisz powinna wypisywaé rozwigzanie, na ekran lub do pliku, liczbowo
lub graficznie, na przyktad tak:

void wypisz (int h[])
{
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int 1i;
for (i=0; i<N;i++)
printf ("%d %d\n",i,h[i]);

Jedli bysmy chcieli wypisaé nie jedno a wszystkie rozwigzania to mozna to zrobié
jeszcze prosciej modyfikujac procedure probuj tak:

void probujl(int i)

{
int k;
for (k=0; k<N; k++)
{
if (kol[k] && lewy[k+i] && prawy[k-i+N-1])
{
het[i]=k;
kol[k]l=lewy[k+i]=prawy[k-i+N-1]=0;
if (i<N-1) probujl(i+1);
else {wypisz(het); no++;3
het[i]=-1;
kol [k]=lewy [k+i] =prawy[k-i+N-1]=1;
}
}
}
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4.2 Metoda ’dziel i rzadz’

Metoda ’dziel i rzadz’ polega na rozwiazaniu wiekszego problemu poprzez podzie-
lenie go na mniejsze podproblemy dla ktérych znajdujemy rozwiazanie a nastepnie
za ich pomoca znajdujemy rozwigzanie catego problemu. Metode te zilustrujemy
prezentujac algorytm sortowania przez scalanie.

Problem sortowania.

e Dane wejsciowe: liczba naturalna n i ciag liczb ay, a9, ..., ay.
e Wynik: permutacja a},db, ..., a), ciagu aj,as,...,a, taka, ze ) <ah <... <
!/
a

n-

Zanim zaprezentujemy algorytm sortowania przez scalanie najpierw rozwazmy
problem scalania dwoch ciagdw:
Problem scalania.

e Dane wejsciowe: dwa niemalejace ciagi liczb a1, as,...,ay, b1, b2, ..., by.

e Wynik: permutacja ci,c, ..., Chtm ClagU ay,a2,...,an,b1,ba,..., by, taka, ze
c1<c2< ... < Chpm-

Procedure scalania mozna opisaé tak.

1. poréwnujemy najmniejsze elementy dwoch ciaggéw, mniejszy z nich wpisujemy
do ciagu wynikowego i usuwamy z ciagu scalanego,

2. powtarzamy 1. az jeden z ciagéw scalanych bedzie pusty,
3. dopisujemy pozostate elementy na koniec ciagu wynikowego.
Na przyktad dla ciagéw scalanych
a1,09,...,0n, b1,b2,...,bm
jesli mamy
a; <by ax £by ax£by az<b3...
to wynikowy ciag scalony wyglada tak:

al,bl,bg,ag e

Zauwazmy, ze scalanie wymaga co najwyzej n +m — 1 poréwnan.

Teraz, przy definicji typu tablica=array[l..n] of integer, mozemy tak na-
pisaé procedure sortujaca przez scalanie.

void sort(int all, int b[], int min, int max)

{
int m;
if (min<max){

m=(min+max) / 2;
sort(a,b,min,m);
sort(a,b,m+1,max) ;
merge(a,b,min,m,max) ;
}

b
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By posortowaé tablice T' typu tablica nalezy wywotaé sortowanie(T,0,n-1).
Natomiast sama procedura scalajaca wyglada tak:

void merge(int al], int b[], int min, int m, int max)
{
int 1i,j,k,1,p;
i=min; j=m+1l; k=min;
while ((i<= m) &% (j<= max)) {
if (alil<= aljl) { blkl=alil; i=i+1;}
else {blkl=aljl; j=j+1; }
k=k+1;
b
if (i<=m) {1=i; p=m-i;}
else {1=j; p=max-j;}
for (i=0; i<=p; i++)
blk+i]=al[1+i];
for (i=min; i<= max; i++) al[il=b[i];

Majac powyzszy przyktad przed oczami podsumujmy zasadnicze kroki metody
"dziel i rzad7’:

1. dziel problem na mniejsze podproblemy;

2. rozwigz podproblemy rekurencyjnie; jesli sg one dostatecznie malte to rozwiaz
je bezposrednio;

3. potgcz rozwigzania podprobleméw w rozwigzanie calego problemu.

Policzymy teraz ztozonosé algorytmu sortowania przez scalanie. Niech T'(n) ozna-
cza maksymalng liczbe poréwnan elementéw tablicy A przy wykonywaniu procedury
sortowanie dla tablicy o rozmiarze n. (Dla uproszczenia zaktadamy, ze n = 2*.)

0 dyn=1
T("):{ 2.T(n/2) + (n — 1) §d§n>1

Notacja O(f(n)), Q(f(n)) i ©(f(n)) . Niech f : N — N funkcja. Przypomnijmy,
ze funkcja g : N — N jest (klasy) O(f(n)) jesli istnieja stale a,b € R takie, ze dla
n>a, g(n) <b- f(n). Jesli funkcja 'g(n) € O(f(n)) moéwimy czesto, ze g(n) jest
O(f(n)) i piszemy: g(n) = O(f(n)).

Mowimy, ze funkcja g : N — N jest (klasy) Q(f(n)) jesli istnieja stale a,b € R
takie, ze dlan > a, b- f(n) < g(n). Podobnie jesli funkcja ’g(n) € Q(f(n))’ moéwimy
czesto, ze g(n) jest Q(f(n)) i piszemy: g(n) = Q(f(n)).

Mowimy, ze funkcja g : N — N jest (klasy) ©(f(n)) jesli g jest klasy O(f(n)) i
Q(f(n).

Mamy

Fakt 4.1 Niech a,b, c bedqg liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Rozwigzaniem réwna-
nia rekurencyjnego

b gdyn =1
T(n)—{ a-T(nfe)+b-n gdyn>1
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dla n postaci ¢, (gdzie k € N) jest funkcja
O(n) gdy a < c

T(n) =< O(nlon) gdya=c
O(n'°&*)  gdy a > c

Zauwazmy, ze jedli zinterpretujemy liczby a, b, ¢ jako

=

1. = - rozmiar jednego podproblemu;

[

2. a - liczba podprobleméw;

3. b-n - czas budowania rozwigzania problemu rozmiaru n z rozwiazan podpro-

blemoéw;

to powyzszy Fakt mozna uzyé¢ do obliczania ztozonosdci wielu algorytméw zbudo-
wanych metoda ’dziel i rzadz’, takze algorytmu sortowania przez scalanie. W tym
przypadku a = b = ¢ = 2 a zatem T'(n) = O(n - In(n)). Pdzniej pokazemy tez, ze

T(n) =0(n-In(n)).

Dowod Faktu 4.1:
Niech r = 2, n = ¢™. Wtedy

c?

T(n)=n-b- Z 7t gdzie (m =log.n).

Rownosé (9) udowodnimy przez indukcje po m.
Dla m = 0, mamy n = ¢ = 1 oraz

Czyli (9) zachodzi dla m = 0.

Zalozmy teraz, ze (9) zachodzi dla n = ¢™. Wtedy uzywajac definicji rekuren-

cyjnej T' i zatozenia indukcyjnego mamy

def T

T(c™ ) a-T(™) +b-cmt!

m
:a-n'b-ZTi-i-bme:
=0

m
a .

:*-Cm+1'b-§ :rz+b.cm+1:
¢ =0
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Zatozmy, ze a < c. Wtedy szereg > 2% 7 jest zbiezny i jego suma jest réwna
flr. Zatem

Jezeli a = c to r’ = 1 dla dowolnego i € N. Wtedy dla n = ¢™, mamy Y7 7t =
log,.n oraz
T(n)=b-n-log.n=0(nlnn).

Niech a > ¢. Mamy m = log,.n oraz

log,. n 1+log,. n

) r e 1
(n) n ;} r n p—
= b @\ 1+log,.n o
- n) =

b qltlog.n
:ai.b,(alogcn_ﬂ):
c-(r—1) a
= const - (nlOgCa — ﬂ) — O(nlogca)

a

gdzie const jest staly a przedostatnia rownos¢ wynika z rownosci al°8c" = nlogca,
Poniewaz a > c to log.a > 1.
Q.E.D.

4.3 Sortowanie przy pomocy poréwnan

W poprzednim podrozdziale pokazaliémy, ze mozna skonstruowac¢ algorytm, ktéry
sortuje tablice n liczb w czasie O(nlnn), poprzez wskazanie konkretnego algorytmu
ktory ma te whasnosé (’sortowanie przez scalanie’). Czy mozna zrobié¢ to szybciej?
OdpowiedZ moze zaleze¢ od réznych szczegotow. Na przyktad, jezeli zalozymy, ze
w tablicy sortowanej jest stosunkowo niewiele réznych wartosci np. co najwyzej 2
lub 3 lub 4 to mozna posortowaé taka tablice w czasie O(n). Z drugiej strony jesli
chcemy pokazaé, ze nie ma zadnego algorytmy, ktéry sortuje w czasie mniejszym niz
O(nlnn), to musimy dowies¢ wiecej (niz tylko wskaza¢ algorytm i pokazac, ze ma
zadane wtasnosci), musimy pokaza¢ ze 'kazdy algorytm robi 'cos innego’ (albo nie
sortuje albo nie tak szybko jak bysmy chcieli). By pokaza¢, ze nie ma programu
sortujacego szybciej niz O(nlnn) zalozymy, ze sortowanie odbywa sie metoda po-
réwnai, tzn. poréwnujemy elementy tablicy miedzy soba i w zaleznosci od wyniku
poréwnania co$ przestawiamy lub nie.

Do abstrakcyjnej analizy algorytméw sortujacych przy pomocy poréwnar uzy-
jemy drzewa decyzyjnego. Wierzchotki wewnetrzne drzewa sg etykietowane decyzjami
do podjecia. Podczas obliczenia, w zaleznodci od ich wyniku przesuwamy sie w lewo
lub prawo. Liscie drzewa sg etykietowane poprawnymi rozwigzaniami. Drzewo de-
cyzyjne dla sortowania trzech elementéw ap, ag, a3 moze wygladaé tak:
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as < as agz < az
N RN
a1 < az <as a1 < as a3z < az < ai a1 < as
T, NN T, NN
a] < az < ag az < ay < ag as < ay < as as < ay < as

Jedno obliczenie w takim drzewie odpowiada jednej galezi drzewa. W lisciach drzewa
znajduja sie wszystkie mozliwe odpowiedzi, tzn. permutacje zbioru {aj,as,as}
(kazda co najmniej raz). Zatem wysokos¢ drzewa - to pesymistyczna ztozonosé algo-
rytmu. Mamy

Lemat 4.2 Drzewo decyzyjne dla dowolnego algorytmu sortujgcego n elementéw
przy pomocy poréwnarn ma wysokosé Q(nlnn).

Dowdd: Niech H(n) bedzie wysokosécig drzewa decyzyjnego dla pewnego algo-
rytmu sortujacego przy pomocy poréwnan. Takie drzewo ma co najmniej n! lidci.
Poniewaz pelne drzewo binarne o wysokosci h ma 2" lisci to dowolne drzewo o wy-
sokosci h ma co najwyzej 2" lisci. Stad

n! < 2H(®)

logy(n!) < H(n).

Poniewaz n! > (§)" to
H(n) > logy(n!) > logQ(%)" =n-loggn —n-logd =Q(n-lnn).
Q.ED.

Whniosek 4.3 Kazdy algorytm sortujgcq tablice n elementéw przy pomocy poréwnafi
ma pesymistyczng ztozonosé czasowg Q(nlnn).
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4.4 Programowanie dynamiczne

Programowanie dynamiczne (Pd) stosuje sie do problemoéw optymalizacyjnych, w
ktérych musimy dokonywag serii wyboréw w celu znalezienia optymalnego rozwigza-
nia. Dokonujgc wyboréw, czesto musimy si¢ wielokrotnie odwotywaé do rozwigzania
tego samego podproblemu. Jedli wszystkich podprobleméw nie jest 'zbyt duzo’ to
Pd jest metodg efektywna. Algorytm Pd rozwigzuje problem tylko raz i zapamietuje
rozwiazanie do ponownego wykorzystania.

Konstrukcja algorytmu:
1. Charakteryzacja struktury optymalnego rozwiazania.
2. Rekurencyjna definicja optymalnego rozwiazania (top-down).

3. Obliczenie kosztu i sposobu konstrukeji optymalnego rozwigzania metods 'od
dotu do gory’ (bottom-up).

4. Konstrukcja optymalnego rozwiazania przy uzyciu informacji obliczonej w

punkcie 3.
Niech @ =< aqy,...,am >, b=< bi,...,bp > 17 =< z1,...,2; > beda ciggami.
Wtedy

1. Z jest podciggiem ciggu @, jezeli istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych <
i1,...,4 > taki, ze Zj = Ty dlaj=1,... k.
2. Z jest wspdlnym podciggiem ciagoéw a i Ejeéli jest podciagiem a i b.

-,

3. NWP(d,b) oznacza zbior najdiuzszych wspolnych podciagéow ciagow a i b.

Przyklad.
@=<A,B,C,B,D,A,B>b=<B,B,D,C,B,A A>
7=<B,D,A >, 2 =< D, C>.
Wtedy 7 jest podciggiem a i baz jest podciagiem b ale nie 4.
Problem znajdowania najdtuzszego wspélnego podciggu.
e Dane wejéciowe: dwa ciggi @ i b.

-,

o Wynik: € NWP(d,b)

Charakteryzacja najdluzszego wspolnego podciggu.

Ciag dlugosci n ma 2" podciagéw. Zatem sprawdzenie wszystkich podciagoéw
jest kosztowne. Ale problem NW P ma wlasnosé optymalnej podstruktury.

Niech @ =< a1, ..., ay > bedzie ciagiem, i < n. i-tym prefiksem ciagu @ nazy-
wamy ciag d; =< ai,..., 0 >.
Przyktad.

a=<A,B,C,B,D,A,B>, d,=<A,B,C,B>, g =10

Mamy
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Fakt 4.4 Niech @ =< a1,...,am > 14 b =< bi,...,b, > bedq ciggami oraz Z =<
21y 2k >€ NWP(a,b) . Wtedy

1. Jezeli ap, = by, to 2k = am, = by, oraz 21 € NWP(dp,—1, En,l).
2. Jezeli ay, # by oraz zx # am to 2 € NWP(dpy—1, 5)

3. Jezeli ay, # by, oraz zi, # by, to 2 € NW P(a, gn_l),

Dowdd: Ad 1. Zalozmy, ze a,, = by. Jezeli zp # ay, to ciag < 21,..., 2k, Gy >
jest wspolnym podciagiem @ i b. Zatem 7 ¢ NWP(a, 5) a to jest sprzeczne z zatoze-
niem. Stad zp = a,,. Podobnie mozna pokazaé, ze z; = by,.

Pokazemy, ze Zx,_1 € NW P(ly-1, I;n,l). Oczywiscie 21 jest podciagiem @y, 1
i gn_l. Przypusémy, ze istnieje dhuzszy wspolny podciag W =< wy,...,wg > cig-
gOW pp—1 1 b1 Wtedy ciag < wi,...,wg, Ty > jest wspoélnym podciagiem @ i b
dtuzszym od Z. 1 znowu mamy sprzecznosc.

Ad 2. Jesli z # am to Z jest podciggiem dp,—1. Jesli by istnial diuzszy podciag
Gm_110b to byltby on tez podciagiem a i b. A to jest sprzeczne z zatozeniem.

Ad 3. Ten przypadek jest podobny do 2.
Q.E.D.

Whniosek 4.5 Najdtuzszy wspdlny podciqg dwdch ciggéw zawiera najdiuzsze wspdlne
podciqgi prefikséw tych ciggow.

Rekurencyjna definicja rozwiazania.

7 podanego faktu wynika, ze znalezienie Z € NW P(Z, ) sprowadza sie do zna-
lezienia
Z e NWP(am_l, bn—l) gdy am = by,

oraz dwoéch podprobleméw znalezienia
7€ NWP(@m_1,b), 7€ NWP(@ by_1) gdy am # bn

Ten ktory jest diuzszy nalezy do NW P(a, 5)
Niech ¢(i, j) =dtugosé najdtuzszego wspolnego podciagu ciagow Z; i yj. Wtedy

0 gdy ¢ =0 lub j =0,
C(Z,]): C(i—l,j—1)+1 gdy ai:bj7
max(c(z—l,]),c(z,]—l)) gdy az#b]

Te definicje mozna tatwo przettumaczy¢ na funkcje rekurencyjnie obliczajaca c ale
ztozonosé jej bedzie wyktadnicza.

Obliczanie kosztu i sposobu konstrukcji optymalnego rozwigzania.

Mozemy napisa¢ funkcje, ktora oblicza koszt rozwigzania optymalnego ’od dotu
do gory’. To znaczy liczy dtugoé¢ najdtuzszego wspolnego podciagu prefikséw cia-
géw a i b od najkrotszych az do calych ciggow a i b. By po takim obliczeniu méc
odtworzy¢ najdtuzszy wspolny podciag, przy okazji liczenia c(i, ) dla 4,7 > 0 mu-
simy zapamietaé¢ z ktorej klauzuli definicji funkeji ¢ korzystalismy i jezeli z trzeciej
to ktora z wartosci ¢(i — 1, 7), c¢(i,j — 1) byla wieksza.

Innymi stowy funkcja ta rozwigzuje nastepujacy problem:

e Dane wejsciowe: dwa ciagi @ i b.
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e Wynik: dwie tablice; ¢ jak wyzej i d taka, ze d(i,j) ="wskazdéwka’ jak obliczac
optymalne rozwiazanie dla @; i b;.

Tablice d i ¢ (zwlaszcza d) beda nam pomocne do znalezienia rozwigzania.

void nwp (char al[l, char b[],int c[MAX][MAX], char d[MAX] [MAX])
{
int la, 1b, i, j;
la=strlen(a);
lb=strlen(b);
for (i=0; i<la; i++)
c[i1[0]1=0;
for (i=0; i<1b; i++)
c[0] [i]1=0;
for (i=0; i<=la; i++)
for (j=0; j<=lb; j++)
{
if (alil==b[j1){
c[i+1] [j+1]1=c[i]l [j1+1;
dli+1]1[j+1]="d’;} //skracamy oba ciagi
else if (c[i][j+11>=c[i+1]1[j1){
c[i+11[j+1]=c[i] [j+1];
d[i+1]1[j+1]=’u’;} // skracamy pierwszy ciag
else {
c[i+1]1 [j+1]=c[i+1]1[j];
d[i+1][j+11="1’;} // skracamy drugi ciag

by

Przyktad. Ponizsza tablica opisuje wartosci tablic d i ¢ obliczone dla ciagéw & =<
A,B,C,B,D,A,B>iy=<B,D,C,A,B,A> (m="7,n=6).

j—=1 0 1 2 3 4 5 6
i y—| B | D | C| A| B | A
02l | O 0 0 0 0 0 0
1 A 0 |u,0|u0|u0|d1|1l1]|d1
2 | B 0 |d,1|0L,1 |01 |ul|d2]|1,2
3| C 0 |u1|ul|d2]|1,2]|u,2|u,?2
4 | B 0 |d1|u1l|u,2|u2|d3]|13
5| D 0 |u1l|d2|u2]|u,2|ud|us3
6 | A 0 |u1|u2|u2|d3]|u,3|d4
7| B 0 |d,1|u,2|u?2|ud|d4]|ud

W prawym dolnym rogu mamy ¢[7,6] = 4. Zatem najdtuzszy wspolny podciag &
i 4 ma dlugoscé 4. Z tego rogu podrozujac w gore gdy bli, j] =" v/, w lewo gdy b[i, j] =
I', oraz po skosie b[i, j] =" d’, ‘zbieramy’ kolejne elementy najdtuzszego wspolnego
podciagu Z i . W ten sposob znajdujemy, ze < B,C, B, A > NW P(Z, ).
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Konstrukcja optymalnego rozwiazania.
Majac tablice b mozemy teraz wypisa¢ ciag 2 € NW P(Z, ).
void nwp_druk (char al[], char b[],char d[MAX][MAX], int i, int j)
{
if ((i'=-1) && (j!=-1))
{
if (d[i+1][j+1]=="d?) {
nwp_druk(a,b,d,i-1,j-1);
printf ("%c",alil);
}
else if (d[i+1][j+1]=="u’)
nwp_druk(a,b,d,i-1,3);
else nwp_druk(a,b,d,i,j-1);

by

Teraz instrukcja nwp_druk(a,b,d,dlugosc(a),dlugosc(b)) drukuje 2z €
NWP(a,y).
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4.5 Algorytmy zachlanne

Typowe algorytmy optymalizacyjne dokonuja szeregu wyboréw w celu znalezienia
optymalnego rozwigzania. Sa jednak liczne problemy przy rozwiazywaniu ktérych
nie trzeba stosowaé¢ metody programowania dynamicznego a wystarcza prostsze i
bardziej efektywne algorytmy. Algorytmy zachtanne wybieraja to co w danym mo-
mencie wyglada najlepiej w nadziei, ze doprowadzi to do optymalnego globalnego
rozwiazania. Metode te zilustrujemy rozwiazujac nastepujacy problem.

Problem zgodnego wyboru zajeé

Mamy sale wyktadowa i zbidr propozycji na jej wykorzystanie do prowadzenia
roznych zaje¢ w okreslonych godzinach. Chcemy wybra¢ maksymalng liczbe zajeé
nie kolidujacych ze sobg. Formalnie problem ten wyglada tak:

e Dane wejsciowe: zbior n przedziatow P = {[s;, fi) : 1 < i < n}, taki, ze
Si,fi €ERs; <fi dlai=1,...,n.

e Wynik: podzbior A C {1,...,n} o maksymalnej liczbie elementow taki, ze dla
i)j € A7 i 75 ] mainy [Si>fi) N [5]7fj) = @

Opis algorytmu.

1. Porzadkujemy przedzialty wzgledem ich prawych koncow, tak by f; < f; dla
1<i<ji<n.

2. Wybieramy po kolei takie zajecia, ktoére nie koliduja z juz wybranymi i sie
najwczesniej konicza:

function wybor_zajec;
{
A={1};
j=1; //j - ostatnio wybrany element
for (i=2; i<=n; i++)

{
if s[i]>=f[j] then begin
A=A+{i};
j=1i;
}
return A;

}

Fakt 4.6 Powyzszy algorytm znajduje optymalne rozwigzanie problemu zgodnego wy-
boru zajec.

Dowdéd.  Niech B C {1,...,n} bedzie optymalnym rozwigzaniem, |B| = k,
oraz niech A C {1,...,n} bedzie zbiorem skonstruowanym przez algorytm. Niech A;
bedzie zbiorem pierwszych [ elementow z A, B! zbiorem powstatym z B po usunieciu
pierwszych [ elementow.

Zauwazmy, ze sposob konstrukcji zbioru A gwarantuje, ze rozne przedzialy o
indeksach z A sg roztaczne.

Pokazemy przez indukcje pol =1,...,k, ze

1. A; jest okreslone i A; U B! jest optymalnym rozwigzaniem.
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2. max(A;) < min(BY).

Wtedy dla k = | mamy B* = (i A,UB"* C A jest optymalnym rozwigzaniem. Ponie-
waz A jest jakim$ zgodnym rozwigzaniem to otrzymujemy A = A jest optymalnym
rozwigzaniem.

Pozostaje pokazaé 1. i 2.

| = 1. Niech ¢ = min(B). Mamy pokaza¢, ze A3 U B! = {1} U B — {q} jest
optymalnym rozwiazaniem. Poniewaz 1 < g to f1 < f; (fi sa uporzadkowane niema-
lejaco) i przedzial [s1, f1) jest roztaczny z przedziatami [s;, f;) dlai € B — {q} = B'.
Zatem zbior A; U B! = {1} U B! zawiera indeksy zgodnych zajeé¢ i ma k elementéw.
Czyli jest optymalnym rozwigzaniem.

Zalozmy teraz, ze 1 < | < k, A; U B! jest optymalnym rozwigzaniem oraz, ze
maz(A;) = p < ¢ = min(B!). Jeslii € B top <iif, < fi. Ale AU B! jest
zgodnym wyborem zaje¢ wigc mamy tez f, < s;. Stad oraz zatozenia | < k mamy

0#£B C{j:f,<sj}#0.

Niech m = min{j : f, < s;}. Wtedy A4y = A U {m}, m < ¢
(bo m jest minimum zbioru do ktérego nalezy ¢) oraz f, < f;, < s dla
i € B! —{q} = B*!. Zatem A1 UB"T! = (A4 U{m})U (B' - {q}) tez jest zgod-
nym rozwigzaniem a poniewaz ma k elementow to jest optymalnym rozwiazaniem.
Mamy tez max(A;41) = m < g < min(B™1).

Q.ED.

By mozna bylo stosowaé algorytmy zachtanne, pozadane jest by problem miat
dwie cech:

1. Wtasno$é zachtannego wyboru: globalne optymalne rozwiazanie moze by¢é
otrzymane przez lokalne optymalne (zachtanne) wybory.

2. Optymalna podstruktury: (jak w Pd) optymalne rozwigzanie problemu zawiera
optymalne rozwiazanie podproblemow.

Uwaga. Nie kazda mozliwa strategia wyboru zachtannego dla problemu wyboru
zajeé daje optymalne rozwiagzanie. Na przyklad wybér zajeé niekolidujacych z juz
wybranymi, ktére:

1. trwaja najkrocej,
2. koliduja z najmniejsza liczba pozostatych zajeé

nie daje optymalnego rozwiazania. Ponizsze przyklady wyjasniaja dlaczego. W tym
przypadku

wybierajac najkrotsze zajecia wybierzemy tylko dwa, gdy mozna by wybraé¢ trzy, a
w tym
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wybierajac zajecia kolidujace z najmniejsza liczbg pozostalych zajeé¢, zaczniemy od
zajeé oznaczonych x i w efekcie wybierzemy trzy, gdy mozna by wybraé cztery.

Problemy plecakowe.

Problemy plecakowe dotycza pakowania do plecaka przedmiotéw ktére maja w su-
mie najwieksza wartosé nie przekraczajac jednak dopuszczalnego obciazenia plecaka.
W jednej wersji musimy pakowaé cate przedmioty a w drugiej mozemy pakowaé takze
tylko czesci przedmiotéw. Mimo, ze problemy wygladaja podobnie jeden moze byé
tatwo rozwiazany przy pomocy algorytmu zachtannego a drugi nie ma efektywnego
rozwigzania. Formalnie problemy te mozna sformutowac tak.

Problem plecakowy 0-1.

e Dane wejéciowe: n przedmiotéw, i-ty przedmiot jest wart v; ztotych i wazy w;
kilogramoéw, w jest dopuszczalnym ciezarem plecaka.

e Wynik: podzbior A C {1,...,n} taki, ze Y ;c4 w; < w oraz wartos¢ Y ;-4 v;
jest maksymalna.

Problem plecakowy utamkowy.

e Dane wejsciowe: n przedmiotéw, i-ty przedmiot jest wart v; ztotych i wazy w;
kilogramoéw, w jest dopuszczalnym ciezarem plecaka.

e Wynik: podzbior A C {1,...,n} oraz liczby r; € R dla i € A takie, ze Y ;c 4 7i-
w; < w oraz wartos¢ Y ;o 4 7 - v; jest maksymalna.

Dla problemu 0—1 nie jest znane istotnie lepsze rozwiazanie niz przeglada-
nie wszystkich mozliwych podzbioréw przedmiotéw. Natomiast problem utamkowy
mozna rozwigzac¢ ’zachtannie’ w nastepujacy sposéb:

1. Porzadkujemy przedmioty wzgledem malejacej wartosci 1%

2. Wybieram pierwsze k przedmiotéow tak, ze 25:1 w; < w < Zfill w; Oraz w —
Sk w; z k4 1-go przedmiotu.

Kod Huffmana.

Kod Huffmana stuzy do kompresji plikow tak, ze kazdy symbol z pliku jest pamie-
tany przez jedyne binarne stowo kodujace, ale rézne stowa kodujace moga sie réznic¢
dtugoscia. Bardziej oszczedzimy miejsce gdy symbol czesciej wystepujacy bedziemy
kodowacé jako krotszy ciag a symbol wystepujacy rzadziej jako dtuzszy ciag.

Zeby mozna bylo odkodowaé tak zakodowany text, zadne stowo kodujace nie
moze by¢ prefiksem innego stowa kodujacego.

Problem kodowania znakow

e Dane wejsciowe: alfabet A = {a1,...,a,}, oraz czestosci wystapienia poszcze-
gblnych liter tego alfabetu, to znaczy ciag liczb naturalnych ¢y, ..., c,.

e Wynik: ciag binarnych stéw kodujacych wy,...,w,, z ktérych zadne nie jest
prefiksem innego, dla ktorego dtugosé kodu Y7 ¢; - |w;| jest minimalna.

47



4.6 Algorytm sortowania przez kopcowanie (heapsort)

Algorytm sortowania przez kopcowanie podobnie do algorytmu sortowania przez sca-
lanie dziala w czasie O(nln(n)) ale ma te wlasnoéé, ze sortuje 'w miejscu’ tzn. nie
uzywa dodatkowej tablicy. Algorytm ten uzywa struktury kopca.

Kopiec jest to drzewo binarne etykietowane liczbami rzeczywistymi (lub innymi
obiektami na ktorych jest zdefiniowany liniowy porzadek), takie, ze etykieta kazdego
wierzchotka jest niemniejsza od etykiety synéw tego wierzchotka.

Przyktad. Kopiec moze wyglada¢ na przyktad tak:
17

11 / \ 15
N N
SN SN N
5/ \3

W szczegolnosci wierzcholki na kazdej §ciezce sa uporzadkowane w porzadku niero-
snacym i etykieta korzenia ma maksymalna wartosc.

Opis algorytmu sortowania przez kopcowanie.
1. Tworzymy kopiec etykietowany elementami sortowanego ciagu.

2. Najwicksza etykiete w drzewie (znajdujaca sie w korzeniu) usuwamy a na jej
miejsce wstawiamy etykiete z jednego z lidci. Lis¢ ten usuwamy i poprawimy
drzewo tak by znowu tworzyto kopiec.

3. Krok 2. powtarzamy dopdki drzewo jest niepuste.

4. Elementy usuwane z kopca tworza ciag posortowany.

Kopiec o n wierzchotkach mozna wygodnie reprezentowaé w n-elementowej ta-

O n 1T 1]

1 i %+11 12 +2 PN -1
korzen wierzchotek lewy syn  prawy syn

Wtedy:

1. A[0] jest etykieta korzenia;

2. synowie i-tego wierzchotka maja numery 2¢ 4 1 oraz 2¢ + 2;
3. 7 jest lisciem gdy N < 2¢41;

4. warunek kopca wyraza nierownosé: Ali] < A[|(i —1)/2]]dlai=1,...,n.
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Program bedzie uzywat dwoch procedur: kopcuj oraz buduj_kopiec. Procedura
buduj_kopiec buduje kopiec. Wywotanie procedury kopcuj(i,j) odtwarza struk-
ture kopca we fragmencie tablicy od i-tego do (j — 1)-tego miejsca zakladajac, ze w
elementy tablicy od i + 1-ego do (j — 1)-tego miejsca spetniaja wlasnosé kopca.

void kopcuj (int a[l, int i, int j)

{
int k,x;
if ((2*%i+1<j) && (alil<al[2#i+1])) k=2%i+1;
else k=i;
if ((2%i+2<j) && (alkl<al[2#i+2])) k=2%i+2;
if (i1=k){
x=al[i];
ali]l=alk];
alkl=x;
kopcuj(a,k,j);
b
+

Procedura kopcuj(i,j) bez odwotan rekurencyjnych wykonuje stata liczbe po-
rownan. Jesli procedura kopcuj(i,j) wola kopcuj(w,j) to j > w > 2i. Zatem
procedura kopcuj (i, j) wota siebie O(In(n)) i dziata w czasie O(In(n)).

void buduj_kopiec(int a[l) //tworzenie kopca

{
int 1i;
for (i=N / 2; i>=0; i--)
kopcuj(a,i,N);
wypisz(a);
}

Funkcja sortuj, uzywajac powyzszych funkcji, realizuje algorytm sortowania
przez kopcowanie:

void sortuj (int a[l)

{
int i,x;
buduj_kopiec(a);
for (i=N-1; i>0; i--)
{
x=al0];
al0]=alil;
alil=x;
kopcuj(a,0,1);
+
+
Lemat 4.7 Zalozmy, ze elementy tablicy ali + 1],...,a[j — 1] spelniajo warunek

kopca, 0 < i < j. Wtedy

1. Po wykonaniu procedury kopcuj(a,i,j) elementy ali],...,a[j — 1] spetniajg
warunek kopca.
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2. Procedura kopcuj(a,i,j) wraz z odwolaniami rekurencyjnymi wykonuje co
najwyzej tyle poréwnan co wysokosé i-teq wierzchotka w drzewie o j wierz-

chotkach.
Dowdd:  Cwiczenie.
Lemat 4.8 Procedura buduj_kopiec dziata w czasie O(N).

Dowdd: Procedura kopcuj(i,N) jest wywolywana raz dla kazdego wierzchotka
0 < i < N. Dla i-tego wierzchotka kopcuj(i,N) wykonuje (wraz z odwolaniami
rekurencyjnymi) co najwyzej tyle poroéwnan co wysokosé i-tego wierzchotka. Zatem w
procedurze buduj_kopiec liczba poréwnarii jest co najwyzej taka jak suma wysokosci
wszystkich wierzchotkéw drzewa.

Niech W (n) bedzie suma wysokosci wierzchotkow drzewa binarnego o n wierz-
chotkach.

Pelne drzewo binarne o wysokosci m ma 2™+ — 1 wierzchotkow i 2™ lisci.

Niech hy,(7) bedzie liczba wierzchotkéw o wysokosci @ w drzewie o n wierzchotkach.
Mamy

hn(i) < hy (i) dlan <n'.

Niech 2" < n < n/ = 2"+ — 1. Wtedy

By (3) =27
Stad
Wn)=>i-ha(i) <Y i-hy(i)=> i-2"" =
i=1 =1 i=1
ULy}
; 5 SCn O(n)
Q.E.D.

Twierdzenie 4.9 Algorytm sortowania przez kopcowanie dziata w czasie

O(N In(N)).

Dowdd: Procedura buduj_kopiec Wykonuje O(N) poréwnar. Nastepnie al-
gorytm wykonuje N-krotnie procedure kopcuj(0,1i) dla ¢ = 1,..., N. Procedura
kopcuj(1,1i) wykonuje co najwyzej O(In(7)) poréwnan. Zatem caly algorytm dziata
w czasie O(N In(N)).

Q.E.D.
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4.7 Podsumowanie

Mamy cztery metody konstrukcji rozwigzan probleméw optymalizacyjnych:

1. Metoda powrotéw: rozszerzamy czesciowe poprawne rozwigzanie az do uzyska-
nia pelnego poprawnego rozwiazania. Jesli sie nie da rozszerzy¢ czesciowego
rozwiazania to wracamy i poprawiamy czesciowe rozwigzanie w pierwszym moz-
liwym miejscu.

Przyktady.

(a) Ustawienia Hetmanow

(b) Konik szachowy

(¢c) Kwadrat magiczny

2. Metoda ’dziel i rzadZ’ : problem dzielimy na mniejsze podproblemy, ktore

rozwiazujemy rekurencyjnie, i z tych rozwigzan podprobleméw budujemy roz-
wigzanie calego problemu. By taka metoda byta efektywna problemy powinny
by¢ w 'sensowny sposob’ roztaczne. Przyklady.

(a) Sortowanie przez scalanie

(b) Wypelnienie tablicy 2™ x 2" ksztaltem L tak by dokladnie jedno ustalone

pole zostato nie pokryte.

3. Programowanie dynamiczne: Jedli przy rozwigzaniu problemu musimy sie od-
wolywaé wielokrotnie do rozwigzania tych samych podprobleméw to metoda
‘dziel i rzadz’ moze nie by¢ efektywna. Jesli podprobleméw jest ’stosunkowo
niewiele’ (wielomianowo wiele) w stosunku do rozmiaru problemu to mozna je
wszystkie 'rozwiaza¢’ (lub jako§ zapamieta¢ sposob ich rozwiazania) od dotu
go gory w sposodb efektywny.

Konstrukcja algorytmu:

(a) Charakteryzacja struktury optymalnego rozwiazania.
(b) Rekurencyjna definicja optymalnego rozwiazania.

(c¢) Obliczenie kosztu i sposobu konstrukeji optymalnego rozwigzania metoda
'od dotu do gory’ (bottom-up).

(d) Konstrukcja optymalnego rozwiazania przy uzyciu informacji obliczonej
w punkcie 3.

By taka metoda byla skuteczna liczba podprobleméw nie moze by¢ zbyt duza.
Przyktady.

(a)
(b)
(©)

)

(d) Obliczanie dwumianu Newtona.

Wybér najdtuzszego wspélnego podciagu,
Wybér rozmieszczenia nawiaséw przy mnozeniu macierzy,

Triangulacja wielokata,

4. Algorytmy zachtanne: wybieraja to co w danym momencie wyglada najlepiej w
nadziei, ze doprowadzi to do optymalnego globalnego rozwigzania. Sa bardzo
efektywne.

Przyktady.

ol



(a) Zgodny wybor zajeé,
(b) Utamkowy problem plecakowy,
(c) Algorytmy grafowe.
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5 Reprezentacja liczb na komputerze

5.1 Systemy liczbowe o ré6znych podstawach

System dziesietny

Cyfry: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Liczba 764.5 oznacza 7 % 102 4 6 % 10! + 4 % 10° + 5 107,

System ten jest wygodny dla czlowieka a dla maszyny mniej. Reprezentacja cyfry
dziesietnej zajmuje cztery bity pamieci komputera:

cyfra reprezentacja

0 0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001

© 00 O Ot W~

W ten sposéb marnujemy czes¢ pamieci poniewaz sa kombinacje (np. 1101), ktore
nie oznaczaja zadnej cyfry dziesietnej.

System dwo jkowy

Cyfry: 0,1

Liczba (1010.1.5)3 oznacza 1 %23 4+ 0% 22 + 1% 28 + 020 + 1 %271,

System dwdéjkowy dobrze pasuje do maszyny gdyz reprezentacja jednej cyfry
zajmuje doktadnie jeden bit. n-cyfrowa liczba (bez znaku) pamietana jest w stowie
n-bitowym. Natomiast dla cztowieka jest on zbyt rozwlekty.

Przypomnijmy, ze istnieje prosty sposéb konwersji zapisu dziesietnego liczby na
dwojkowy:

1. czesé catkowity dzielimy przez 2 i bierzemy reszty,

2. czes¢ utamkowa mnozymy przez 2 i bierzemy czesci catkowite (az do uzyskania
zadanej precyzji).

Przyktad. Dla liczby x = (43.625)1¢ liczymy

43

2l
510 11250
211 0| 500
1o 1| 000
01

1 otrzymujemy
x = (101011.101)q
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W przypadku niektérych liczb reprezentowanych w systemie dziesiatkowym mo-
zemy uzyskaé tylko przyblizone reprezentacje dwdjkowe. Na przyklad dla liczby
y = (69.76)19 powyzsza procedura sie nie zakoriczy

76
92
04
08
16
32
64
28

_0 O O O = =

_ O OO = O =

i otrzymujemy wynik przyblizony

y ~ (1000101.1100001),.

System szesnastkowy

Cyfry: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F

Liczba E9B.F oznacza 14 % 162 + 9% 16" + 11 % 16° + 15+ 16~ 1.

System ten w zasadzie taczy dobre cechy systemu dwojkowego i dziesietnego. Jest
bardziej zwiezty od dwojkowego i lepiej wykorzystuje pamiec¢ niz system dziesiatkowy.
Reprezentacja cyfry szesnastkowej zajmuje cztery bity pamieci komputera:

cyfra reprezentacja cyfra reprezentacja
0 0000 8 1000
1 0001 9 1001
2 0010 A 1010
3 0011 B 1011
4 0100 C 1100
5 0101 D 1101
6 0110 E 1110
7 0111 F 1111

i kazda kombinacja 4-bitowa odpowiada pewnej cyfrze szesnastkowej. Dlatego czesto
system szesnastkowy jest stosowany do zapisu liczb liczb dwojkowych. Na przyktad
kody ASCII znakéw s czesto podawane przy uzyciu dwucyfrowych liczb szesnastko-
wych. Natomiast ludzkie przyzwyczajenie do operowania w systemie dziesigtkowym
jest tak ugruntowane, ze zaden inny system pozycyjny nie moze mieé szerszego zna-
czenia w komunikacji miedzy ludzmi.

5.2 Reprezentacja stalopozycyjna liczb catkowitych

Liczby catkowite ze znakiem sa pamietane w stowach n-bitowych. Ustalmy n = 8.

bit znaku reprezeptacja moc&uliczby
0—="'p \ /

‘= [ofafofo 1 xTo]1]

Nieujemna liczba catkowita jest pamietana jako znak i modul liczby zapisany w
systemie dwojkowym. Powyzsze stowo reprezentuje liczbe 77. Natomiast jesli liczba
jest ujemna to istnieje kilka sposobéw jej reprezentacji:
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1. znak-modul: wygodny dla cztowieka, ale przy operacjach arytmetycznych
trzeba poréwnywaé znaki i 0 ma dwie reprezentacje® (‘dodatnia’ i 'ujemng’).

2. znak-uzupelnienie do 1: ta reprezentacja jest mniej wygodna dla cztowieka
i w niej tez 0 ma dwie reprezentacje.

3. znak-uzupelnienie do 2: ta reprezentacja jest jeszcze mniej wygodna dla
cztowieka ale w niej 0 (i kazda inna reprezentowana liczba) ma tylko jedna
reprezentacje, ponadto operacje arytmetyczne sa wykonywane w prosty sposob.

Ze wzgledu na przytoczone powyzej zalety zajmiemy sie blizej sposobem repre-
zentacji liczb jako znak-uzupelnienie do 2. Ten jaki jest w praktyce uzywany do
reprezentacji liczb catkowitych na komputerach.

Uzupetnienie do 1 liczb catkowitych otrzymujemy negujac wszystkie bity. Dla
x = 10011000
uzupetnienie do 1 liczby x jest réwne

01100111

Uzupetnienie do 2 liczb catkowitych otrzymujemy negujac wszystkie bity i dodajac 1.
Dla z jak wyzej uzupelnienie do 2 liczby z jest réwne

01100111
+ 1
01101000

tzn. by otrzymaé uzupetnienie do 2 liczby calkowitej zostawiamy z prawej strony
wszystkie zera i pierwsza jedynke a reszte bitéw negujemy:

01101000

Reprezentacja liczb calkowitych w systemie znak-uzupelnienie do 2
(n=8):

1.dla0 <z <127
modutu liczby =

bit znkx‘ zapi?l] W syster@\ wdjkowym

ol LTI

2. dla —128 <z < -1
uzupetnienie do 2 modutu liczby

bit znﬂ{x\ zap?t] w SySteK\WOJkOW}Im

HENEEEEN

Przyktad. Stowo

®To, ze 0 ma dwie reprezentacje nie jest tylko sprawg estetyki. Gdy jeden obiekt ma rézne repre-
zentacje, sprawdzenie réwnosci dwéch obiektéw staje sie niepotrzebnie skomplikowana procedura.
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Lo 1]of1]ofo]o]o]

reprezentuje liczbe dodatnia 80 natomiast stowo

(t[1]of1]ofo]o]o]

reprezentuje liczbe ujemna —(0110000), = —48.

5.3 Operacje arytmetyczne stalopozycyjne

Reprezentujac liczby w systemie znak-uzupetnienie do 2, przy dodawaniu nie trzeba
zwraca¢ uwagi na znak liczby. Wyniki otrzymujemy poprawne i doktadne o ile ar-
gumenty i wartodci maja swoje reprezentacje jako stowa n-bitowe w systemie znak-
uzupelnienie do 2.

1. Zmiana znaku Uzupeliamy do 2 liczbe (tacznie z bitem znaku):

r=2~0folo[1][1]o]1]0]

—r=-26~1[1]|1]0]o[1][1]0]

2. Dodawanie Dodajemy dwie liczby tacznie z bitem znaku i ewentualne przenie-
sienie pomijamy. Wynik reprezentuje sume w systemie znak-uzupelnienie do
2:

z=24~0lo]o[1[1]o]0]0]

y=—-40~[1][1]o]1][1]o]o]o0]

v+y=-16~1[1]1]1]o]o]o]o]

3. Odejmowanie Dodajemy odjemna do liczby przeciwnej do odjemnika.
4. Mnozenie ¢ dzielenie Nie tak prosto. Najlepiej mnozy¢ i dzieli¢ moduty a potem

ustala¢ znak. Jesli mnoznik jest dodatni to mozna mnozy¢ jak zwykle.

Uwaga. Zakres liczb catkowitych reprezentowanych w komputerze jest zwykle
dod¢ maty a operacje sa wykonywane doktadnie. Dla liczb rzeczywistych jest od-
wrotnie, zakres jest duzy a operacje sa wykonywane w sposéb przyblizony.
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5.4 Reprezentacja zmiennopozycyjna liczb rzeczywistych

Opiszemy teraz reprezentacje zmiennopozycyjng liczb rzeczywistych t-cyfrowq, dzie-
sietng.
Dowolna liczbe rzeczywista x # 0 mozna przedstawi¢ w postaci znormalizowaney:

z =m * 10°

gdzie 0.1 < |m| < 1, ¢ - liczba catkowita. Liczbe m nazywamy mantysg a liczbe c -
cechg liczby x.
Dla x réwnego 0 przyjmuje sie m =01ic = 0.

Przyktad. Dla
x = 0.00354

po znormalizowaniu otrzymujemy

x = 0.354 % 1072

Mantysa i cecha sa pamietane w komputerze w postaci stalopozycyjnej dziesiet-
nej. W arytmetyce t-cyfrowej mantysa ma t-cyfr i jest na ogét wielkoscig zaokrgglong.
Zakres cech decyduje o zakresie liczb rzeczywistych reprezentowanych w komputerze.
Liczba cyfr mantysy decyduje o precyzji liczb pamietanych na komputerze.

Przyktad. Przyjmijmy, ze w naszej reprezentacji mantysa jest 4-cyfrowa a cecha
1-cyfrowa.

liczba przyblienie

T T

a1 = ¢ = 0.166(6) | ar = 0.1667 x 10°
as = 42.5368 a2 = 0.4254 % 10°
asz = 6 042 875 a3 = 0.6043 % 107
as = —7.67443 a1 = —0.7674 x 10!

Btqd bezwzgledny przyblizenia jest to modut r6znicy miedzy wartoscia rzeczywista
a wartoscia przyblizona:
ca = |a —al

Mamy nastepujace oszacowanie btedu zaokraglenia mantysy:
|m —m| < 0.5%107"

A stad, dla liczby dla a = m % 10°, btad bezwzgledny wartodci przyblizonej @ mozna
oszacowaé tak:

ga=|a—al=|m=*10°—m*10° < 0.5 % 10~" % 10°

Btgd wzgledny przyblizenia jest to blad bezwzgledny podzielony przez modut
dokladnej wartosci liczby:

a—a ea

oa = | |

-~ la]
Dla a = m * 10, mamy nastepujace oszacowanie btedu wzglednego:

= —t c —t c
5a:|a a|§0.5*10 x 10 S0.5*10 * 10 510~
a m x 10¢ 0.1 %10¢
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Wielkoé¢ u = 5% 107t jest wzgledng doktadnosciq komputera.
Poniewaz

to dla pewnego p mamy

gdzie |p| < w.
Uwaga. Zwykle blad wzgledny jest lepsza miara przybliZzenia.

0% liczb rzeczywistych na komputerze prezentuje sie mniej wiecej tak (cecha 2-
cyfrowa, mantysa 4-cyfrowa):

nadmiar niedomiar nadmiar

—5? —ﬁrplk::01*10*%’ A§H:0£m99*10%
[ 11 [

Przedzial [— K, K| stanowi zakres liczb reprezentowanych na komputerze. Poza tym
przedziatem wystepuje nadmiar. Liczby o module wiekszym od K nie maja repre-
zentacji. Przedzial [—k, k] jest nazywany niedomiarem. Liczby z tego zakresu sg
reprezentowane przez 0, k, lub —k z duzym btedem wzglednym.

5.5 Arytmetyka zmiennopozycyjna

Nie tylko wartosci liczb zmiennopozycyjnych sa przyblizone ale operacje arytme-
tyczne wykonywane na przyblizeniach liczb tez nie musza mieé¢ doktadnej reprezen-
tacji. Zatem przy wykonywaniu dziatan arytmetycznych w arytmetyce zmiennopo-
zycyjnej btedy przyblizeni si¢ kumuluja. Opiszemy teraz te operacje i oszacujemy
bledy jakie przy nich powstaja.

1. Mnozenie wykonujemy w nastepujacy sposéb

(a) mnozymy mantysy,
(b) dodajemy cechy,

(¢) normalizujemy.

Przyktad. Obliczymy reprezentacje zmiennopozycyijng iloczynu a = 0.375 x 102
i b=0.225% 103. Obliczamy iloczyn mantys

0.375
0.225
1875
750
750
10.084375

i po normalizaciji otrzymujemy a * b = 0.8438 * 10%. Zatem

axb=axb(1l+p),

dla |p| < w.



2. Dzielenie wykonujemy podobnie
(a) dzielimy mantysy,
(b) odejmujemy cechy,
(¢) normalizujemy.

3. Dodawanie jest nieco bardziej skomplikowane i wykonujemy je w nastepujacy
sposo6b

(a) wyrownujemy cechy zwickszajac mniejsza 1 przesuwajac mantyse mniej-
Szej W prawo,

(b) dodajemy mantysy,

(¢) normalizujemy.

Przyktad. Obliczymy reprezentacje zmiennopozycyjng sumy a = 0.357 * 103 i
b = 0.268 * 10*. Obliczamy sume ‘wyréwnanych’ mantys

0.036
0.268
0.304

i otrzymujemy a + b = 0.304 x 10*. Mozna pokazaé, ze istnieja p1, po takie, ze
a+b=a(l+p1)+b(1+p2)
oraz pil, [pa] < u.

4. Odejmowanie jest wykonywane podobnie do dodawania.

Oszacujemy teraz blad wzgledny mnozenia i dodawania.
Dla mnozenia mamy

axb—axb(l+p)
ax*b

a*b—a*b‘_

= <
axb ‘ Pl < u

Zatem blad wzgledny mnozenia nie przekracza wzglednej doktadnosci komputera.
Jesli juz liczby mnozone sg przyblizone to bledy sie kumuluja.

(a(1+ p1) +b(1+ p2))(1 + p) —ax b
axb

a*b((1+m+ﬂ2+m*P2))(1+P)—a*b’:
axb

=[(pr+p2+pr*xp2)(1+p)=2xu

Czyli btad wyniku mnozenia jest rzedu 2xu, o ile btad reprezentacji argumentéw nie
przekraczal wzglednej doktadnosci komputera.
Dla dodawania mamy

(a(1+p1) +b(1 + p2)) — (a+)
a+b -
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lal * |pr] + [0 * lp2| _ |al + ]
la + b = |a+ b

Jesli liczby a i b maja przeciwne znaki i nieznacznie rézniace sie moduly to |a| + |b]
moze by¢ duze podczas gdy |a + b| bedzie bardzo mate i w konsekwencji ‘fa'ﬂf"‘ moze
by¢ bardzo duze. W takim przypadku mozemy po jednej operacji dodawania znacznie

utraci¢ doktadnosé obliczenia. Taka sytuacje obrazuje nastepujacy przyktad.

Przyktad. Obliczymy réznice liczb a = 10.0726 i b = 10.0789 w arytmetyce
5-cyfrowej . Mamy przyblizenia

@ =0.10073 x 10> i b= 0.10079 % 10

Btad wzgledny przyblizen a i b

a—a 4% 1076 %102
5a = = 45107 <u(=5%10"°
“ a 100726 | =*F Su(=5x1077)
— |b=b| 107%x10?
b = = 107° <
b ' 100789 =4

nie przekracza wzglednej doktadnosci komputera. Natomiast btad réznicy

(b—a)—b—a| [63%x107°—6%10"7|
(b—a) B 6.3 %103
: 4
:%>4*10_2:5*103*u

W szczeg6lnosci zmiennopozycyjne dziatania mnozenia i dodawania sa prze-
mienne ale nie sa taczne!

5.6 Wybrane problemy numeryczne

W tej sekcji pokazemy kilka typowych probleméw zwigzanych obliczeniami zmien-
nopozycyjnymi.

Obliczanie pierwiastkow réwnania kwadratowego

Rownanie kwadratowe
2?4+ pr+q=0

ma pierwiastki

rH=—— "1 x
2

-p—Vp*-4q . _ P+ VP —4g
2

o ile wyroznik A = p? — 4q jest nieujemny. Obliczymy te pierwiastki w arytmetyce
4-cyfrowej dla
p=—6433 i ¢q=0.009474.

Obliczenie x1:
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1. a=(6.433)2 = 41.38,
2. B =4q = 0.03790,
3. y=a—F0=41.34,

4. o= /7 =6.430,

—p— 0 = 6.433 — 6.430 = 0.003,

5. 1
6. 71 = 5 =1.5x107%.
Poniewaz przyblizona wartodé¢ pierwiastka x; w arytmetyce 5-cyfrowej wynosi

21~ 1.4731 % 1073

to widzimy, ze nasze obliczenie z; dato nam tylko jedna doktadna cyfre znaczaca i
blad wzgledny wynosi
67T ~ 1071,

Korzystajac z poprzednich obliczen mozemy obliczyé xa:

1. 92 = —p+ 0 = 6.433 + 6.430 = 12.86,
2. T3 = 22 = 6.43.

Poniewaz przyblizona wartodé¢ pierwiastka xo w arytmetyce 5-cyfrowej wynosi
o ~ 6.4313

to widzimy, ze nasze obliczenie xo dalo nam doktadne trzy cyfry znaczace.
Przyczyna utraty doktadnoéci w obliczeniu x1 tkwi w obliczeniu ¢; w kroku 5.
Obliczamy ro6znice liczb o bardzo bliskich wartosciach. Natomiast problem ten nie
istnieje przy obliczaniu ¢ w kroku 2. obliczenia xo. Tam liczymy sume tych liczb
nie tracac istotnie na doktadnodci.
Majac dobre przyblizenie x9, mozemy tez obliczy¢ x; ze wzoru Viete’a 1 *xxo = ¢:

0.009474
1= ——— ) =0.001473 = 1.4 1073
T <6'430 ) 0.001473 73 % 10

i wtedy mamy cztery cyfry doktadne oraz btad wzgledny
67T ~ 1074,

Moral z tych rozwazan jest taki, ze jezeli p > 0 to x; jest liczone doktadniej a
jezeli p < 0 to x5 jest liczone doktadnie]j.

Schemat Hornera obliczania wielomianu

Normalna procedura obliczenia wartosci wielomianu n-tego stopnia
Wy(z) = apa™ + An_12" V4 ...+ a1z + ao,
sugerowana przez sposob zapisu wielomianu, polega na obliczeniu
1. 22,23,...,2" - n — 1 mnozen,

2. a1z, ax?, ..., apx" - N mnozen,
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3. ap+aiz+ ...+ an_12" 1+ a,2” n -dodawan.

Zatem takie obliczenie wymaga 2n — 1 mnozen i n dodawan.
Natomiast istnieje inny sposéb obliczania tej samej wartosci, zaproponowany
przez Hornera. Liczymy:

1. Py(z) = apx + ap—1 - 1 mnozenie i 1 dodawanie,

2. Pp_i(z) = (anx + an—1)T + ap—2 - 1 mnozenie i 1 dodawanie,
3. ...

4. P = Pyx 4 ag - 1 mnozenie i 1 dodawanie.

Zatem takie obliczenie wymaga tylko n mnozen i n dodawan. Oprocz tego, ze ta
metoda obliczania wartoéci wielomianu jest szybsza to jest tez doktadniejsza.
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6 Dynamiczne struktury danych

‘Zbiory matematyczne’ nie zmieniaja sie, natomiast ‘zbiory informatyczne’ moga sie

zwieksza¢, zmniejszaé¢ lub zmienia¢ w inny sposob. Sa to ‘zbiory dynamiczne’.
Sposéb w jaki reprezentujemy ‘zbiory dynamiczne’ zalezy od tego, jakie operacje

chcemy na nich wykonywac¢. Mamy dwa rodzaje operacji: modyfikacje i pytania.

Modyfikacje (przyktady):

1. dodaj(8,x) - dodaj element (wskazywany przez) x do zbioru S,
2. usun(S,x) - usun element (wskazywany przez) x ze zbioru S.
Pytania (przyktady):

1. szukaj(S,k) - sprawdz, czy element z nalezy do zbioru S; jedli tak, to wskaz
ten element, jesli nie, to wskaz NULL;

2. minimum(S) - (pytanie na zbiorze liniowo uporzadkowanym) zwraca element
najmniejszy zbioru S,

3. maksimum(S) - (pytanie na zbiorze liniowo uporzadkowanym) zwraca element
najwiekszy zbioru S;

4. nastepny(S,x) - (pytanie na zbiorze liniowo uporzadkowanym) zwraca element
nastepny po xz w zbiorze S;

5. poprzedni(S,x) - (pytanie na zbiorze liniowo uporzadkowanym) zwraca ele-
ment poprzedni przed z w zbiorze S.

Zwykle potrzeba tylko czesci sposrod tych operacji. Wazne jest by operacje wy-
konywane byly szybko, tzn. w czasie stalym lub co najwyzej logarytmicznym w
stosunku do rozmiaru zbioru S.

6.1 Podstawowe dynamiczne struktury danych

Stos

Stos jest najprostsza struktura dynamiczna (LIFO - last in first out). Mozna
wklada¢ elementy tylko na wierzch stosu i zdejmowac elementy tylko z wierzchu stosu.
Poza tym mozna testowad, czy stos jest pusty. Wszystkie operacje sa wykonywane
w czasie stalym. Stos mozna sobie wyobrazaé tak:

> @ QT

Operacje na stosie:
1. dodaj (na wierzch) Push(S,x);

2. zdejmij (z wierzchu) Pop(8);
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3. test pustosci stosu

t d jest t
empty(3) = rhe 8wy S‘]?S PUsLY
false w przeciwnym przypadku.
Jak juz wczedniej pokazalismy, przy pomocy stoséw mozna implementowaé pro-
cedury rekurencyjne. Stos S, jesli ma ograniczona wysoko$¢, mozna implementowad
w tablicy:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#tdefine n 15

int S[n]; //tablica do przechowywania stosu
int topS=-1;

int emptyS()

{
return (topS==-1);

+

void push(int x)

{

S[++topSl=x;

+

int pop O

{
return S[topS--]1;

b

void drukSQ)

{
int i;
printf ("\nStos:\n ");
for (i=0; i<=topS;i++)

printf ("%4d",S[il);

printf ("\n");

+

Ostatnia procedura drukuje zawartosé stosu.

Kolejka

Kolejka jest struktura podobna do kolejki w sklepie (FIFO - first in first out).
Mozna wktadaé elementy tylko na koniec kolejki i zdejmowaé elementy tylko z po-
czatku kolejki. Poza tym mozna testowaé, czy kolejka jest pusta. Wszystkie operacje
sa wykonywane w czasie stalym. Kolejke mozna sobie wyobraza¢ tak:

tail(ogon) l l head(glowa)
(elpjcBla]
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Operacje na kolejce:
1. dodaj (na koniec) dodaj(Q,x);
2. zdejmij (z poczatku) usun(Q);

3. test pustodci kolejki

true gdy S jest pusty
false w przeciwnym przypadku.

empty (Q) = {

Kolejke @, jesli ma ograniczona dtugosé, mozna implementowa¢ w tablicy, ale w
bardziej skomplikowany sposéb niz stos.

mu@l lheadQ
Q [ [ L el ]

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#tdefine n 15

int Q[n+1]; //tablica do przechowywania kolejki
int headQ=0, tailQ=0;

int emptyQQ)

{
return (headQ==tailQ);
b
void wstaw(int x)
{
QltailQ++]=x;
if (tailQ>n) tailQ=0;
b
int usun()
{
int x;
x=Q[headQ++];
if (headQ>n) headQ=0;
return x;
}

void drukQ()
{ printf("Kolejka:\n ");
int 1i;
if (headQ!=tailQ)
if (headQ<tailQ)
{

for (i=0; i<=n; i++)
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if ((headQ<=i) && (i<tailQ)) printf("%4d",Q[i]);

else printf (" ");

b

else

{

for (i=0; i<=n; i++)

if ((i<tailQ) || (headQ<=i)) printf("%4d",Q[il);
else printf (" ")

+

printf ("\n");
+

Ostatnia procedura drukuje zawartosé kolejki, tak jak jest ona umieszczona w tablicy.

Listy.
Lista to zbior elementow, z ktorych kazdy (z wyjatkiem ostatniego) wskazuje na

nastepny i na kazdy element (z wyjatkiem pierwszego) wskazuje jakis element. Liste
jednokierunkowa mozna sobie wyobrazaé tak:

head

x1 Z2 €3 Tn

NIL

|
|

Lista zajmuje proporcjonalnie wiele miejsca do liczby elementéw na liscie. Liste
dwukierunkowa mozna sobie wyobrazaé tak:

head
T X9 €3 Tn
. > L o——— — NIL
NIL ® |« ® |« e

Drzewa binarne
Drzewo binarne (o ile jest niepuste) ma korzen i kazdy wierzchotek drzewa ma co

najwyzej dwa nastepniki, lewy i prawy. Ponadto z korzenia do kazdego wierzchotka
istnieje doktadnie jedna droga. Drzewo binarne mozna sobie wyobrazac¢ tak:

roo\ -
EAEN
/ \
) €3
/. I .\ NILI .\
T4 x5 L6
NILINIL NILINIL NILINIL
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6.2 Wskazniki

Zmienne wskaznikowe w jezyku C maja szereg zastosowan. Dla nas najwazniejsze
beda dwa: symulacja przekazywania parametréow do funkcji przez zmienng oraz im-
plementacja dynamicznych struktur danych.

Zmienne w jezyku C moga przechowywadé rézne wartodci, ale tez moga przecho-
wywac¢ adresy innych zmiennych. Zmienne przechowujace adresy innych zmiennych
to zmienne wskaznikowe lub krocej wskazniki. Typy tych zmiennych to typy wskazni-
kowe. Zmienna wskaznikowa pamieta nie tyko adres, ale takze typ (w szczegolnosci
rozmiar) zmiennej przechowywanej pod tym adresem. Poniewaz sam adres prze-
chowywany przez zmienna wskaznikows jest bardzo zalezny od maszyny, na ktoérej
wykonywany jest program same adresy nie sa niczym ciekawym to wartodci zmien-
nych wskaznikowych sa graficznie przedstawiane jako strzatki wskazujace na inne
zmienne. Na przyklad rysunek

u, &n n, *u

| 10 ]

oznacza, ze zmienna u wskazuje na zmienng n lub innymi stowy w miejscu pamieci
zarezerwowanym na warto$¢ zmiennej u przechowywany jest adres miejsca w pamieci,
w ktorym przechowywana jest wartosé¢ zmiennej n. W takim przypadku do zmiennej
n mozna sie tez odwolta¢ poprzez *u. Operator x to operator dereferencyi a napis
*xu oznacza tyle co ‘zmienna ktoéra sie znajduje pod adresem przechowywanym w u’.
Operator referencji & dziata ‘odwrotnie’ do operatora * i zastosowany do zmiennej
(np. n) zwraca adres tej zmiennej (w tym przypadku &n = u).
Deklaracja

int a,b,*u, *v;
int t[10], s[10];

tworzy zmienne a i b typu caltkowitego, zmienne u i v typu wskaznikéw do typu
catkowitego oraz dwie tablice liczb calkowitych.
Wtedy sekwencja instrukcji

u=&a; // przypisanie adresu zmiennej a do zmiennej u

v=&b; // przypisanie adresu zmiennej b do zmiennej v

a=5; // przypisanie zmiennej a wartosci 5

xv=+u; // przypisanie zmiennej wskazywanej przez v
//wartosci zmiennej wskazywanej przez u

printf ("%4d",b); // wypisanie wartosci zmiennej b

spowoduje wypisania liczby 5 na ekranie.

Przy pomocy zmiennych wskaznikowych mozemy tworzyé i usuwaé¢ w dowolnym
miejscu programu nowe zmienne, tak zwane zmienne dynamiczne.

Instrukcja

u = malloc(sizeof(int));

ma nastepujacy efekt:

1. tworzy nowsa, zmienna dynamiczng typu int;
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2. tworzy wskaznik do tej zmiennej dynamicznej i przypisuje go zmiennej u;
3. do nowo powstalej zmiennej mozna sie odwolywaé poprzez *u.

Doktadniej instrukcja malloc ma jeden argument catkowity i rezerwuje pamieé
o rozmiarze odpowiadajacym temu argumentowi. Funkcja sizeof zastosowana do
nazwy typu zwraca rozmiar pamieci potrzebny do przechowania jednej zmiennej tego
typu.

Jesli chcemy usunaé zmienng dynamiczna wskazywana przez u, to wykonyjemy
instrukcje:

free(u);

Wtedy:

1. zostaje zwolniony obszar pamieci zajmowany przez zmienna dynamiczng wska-
Zywang przez zmienna u;

2. wszystkie zmienne wskaznikowe, ktore wskazywatly na ta zmienna dynamiczna,
maja wartoé¢ nieokreslong.

Wartodci przechowywane przez zmienna wskaznikowa moga by¢ trzech rodzajow:
1. adres zmiennej;

2. NULL - stata, ktora nie wskazuje na zaden adres w pamieci (jaka to jest stala,
to zalezy od komputera ale zwykle jest to stata 0);

3. warto$é nieokreslona, tzn. wartosé, ktéra nie jest NULL ale tez nie jest adresem
(istniejacej) zmiennej dynamiczne;.

Gdy zmienna u ma warto$¢ nieokreslona, proba odwotania sie do miejsca w pamieci
xu powoduje blad czesto trudny do wykrycia. Nalezy sie wystrzegaé takich sytuacji.
Poniewaz nie mozna sprawdzié¢, czy wartosé ktéra nie jest NULL wskazuje na zmienng
dynamiczng czy nie, to nalezy samemu zadba¢ by wszystkie zmienne wskaznikowe,
ktore w danym momencie nie wskazuja na zmienna dynamiczna, miaty warto$é NULL.

Deklaracja tablicy t powyzej, rezerwuje miejsce w pamieci komputera na 10
elementéw typu int usytuowanych jeden po drugim w pamieci i przypisuje temu t
adres do pierwszego z nich t[0]. Zatem adresy &t [0] i t sa takie same. Wtedy, dla
catkowitego k, t+k jest adresem k - tego miejsca w tablicy. Odwotanie do *(t+k)
jest tym samym co odwolanie sie do miejsca w pamieci t[k] czyli k-tego miejsca w
tablicy (liczac od 0). Zatem fragmet programu

int t[5],1;

for (i=0; i<b; i++)
*(t+1)=2%1;

for (i=0; i<b; i++)

printf("%d ",t[il);

wypisze na ekranie: "0 2 4 6 8". Zmienne wskaznikowe i tablicowe tego samego typu
w wielu sytuacjach zachowuja sie poddobnie, ale jednak sa tez pewne réznice. Przy
deklaracji

int *u, *v;
int t[10], s[10];
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mozemy przypisac

*(t+2)=7;

u=t;

ut+; // teraz u wskazuje na element t[1]
v=&t [5];

*xv=7; // teraz t[b] ma wartosé 7
*(v+1)=x(t+1);

ale NIE MOZEMY przypisa¢

t=u; // przypisanie na adres tablicy adresu jednej zmiennej tego samego typu
Tty /)77
s=t; // 77

6.3 Struktury

Struktury to takie zmienne, ktére moga przechowywac szereg wartodci réznych typow.
Na przyktad mozemy zdefiniowaé strukture st typu

struct
{
char nazwisko[20];
int index;
float srednia;
} sty

ktora ma trzy pola:
1. nazwisko typu stow 20-literowych,
2. index typu caltkowitego,
3. srednia typu rzeczywistego.

Teraz do pola index struktury st mozna sie odnie$¢ przez st.index. Fragment
programu

strcpy(st.nazwisko,"Kowalski");
st.index=234567;

st.srednia=4.9;

printf ("Nazwisko %s,\n",st.nazwisko);
printf ("\nNumer indeksu %d,",st.index);
printf ("\nSrednia %f.\n",st.srednia);

wpisuje do struktury st dane, po czym wypisuje na ekran:

Kowalski, Numer indeksu 234567, Srednia 4.9.

Czesto wygodnie jest nada¢ typowi struktur etykiety by nie musie¢ przepisywacé
ponownie catej definiji. Mozna to zrobi¢ tak:

struct student

{
char nazwisko[20];
int index;
float srednia;

Y
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i wtedy zmienng student mozna zadeklarowaé tak:
struct student st;

Przy pomocy stowa typedef mozna wprowadzi¢ jeszcze krotsza nazwe na taki typ
nastepujaco:

typedef struct student

{
char nazwisko[20];
int index;
float srednia;

} student;

i wtedy zmienna st mozna zadeklarowac¢ tak
student st;

Nazwa i etykieta, tak jak w powyzszym przyktadzie, nie musza byé rézne. Mozemy
tez zdefiniowaé typ wskaznikéw do struktur stud:

typedef struct student
{
char nazwisko[20];
int index;
float srednia;
} student, *stud;

Wtedy mozemy zadeklarowaé zmienna wskaznikowa p, stworzy¢ zmienna dynamiczna
1 przypisaé jej wartosci jak w ponizszym przyktadzie:

stud p;

p=malloc(sizeof (student));

strcpy ((*p) .nazwisko, "Kowalski");

(*p) .index=234567;

(*p) .srednia=4.9;

printf ("Nazwisko %s,\n", (*p).nazwisko);
printf ("\nNumer indeksu %d,", (*p).index);
printf ("\nSrednia %f.\n", (*¥p).srednia);
free(p);

a na koniec usunaé ta zmienna dynamiczna.

6.4 Implementacja list

Elementami listy sa struktury zawierajace wartosé¢ (lub wartosci) i wskaznik nastep-
nego elementu na liscie.

Listy jednokierunkowe

Dla list jednokierunkowych odpowiednia definicja typu elementéw moze wygladaé
nastepujaco

struct element{
int info;
struct element *next;

¥
typedef struct element element, *list;
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Powyzej zdefiniowalismy typ struktur struct element przy pomocy stowa kluczo-
wego struct i etykiety element. Typ ten ma dwa pola (lub elementy, sktadowe) info
typu int oraz typu wskaznikow do (wlasnie definiowanego) typu struct element.
Stowo kulczowe typedef pozwala na wprowadzenie nowych nazw dla typéw danych.
W ostatniej linii wprowadziliémy nazwe element dla typu struct element oraz
nzawe list dla typu wskaznikéw do typu struct element. Etykieta struktury i
jej nazwa nie muszg by¢ rézne. Powyzsze definicje mozna zapisaé tez tak:

typedef struct element{
int info;
struct element *next;
} element, *1list;

list head;

Dodatkowo zdefiniowali$my tez zmienna head typu list, ktéra moze wskazywac na
glowe listy 1-kierunkowej.
Pokazemy, jak wykonaé¢ nastepujace operacje na listach:

1. tworzenie pustej listy; (inicjalizacja)

2. tworzenie nowej zmiennej typu element;

3. wstawienie zmiennej wskazywanej przez zmienng wskaznikowa do listy;
4. wezytywanie listy (z klawiatury i z pliku);

5. znajdowanie wskaznika do elementu o szukanym polu;

6. drukowanie wszystkich elementéw listy;

7. usuwanie wskazanego elementu z listy (tylko dla list dwukierunkowych).

void ini(list *h)
// inicjalizacja listy 1-kierunkowej
{

*h=NULL;

list nowy (int a)
//tworzenie nowego elementu listy 1-kierunkowej

{
list u;
u=malloc(sizeof (struct element));
u->next=NULL;
u->info=a;
return u;
}

void dodaj(list *h, list u)
//dodawanie elementu do listy l-kierunkowej

{
u->next=xh;
*h=u;
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list czytaj_liste()
//czytanie z klawiatury listy l-kierunkowej

{
list u;
int m;
u=NULL;
while (scanf("%d4",&m)!=EQF)
dodaj (&u,nowy(m)) ;
return u;
b

list czytaj_liste_f()
//czytanie z pliku listy l-kierunkowej
{
FILE *f;
f=fopen("dane.txt","r");
list u;
int m;
u=NULL;
while (fscanf(f,"%d",&m)!=EOQF)
dodaj (&u,nowy (m));
fclose(f);
return u;

void druk(list u)
//wypisanie listy l-kierunkowej

{
while (u!=NULL){
printf ("%d ",u->info);
u=(*u) .next; // lub u=u->next;
b
printf ("\n");
b

list szukaj (list h, int a)
//znajdowanie elementu na liscie l-kierunkowej o zadanym polu
{
while ((h!=NULL)&&(h->info!=a))
h=h->next;
return (list) h;

void usun(list *w)
//usuwanie pierwszego elementu z listy 1-kierunkowej o ile istnieje
{

list u;

if (*w!=NULL){
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u=*w;
*w=(*w)->next;

free(u);
+
+
Teraz fragment programu:
int i;

ini (&head) ;

for (i=10; i>0; i--)
dodaj (&head,nowy(i));

druk (head) ;

tworzy liste 10-elementowg liczb od 1 do 10 i ja drukuje.

Listy dwukierunkowe
Deklaracja typu elementéow listy dwukierunkowej moze wygladaé¢ tak:

struct element2{
int info;
struct element2 *next, *prev;
+;
typedef struct element2 element2, *1ist2;

list2 head?2;

Procedury ini, drukBST, £infBST dla list dwukierunkowych sa takie same jak
dla list jednokierunkowych. Natomiast procedury nowy i dodaj nalezy odpowiednio
zmodyfikowag:

list2 nowy2 (int a)
// tworzenie nowego elementu listy 2-kierunkowej
{
list2 u;
u=malloc(sizeof (struct element2));
u->info=a;
u->next=NULL;
u->prev=NULL;
return u;

void dodaj2 (1list2 *u, list2 v)
//dodawanie elementu wskazywanego przez v
//na liste 2-kierunkowa o glowie *u

{
if ((*u) !'=NULL) ((*u)->prev=v);
v->next=*u;
*u=v,

}

Ponadto na liscie dwukierunkowej mozemy tatwo usuwaé¢ wskazany element.
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void usun2 (list2 *h, list2 v)
//usuwanie elementu wskazywanego przez v
//z listy 2-kierunkowej o glowie *h

{
if (v->prev!=NULL) {
v->prev->next=v->next;
by
else {
(#*h)=v->next; if ((*h)!=NULL) (*h)->prev=NULL;
b
if (v->next!=NULL) {
v->next->prev=v->prev;
by
+

Listy dwukierunkowe z wartownikiem Procedury dodaj2 i usun2 sg nieco
skomplikowane, gdyz musimy sprawdzaé¢, czy lista jest pusta przy dodawaniu oraz
czy przed i za usuwanym elementem sa inne elementy przy usuwaniu. Mozna te
procedury uprosci¢ dodajac do listy wartownika ’sztuczny element’; ktéry powoduje,
ze lista nigdy nie jest pusta. W efekcie, na liscie z wartownikiem, dodawanie i
usuwanie odbywa sie bez sprawdzania zadnych warunkow.

list2 head3;

void ini3 (1list2 #*h)
//inicjalizacja listy 2-kierunkowej z wartownikiem

{
(¥*h)=malloc(sizeof(element2));
(*h) ->next=*h;
(*h) ->prev=x*h;

}

void dodaj3 (1ist2 u, list2 v)
//dodawanie elementu do listy 2-kierunkowej z wartownikiem
{

v->next=u->next;

v->prev=u;

(u->next)->prev=v;

u->next=v;

void druk3(list2 u)
// drukowanie listy 2-kierunkowej z wartownikiem

{
list2 v;
v=u->next;
while (v!=u)
{
printf("%d ",v->info);
v=(*v) .next;

74



¥
printf ("\n");

list2 szukaj3(list2 u, int a)
// znajdowanie elementu na liscie 2-kierunkowej z wartownikiem

{

list2 v;

v=u->next;

while ((v!=w)&& (v->infol!=a))
v=v->next;

return v;

void usun3 (1list2 v)
//usuwanie elementu v z listy 2-kierunkowej z wartownikiem
{

v->prev->next=v->next;

v->next->prev=v->prev;

+
Teraz, ponizsza funkcja czyéci liste:

void clean3(list2 r)
{
list2 v;
v=r->next;
while (r!=r->next)
{ v=r->next;
usun3(v) ;
free(v);

Majac takie listy, mozna tatwo implementowaé stosy i kolejki.
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6.5 Drzewa binarnych poszukiwan (BST)

Drzewo binarne jest to drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek ma co najwyzej dwa
nastepniki, lewy i prawy. Ponadto, o ile jest niepuste, posiada korzen - jedyny
wierzchotek, ktory nie jest nastepnikiem zadnego wierzchotka. Bedziemy uzywali
pojeé: ojciec, lewy i prawy syn, lewe i prawe poddrzewo, potomek, przodek.

Drzewo binarnych poszukiwarn jest to drzewo binarne etykietowane, w ktérym
kazdy wierzchotek ma etykiete wyrdzniona zwana kluczem. Klucze wierzchotkéw sa
typu, na ktérym okreslony jest porzadek liniowy. Ponadto dla kazdego wierzchotka
v klucze w lewym poddrzewie sa niewieksze od klucza wierzchotka v, a klucze w
prawym poddrzewie sa niemniejsze od klucza wierzchotka v.

Dla drzew BST odpowiednia definicja typu wierzchotkéw moze wygladaé tak

typedef struct node{
int key;
struct node *left;
struct node *right;
struct node *up;
} node, *tree;

tree root;

lub nawet tak

typedef struct nodef{
int key;
struct node *left, *right, *up;
} node, *tree;

tree root;
Pokazemy procedury na drzewach:
1. znajdowanie wierzcholka o danym kluczu;
2. drukowanie zawartosci struktur wedtug wzrastajacej wartosci kluczy;
3. znajdowanie wierzchotka o kluczu minimalnym;
4. znajdowanie wskaznika do nastepnego wierzchotka;
5. tworzenie wierzcholka drzewa o zadanym kluczu;
6. dodawanie nowego wierzchotka;
7. usuwanie wierzchotka z drzewa;

8. inne przyktadowe procedury rekurencyjne na drzewach.
1. Inicjalizacja drzewa BST.

void iniBST(tree #*r) //inicjalizacja drzewa

{
*r=NULL;
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2. Znajdowanie wierzcholka o danym kluczu. Procedura rekurencyjna
f£indBST zwraca wskaznik do wierzchotka o kluczu a w drzewie o korzeniu r
lub NULL jesli nie ma takiego klucza. Procedura porusza sie po drzewie, w lewo
lub w prawo, w zaleznosci od tego, czy napotkane klucze na $ciezce sa mniejsze
czy wieksze od poszukiwanego. Jeéli dojdzie do korica Sciezki nie znajdujac po
drodze szukanego wierzchotka, to znaczy, ze takiego wierzchotka w ogéle nie
ma w drzewie.

tree findBST (tree r, int a)
{ if (r==NULL || r->key==a) return r;
else
if (a<r->key) return findBST(r->left,a);
else return findBST(r->right,a);
}

3. Drukowanie rekordéw wedlug wzrastajacej wartosci kluczy. Proce-
dura rekurencyjna drukBST odwiedza wszystkie wierzchotki drzewa w porzadku
niemalejacym kluczy, tzn. dla danego wierzchotka zawsze odwiedza najpierw
wierzcholtki jego lewego poddrzewa, potem ten wierzchotek a na koricu wierz-
chotki jego prawego poddrzewa. Odwiedziwszy wierzchotek drukuje go.

void drukBST (tree r) // drukowanie kluczy drzewa
{ if (r!=NULL)

{
druk (r->left);
printf ("\nnode %d ",r->key);
druk(r->right) ;

}

}

4. Znajdowanie wierzchotka o kluczu minimalnym. Procedura minimumBST
zwraca wskaznik do wierzchotka o kluczu minimalnym w drzewie o korzeniu
r lub NULL, jegli drzewo jest puste. Procedura przechodzi po wierzchotkach w
lewo tak dltugo az nie trafi na wierzchotek, ktéry nie ma lewego syna.

tree minimumBST (tree r)
//znajdowanie wskaznika do wierzcholka o kluczu minimalnym
{

if (r!=NULL)

{

while (r->left!=NULL) r=r->left;
}
return (tree) r;

b

5. Znajdowanie wskaznika do nastepnego wierzcholka. Procedura nextBST
zwraca wskaznik do wierzchotka o kluczu nastepnym po kluczu wierzchotka
wskazywanego przez v lub NULL, jesli nie ma takiego klucza. Procedura dziala
w ten sposéb, ze zwraca minimum poddrzewa o korzeniu v->right o ile jest
ono niepuste, a jesli jest puste to wraca do gory po kolejnych przodkach az
do momentu gdy znajdzie wierzchotek, dla ktérego poprzedni wierzchotek jest
lewym synem.
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tree nextBST (tree v)
// znajdowanie wskaznika do nastepnego wierzcholka
//po wierzcholku wskazywanym przez v

{
tree u;
if (v->right!=NULL) return minimum(v->right);
else {
u=v->up;
while (u!=NULL)
{
if (u->leftt=v) {v=u; u=u->up;}
else return u;
}
}
return NULL;
¥

6. Tworzenie wierzcholka drzewa o zadanym kluczu.

tree nowy(int a)
//tworzenie wierzcholka drzewa o zadanym kluczu

{

tree u;

u=malloc(sizeof (node));

u->key=a;

u->left=NULL;

u->right=NULL;

u->up=NULL;

return (tree) u;

7. Dodawanie nowego wierzchotka. Procedura rekurencyjna dodajBST do-
daje nowy wierzcholek wskazywany przez v do drzewa binarnych poszukiwan
0 korzeniu wskazywanym przez *r zachowujac strukture drzewa BST. Nowy
wierzchotek jest zawsze dodawany jako nowy lis¢ w drzewie. Poniewaz ko-
rzen moze zosta¢ zmodyfikowany, to procedura musi dosta¢ adres, pod ktorym
znajduje sie adres do korzenia.

void dodajBST(tree *r, tree v)
//dodawanie wierzcholka wskazywanego przez v
// do drzewa BST o korzeniu *r

{
if ((*r)==NULL) *r=v;
else
{
if ((*r)->key<v->key)
{
if ((*r)->right!=NULL) dodajBST{(&((*r)->right),v);
else {v->up=#r; (*r)->right=v; }
}
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else

{
if ((*r)->left!=NULL) dodajBST(&((*r)—>left),V);
else {v->up=*r; (*r)->left=v; }

3

8. Usuwanie wierzchotka z drzewa. Jezeli wierzchotek wskazywany przez

w, ktory mamy usunaé, ma co najwyzej jedno niepuste poddrzewo (lewe lub
prawe), to go usuwamy a to poddrzewo (o ile takie istnieje) podczepiamy bez-
posrednio do jego ojca. Jezeli wierzchotek wskazywany przez w, ktéry mamy
usunac, ma dwa niepuste poddrzewa, to usuwamy wierzcholek nastepny (wtedy
on ma co najwyzej jedno niepuste poddrzewo) a dane z tego wierzchotka przepi-
sujemy do wierzchotka wskazywanego przez w. Ponadto, jedli usuwamy korzen,
to musimy zmodyfikowaé¢ wskaznik do korzenia r oraz gdy usuniety wierzchotek
jest rozny od wskazywanego przez w, to musimy zmodyfikowaé¢ w by wskazy-
wal usuniety wierzchotek. W procedurze uzywamy dodatkowych zmiennych
x,y typu tree, y wskazuje na rzeczywiscie usuwany wierzchotek a x na jego
jedynego syna (o ile takiego posiada). Procedura wola oba parametry przez
zmienna, gdyz zaréwno wskaznik do korzenia, jak i do usuwanego wierzchotka
moga by¢ zmienione.

/N i /-

AN A

Y

\

X

]

Powyzszy rysunek przedstawia wartosci zmiennych x i y w poddrzewie o wierz-
chotku wskazywanym przez w w roznych mozliwych przypadkach. A gdy w ma
dwdch synéw; B, C gdy w ma jednego syna; D gdy w nie ma synéw.

void usunBST (tree *r,tree *u)
//usuwanie wierzcholka wskazywanego przez *u z drzewa o korzeniu *r
{
tree w,x,y; // u - usuwany wierzcholek, w - jego jedyny syn
w=*u;
if ((w->left==NULL) || (w->right==NULL)) y=w;
else y=nextBST(w);
if (y->left!=NULL) x=y->left;
else x=y->right;

if (x!=NULL) x->up=y->up; // modyfikujemy ojca x, o ile x istnieje

if (y->up==NULL) ((*r)=x);

// jesli usuwamy korzen to modyfikujemy wskaznik do korzenia na x

else {
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if (y==y->up->left) y->up->left=x;
else y->up->right=x;
//w innym przypadku modyfikujemy ojca y by wskazywal na x

}
if (yt=w)
{
w->key=y->key;
// jesli y rozny od w to wszystkie dane z y przepisujemy do w
}

*u=w; // zwracamy wskaznik do usuwanego wierzcjolka

9. Inne przykladowe procedury rekurencyjne na drzewach. Jedli funkcje
rekurencyjna mozna obliczy¢ znajac jej wartosci dla obu synow, to definicja
takiej funkcji jest zwykle prosta, tak jak w pierwszych dwéch przykladach.
Natomiast gdy tak nie jest, jak w przypadku trzecim, to musimy skonstruowac
nowg funkcje, ktora bedzie miata te wtasnosé. W praktyce taka funkcja oblicza
wiele wartodci, z ktoérych jedna jest przez nas poszukiwanag a inne sa tylko
pomocnicze.

(a) Obliczanie liczby wierzcholkéw drzewa.

int rozmiarBST(tree r)
// obliczanie rozmiaru drzewa

{
if (r==NULL) return O;
else return l+rozmiarBST(r->left)+rozmiarBST(r->right);

}
(b) Obliczanie wysokosci drzewa.

int wysokoscBST (tree r)
// wysokosc drzewa

{
int 1,p;
if (r==NULL) return -1;
else {
1=wysokoscBST(r->left);
p=wysokoscBST(r->right);
if (1<p) l=p;
return 1+1;
¥
}

(¢) Znajdowanie wskaznika do wierzchotka drzewa, dla ktérego roz-
nica wysoko$ci poddrzew, lewego i prawego, jest najwieksza.
Funkcja roznica ma jako parametr tylko korzent drzewa i zwraca jako
wartosé tylko zadany wskaznik. Poniewaz do obliczenia wartosci funk-
¢ji w danym wierzchotku potrzebujemy wiecej informacji dotyczacej obu
poddrzew, funkcja roznica uzywa procedury roznical, ktoéra zwraca po-
trzebne informacje przez parametry. Funkcja roznica zawiera tylko jedno
wywolanie procedury roznical z odpowiednimi parametrami i wstawienie
jednego z nich jako wartosci funkcji.
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void roznical (tree r, tree *u, int *d, int *h)
// procedura pomocnicza do liczenia maksymalnej
//roznicy wysokosci poddrzew

{
tree ul,up;
int dl,dp,hl,hp;
if (r==NULL) {*u=NULL; *d=0; *h=0;}
else {
roznical(r->left, &ul, &dl, &hl);
roznical (r->right, &up, &dp, &hp);
if (h1>hp) {*h=hl+1; *d=hl-hp;}
else {*h=hp+1l; *d=hp-hl;}
if (((xd)>dl) && ((*d)>dp)) *u=r;
else {
if (d1>dp) { *d=dl; *u=ul;}
else { *d=dp; *u=up;}
b
}
+

tree roznica(tree r)
// procedura znajduje wskaznik do wierzcholka
//dla ktorego roznica wysokosci poddrzew jest maksymalna
{
tree u;
int d,h;
roznical(r,&u,&d,&h);
return u;
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6.6 Drzewa czerwono-czarne
Definicja i wlasno$ci

W drzewach binarnych poszukiwan wiele operacji takich jak dodaj, usun, nastepnik,
minimum jest wykonywanych w czasie proporcjonalnym do wysokosci drzewa O(h).
Jesli wysokosé drzewa jest poréwnywalna z liczba wierzchotkow (przypadek ekstre-
malny ale mozliwy), to te operacje s3 wykonywane bardzo nieefektywnie, podobnie
jak na listach. Drzewa czerwono-czarne to pewien rodzaj drzew binarnych poszu-
kiwan, w ktorych mamy dodatkowy klucz kolor (czerwony lub czarny). Ponadto
wymagamy by patrzac wytacznie na czarne wierzchotki to drzewo byto pelnym drze-
wem binarnym (warunek 4 ponizej) oraz zeby czerwonych wierzchotkéw byto ‘nie
za duzo’ (warunek 3 ponizej). Poniewaz pelne drzewa binarne sa ‘idealnie’ zbalan-
sowane, to na drzewa czerwono-czarne mozna patrzeé¢ jak na petne drzewa binarne
‘lekko’ zaburzone czerwonymi wierzchotkami. Takie drzewa sa zbalansowane’ w tym
sensie, ze ich wysokos¢ jest rzedu O(Inn) (gdzie n jest liczbg wierzchotkow drzewa), w
szczegblnosci wszystkie wspomniane wyzej operacje sa wykonywane w czasie O(Inn).
Sposdb pokolorowania wierzchotkéw drzewa czerwono-czarnego gwarantuje, ze zadna
sciezka z korzenia do liscia nie jest wiecej niz dwa razy dtuzsza niz jakakolwiek inna.

Najpierw mata modyfikacja drzewa binarnych poszukiwan. Doktadamy do
drzewa wartownika. Podobnie jak w liscie z wartownikiem, wartownik w drzewie
to dodatkowy wierzchotek, na ktéry wskazuja wszystkie wskazniki, ktére w normal-
nym drzewie binarnych poszukiwar wskazuja na NULL. Wartownik jest zawsze ojcem
korzenia. Ojcem wartownika moze by¢ kazdy lig¢, o ile tak to wczesniej zdefiniujemy.
W szczegolnodci teraz kazdy wierzchotek wlasciwy, tzn. rézny od wartownika, ma
dwoch synéw (by¢ moze obaj sa tym samym wartownikiem).

Tak zmodyfikowane drzewo binarnych poszukiwan jest drzewem czerwono-
czarnym jesli spelnia nastepujace warunki:

1. Kazdy wierzchotek jest czerwony lub czarny.
2. Wartownik jest czarny.
3. Jesli wierzchotek jest czerwony, obaj jego synowie sa czarni.

4. Kazda sciezka z jednego wierzchotka do dowolnego liscia zawiera te samg liczbe
czarnych wierzchotkow.

W szezegolnosci mozemy mowic o czarnej wysokosci wierzchotka x, oznaczenie ch(x),
jako liczbie czarnych wierzchotkéw na dowolnej éciezce z tego wierzchotka do war-
townika, nie liczac wierzchotka x. Bedziemy zawsze zakladali, ze korzeni drzewa jest
czarny.
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Przyktad 1.

@ - czerwony @ - czarny - nieokreslony @ - wartownik

Wskazniki z wierzchotkéw o numerach 25, 32, i 50 do wartownika zostaly pominiete.

Lemat 6.1 Drzewo czerwono-czarne z n wierzchotkami wlasciwymi ma wysokosé
nie wiekszq niz 21gy(n + 1).

Dowdd: Najpierw udowodnimy przez indukcje po wysokosci wierzchotka, naste-
pujacy fakt: drzewo czerwono-czarne o korzeniu  ma co najmniej 2¢**) —1 wierzchot-
kow wlasciwych. Dla wartownika w, mamy ch(w) = 0 oraz 2°*(®) —1 =20 —1 = 0.
I rzeczywidcie drzewo o korzeniu w nie ma wierzchotkéw wtasciwych. Niech te-
raz = bedzie wierzchotkiem wlasciwym. Wtedy jego synowie xl i xp maja czarna
wysokosé albo ch(x) lub ch(z) — 1 w zaleznosci od tego, czy ich kolor jest czer-
wony czy czarny. Poniewaz wysokosé¢ synéw wierzchotka x jest mniejsza niz wierz-
chotka z, to z zalozenia indukcyjnego mamy, ze drzewa o korzeniach w zl i xp
maja co najmniej 2¢*(#)~1 _ 1 wierzchotkéw. Zatem drzewo o korzeniu w x ma
2(2¢M@) =1 _ 1) 41 = (2¢M®) —2) 41 = 2¢h(®) — 1. To koniczy dowod faktu.

By zakoticzy¢ dowéd Lematu niech teraz h bedzie wysokoécia drzewa o korzeniu r.
Z warunku 3. definicji drzewa czerwono-czarnego co najmniej potowa wierzchotkéw
na dowolnej $ciezce z korzenia do liscia (nie liczac korzenia) jest czarna. Zatem
ch(r) > b. Zatem 7 faktu mamy n > 22 — 1. Stad 2 - lgo(n+1) > h. Q.E.D.

Z tego Lematu natychmiast wynika, ze wspomniane na poczatku operacje na
drzewie o n wierzchotkach sa wykonywane w czasie O(lg(n)).

Rotacja

Dodawanie i usuwanie wierzchotkéw w drzewie czerwono-czarnym w taki sposoéb,
jak to robilidmy w drzewie binarnych poszukiwan, moze zaburzy¢ strukture drzewa
czerwono-czarnego. By przywrocic¢ te strukture musimy zmieni¢ kolory niektérych
wierzchotkéw i dokonaé¢ pewnych lokalnych zamian wskaznikéw. Zamian wskaznikéw
dokonujemy przy pomocy rotacji: w lewo i w prawo, ktére nie naruszaja struktury
drzewa binarnych poszukiwan.

Zanim napiszemy procedure dla rotacji zdefiniujemy nasze typy:
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typedef enum{czerwony, czarny} Color;

struct node{
int key;
Color color;
struct node *left, *right, *up;
s

typedef struct node *tree, node;

tree root, sentinel; // zmienne globalne: korzen i straznik

Zawsze jest prawdziwa zalezno$¢ root~.up=sentinel, ale uzywamy zmiennej
sentinel dla wiekszej przejrzystosci kodu.

Przyktad 2. FEfekt dziatania procedur rotacja_w_lewo oraz rotacja_w_prawo
przedstawia graficznie ponizszy diagram

\ rotacja w lewo wokdt x
{

|

N |

3 Ny rotacja w prawo wokét y a B

Opiszemy procedure dla rotacji w lewo wokot wierzchotka x. Procedura dla rotacji
w prawo jest symetryczna. Zaktadamy, ze x->prawy jest wierzchotkiem wladciwym,
tzn. x->prawy!=wartownik.

void rotate_left(tree *r, tree x) //left rotation
{
tree y;
y=x->right; // y staje sie prawym synem x
x->right=(y->left);
//podczepiamy lewe poddrzewo y jako prawe poddrzewo x
x->right->up=x;
//modyfikujemy ojca x->right nawet gdy jest wartoenikiem
y->up=x->up; // modyfikujem ojca y
if (y->up==sentinel) {(*r)=y; }
else
{
if (x==x->up->left) {x->up->left=y;}
else {(x->up->right)=y; }
}
y->left=x; //podczepiamy x jako lewego syna y
X->Up=y,;

Dodawanie wierzcholkéw

Dodawanie wierzchotkéw do drzew czerwono-czarnych odbywa sie w dwoch krokach.
Na poczatku dodajemy wierzchotek tak jak do normalnego drzewa binarnych po-
szukiwan procedurg add_node odpowiednio zmodyfikowana by dziatata na drzewie
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z wartownikiem, i malujemy go na czerwono. To powoduje, ze drzewo pozostaje
drzewem binarnych poszukiwan oraz wszystkie warunki drzewa czerwono-czarnego,
z wyjatkiem by¢ moze warunku 3, sa spetnione. Warunek 3 nie bedzie spelniony o ile
dolaczylismy nowy wierzcholek (czerwony) jako syna czerwonego wierzchotka. Na-
stepnie procedura add_node_rb poprawia drzewo przy pomocy przemalowan i rotacji
wierzchotkéw tak by nie niszczac struktury drzewa binarnych poszukiwan przywroécié
strukture drzewa czerwono-czarnego. Przez caly czas poprawiania drzewa wszystkie
warunki, z wyjatkiem warunku 3, sa spelnione. Natomiast warunek 3 nie jest spet-
niony dla co najwyzej jednej pary wierzchotkéw dla x i jego ojca. W kazdym obrocie
petli while dokonuje sie pewnych przemalowan oraz albo x staje sie swoim dziad-
kiem przesuwajac do gory o dwa pare wierzchotkéw, ktore nie spetniaja warunku
3 (przypadek 1), albo dokonuje sie jednej (przypadek 3) lub dwoch (przypadek 2)
rotacji i petla while sie koriczy.

W petli while nalezy rozwazy¢ szesé¢ przypadkéw. Z tym, ze trzy z nich sa
symetryczne. Przyktad 3 ponizej pokazuje trzy przypadki, gdy ojciec x jest lewym
synem swojego dziadka, tzn. gdy x->up==x->up->up->left. Przypadki, gdy ojciec
x jest prawym synem swojego dziadka, tzn. gdy x->up==x->up->up->right, sa
analogiczne.

Przyktad 3. Zatozenie dla wszystkich trzech rozwazanych przypadkow (pozostalte
przypadki sa symetryczne):

1. ojciec wierzchotka z jest lewym synem swojego ojca;
2. y jest wujem x.

Przypadek 1. Zaltozenie:

e y jest czerwony.

Akcja:

e zamieniamy kolory dziadka x i jego synow;

e 1 staje sie swoim dziadkiem.

Przypadek 2. Zatozenie:
e y jest czarny;
e  jest prawym synem.

Akcja:
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1. x staje sie swoim ojcem;
2. rotacja w lewo wokot x;

3. ... i przechodzimy do Przypadku 3.

Przypadek 3. Zaltozenie:
e y jest czarny;
e I jest lewym synem.
Akcja:
1. zamieniamy kolory ojca i dziadka x;
2. rotacja w prawo wokot dziadka x;

3. ... 1 koniec.

r wskazuje na korzeil drzewa a v na wstawiany wierzchotek.
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void add_node (tree *r, tree v)
//dodawanie wierzcholka z zachowanie struktury drzewa bst
{ if (*r==sentinel)

{
*T=V;
(*r) ->up=sentinel;
+
else {
if ((*r)->key>v->key)
{
if ((*r)->left==sentinel)
{
(xr)->left=v;
V->Uup=*r;
}
else add_node(&((*r)->left),v);
}
else
{
if ((¥r)->right==sentinel)
{
(*r)->right=v;
V—>up=(*r);
}
else add_node(&{(*r)->right),v);
}
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void add_node_rb(tree *r, tree x)
//dodanie wierzcholka z zachowaniem struktury drzewa CzZerwono-czarnego
{

tree y;

add_node (r,x) ;

x->color=czerwony;

while ((x!=#*r) && (x->up->color==czerwony))

{
if (x->up==x->up->up->left) //ojciec z jest lewym synem
{
y=x->up->up->right; //y staje sie wujem x
if (y->color==czerwony) //case 1
{
x->up->color=czarny;
y->color=czarny;
X=X->Uup->up;
x->color=czerwony;
}
else
{
if (x==x->up->right)//case 2
{
X=X->Uup,;
rotate_left(r,x);
}
//case 3
x->up->color=czarny;
x->up->up->color=czerwony;
X=X->up->up;
rotate_right(r,x);
¥
+
else
{
//symetrycznie 4,5,6
i
+
(*#r)->color=czarny;//korzen malujemy na czarno

¥

Opiszemy teraz dokladniej powyzsze procedury. Procedura add_node wstawia
wierzchotek tak jak do drzewa binarnych poszukiwan pamietajac, ze teraz jest to
drzewo z wartownikiem. Nastepnie malujemy wstawiony wierzchotek na czerwono. O
ile przez wstawienie wierzchotka zaburzyliémy strukture drzewa czerwono-czarnego,
to w petli while procedury add_node_rb przywracamy te strukture. Petla while
dziata tak dlugo jak dlugo x i jego ojciec sa czerwoni (jedyne miejsce w calym
drzewie gdzie warunek 3 moze nie by¢ spelniony) oraz x nie jest korzeniem. Poniewaz
korzen nie moze by¢ czerwony, wiec x ma dziadka x->up->up. W petli while nalezy
rozpatrzeé szes¢ przypadkéw, w tym trzy pierwsze sa symetryczne do pozostatych
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trzech i zaleza od tego, czy wierzchotek x->up ojciec x jest lewym czy prawym synem
dziadka x. Czes¢ procedury opisana powyzej jest dla przypadku gdy ojciec x->up jest
lewym synem. Pozostale przypadki sg symetryczne. Zatem wewnatrz petli while
wierzchotek x jest czerwony i jego ojciec tez. Ponadto, poniewaz x ma dziadka, to
ma tez wuja y, ktory jest synem dziadka, ale nie ojcem. Przypadek 1 zachodzi gdy
wuj y jest czerwony. Wtedy zamieniamy kolory dziadka x i jego synéw. To eliminuje
istniejacy problem z warunkiem 3, ale jesli pradziadek x jest czerwony, to dziadek i
pradziadek tworzg nowa pare, ktéra nie spetnia warunku 3. Dlatego trzeba przesunaé
problem do goéry i teraz nowym x’em staje sie¢ dziadek x. W przypadkach 2 i 3 wuj
y jest czarny. Przypadek 2 zachodzi gdy x jest prawym synem. W tym przypadku
przesuwamy x na jego ojca i dokonujemy rotacji w lewo wokot x. To nas doprowadza
do Przypadku 3, ktéry zachodzi gdy x jest lewym synem. Oczywiscie, jesli od razu
x byt lewym synem, to dochodzimy do niego bez przechodzenia przez Przypadek
2. W Przypadku 3 zamieniamy kolory ojca i dziadka x, dokonujemy rotacji wokot
dziadka x i koriczymy petle while. Na koniec ‘na wszelki wypadek’ malujemy korzen
na czarno jesli przy powyzszych operacjach stal sie czerwony.

Lemat 6.2 Procedura add_node_rb na drzewie czerwono-czarnym o n wierzchot-
kach dziata w czasie O(lg(n)).

Dowoéd: Na mocy Lematu 6.1 wysokosé drzewa czerwono-czarnego o n wierz-
chotkach jest O(lg(n)). Poniewaz wstawienie wierzchotka do drzewa binarnych po-
szukiwani, jak i petla poprawiajaca drzewo po wstawieniu nowego wierzchotka dziata
w czasie O(h), gdzie h jest wysokoscia drzewa, to cala procedura dziala w czasie

0(lg(n)). Q.ED.

Usuwanie wierzcholkow

Procedura usuwania wierzchotka z drzewa czerwono-czarnego remove_rb jest nie-
znaczng modyfikacjg procedury usunBST usuwania wierzchotka z drzewa binarnych
poszukiwani. Po usunieciu wierzchotka procedura remove_rb wota pomocnicza pro-
cedure correct_rb, ktéra przy pomocy przemalowan i rotacji przywraca drzewu
binarnych poszukiwan strukture drzewa czerwono-czarnego.

Przyktad 4.
A: B: C: D:

/Wy

/\ \ U e vertomait
( NN/

X

Powyzszy rysunek przedstawia wartosci zmiennych x i y w poddrzewie o wierzchotku
wskazywanym przez w w roznych mozliwych przypadkach. A gdy w ma dwoch synow,
B, C gdy w ma jednego syna, D gdy w nie ma synow.

x7 wskazuje na korzen drzewa a *w na usuwany wierzchotek. Procedura mini_rb
jest wersja procedury minimumBST znajdujaca wskaznik do wierzchotka o najmniej-
szym kluczu w drzewie czerwono-czarnym. Procedura ta jest wykorzystana w pro-
cedurze remove_node_rb.
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tree mini_rb(tree r) //minimum w drzewie rb

{
while (r->left!=sentinel)
r=r->left;
return r;
+
void remove_node_rb (tree *r, tree *w)
{
tree x,y;//,u;
int k;
if (((xw)->left==sentinel) || ((*w)->right==sentinel)) y=x*w;
else y=mini_rb((*w)->right); //y is the node to removed
if (y->left==sentinel) x=y->right;
else x=y->left; //%x is the only son of y
X->Up=y->up;
if (y->up==sentinel) *r=x;
else if (y==y->up->left) y->up->left=x;
else y->up->right=x;
if (y!=x*w)
{
k=(xw) ->key; (*w)->key=y->key; y->key=k;
//and so on...
+
if (y->color==czarny) correct_rb(r,x);
*W=y ;
¥

Powyzsza procedura rézni sie od procedury usunBST trzema detalami. Wszystkie
odwotania do statej NULL sa zamienione na odwotania do zmiennej sentinel. Przy-
porzadkowanie ojcu x ojca y jest bezwarunkowe, poniewaz x nie moze by¢ réwne
NULL a co najwyzej moze by¢ wartownikiem (sentinel), w ktorym to przypadku nic
ztego (ani dobrego tez) sie nie dzieje. W koncu po usunieciu y, o ile byt to wierz-
chotek czarny, wotana jest procedura correct_rb z parametrem x bedacym jedynym
synem y (lub wartownikiem jesli y nie miat synéw), ktora ma za zadanie odtworzenie
struktury drzewa czerwono-czarnego.

Po usunieciu czerwonego wierzchotka drzewo jest ciagle drzewem czerwono-
czarnym, natomiast po usunieciu czarnego wierzchotka z drzewa warunek 4. defi-
nicji drzewa czerwono-czarnego nie jest spelniony przez ojca wierzchotka y. Mo-
zemy ‘poprawié’ ten defekt myslac o wierzchotku x jakby byt ‘podwoéjnie czarny’
tzn. natrafienie na ten wierzchotek na $ciezce liczy sie podwojnie do czarnej wyso-
kogci. Teraz mozemy mysleé¢, ze warunek 4 jest spelmiony, ale warunek 1 nie, bo x
jest nie tyle czarny co 'podwoéjnie czarny’. To pozwala na myslenie, ze procedura
correct_rb przywraca spelniania warunku 1, ktéry jest lokalny i tatwy, a nie wa-
runku 4., ktory jest globalny i wobec tego trudniejszy do sprawdzenia. Petla while
procedury correct_rb przesuwa w strone korzenia wierzcholek podwdjnie czarny az
do momentu gdy

1. x wskazuje na wierzchotek czerwony, a wtedy maluje x na czarno i konczy
dziatanie;
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2. x wskazuje na korzen, i wtedy dodatkowy kolor czarny na x moze by¢ po prostu
zdjety;
3. mozna dokonaé¢ odpowiednich przemalowan i rotacji.

Wewnatrz petli while wierzchotek x jest ‘podwdjnie czarny’ oraz nie jest korzeniem.

Przyktad 5. Zalozenie dla czterech rozwazanych przypadkéw:
1. z jest lewym synem swojego ojca;
2. z jest bratem z.

Pozostate przypadki, gdy z jest prawym synem swojego ojca, sa symetryczne. Za-
uwazimy, ze skoro x jest podwojnie czarny, to jego brat z musi mie¢ dwoch synéw.
Przypadek 1. Zatozenie:

e 2 jest czerwony.

Akcja:

e zamieniamy kolory z i ojca z;
e rotacja w lewo wokét ojca x;

e wtedy nowy brat x jest czarny... i przechodzimy do Przypadkéw 2,3,4.

Przypadek 2. Zatozenie:

e 2 jest czarny;

e synowie z sg czarni.
Akcja:

e malujemy z na czerwono;

e 1 staje sie ojcem z.




Przypadek 3. Zaltozenie:

e 2 jest czarny;

e lewy syn z jest czerwony;

e prawy syn z jest czarny.

Akcja:

e zamieniamy kolory z i jego lewego syna;
e rotacja w prawo wokoét z;

e ... i przechodzimy do Przypadku 4.

Przypadek 4. Zaltozenie:

e 2 jest czarny;

e prawy syn z jest czerwony.
Akcja:

e zamieniamy kolory z i ojca z;

e malujemy prawego syna z na czarno;

rotacja w lewo wokoét ojca x;

e ... 1 koniec.
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void correct_rb(tree *r, tree x)

{
tree z;
while ((x!=(*r)) && (x->color==czarny))
if (x==x->up->left)
{
z=x->up->right;
if (z->color==czerwony) //case 1
{
z->color=czarny;
x->up->color=czerwony;
rotate_left(r, (x->up));
z=x->up->right;
+
else //case 2,3,4
{
if ((z->left->color==1) && (z->right->color==czarny)) //case 2
{
z->color=czerwony;
X=x->up;
}
else //cases 3,4
{
if ((z->right->key)==czarny) //case 3
{
z->left->color=czarny;
z->color=czerwony;
rotate_right(r,z);
z=x->up->right;
}
//case 4
z->color=x->up->color;
x->up->color=czarny;
z->right->color=1;
rotate_left(r, (x->up));
X=%r;
by
+
i
else
{ //symetrycznie: cases 5,6,7,8
}
x->color=czarny;
¥

Opiszemy teraz doktadniej dziatanie powyzszej procedury. W petli while nalezy
rozpatrzeé osiem przypadkéw, w tym cztery pierwsze sg symetryczne do pozostatych
czterech i zaleza od tego czy wierzcholek x jest lewym czy prawym synem swojego
ojca. Czesé procedury opisana powyzej jest dla przypadku, gdy x jest lewym synem
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swojego ojca. Drugi przypadek jest symetryczny. Zatem, tak jak wspomnieli§my;,
wewnatrz petli while wierzchotek x jest ‘podwdjnie czarny’ oraz nie jest korzeniem.
Poniewaz x jest ‘podwdjnie czarny’ oraz drzewo spelnia warunek 4, to x musi mie¢
brata, ktérego bedziemy oznaczali z, oraz z musi mieé¢ dwéch synéw. Przypadek
1 zachodzi, gdy z jest czerwony. W tym przypadku zamieniamy kolory z i ojca
z i dokonujemy rotacji w lewo wokét ojca z. Wtedy nowy brat x jest czarny i
przechodzimy do Przypadkéow 2,3 i 4. Przypadek 2 zachodzi wtedy, gdy z jest czarny
i jego synowie tez. W tym przypadku malujemy z na czerwono i x staje sie swoim
ojcem. Przypadek 3 zachodzi wtedy, gdy z jest czarny, jego lewy syn jest czerwony a
prawy syn jest czarny. W tym przypadku zamieniamy kolory z i jego lewego syna oraz
dokonujemy rotacji w prawo wokdt z. W ten sposob przechodzimy do Przypadku 4,
ktory zachodzi, gdy z jest czarny a jego prawy syn jest czerwony. W tym przypadku
zamieniamy kolory z i jego ojca, prawego syna z malujemy na czarno i dokonujemy
rotacji w lewo wokot ojca x... i koniec.

94



6.7 Struktury danych dla rodziny zbioréw rozlacznych

Rozwiazywanie szeregu probleméw wymaga grupowania elementéw w zbiory roz-
taczne. W takiej sytuacji potrzebna jest nam struktura, ktéra pozwala na szybkie
wykonywanie trzech operacji:

1. make_set (k) - tworzenia zbioru, ktérego jedynym elementem jest k;

2. union(k,1) - sumowania dwéch zbioréw roztacznych, do ktérych naleza ele-
menty ki 1;

3. find (k) - znajdowania reprezentanta zbioru, do ktérego nalezy element k.

Teraz opisze taks strukture. Zakladamy, ze operacji make_set jest co najwyzej
n. Kazdy zbiér jest reprezentowany przez liste. Elementy listy maja wskazniki do
nastepnego elementu i do elementu reprezentujacego dany zbiér. Dodawanie bedzie
polegato na taczeniu list. By przyspieszy¢ dodawanie list bedziemy tez pamietali w
reprezentancie zbioru dtugosé listy (by dodawac krotsza liste do dtuzszej na koniec) i
wskaznik do ostatniego elementu listy. Wskazniki do elementéw bedziemy pamietali
w osobnej tablicy. Na obrazku mozna to przedstawié tak:

v
!
ki : ? nazwa: kj2 kg kl
] dlugosé: 3 ? ?
next: ® [ Nzl
k2 : ? rep: [ L g [
] last: [ ? ?

kg :

[ Lol

gdzie 7 oznacza, ze przechowywana w tym polu warto$¢ nie jest aktualna.
Operacje make_set i find sa wykonywane w czasie stalym, natomiast union jest
wykonywana w czasie proporcjonalnym do mniejszego z sumowanych zbioréw.

#tdefine N 15

typedef struct elem
{

int info, len;
struct elem *next, *last, *rep;
} elem, *zbior;

zbior Z[N];

W Z[k] przechowywany jest wskaznik do elementu k lub NULL, jesli k£ nie nalezy do
zadnego zbioru.

void make_set(int i)
//tworzy zbior 1-elementowy {i}

{
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Z[il=malloc(sizeof(elem));
Z[i]->info=1i;

Z[i]->len=1;
Z[i]->next=NULL;
Z[i]->1last=Z[i];
Z[i]l->rep=Z[il;

by
zbior find(int i)
{
return (Z[i]->rep);
+
void union(int i, int j)
{
zbior u,v,w;
u=find(i); v=£find(j);
//u i w wskazuja na reprezentantow zbiorow
//do ktorych naleza i oraz j
if (u->len<v->len) {w=u; u=v; v=w;}
//teraz u wskazuje na reprezentanta niekrotszej listy
u->last->next=v; //polaczenie list
u->len=u->len + v->len; //uaktualnienie dlugosci
u->last=v->last; //uaktualnienie ostatniego elementu
while (v!=NULL) //uaktualnienie reprezentanta
{
v->rep=u;
v=v->next;
+
+

Fakt 6.3 n operacji make-set, union, ¢ find wérdd, kidrych jest m operacyi
make-set jest wykonywanych w czasie O(n + mlog(m)).

Dowdd. Procedury make-set i find dziataja w czasie stalym. Zatem n takich
operacji jest wykonywanych w czasie O(n).

Pozostaje do pokazania, ze jesli wykonanych zostalo m operacji make_set to
taczny czas wykonania operacji union jest O(mlog(m)).

Procedura union modyfikuje szereg wartosci reprezentanta sumy zbioréw i jeden
wskaznik (next) ostatniego elementu dtuzszej listy. Te operacje sa przy kazdym wy-
konaniu procedury union wykonywane w czasie stalym. Poniewaz procedura union
moze by¢ wykonana co najwyzej m — 1 razy (poniewaz wszystkich elementow we
wszystkich zbiorach jest m), to laczny czas wykonania tej czesci procedury union
jest O(m).

Porzostaje do pokazania, ze taczny czas wykonania drugiej czeéci procedury union
modyfikujacy reprezentanta na krotszej liscie jest O(mlog(m)). W tym celu poli-
czymy ile razy tacznie moze by¢ modyfikowany reprezentant jednego elementu. Po-
niewaz modyfikujemy reprezentantéw elementéw tylko na krétszej liscie, to po jednej
modyfikacji lista, na ktorej znajduje sie element ma co najmniej dwa elementy, po
dwéch modyfikacjach lista, na ktérej znajduje sie element ma co najmniej cztery ele-
menty, ... po k modyfikacjach lista, na ktorej znajduje sie element ma co najmniej 2%
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elementow. Poniewaz wszystkich elementow jest m to 2% < m. A stad k < logy(m).
Czyli liczba modyfikacji reprezentanta kazdego elementu jest niewicksza niz logs(m).

Stad taczna liczba modyfikacji reprezentantéw wszystkich m elementéw jest rowna
O(mlog(m)). Q.E.D.
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7 Algorytmy grafowe

7.1 Grafy i reprezentacje grafow

Grafy sa to bardzo proste struktury, ktore jednak pozwalaja na modelowanie wielu
'rzeczywistych’ sytuacji. Algorytmy grafowe pozwalajg rozwiazywaé problemy do-
tyczace takich sytuacji. Dlatego sa jednymi najwazniejszych podstawowych algo-
rytmow i maja szerokie zastosowania. Ponizej zdefiniuje szereg podstawowych pojeé
dotyczacych graféw, pokaze kilka sytuacji, ktére mozna modelowaé przy pomocy gra-
fow, oraz pokaze jak mozna reprezentowac¢ grafy w komputerze. W dalszym ciagu
omoéwie najbardziej podstawowe algorytmy grafowe.

Graf zorientowany G jest para uporzadkowana (V, E) taka, ze V jest zbiorem
(skonczonym) wierzchotkéw, a E jest podzbiorem V x V. Elementy E nazywany
krawedziami. Czyli graf zorientowany jest to zbior (skoriczony) z relacja binarna.
Jesli e = (u,v) € F to moéwimy, ze e jest krawedzia z u do v, lub krawedzia o
poczatku u i kornicu v.

Graf niezorientowany G jest para uporzadkowang (V, E) taka, ze V jest zbio-
rem (skoriczonym) wierzchotkow, a E, zbior krawedzi, jest podzbiorem zbioru par
nieuporzadkowanych z V| tzn. zbioru {(u,v) : u # v, u,v € V}. W grafie niezorien-
towanym E mozna utozsamiaé z relacja binarna na V x V, ktéra jest symetryczna
i antyzwrotna, pamietajac jednak, ze (u,v) i (v,u) oznacza te sama krawedz. Jesli
e = (u,v) € E to méwimy, ze e jest krawedzia z u do v, lub krawedzia o poczatku u
i koricu v, lub krawedzia o koricach w u i v.

6]

Wiele definicji dla obu rodzajéw grafow jest identycznych, nawet jeéli ich znacze-
nie jest rozne. Jesli kontekst nie okresla jasno czy dany graf jest zorientowany czy
nie, to znaczy, ze chodzi mi w takim przypadku o oba rodzaje graféw.

Stopniem wierzchotka v w grafie niezorientowanym G, nazywamy liczbe krawedzi
G o poczatku w v.

Stopniem wyjsciowym wierzchotka v w grafie zorientowanym G, nazywamy liczbe
krawedzi G o poczatku w v. Stopniem wejsciowym wierzchotka v w grafie zoriento-
wanym G, nazywamy liczbe krawedzi G o koiicu w v.

Sciezkq (lub drogg) dtugosci k z wierzcholtka u do wierzchotka v w grafie G =
(V, E), nazywamy ciag wierzchotkow < vg,v1, ..., v >, taki, ze vg = u, vy, = v oraz
(vi,vit1) € E dlai = 0,...,k. Dlugoscia sciezki jest liczba krawedzi na $ciezce.
Sciezka jest prosta, jesli wszystkie wierzcholki na $ciezce sg rozne.

Cyklem, w grafie zorientowanym, nazywamy Sciezke, ktéra zaczyna sie i koriczy w
tym samym wierzchotku i posiada co najmniej jedng krawedz. Cykl < vg, vy, ..., v >
jest prosty, jedli wszystkie wierzchotki vy, ..., v, sa rézne.
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Sciezka < vg,v1,...,v; >, w grafie niezorientowanym, jest cyklem, o ile vy =
v oraz wierzchotki vy, ..., v sa rézne. Graf, w ktérym nie ma cykli nazywamy
acyklicznym. Jedli istnieje éciezka z u do v to v jest ostggalny z v i oznaczamy u — v
Graf niezorientowany jest spdjny, jesli kazde dwa wierzchotki taczy $ciezka. Sktadowe
spdjne grafu niezorientowanego, sa to klasy abstrakeji relacji osiggalnosci w grafie.

Graf G' = (V', E') jest podgrafem grafu G = (V,E), jesi V' C Vi E' C E. G
jest podgrafem petnym G jesli E' = EN(V x V).

Macierze incydencji. Grafy mozna reprezentowaé przy pomocy macierzy in-
cydencji. Przy takiej reprezentacji graf G = (V, E), gdzie V = {v1,...v,} jest
reprezentowany przez macierz M typu int M[n] [n], tak, ze

MJi[j] = { (1) gdy (Uia.vj) €E; i
w przeciwnym przypadku.

Wtedy ltatwo jest sprawdzi¢ czy (v, vj) jest krawedzia w grafie G. Ale zwykle jest
to reprezentacja bardzo pamieciochtonna. Reprezentacja grafu o n wierzchotkach,
niezaleznie od liczby krawedzi, zuzywa ona O(n?) pamieci.

Uzywajac macierzy incydencji tatwo jest obliczy¢ liczbe éciezek danej dtugosci k
pomiedzy wierzchotkami. W tym celu wystarczy obliczy¢ k-krotny iloczyn macierzy
A przez siebie, tzn. A*. Jegli nas interesuja $ciezki dtugosci co najwyzej k, to mozemy
je obliczy¢ nastepujaco Zle i.

Listy incydencji. Listy incydencji sg czesto bardziej ekonomicznym sposobem
reprezentowania grafow. Zwykle grafy pojawiajace sie w praktyce majg maty stopient
(wyjsciowy) wierzchotkéw i liczbe krawedzi rzedu O(n) raczej niz O(n?). W takiej
sytuacji lepiej je reprezentowac przez listy incydencji. Przy takiej reprezentacji graf
G = (V,E), gdzie V. = {v1,...v,} jest reprezentowany przez listy incydencji. To
znaczy dla kazdego wierzchotka v; tworzymy osobng liste¢ wierzchotkéw v; takich, ze
(vi,vj) € E. Wskazniki do pierwszych elementéw tych list przechowujemy w osobne;j
tablicy. Na rysunku moze to wygladaé tak:

A: 1ot 2] e T[eF>{9]ni]

T [e A
ol-2le 3o {516l

Na liscie wskazywanej przez A[i] znajduja sie takie wierzchotki j, dla ktorych (i, j) €
E.

Tak reprezentacja uzywa O(|V| + |E|) pamieci, czyli proporcjonalnie wiele do
rozmiaru grafu.

Przyktady. Grafy sa wszedzie...

1. Sie¢ potaczen drogowych, komputerowych, telefonicznych (i wielu innych) na
danym terenie to graf... (czasem zorientowany, czasem nie).

2. Schemat montazu dowolnego urzadzenia to graf skierowany. Ogodlniej, nastep-
stwo w procesach, ktore czedciowo moga byé wykonywane réwnolegle jest gra-
fem skierowanym. Na przyktad, dla wykonania dziatan:

sl: a=0;
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s2: b=1;

s3: c=atl;
s4: d=b+a;
sb: e=d+c;
s6: d=d+1;

mamy taki graf nastepstwa:

sl s2

I\

s3 s4

Vo

) s6

3. Relacje pomiedzy ludzmi mozna reprezentowaé przy pomocy graféw. Na przy-
ktad zaleznosci stuzbowe w przedsiebiorstwach, czy graf 'wplywow’ taki, ze
krawedz a — b jest w grafie o ile a moze wplywaé na zdanie b’.

Jas

/NN

Michal =—— Stas

NS

Bartek

4. Lancuch zywieniowy zwierzat (Pies->Kot->Mysz etc.) jest grafem.

5. Wspétzawodnictwo zwierzat w ekosystemie o to samo pozywienie jest grafem
modelujacym zachodzace na siebie nisze ekologiczne. Krawedz a — b jest w
grafie o ile pozywienie a i b choé¢ czedciowo sie pokrywaja’.

Szop Sowa
— e
Jastrzab
\
Opos 7 Wiewiérka = Wrona
Ryjc’)wka\
Mysz Dzieciot

6. Wyniki pojedynkéw druzyn w turnieju mozna reprezentowac jako graf taki, ze
krawedz a — b jest w grafie o ile ’a wygrat z b’.
7.2 Skladowe spdjne grafu niezorientowanego

Podam teraz zastosowanie opisanej wczedniej struktury danych dla rodziny zbioréw
roztacznych. Ponizszy algorytm oblicza sktadowe sp6jne grafu niezorientowanego.

Problem (znajdowanie sktadowych spéjnych grafu niezorientowanego).
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e Dane wejsciowe: graf niezorientowany G = (V, E).

e Wynik: sktadowe spojne grafu G.

skladowe_spojne(G:graf) ;

{

for v in V(G) do //tzn. ‘dla kazdego wierzcholka grafu G’
make_set (v);

//tworzymy zbiory jedno-elemenotowe dla kazdego wierzcholka grafu

for (u,v) in E do //tzn. ‘dla kazdej krawedzi grafu G’
if (find(u)!=find(v)) union(u,v);

}

W procedurze skladowe_spojne tworzymy zbiory jednoelementowe, ktérych elemen-

tami sg wszystkie wierzchotki grafu G. W trakcie dzialania procedury modyfikujemy

te zbiory tak, by w kazdym z nich bytly tylko takie wierzchotki pomiedzy ktérymi

istnieje éciezka. Procedura przeglada kolejne krawedzie grafu G. Jegli napotka kra-

wedz, ktora taczy wierzchotki z dwoch réznych zbioréow to je do siebie dodaje. Po

zakoniczeniu procedury powstate zbiory tworza sktadowe spdjne garfu G.
Bezposrednia konsekwencja Faktu 6.3 jest

Fakt 7.1 Dla grafu niezorientowanego G = (V,E), procedura skladowe_spojne
dziata w czasie O(n 4+ mlog(m)), gdzie |V|=m i |E| = n.

Po wykonaniu procedury skladowe_spojne sprawdzenie czy dwa wierzchotki sa
w tej samej sktadowej wyglada tak:

int ta_sama_skladowa(int 1i,j)

{
return (find(i)==find(j));
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7.3 Przeszukiwanie grafu wszerz (BFS)
Drzewo jest to zorientowany graf acykliczny taki, ze

1. o ile nie jest pusty zawiera doktadnie jeden wierzchotek, ktory nie jest koncem
zadnej krawedzi; wierzcholek ten nazywa sie korzeniem;

2. istnieje droga od korzenia do kazdego wierzchotka grafu;

3. kazdy wierzchotek, z wyjatkiem korzenia, jest koficem doktadnie jednej krawe-
dzi.

Niech D = (V,E) bedzie drzewem. Jesli (v,w) € E to v jest poprzednikiem
w a w jest nastepnikiem v. Jedli istnieje droga z v do w, to w jest potomkiem v
(a v jest przodkiem w). Jesli ponadto v # w, to w jest potomkiem wlasciwym v.
Lisciem nazywamy wierzchotek bez potomkéw wlasciwych. Podgraf pelny drzewa
D zawierajacy wierzcholek v wraz z jego potomkami nazywamy poddrzewem drzewa
D o korzeniu v. Gtebokosciq wierzcholka v w drzewie nazywamy diugosé¢ drogi od
korzenia do v. Wysokoscig wierzchotka v w drzewie nazywamy dtugosé najdtuzszej
drogi od v do jakiego$ liscia. Wysokoscig drzewa nazywamy wysokoéé korzenia tego
drzewa.

Algorytm przeszukiwania grafu wszerz systematycznie bada krawedzie grafu G,
by dotrze¢ do kazdego wierzchotka osiagalnego z s. Oblicza drzewo przeszukiwania
wszerz z wierzchotka s i odlegtos¢ od s do kazdego wierzchotka osiggalnego z s.

Drzewem przeszukiwania wszerz grafu G = (V, F) z wierzchotka s € V nazywamy
podgraf D = (V' E’) grafu G bedacy drzewem o korzeniu s taki, ze:

1. V' zawiera wszystkie wierzcholki osiggalne z s w G}

2. dla kazdego wierzchotka v € V' §ciezka z s do v w drzewie D jest najkrotsza
Sciezka z s do v w grafie FE.

Problem (przeszukiwanie grafu wszerz).

e Dane wejsciowe: graf G = (V, F) i wierzcholek s € V.

o Wynik: tablice d i m indeksowane zbiorem V', takie ze

1. d[v] jest dlugoscia najkrotszej sciezki z s do v lub oo (np. —1) jesli nie
ma takiej $ciezki;

2. P[v] jest poprzednikiem v na najkrotszej sciezce z s do v, lub Nil gdy
v = s lub v nie jest osiagalny z s.

Podczas przeszukiwania algorytm uzywa pomocniczej tablicy kolor:

bialy  gdy v jest jeszcze nie odwiedzony;
kolor[v] =< szary  gdy v zostal odwiedzony;
czarny gdy v i jego nastepniki zostali odwiedzeni.

1 kolejki:
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1. kolejka<=v - wstaw v do kolejki na koniec;

2. v<=kolejka - wstaw pierwszy element kolejki na v;
3. usun_z_kolejki - usun pierwszy element z kolejki;
4. kolejka<>0 - - test pustosci kolejki.

Zaktadamy, ze graf G jest reprezentowany przez listy incydencji. LI[v] jest lista
konicow krawedzi o poczatku v.

void BFS(G,s);
{
for v in V-{s} //inicjalizacja
{ P[v]=NULL; d[v]=-1; kolor[v]=bialy }
d[s]=0; kolor[s]l=szary; kolejka<=s;
while (kolejka!=0) // petla glowna
{
u<=kolejka;
for v in LI[u] //przegladamy nastepniki u
if (kolor([v]==bialy) // wlasnie odkrylismy wierzcholek v

{
d[v]l=d[ul+1; P[v]=u;
kolor[v]=szary; kolejka<=v;
}
usun_z_kolejki; kolor[ul=czarny; //opuszczamy wierzcholek u

b

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia efekt dziatania procedury BSF(G,s).
Wierzchotkami grafu sa liczby 1,...9, krawedzie grafu sa ’takie jak wida¢’, wierz-
chotek s jest wierzchotkiem numer 7. W wierzchotkach zaznaczone sa kolejno trzy
wartosci: numer wierzcholtka v, odlegtosé d[v] od wierzchotka s = 7, przedostatni
wierzcholek P[v] na jednej z najkrotszych Sciezek z 7 do v:

-— - m - gﬂlg}gloéé

poprzedni na

najkrotszej
numer Sciezce do 7
wierzchotka /

—[6[1]7] T[]0 ~——[8]3]3]

Opis procedury BFS.
1. Inicjalizacja: nadaje wartodci poczatkowe tablicom d i P.

2. Petla gtowna (while): jest wykonywana dopoki sa jeszcze wierzchotki odkryte,
ktore maja nieodkryte nastepniki (tzn. szare).

3. Petla wewnetrzna: przeglada wszystkich sasiadéw pierwszego wierzchotka z
kolejki i odwiedza (maluje na szaro) te wierzchotki, ktore jeszcze nie byty od-
wiedzone (biate).
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Czas dziatania procedury BFS.
1. Inicjalizacja: O(|V]).

2. Kazdy wierzchotek jest raz (i nigdy wiecej) malowany na bialo, przy inicja-
lizacji. Przy wstawianiu do kolejki malujemy wierzchotek na szaro. Zatem
kazdy wierzchotek jest co najwyzej raz wstawiany do kolejki i raz z niej zdej-
mowany. Zatem taczna liczba operacji petli zewnetrznej, bez petli wewnetrznej
jest O(|V]).

3. Laczna liczba iteracji petli wewnetrznej jest nie wieksza od tacznej dtugosci list
incydencji grafu G, czyli |F| - gdy graf jest zorientowany i 2|F| - gdy graf jest
niezorientowany. Zatem czas dzialania wszystkich iteracji petli wewnetrznej
jest O(|E)).

Stad otrzymujemy

Fakt 7.2 Czas dzialania procedury BFS dla grafu G = (V, E) jest rowny O(|V| +
1E]).

Poprawnosé algorytmu BFS.

Ustalmy graf G = (V, E) i wierzcholek s € V. Niech §(u,v) bedzie dlugoscia
najkrotszej sciezki z w do v w G lub co gdy nie ma takiej §ciezki.
Lemat 7.3 1. Jesli (u,v) € E, to d(s,v) < (s, u) + 1.

2. Po wykonaniu BFS(G,s), d(s,v) < d[], dlav e V.

Dowdd. Ad. 1. Oczywiste.
Ad 2. Pokazemy przez indukcje ze wzgledu na liczbe wstawien wierzchotkéw do
kolejki, ze
d(s,v) < d[v] dla veV (10)
Zalozenie jest prawdziwe po wstawieniu pierwszego wierzchotka (s) do kolejki.
Wtedy mamy

d(s,s) = d]s], d(s,v) < o0 =d[v], dla v e V'\ {s}

Krok indukeyjny. Rozwazmy teraz biaty wierzchotek v odkryty podczas przeszu-
kiwania listy incydencji wierzchotka u. Z zalozenia indukcyjnego mamy d[s, u] < d[u].
Po odkryciu v wykonujemy podstawienie d[v] = du] + 1. Wtedy uzywajac punktu
1. mamy:

dv] =du] +1>0(s,u) +1 > d(s,v).
W tym momencie malujemy v na szaro i wobec tego wartos¢ d[v] sie juz nie zmieni.

Stad teza. Q.E.D.

Ponizszy lemat opisuje dziatanie kolejki w trakcie wykonywania sie procedury
BFS.

Lemat 7.4 Przypusémy, ze w czasie wykonywania si¢ procedury BFS(G, s) kolejka
zawiera wierzcholki < vy,...,v, > (v1 pierwszy v, ostatni). Wiedy

dlv,] < d[vy] + 1

oraz
dlvi] < d[vit1]
dlat=1,...,7r.
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Dowdd. Lemat udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe wstawieri do i
usunieé z kolejki.

Po wstawieniu s do kolejki teza lematu jest prawdziwa.

Jedli teza lematu jest prawdziwa przed usunieciem wierzchotka z kolejki to tym
bardziej jest prawdziwa po usunieci wierzchotka z kolejki.

Jesdli kolejna operacja jest dodaniem wierzchotka v,41 do kolejki < vy,...,v, > to
dzieje sie to w czasie przeszukiwania listy sasiadow vy. Zatem podstawiamy d[v,41] =
d[vi] + 1. Wtedy

d[’t)l} < d[Ul] +1= d[vr+1:|

dla i = 1,...,r i oczywiscie d[vy4+1] < d[v1] + 1. Zatem teza jest prawdziwa w
dowolnym momencie wykonywania procedury BF'S. Q.E.D.

Twierdzenie 7.5 Procedura BFS(G,s) odwiedza kazdy wierzchotek v € V' osig-
galny z s. Po jej wykonaniu d[v] = (s,v), dlav € V.

Ponadto dla dowolnego v # s i osiggalnego z s ostatniq krawedzig na jednej z
najkrotszych Sciezek z s do v jest krawed? (P(v),v).

Dowdd. Niech v € V bedzie nieosiagalny z s. Wtedy z Lematu 7.3(2) d[v] >
d(s,v) = oco. Zatem v nie zostal odkryty, bo w przeciwnym razie miatby wartog¢
skorniczong.

Niech Vi, = {v € V : 6(s,v) = k}. W szczegolnosci Upen Vi jest zbiorem
wszystkich wierzchotkéw osiggalnych z s. Dla wierzchotkéw osiaggalnych z s pokazemy
teze twierdzenia przez indukcje po k € N.

Zatozenie indukcyjne: w czasie wykonywania procedury BFS(G,s), dla dowol-
nego wierzchotka v € Vi, zdarzy sie doktadnie raz taka sytuacja, ze v zostanie odkryty
oraz:

1. v zostanie pomalowany na szaro;

2. d[v] przyjmie wartos¢ k;

3. jesli v # s to Plv] przyjmie wartos¢ w Vi_1;
4. v zostanie wstawiony do kolejki.

Dla k = 0 mamy Vp = {s}. Ten ’jedyny raz’ dla s zdarzy sie przy inicjalizacji.

Niech k£ > 0, zalozenie indukcyjne bedzie prawdziwe dla wierzchotkéw z Vi_q
oraz v € V.

Kilka obserwacji:

1. kolejka jest niepusta az do zakonczenia wykonywania algorytmu;
2. po wstawieniu wierzchotka u do kolejki d[u] i Plu| nie zmieniaja sig;
3. jesli wierzchotki vy, ..., v, sa kolejno wstawiane do kolejki to d[vi] < ... < d[v,].

Poniewaz, z Lematu 7.3, d[v] > k, to z 3. i zalozenia indukcyjnego mamy, ze
o ile v zostanie odkryty, to zostanie odkryty po odkryciu i wstawieniu do kolejki
wszystkich wierzchotkow z Vi_1. Poniewaz d(s,v) = k, to istnieje u € Vi1 taki, ze
(u,v) € E. Niech u bedzie pierwszym takim wierzchotkiem wstawionym do kolejki.
Zatem v zostanie odkryte podczas przeszukiwania sasiadow u. Wtedy

1. v zostanie pomalowany na szaro;
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4. v zostanie wstawiony do kolejki.

Poniewaz v byl dowolny to otrzymujemy teze indukcyjna.

By zobaczy¢, ze (P[v],v) jest ostatnia krawedzia na najkrotszej Sciezce z s do v
wystarczy zauwazy¢, ze Plv] € Vj_;.

Q.ED.

Majac tablice d i P obliczone w procedurze BFS(G,s) drzewo przeszukiwania
wszerz D = (Vp, Ep) grafu G z wierzcholtka s otrzymujemy w nastepujacy sposob:

Vp={veV: P £ Nil}U{s}

Ep ={(P[v],v) :v e Vp\ {s}}

Ponizsza procedura rekurencyjna drukuje najkrétsza sciezke z s do dowolnego
wierzchotka G:

void sciezka (G,s,v);
{

if (v==8) printf("%d ",s);

else if (P[v]==NULL) printf("Nie ma sciezki.");
else {

sciezka(G,s,P[v]);

printf ("%d ",v);
}
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7.4 Przeszukiwanie grafu w giab (DFS)

Przeszukiwanie grafu w glab (DFS), jest drugim po BFS, podstawowym sposobem
przeszukiwania grafu, i jak zobaczymy pdzniej, czesto bardzo uzytecznym przy kon-
struowaniu innych algorytmoéw. Idea przeszukiwania w glab polega na tym by isé
jak najgtebiej jest to tylko mozliwe. Gléwna techniczng réznica algorytmu DFS w
stosunku do BFS jest to, ze w DFS wkladamy odwiedzane wierzchotki na stos a nie
jak w BFS, do kolejki.

Przeszukujac graf w gltab odwiedzamy wszystkie wierzchotki a nie tylko te, ktore
sa osiagalne z ustalonego wierzchotka. Dlatego w rezultacie przeszukiwania w gltab
otrzymujemy las (a nie drzewo) przeszukiwania w glab. Ponadto przeszukujac graf
w glab zapamietujemy moment, w ktorym wierzchotki odkrywamy (malujemy na
szaro) i opuszczamy (malujemy na czarno).

Las jest to zorientowany graf acykliczny taki, ze

1. istnieje co najmniej jeden wierzchotlek, ktory nie jest koricemn zadnej krawedzi;
wierzchotki takie nazywa sie korzeniams;

2. istnieje droga do kazdego wierzchotka od dokladnie jednego korzenia grafu;

3. kazdy wierzcholek, z wyjatkiem korzeni, jest konicem doktadnie jednej krawedzi.
A '

Problem (przeszukiwanie grafu w gtagb).
e Dane wejsciowe: graf G = (V, E).
e Wynik: tablice d, f i P indeksowane zbiorem V', takie ze

1. PJv] = u oznacza, ze v zostal odkryty w czasie przeszukiwania listy incy-
dencji wierzchotka u;

2. d[v] jest czasem odkrycia wierzchotka v;

3. f[v] jest czasem opuszczenia wierzchotka v.

Po wykonaniu procedury DFS dla grafu G = (V, E) krawedzie lasu Gp = (V, Ep)
przeszukiwania w gltgh grafu G definiujemy nastepujaco:

Ep ={(P[u],u) : Plu] # NULL}

Procedura DFS podobnie jak BFS uzywa pomocniczej tablicy kolor do barwnego
zaznaczania statusu wierzchotkéw.

void DFS(graf G)
{

for (v in V) //inicjalizacja
{kolor[v]=bialy; P[v]=NULL;}
time=0;
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for (v in V) //budowa kolejnych drzew lasu przeszukiwania w glab
if (kolor[v]==bialy) DFS-odwiedz(v);

void DFS-odwiedz(wierzcholek u)

{

kolor[u]l=szary; time=time+1; d[ul=time; //wlasnie odkrylismy wierzcholek u
for (v in LI(u)) //przegladanie sasiadow u wraz z ich potomkami
if (kolor[v] == bialy)
{
P[v]=u;
DFS-odwiedz(v) ;
¥

kolor[ul=czarny; time=time+1; f[u]l=time //opuszczamy wierzcholek u

¥

Przyktad. Ponizszy przyktad ilustruje sposéb dziatania procedury DFS.

[
E - E ~ o i
-+ opuszczenia

moment ojciec w lesie
odkrycia \ przeszukiwania
w glab
numer

_—
— [e[s]e]7] ~——[s]de] 4] BEES
—

W wierzchotkach zaznaczone sg kolejno wartosci:
1. numer wierzchotka x;
2. moment odkrycia wierzchotka d[z];
3. moment opuszczenia wierzchotka f|x];
4. ojciec wierzchotka w lesie przeszukiwania w glab Plx].

Las przeszukiwania w glab powyzszego grafu wyglada tak:

1 4 9

N\
/

Ot ~] — W — D

Opis procedury DFS.
1. Inicjalizacja: nadaje wartosci poczgtkowe tablicom kolor i P.

2. Petla for procedury DFS przeglada wszystkie wierzchotki grafu G; dla wierz-
chotkéw biatych wota procedure DFS-odwiedz; kazde takie wotanie tworzy
jedno drzewo lasu przeszukiwania w glab grafu G;
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3. procedura DFS-odwiedz(u) wraz z rekurencyjnymi odwotaniami odwiedza
wierzchotek wu, wszystkich jego sasiadéw, i wszystkich sasiadéw sasiadow, etc.
ktorzy jeszcze nie zostali odkryci; na koniec procedura opuszcza wierzcholek u;

4. Petla for procedury DFS-odwiedz(u) przeglada wszystkich sasiadéw wierz-
chotka u, dla tych wierzchotkow, ktore jeszcze nie byly odwiedzone (biale)
wola rekurencyjnie siebie sama.

Czas dziatania procedury DFS.

1. Procedura DFS, nie liczac wotan procedury DFS-odwiedz, wykonuje O(|V]) ope-
racji.

2. Procedura DFS-odwiedz jest wotana dokladnie jeden raz dla kazdego wierz-
chotka; w momencie woltania DFS-odwiedz(v) wierzchotek v musi by¢ bialy,
jest malowany na szaro i nigdy potem nie jest malowany na biato; w czasie
wotania DFS-odwiedz(v) petla for jest wykonywana |LI(v)| razy; poniewaz
> vev | LI(v)] = O(|E]), to taczna liczba wykonan petli for jest O(|E|).

Zatem

Fakt 7.6 Czas dziatania procedury DFS dla grafu G = (V, E) jest réwny O(|V| +
[E)-

Teraz pokazemy kilka wtasnogci procedury DFS.

Fakt 7.7 (Twierdzenie o nawiasowaniu) Po wykonaniu procedury DFS dla
grafu G = (V, E), dla dowolnych dwdch wierzchotkéw u,v € V' zachodzi doktadnie
jeden z warunkow:

1. przedziaty < d[v], flv] > i < d[u], flu] > sq roztgczne;

2. przedzial < d[v], f[v] > jest zawarty w przedziale < d[u], flu] > oraz v jest
potomkiem u w lesie przeszukiwania w gtgb;

3. przedziat < dlul, flu] > jest zawarty w przedziale < d[v], f[v] > oraz u jest
potomkiem v w lesie przeszukiwania w glgb;

Dowdd. Niech u,v € V, u # v. Mozemy zalozy¢, ze du] < d[v] (przypadek
d[u] > d[v] jest analogiczny).
Rozpatrzymy dwa przypadki:

L. d[v] < flul;
2. flu] < d[v].

Ad 1. Gdy d[v] < f[u], to w momencie d[v] wierzcholek u jest szary, tzn. v zostaje
odkryty gdy przeszukujemy potomkéw wierzchotka u. Zatem v jest potomkiem wu.
Ponadto po momencie d[v] krawedzie wychodzace z v zostang przeszukane i v zostanie
pomalowane na czarno i opuszczony, zanim zostanie opuszczony u. Stad f[v] < f[u]
oraz mamy

dlu] < dfv] < flv] < flu].

Ad 2. Gdy flu] < d[v], to przedziaty < d[v], flv] > i < d[u], flu] > sa roz-
taczne. Ponadto zaden z wierzchotkéw nie zostanie odkryty podczas przeszukiwania
potomkéw drugiego. Q.E.D.
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Whniosek 7.8 Wierzchotek v jest potomkiem wierzchotka u w lesie przeszukiwania
w gtab grafu G wtedy i tylko wtedy gdy d[u] < d[v] < flv] < f[u].

Fakt 7.9 (Twierdzenie o bialej Sciezce) W lesie przeszukiwania w gtgb grafu
G = (V,E), v jest potomkiem u witedy 1 tylko wtedy gdy w momencie d[u] (tzn.
momencie odkrycia u) istnieje $ciezka z u do v przechodzgca wylgcznie po biatych
wierzchotkach.

Dowdd. =: Zal6zmy, ze v jest potomkiem u w lesie przeszukiwania w gtab grafu
(. Niech w bedzie wierzcholtkiem na §ciezce z u do v w lesie przeszukiwania w glab
Gp(V,Ep). 7 Wniosku 7.8, dju] < d[w]. Zatem w jest bialy w momencie d[u],
odkrycia wu.

<: Przypusémy, ze w momencie d[u| odkrycia u istnieje biata Sciezka z u do v
biegnaca po biatych wierzchotkach ale v nie jest potomkiem u w lesie przeszukiwa-
nia w glab grafu G. Mozemy przyjaé, ze wszystkie poprzednie wierzcholki na tej
sciezce sa potomkami u. W przeciwnym przypadku mozemy za v przyjaé pierwszy
wierzchotek na tej §ciezce, ktory nie jest potomkiem w. Niech w bedzie poprzednim
wierzchotkiem przed v na tej sciezce. Wtedy, 2 Wniosku 7.8, flw] < flu] (w moze
by¢ rowny u). Poniewaz v jest bialy w momencie d[u] i (w,v) € E, to v musi by¢
odkryty po odkryciu u ale przed opuszczeniem w. Zatem

dlu] < dfv] < flw] < flu].

Z Faktu 7.7 mamy, ze przedzial < d[v], f[v] > jest zawarty w < d[u], flu] >. A
zatem, z Wniosku 7.8, v jest jednak potomkiem u. Q.E.D.
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7.5 Sortowanie topologiczne

Problem sortowania topologicznego polega uporzadkowaniu liniowym wierzchotkéw
zorientowanego grafu acyklicznego G = (V, E) tak, by wierzchotek u byt przed wierz-
chotkiem v, o ile (u,v) € E.

Problem (sortowanie topologiczne).
e Dane wejsciowe: zorientowany graf acykliczny G = (V, E).

e Wynik: lista zawierajaca wszystkie wierzchotki z V' taka, ze jezeli (u,v) € F
to u jest przed v na tej lidcie.

Przyktad. Wierzchotkami ponizszego grafu acyklicznego sg czesci garderoby. Kra-
wedZ © —> y oznacza, ze ubierajac sie x nalezy wlozy¢ przed y. Poniewaz na raz
mozemy whlozy¢ tylko jedna czesé¢ garderoby to by sie ubra¢ musimy (mniej lub bar-
dziej $wiadomie) zastosowaé algorytm sortowania topologicznego.

koszula— marynarka skarpetki —— buty

krawat zegarek majtki —— spodnie

Opis algorytmu sortowania topologicznego:
1. przeszukujemy graf G w glab procedurs DFS;
2. w momencie f[u] wstawiamy u na poczatek listy;

3. lista, ktora otrzymujemy po zakoiiczeniu procedury DFS jest zadana lista.

Niech (V,F) bedzie lasem przeszukiwania w glab zorientowanego grafu G =
(V,E). Krawedz (u,v) € E nazywamy krawedzig powrotng wzgledem lasu (V) F)
jesli v jest przodkiem u w (V, F').

Fakt 7.10 Graf G = (V, E) jest acykliczny wtedy i tylko wtedy gdy nie ma krawe-
dzi powrotnych wzgledem lasu przeszukiwania w gtgh (V, F) obliczonego procedurg
DFS(G).

Dowdd. =. Jesli (u,v) jest krawedziag powrotna to mamy Sciezke z v do u w lesie
(V, F), ktora wraz z krawedzia (u,v) tworzy cykl w G. Zatem G nie jest acykliczny.

<. Przypusémy, ze w grafie G jest cykl C'. Niech v bedzie pierwszym wierzchot-
kiem z C' odkrytym podczas przeszukiwania w gtab grafu G, (u,v) krawedzia cyklu
C'. Zatem w momencie d[v] istnieje biata §ciezka z v do w (na przyklad ta biegnaca
po wierzchotkach cyklu C). 7 twierdzenia o bialej Sciezce u jest potomkiem v w
(V, F). Zatem krawedz (u,v) jest powrotna. Q.E.D.

Fakt 7.11 Algorytm sortowania topologicznego jest poprawny, tzn. zastosowany do
grafu acyklicznego G = (V, E) porzadkuje wierzchotki grafu zgodnie z krawedziami.
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Dowdd. Niech G bedzie grafem acyklicznym. Wystarczy pokazaé, ze jesli
(u,v) € E to po wykonaniu algorytmu DFS(G) mamy f(u) > f(v). Rozwazmy,
kolor wierzchotka v w momencie d[u].

Jesli v jest szary to u jest potomkiem v w lesie (V, F'). Czyli (u,v) jest krawedzig
powrotna i G nie jest acykliczny wbrew zatozeniu.

Jesli v jest czarny to f[v] < d[u] < f[u].

Jesli v jest bialy to zanim u zostanie opuszczony v zostanie odkryty, jego potom-
kowie przeszukani i v zostanie opuszczony. Zatem znowu f[v] < f[u].

Q.ED.
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7.6 Silnie spdjne sktadowe grafu

Algorytm znajdujacy silnie spojne sktadowe zorientowanego grafu G jest kolejnym
zastosowaniem algorytmu przeszukiwania grafu w gtab (DFS).

Niech G = (V, E) bedzie grafem zorientowanym. Dla u,v € V, u — v oznacza,
ze istnieje $ciezka z u do v w (G. Definiujemy relacje binarna ~ na zbiorze V tak, ze

u~v wiw gdy u—vive—u

dla u,v € V. Oczywiscie relacja ~ jest przechodnia. Klasy abstrakcji relacji ~
nazywamy silnie spdjnymi sktadowymi grafu G. Graf GT = (V,ET) nazywamy
grafem transponowanym grafu G = (V, E), jezeli

(u,v) € ET iff (v,u) € E

Uwaga. Sktadowe silnie spojne grafow G i G sy takie same.

Problem (znajdowanie silnie spojnych sktadowych).
e Dane wejsciowe: zorientowany graf G = (V, E).

o Wymnik: zbior silnie spéjnych sktadowych grafu G.

Opis algorytmu znajdowania silnie spdjnych sktadowych:
1. przeszukujemy graf G w gtab procedura DFS w celu obliczenia tablicy f;
2. obliczamy graf transponowany G

3. przeszukujemy graf GT w glab procedura DFS z tym, ze tym razem w w pe-
tli gtéwnej procedury DFS przeszukujemy wierzchotki w porzadku malejacych
wartosci poprzednio obliczonego f;

4. Wypisujemy wierzchotki drzew lasu przeszukiwania w gtab grafu GT jako ko-
lejne silnie sp6jne sktadowe grafu G.

Przyktad. Ten algorytm ma, na pierwszy rzut oka, niewiele wspdélnego z proble-
mem, ktéry rozwiazuje. Zanim uzasadnie, ze algorytm powyzszy poprawnie rozwia-
zuje problem znajdowania silnie spéjnych sktadowych warto przesledzi¢ przyktad,
ktory nieco to uprawdopodabnia. W przyktadzie kolejno przeszukujemy grafy G i
G” procedura DFS z tym, ze przeszukujac graf G, tak jak jest to powiedziane w
algorytmie, w procedurze DF'S przeszukujemy wierzchotki w kolejnodci malejacych
wartosci f. Latwo tez sprawdzi¢, ze wierzchotki drzew lasu przeszukiwania w gtab
grafu GT tworza silnie spojne sktadowe grafu G (i GT).

Przeszukanie w glab grafu G procedura DFS(G):

—_—
E —— H -~ moment
-~ opuszczenia

moment ojciec w lesie
odkrycia \ przeszukiwania
{ / l // ‘ / l - \W glab
w1erzch\oll«i /
[s]s]7] 2] ~———[rhshes ] " [s]rze] 4] (o] gil

Las przeszukiwania w glab grafu G:
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Przeszukanie w glab grafu GT procedura DFS(GT):

—_—
o) - (ool ]+ i —— R e,
opuszczenia
moment ojciec w lesie
odkrycia \ przeszukiwania
w glab
numer
wierzchotka /
—_— \
(s8] —— [s]5]6] ] (o] 1]z}
-~

Las przeszukiwania w glab grafu G7:

N

9

0 +—— 1 -—— A

Ponizej pokazemy, ze ten algorytm poprawnie znajduje silnie spojne sktadowe
grafu zorientowanego. Ustalmy do korica tego podrozdziatu zorientowany graf G =
(V. E).

Lemat 7.12 Jezeli dwa wierzchotki nalezg do tej samej silnie spdjnej sktadowej S
grafu G, to kazda $ciezka pomiedzy nimi jest catkowicie zawarta w S.

Dowdd. Niech S bedzie silnie spdjna sktadowa grafu G, u,v € S oraz w € V
bedzie wierzchotkiem na §ciezce z u do v. Wtedy mamy v — w i w — v oraz
poniewaz u ~ v to u — v i v — u. Poniewaz relacja — jest przechodnia to mamy
u— wiw— uczyliw~ u. Astagd uiw leza w tej samej silnie spojnej sktadowej S.
Pokazalismy zatem, ze kazdy wierzcholtek w na dowolnej éciezce z u do v lezy w silnie
spojnej sktadowej S. Zatem kazda Sciezka z u do v biegnie tylko po wierzchotkach z
S. Q.E.D.

Lemat 7.13 Procedura DFS umieszcza wszystkie wierzchotki tej samej silnie spéjnej
sktadowej grafu w jednym drzewie lasu przeszukiwania w gtgb.

Dowdd. Niech S bedzie silnie spdjna sktadows grafu G, r bedzie pierwszym
wierzchotkiem z S odkrytym podczas przeszukiwania grafu G, oraz v dowolnym
wierzchotkiem z S. Zatem w momencie d[r] odkrycia r wszystkie wierzchotki z S
sa biate. Poniewaz r,v € S to istnieje Sciezka z r do v. Z Lematu 7.12 $ciezka ta
biegnie tylko po wierzchotkach z S, zatem tylko po biatych wierzchotkach. Z Faktu
7.9 (Twierdzenie o bialej éciezce) v jest potomkiem r w drzewie lasu przeszukiwania
w glab grafu G. Z dowolnosci v, wszystkie wierzcholki z S sa potomkami r, zatem
sktadowa S jest umieszczona w jednym drzewie lasu przeszukiwania w gtab grafu G.
Q.E.D.

Notacja. Niech f bedzie tablicg obliczona w czasie wykonania procedury DFS dla
grafu G. Definiujemy funkcje ¢ : V' — V taka, ze ¢(u) = w jesli z u mozna dojs¢ do
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w i flw] jest maksymalnym momentem opuszczenia wierzchotka do ktérego mozna
dojéé z u, tzn.
ur w oraz f(w)=max{f(v):u— v}

o(u) nazywamy praojcem u.
Lemat 7.14 Niech u,v € V.
1. f(u) < f(o(u);
2. jesliu v to f(p(u)) = fle(v));
3. p(u) = pp(u).

Dowdd. Ad 1. Poniewaz u +— u oraz ¢(u) jest takim wierzchotkiem w, ze u — w

i f(w) jest maksymalne to f(u) < f(e(u)).
Ad 2. Mamy

fle(w) = maz{f(w) : u— w}

F((0)) = maz{ f(w) v w}.
Poniewaz u — v to

{f(w) : u—w} 2 {f(w): v~ w}.
Zatem
fle(u)) = maz{f(w) : u— w} = {f(w) : v = w} = fe(v)).
Ad 3. Z 1. mamy, ze
fle(u) < flep(u)).

Poniewaz u +— ¢(u) to z 2. mamy, ze

flp(u) > flpp(u)).

Zatem
flp(u) = flep(u)).

Poniewaz funkcja f jest réoznowartosciowa (jako ze rézne wierzchotki opuszczamy w
réznych momentach) to mamy tez

p(u) = pp(u).
Q.E.D.

Lemat 7.15 Praojciec p(u) wierzchotka uw € V jest przodkiem u w lesie przeszuki-
wania w gtgb grafu G.

Dowdd. Jesli u = p(u) to Lemat jest prawdziwy. Niech u # ¢(u). Rozwazmy
kolor ¢(u) w momencie d(u). Jesli p(u) jest szary to (Swietnie bo) u zostal odkryty
w czasie przeszukiwania potomkow p(u). Zatem ¢(u) jest przodkiem u w lesie prze-
szukiwania w glab grafu G. Pokazemy, ze ¢(u) nie moze by¢ ani czarny ani biaty

Jesli ¢(u) jest czarny to
flp(w) <d(u) < f(u)

i mamy sprzeczno$¢ z Lematem 7.14.1.
Pokazemy teraz, ze ¢(u) nie moze by¢ biaty. Przypusémy przeciwnie, ze o(u)
jest bialy w momencie d(u). Mamy dwa przypadki:
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1. w momencie d(u) $ciezka z u do ¢(u) biegnie tylko po biatych wierzchotkach;
2. w momencie d(u) na sciezce z u do ¢(u) sa niebiate wierzchotki.

W przypadku 1, z Twierdzenia o bialej $ciezce (Fakt 7.9) mamy, ze ¢(u) bedzie
potomkiem u w lesie przeszukiwania w gtab grafu G. Zatem

d(u) < d(p(u) < flp(u)) < f(u)

1 otrzymujemy sprzecznos¢ z Lematem 7.14.1.
W przypadku 2, niech t bedzie ostatnim niebialym wierzchotkiem na §ciezce z u

do p(u):

w ..o tp(u)
biate

Wierzcholek t jest szary w momencie d(u) poniewaz nie ma krawedzi od czarnych
do biatych wierzchotkéow. Zatem w momencie d(¢) < d(u) istniata biala $ciezka z ¢
do ¢(u). Zatem ¢(u) jest potomkiem ¢ w lesie przeszukiwania w glab grafu G. A
stad f(p(u)) < f(t). Poniewaz u + t to otrzymujemy sprzeczno$c z definicja ¢(u).

Zatem ¢(u) nie moze by¢ bialy w momencie d(u).

Q.ED.

Whniosek 7.16 Dia u € V', wierzchotki u i o(u) leza w tej samej silnie spdjnej
sktadowej grafu G.

Dowdd. 7 definicji ¢(u) mamy u — @(u). Lematu 7.15 ¢(u) — u. Zatem

u ~ p(u).
Q.E.D.

Lemat 7.17 Niech u,v € V. Wtedy u i v lezg w tej samej silnie spdjnej sktadowej
grafu G wtedy i tylko wtedy gdy p(u) = p(v).

Dowdd. < wynika bezposrednio z Wniosku 7.16.

=. Jedli v i v lezg w tej samej silnie spdjnej sktadowej to u — v i v — u oraz
Lematu 7.14.2 mamy, ze f(p(u)) = f(p(v)). Zatem z réznowartosciowosci f mamy,
ze p(u) = p(v).

Q.E.D.

Twierdzenie 7.18 Powyzszy algorytm poprawnie znajduje silnie spdjnej sktadowe

grafu G.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu dla liczbe drzew w
lesie przeszukiwania w glab grafu G7.

Pokazemy, ze jesli do tej pory skonstruowane drzewa lasu przeszukiwania w glab
grafu G stanowia silnie spojne sktadowe grafu GT (i G) to wierzchotki kolejnego
drzewa skonstruowanego przez procedure DFS(GT) stanowia kolejna silnie spojna
sktadowa.

Krok bazowy jest oczywisty, bo na poczatku nie ma jeszcze zadnych drzew.

Krok indukeyjny. Niech r bedzie korzeniem kolejnego drzewa T' skonstruowanego
przez DES(GT).

Jesli by$my mieli, ze r # ¢(r) to, poniewaz przeszukujemy wierzchotki wzgledem
malejacych wartosci funkcji f, f(r) < f(p(r)). Zatem (1) zostato juz umieszczone
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w jakim§ drzewie, a r jeszcze nie. Ale to jest niemozliwe z Lematu 7.13 i Wniosku
7.16. Zatem r = (7).
Niech
S(r)={weV:pw)=r}

bedzie silnie sp6jna sktadowa wierzchotka r. Pokazemy, ze v jest wierzchotkiem T
wtedy i tylko wtedy gdy v € S(r).

<. Poniewaz wierzchotki v i r leza w tej samej silnie spéjnej sktadowej to
DFS(GT) umieszcza je na tym samym drzewie. Poniewaz 7 jest korzeniem T, to v
jest wierzchotkiem T

=. Pokazemy, ze jesli w € V oraz

L f(e(w)) > f(r) lub
2. flp(w)) < f(r)

to w nie jest umieszczone w drzewie T

Ad 1. 7 zalozenia indukcyjnego gdy r zostal wybrany na korzen T, to w zostat
juz wezesniej odkryty i wstawiony do drzewa o korzeniu ¢(w).

Ad 2. Jedli w zostanie wstawiony do drzewa T, to r — w w grafie GT. Zatem
w +— r w grafie G. A to jest sprzeczne z definicja ¢(w), poniewaz w — i f(p(w)) <
7).

Q.E.D.
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7.7 Minimalne drzewo rozpinajace

Niech G = (V, E) bedzie grafem niezorientowanym. Przez drzewo w tym podrozdziale
bedziemy rozumieli spojny acykliczny graf niezorientowany. Funkcje W : E — R, ze
zbioru krawedzi grafu G do zbioru dodatnich liczb rzeczywistych nazywamy funkcjq
wag. Graf G, na ktérym jest okredlona funkcja wag nazywamy grafem z wagami. Dla
(u,v) € E waga W (u,v) moze oznaczaé koszt polaczenia u z v, lub odleglosé z u do
v, 1 tym podobne wartosci.

Problem znajdowania minimalnego drzewa rozpinajacego polega na znalezieniu
zbioru krawedzi, ktore tacza wszystkie wierzchotki w 'najtanszy’ sposoéb.

Problem (znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego).
e Dane wejsciowe: spojny graf niezorientowany G = (V, E) z funkcja wag W.

e Wynik: sp6jny (i acykliczny) graf niezorientowany G’ = (V,T) taki, ze T C E
oraz waga zbioru T

W(T)=> Wi(e)

ecT

jest minimalna.

Ponizszy algorytm uzywa struktury danych dla rodziny zbioréw roztacznych. Jest
to algorytm zachtanny. Pochodzi on od Kruskala.

Opis algorytmu Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinajgcego:

1. T = 0;
2. dla kazdego wierzchotka z V' tworzymy zbior {v};
3. sortujemy krawedzie grafu G wzgledem niemalejacych wag;

4. przegladamy krawedzie (u,v) € E w porzadku niemalejacych wag i jezeli
find(u) # find(v) to wykonujemy

(a) T=TU{(u,v)};

(b) union(u,v) (dodajemy zbiory do ktorych naleza wierzchotki u i v).

Czas dziatania algorytmu Kruskala.

1. Na poczatku inicjalizujemy zbior T' jako zbior pusty i wykonujemy |V | operacji
make-set;

2. Nastepnie sortujemy zbior krawedzi F w czasie O(|E|log(|E|);

3. Na koniec dla kazdej krawedzi z E wykonujemy dwie operacje £ind i by¢ moze
po jednej operacji union i przypisania;

4. W sumie algorytm wykonuje O(|E| + |V|) operacji make-set, union, find,
wérod ktorych jest |V| operacji make-set; zatem, z Faktu 6.3 wynika, ze te
operacje sa wykonane w czasie O(|E| + |[V|log(|V]).

Poniewaz graf jest spojny wiec |E| > |[V| — 1. Stad otrzymujemy
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Fakt 7.19 Czas dziotania algorytmu Kruskala dla spdjnego niezorientowanego grafu
z wagami G = (V, E) jest rowny O(|E|log(|E|).

Prazyktad. W grafie z wagami

krawedzie wybrane przez algorytm maja wagi wziete w ramke. Zauwazmy, ze mi-
nimalne drzewo rozpinajace zalezy od porzadku w jakim przegladamy krawedzie o
réwnych wagach. By zbudowaé drzewo takie jak zaznaczone na grafie algorytm mogt
kolejno dotacza¢ nastepujace krawedzie:

(4,2),(5,3),(2,3),(3,6),(4,8),(4,7),(8,9), (4,1).

Zanim uzasadnie, ze powyzszy algorytm poprawnie znajduje minimalne drzewo
rozpinajace potrzeba kilku definicji.

Niech G = (V, E) bedzie grafem niezorientowanym. Podziatem zbioru V nazy-
wamy pare (S,V \ 9) taka, ze S C V. Krawedz (u,v) przecina podziat (S,V \ S)
jesli jeden z jej koricow jest w S a drugi w V'\ S. Krawedz (u,v) € E jest krawedzia
lekkq dla podziatu, (S,V \ S), jesli (u,v) przecina ten podzial oraz ma najmniejsza
wage sposrod wszystkich krawedzi przecinajacych ten podziat. Niech A C E bedzie
podzbiorem minimalnego drzewa rozpinajacego. Podzial (S,V '\ S) respektuje zbior
krawedzi A, gdy zadna krawedz z A nie przecina (S, V' \ 5). Krawedz (u,v) € F jest
krawedzia bezpieczng dla A, gdy AU {(u,v)} tez jest podzbiorem krawedzi pewnego
minimalnego drzewa rozpinajacego.

Uwaga. Krawedzie bezpieczne to takie ktére maja interesujace nas wlasnosci a
krawedzie lekkie to takie, ktore sa charakteryzowane przez tatwy do sprawdzenia
warunek. Ponizszy Lemat mowi, ze lekkodé gwarantuje bezpieczeristwo.

Lemat 7.20 Niech G = (V, E) bedzie spdjnym grafem niezorientowanym z funkcjg
wag W : E — Ry, A C E podzbior jakiegos minimalnego drzewa rozpinajgcego dla
G. Niech podzial (S, V' \ S) respektuje A oraz (u,v) € E bedzie krawedzig lekkq dla
(S, V\S). Wtedy (u,v) jest krawedziq bezpieczng dla A.

Dowdd. Niech podzial (S,V \ S) respektuje A oraz (u,v) € F bedzie krawedzia
lekka dla (S,V '\ S) oraz (V,T) bedzie minimalnym drzewem rozpinajacym takim,
ze A C T. Musimy pokaza¢, ze istnieje minimalne drzewo rozpinajgce zawierajace
AU {(u,v)}.

Jesli (u,v) € T to teza jest oczywista. Zatozmy zatem, ze (u,v) ¢ T.

Skonstruujemy drzewo T" C E takie, ze AU {(u,v)} C T" oraz (V,T") tez jest
minimalnym drzewem rozpinajacym. Poniewaz (V,T) jest sp6jny, to istnieje Sciezka
zu do v w (V,T). Poniewaz (u,v) przecina (S,V \ S), to na tej $ciezce w (V,T)
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istnieje co najmniej jedna krawedz (z,y) € T i przecinajaca (S,V \ S). Poniewaz
(V,T) jest spojny i acykliczny, to (V, T\ {z,y}) ma dokladnie dwie sktadowe, ktore
taczy krawedz (u,v). Zatem ktadac T = (T \ {(z,y)}) U {(u,v)} otrzymujemy
(V,T") jako spojny i acykliczny graf. Musimy jeszcze pokazac, ze W (T) = W(T").
Z minimalnosci T mamy, ze W(T) < W(T"). Z drugiej strony

W(T')=W(T) =Y W(e)—> W(e)=W(uv)- Wy <0
ecT’ eeT

gdzie ostatnia nier6wnos¢ wynika stad, ze (u,v) i (z,y) przecinaja podzial (S, V'\ S)
oraz (u,v) jest lekka dla tego podziatu. Zatem W(T) > W(T").
Q.E.D.

Whniosek 7.21 Niech G = (V, E) bedzie spdjnym grafem niezorientowanym z funkcjg
wag W : E — Ry, A C FE podzbior jakiegos minimalnego drzewa rozpinajgceego dla G.
Niech C bedzie sktadowq spdjng grafu G4 = (V,A). Jesli (u,v) € E jest krawedzig
lekkq dla (C,V \ C) to (u,v) jest krawedzig bezpieczng dla A.

Dowdd. Poniewaz C jest sktadowa spdjnag grafu G4, to podzial (C,V \ C) re-
spektuje A. Zatem z Lematu 7.20 otrzymujemy teze Wniosku.
Q.E.D.

W ten sposéb pokazalismy

Twierdzenie 7.22 Algorytm Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinajg-
cego jest poprawny.

Ponizej opiszemy inny algorytm znajdowania minimalnego drzewa rozpinajacego,
pochodzacy od Prima. Jest on tez algorytmem zachtannym. Uzywa on innej ciekawe;j
struktury danych: kolejki priorytetowej. Najpierw opiszemy dziatanie samej kolejki.

Kolejka priorytetowa

Kolejka priorytetowa jest to struktura danych na ktérej mozna wykonywaé na-
stepujgce operacje:

1. buduj-kolejke - majac dany zbiér V i funkcje priorytetu d : V- — R tworzy
kolejke @;

2. dodaj(Q,v,x) - dodaje do kolejki @ element v z priorytetem x;
3. min(Q) - zwraca element kolejki () 0 najnizszym priorytecie;
4. usun(Q) - usuwa z kolejki ) element o najnizszym priorytecie;

5. zmniejsz-klucz(Q,v,x) - zmniejsza priorytet wierzchotka v do wartosci z i
aktualizuj kolejke;

Kolejke priorytetows mozna implementowaé w tablicy przy pomocy kopca takiego
jaki byl tworzony przy okazji sortowania przez kopcowanie. Ponizsza implementacja
kolejki jest przystosowana do tego by wygodnie obstugiwata kolejki wierzchotkéw
uzywane przez algorytmy Prima i Dijkstry. W szczego6lnosci elementy przechowywane
w kolejce to liczby ze zbioru {1,...,n}.
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float d[N]; // tablica priorytetow
typedef struct element{

float key;

int el;
} element;

element Q[N]; //kolejka
int S[il; // pozycja i w kolejce: Q[S[il].el=i; S[il=-1 gdy i nie ma w kolejce
int koniec; // liczba elementow w kolejce

void w-dol(Q,i,j) //odpowiada procedurze ’kopcuj(i,j)’
{
1=2%i+1; p=2%i+2; w=i;
if ((1<=j) && (Q[1].klucz<Q[i] .klucz)) w=1;
if ((p<=j) && (Q[p] .klucz<Q[w] .klucz)) w=p;
//teraz w Q[w] jest najmniejszy klucz (priorytet) z Q[il,Q[1],QLp]
if (wt=1i) {
zamien(Q[w],Q[11);
S[Q[w] .el]l=w;
S[Q[i].el]l=1;
w-dol(Q,w,j);
b
}

void w-gore(Q,i)
//odpowiada procedurze ’kopcuj’ ale w odwrotna strone tzn. do gory
{
while ((i>0) && (Q[(i-1)/2].klucz>Q[i].klucz) {
zamien(Q[(i-1) / 21,Q[i]);
SIQL(i-1) / 2].ell=i/2;
S[Q[i].ell=i;
+
}

void buduj-kolejke(Q,d)
//buduje N elementowa kolejke Q z priorytetami z d
{
for (i=0;i<N;i++){
Q[i] .klucz=d[il;
Q[i].el=i;
S[il=i;
}
for (i= n/2;i>0;i--){
w-dol(Q,i,n);
koniec=n;

+

int min(Q)
//zwraca element o minimalnym priorytecie
{ return mi=Q[i] .el;}
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int pusta(Q) //test pustosci kolejki
{ return (koniec==-1);}

void usun(Q)
//usuwa element o minimalnym priorytecie z Q
{
S[Q[0] .ell=-1;
QL0]=Q[koniec];
S[QLO0] .ell=0;
koniec--;
w-dol[Q,0,koniec];
+

void dodaj(Q,v,x)
//dodaje do Q element v o priorytecie x
{
koniec++;
Q[koniec] .el=v;
Q[koniec] .klucz=x;
S[koniec]=v;
w-gore[Q,koniec] ;

3

void zmniejsz_klucz(Q,v,x)
//zmniejsza klucz elementu v do x i odtwarza
//strukture kolejki priorytetowej w Q
{
d[S[v]l]l=x;
w-gore[Q,S[v]];
}

Algorytmu Prima znajdowania minimalnego drzewa rozpinajgceqo

Algorytm Prima inaczej niz algorytm Kruskala wybiera krawedz lekka. W czasie
dziatania algorytmu krawedzie wybrane przez algorytm {(v, 7[v]) |[v € V —Q — {r}}
stanowia poddrzewo (tzn. podgraf spojny i acykliczny) grafu G.

void Prim(G,w,r)
{ koniec=N-1;
for (i=0;i<N;i++) d[i]=nieskonczonosc;
//nieskonczonosc = liczba wieksza od wszystkich wag w grafie
buduj_kolejke(Q,d,koniec);
zmniejsz_klucz(Q,r,0); P[r]=NULL;
while (!pusta(Q)) {
u=min(Q); usun(Q);
for (v in LI(uw)) {
if ((S[v]!=-1) && (wlul[vl<d[v])) {
Plv]l=u;
zmniejsz_klucz(Q,v,wlu] [v]);

}
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}
}

Po wykonaniu procedury Prim(G,w,r) graf (V,T) jest minimalnym drzewem
rozpinajacym , gdzie

T = {(P[v],v)) : v €V, Pn] # nil}.

Czas dziatania algorytmu Prima.
1. Na poczatku inicjalizujemy tablice d w czasie O(|V|);
2. Potem inicjalizujemy kolejke priorytetowa @ w czasie O(|V])
3. Petla while (bez wewnetrznej petli for) jest wykonywana O(|V|) razy.

4. Laczna liczba wykonan petli for jest O(|E|), w tej petli instrukcja
zmniejsz_klucz jest wykonywana w czasie O(In |V).

Fakt 7.23 Czas dziatania algorytmu Prima dla spdjnego niezorientowanego grafu z
wagami G = (V, E) jest réowny O(|E|In(|]V]).

Uwaga. Zauwazmy, ze mamy O(|E|In|E|) = O(|E|In |V]). Zatem czas dzialania
algorytmu Kruskala i algorytmu Prima (przy naszym sposobie implementacji kolejki
priorytetowej) jest taki sam. Istnieje bardziej efektywny sposob implementacji kolejki
priorytetowej przy ktorym algorytm Prima dziata w czasie O(|E| + |V |In|V]).
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7.8 Znajdowanie najkrotszej Sciezki w grafie z wagami

Ponizej opiszemy algorytm Dijkstry znajdujacy najkrétsze $ciezki z jednego wierz-
chotka w grafie z wagami. Jest to nieco podobny problem do przeszukiwania wszerz
z tym, ze teraz bedzie nas interesowala nie najmniejsza liczba krawedzi na $ciezce a
najmniejsza taczna waga. Ograniczymy sie tylko do wag nieujemnych.

Niech G = (V, E) bedzie grafem zorientowanym z funkcja wag w : E — R>o.
Niech p = (vp,...,v;) bedzie Sciezka w G. Wagg $ciezki p nazywamy sume wag
krawedzi na tej Sciezce:

w(p) =Y w(vie1,v;).
i=1
Odlegtoscig w grafie G z funkcja wag w, nazywamy funkcje przyporzadkowujacym
parze wierzchotkow wage 'najlzejszej sciezki’ pomiedzy tymi wierzchotkami (P(u,v)
zbior Sciezek z u do v):

(u, v) = { min{w(p) |p € Pu,v)} gdy Plu,v) 20

00 W przec. przyp.

Problem (znajdowania najkrétszej Sciezki w grafie z wagamsi).

e Dane wejsciowe: graf zorientowany G = (V, E) z funkcja wag w i wierzcholek
seV.

e Wynik: tablice P i d takie, ze

1. d[v] = d(s,v) dlav € V;

2. PJv] jest przedostatnim wierzchotkiem na jednej z najkrotszych sciezek z
s do v lub Nil o ile takich éciezek nie ma.

Algorytm Dijkstry oparty jest na technice relaksacji. Relaksacja krawedzi (u,v)
polega na sprawdzeniu czy przypadkiem idac po krawedzi (u,v) nie polepszymy
oszacowania d[v] na dtugosé najkrotszej sciezki z s do v. Jedli tak jest to procedura
poprawia oszacowanie d[v] i (kandydata na) przedostatni wierzchotek na najkrotszej
Sciezce.

void Relax(u,v,w)
{
if (dlvl>d[ul+wlul [v]) {
d[v]=d[ul+w[u] [v];
Plv]l=u;
zmniejsz_klucz(Q,v,d[v])
b
}

Algorytm Dijkstry oblicza tablice d i P metoda kolejnych przyblizeri. By byto
tatwiej analizowa¢ ten program obliczany jest tez zbiér Z do ktorego naleza te wierz-
chotki v dla ktorych juz osiagnieta zostata rownosé d[v] = d(s,v). Algorytm wykonuje
relaksacje kazdej krawedzi doktadnie jeden raz. W celu wybory wtasciwej kolejno-
sci, w ktorej krawedzie beda relaksowane, algorytm uzywa kolejki priorytetowej @
w ktorej przechowuje wierzchotki grafu G. Wierzchotek v jest przechowywany w Q)
z priorytetem d[v] bedacym najlepszym oszacowaniem jakie sie do tej pory udato
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uzyska¢ na dtugos¢ drogi z s do v. Gdy wierzchotek w ma najmniejszy priorytet
to zostaje usuniety z kolejki, dodany do zbioru Z, a krawedzie z niego wychodzace
zostaja zrelaksowane.

void Dijkstra(G,w,s){

by

koniec=N-1;
for (v in V) {
d[v]=nieskonczonosc; P[v]=Nil;
}
//nieskonczonosc = liczba wieksza od wszystkich wag w grafie
buduj_kolejke(Q,d,koniec);
zmniejsz_klucz(Q,s,0); P[s]=NULL; Z={};
while (!pusta(Q)) {
u=min(Q); usun(Q); Z=Z+{u};
for (v in LI(u)) do
Relax(u,v,w);

}

Przyktad! Bardzo pouczajace jest zobaczy¢ na kilku przyktadach jak w trakcie
wykonywania algorytmu zmieniaja sie wartosci w tablicach d, P oraz jak rosnie zbi6r
S. Poniewaz efekt koricowy nie jest zbyt interesujacy, przyktad graficzny nie zostanie
tu przedstawiony.

Ztozonosé Algorytmu Dijkstry:

1.
2.

Inicjalizacja zabiera O(|V]).
Operacja buduj_kolejke(Q,d,koniec) tez zabiera O(|V|).

Operacja kolejki priorytetowej min(Q) dziala w czasie O(1), operacje
zmniejsz_klucz(Q,v,x), usun(Q) dzialaja w czasie O(In|V|). Procedura
Relax(u,v,w) tez dziata w czasie O(In |V|) poniewaz moze sie odwoltywaé do
procedury zmniejsz_klucz(Q,v,d[v]).

. Poniewaz na poczatku @) zawiera wszystkie elementy V i kazdy obrét petli

while usuwa doktadnie jeden wierzcholek to petla while, bez wewnetrznej
petli for wykonuje O(|V]) obrotéw. A zatem O(|V|In(|V])) operacji.

Laczna liczba obrotéow petli for we wszystkich obrotach petli while jest rowna
sumie dtugosci list incydencji grafu G, czyli |F|. Zatem lacznie petla for jest
wykonywana w czasie O(|E|In(|V])).

Zatem pokazalismy

Twierdzenie 7.24 Algorytm Dijkstry dziata w czasie O((|E| + |V|) In(|V])).

Pokazemy teraz, ze algorytm Dijkstry jest poprawny.

Lemat 7.25 Niech G = (V, E) bedzie grafem zorientowanym z funkcjg wag w : E —
R>p, s € V. Jesli (u,v) € E to §(s,v) < d(s,u) +w(u,v).

Dowdd: Sciezka z s do v przez u nie moze by¢ krétsza od najkrotszej sciezki z s
do v. Q.E.D.

125



Lemat 7.26 Niech G = (V, E) bedzie grafem zorientowanym z funkcjg wag w : E —
R>o, s € V. W procedurze Dijkstra po incjalizacyi dla dowolnego wierzchotkav € V
zachodzi d[v] > §(s,v) i warunek ten zachodzi przez caly czas dziatania procedury.
Ponadto jesli zostanie osiggnieta réwnosé to potem warto$é d[v] juz sie nie zmienia.

Dowdd: Warunek jest oczywiscie prawdziwy zaraz po inicjalizacji d[s] = 0(s, s) =
0 oraz oo = d[v] > §(s,v) dlav € V — {s}.

Przypusémy, ze v jest pierwszym wierzchotkiem dla ktérego relaksacja krawedzi
(u,v) powoduje d[v] < (s,v). Zatem zaraz po relaksacji (u,v) mamy

dlu] + w(u,v) = dlv] < (s,v) < (s, u) +w(u,v)

Stad mamy d[u] < d(s,u). Ale relaksacja (u,v) nie zmienia wartosci du]. Zatem
nierownosé dlu| < (s,u) musiala tez by¢ prawdziwa przed relaksacja (u,v). Ale
to przeczy wyborowi v. Z tej sprzecznosci wynika, ze nieréwnos¢ d[v] > d(s,v) jest
zachowana do konca wykonywania procedury Dijkstra.

By zobaczy¢, ze jesli zostanie osiagnieta rownosé d[v] = d(s,v) to d[v] juz nie
zmieni swojej wartosci zauwazmy, ze nie moze sie zmniejszy¢ bo jak pokazalismy
d[v] > d(s,v) i nie moze sie zwiekszy¢ bo relaksacja nie zwieksza wartosci d[v].
Q.E.D.

Twierdzenie 7.27 Po wykonaniu algorytmu Dijkstry dla grafu zorientowanego G =
(V,E) dla v eV mamy dv] = 0(s,v).

Dowod: Pokazemy, ze dla kazdego wierzchotka v € V w momencie wstawia-
nia u do zbioru Z mamy d[v] = d(s,v) i ze ta rownos¢ jest zachowana do korica
wykonywania algorytmu.

Przypusémy przeciwnie, ze u jest pierwszym wierzchotkiem takim, ze d[u] #
d(s,u) w momencie wstawienia u do Z. Oczywidcie u # s poniewaz s byl pierwszy
wstawiony do Z oraz d[s] = §(s,s) = 0 w momencie wstawiania s do kolejki. Musi
istnie¢ $ciezka z s do u w G bo inaczej mielibysmy d[u] = 0(s,u) = oo, co przeczy
d[u] # 0(s,u). Niech p bedzie najkrotsza sciezka z s do u. Zatem w momencie wsta-
wiania wierzchotka u do zbioru Z $ciezka ta taczy wierzchotek s z Z z wierzchotkiem
u z V — Z. Niech y bedzie pierwszym wierzcholkiem na §ciezce p, ktéry nie nalezy
do Z, a x jego poprzednikiem na tej §ciezce.

Pokazemy teraz, ze d[y] = 0(s,y) w momencie wstawienia u do Z. Zauwazmy,
ze ¥ € Z w momencie wstawiania u do Z. Zatem d[x] = (s, ) poniewaz u jest
pierwszym wierzchotkiem niespelniajacym tej réwnosci. W momencie wstawienia x
do Z krawed? (z,y) zostala zrelaksowana i d[y] przyjeto wartosé (s, y).

Poniewaz y wystepuje przed u na najkrotszej $ciezce z s do u (i wagi sa nieujemne)
mamy 0(s,y) < (s, u). Zatem

dly] = d(s,y) < (s, u) < d[u].

Ale kiedy u zostalo zdjete z kolejki @ to y tez byto w tej kolejce bo y nie nalezato
jeszeze do Z. Zatem d[u] < d[y] i stad

dly] = 6(s,y) = (s, u) = dlu].

W szczegolnosci d(s,u) = dlu] co jest sprzeczne z wyborem wierzchotka u. 7 tej
sprzecznosci wynika, ze kazdy wierzchotek v w momencie wstawienia do Z spetnia
rownosé dju] = d(s,u). Q.E.D.
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8 Zlozonosé algorytmow

8.1 Problemy decyzyjne

Problemy tatwo obliczalne

‘ Problem ‘ Ztozonosc¢ ‘
Szukanie stowa w stowniku O(Inn)
Minimum w tablicy O(n)
Sortowanie O(nlnn)
Sortowanie topologiczne O(|V| + |E|)
Zmajdowanie silnie spojnych sktadowych | O(|V|+ |E|)
Pierwszos¢ liczb O(n'?) (2002)

Sa to problemy wielomianowe. Uwaza sie, ze tylko takie problemy sa efektywnie
obliczalne na komputerach. Ponizej przytocze trzy powody dlaczego tak jest.

1. Algorytm o ztozonoséci O(n'%) nie jest efektywny ale takich zlozonogci w prak-

tyce 'nie ma’. Zwykle wyktadnik jest niewickszy niz 3 lub 4.

2. To czy algorytm dziata w czasie wielomianowym czy nie nie zalezy od modelu
obliczen (komputera).

3. Problemy wielomianowe maja dobre wtasnosci (np. ztozenie probleméw wielo-
mianowych jest problemem wielomianowym).

Zeby moc tatwiej poréwnywac problemy musimy je troche ujednolici¢, tzn. po-
patrzeé¢ na nie troche abstrakcyjniej.

Abstrakeyjny problem algorytmiczny jest to relacja binarna @ C I x S gdzie [
- jest zbiorem poprawnych danych wejsciowych a S zbiorem mozliwych rozwiazan.
Jedli (4, 8) € @Q to s jest poprawnym rozwigzaniem problemu dla danych i.

Przyktad. Problem znajdowania najkrotszej §ciezki w grafie pomiedzy dwoma
wierzchotkami mozna w abstrakcyjny sposéb przedstawi¢ tak:

I ={(G,z,y): G—graf ,x,y € V(G)},

S jest zbiorem $ciezek w grafach (skonczone ciagi). Wtedy ((G,xz,y),s) € Qng iff s
jest najkrotsza $ciezkg w G z x do y.

By jeszcze uprodci¢ rozwazania ograniczymy sie do probleméw decyzyjnych.

Abstrakeyjny problem decyzyjny jest to abstrakcyjny problem algorytmiczny Q C
I x S taki, ze S = {0,1} oraz @ jest funkcja.

Przyktad. Problem znajdowania najkrotszej éciezki w grafie Qg pomiedzy
dwoma wierzchotkami mozna tez przedstawi¢ jako problem decyzyjny @ pnstak:
Qpns(G,z,y,k) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy najkrotsza Sciezka w G z = do y
ma dtugodé co najwyzej k.

Problemy decyzyjne sa tatwiejsze ale czesto abstrakcyjne problemy algorytmiczne
mozna do nich zredukowaé¢. Ponadto, jezeli umiemy szybko rozwiazaé¢ problem algo-
rytmiczny to tez umiemy szybko rozwiaza¢ odpowiadajacy mu problem decyzyjny.
Na ogb6!t jest tez odwrotnie. W szczegdlnodci, jesli problem decyzyjny nie daje sie
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szybko rozwiagzac¢ to problem algorytmiczny odpowiadajacy mu tym bardziej nie ma
szybkiego rozwiazania.

Jak zwykle, zaktadamy, ze na danych wejsciowych I kazdego problemy jest okre-
slona rozsadna funkcja | — | : I — N przyporzadkowujaca danym i € I rozmiar
il € N.

Problem decyzyjny @ jest wielomianowo obliczalny jesli istnieje algorytm dzia-
lajacy w czasie wielomianowym sprawdzajacy czy Q(i) = 1 dla ¢ € I. Klase takich
probleméw oznaczamy P.

8.2 Algorytmy weryfikujace

Dla wielu probleméw tatwo jest sprawdzi¢, ze pewien obiekt jest poprawnym roz-
wigzaniem choé¢ trudno jest takie rozwiazanie znalezé. Na przyktad, tatwiej jest
sprawdzi¢ czy dany ciag xo, ..., z; reprezentuje $ciezke dtugosdci niewiekszej niz k w
grafie G z = do y, niz takiej $ciezki szukac.

Innym przyktadem jest problem HAM znajdowania cyklu Hamiltona w grafie.
Dla grafu G, HAM(G) =1 (lub G € HAM) gdy istnieje w G cykl Hamiltona tzn.
taki cykl, ktory przechodzi przez kazdy wierzchotek doktadnie jeden raz. Latwo jest
sprawdzi¢ czy pewien ciag wierzchotkéw wyznacza cykl Hamiltona ale trudno jest
taki cykl znalezé.

Niech I zbiér danych wejéciowych, @ C I problem decyzyjny, W zbiér swiadkéw.
Algorytm A o dwdch argumentach weryfikuje problem @ jezeli i € @ wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje w € W taki, ze A(i,w) = 1.

Problem @ C I jest obliczalny w niedeterministycznym wielomianowym czasie
(nalezy do klasy NP) jezeli istnieje zbior swiadkow W algorytm o dwoch argumen-
tach A dziatajacy w wielomianowym czasie, oraz stata ¢ > 0 takie, ze Q(i) = 1 wtedy
i tylko wtedy gdy istnieje swiadek w € W, taki, ze |w| = O(]i|¢) oraz A(i,w) = 1.

Problem @ C I nalezy do klasy co-INP, jezeli problem I\ @ C I nalezy do klasy
NP.

Przyktady. Niech Graf bedzie zbiorem graféw skoticzonych.
1. HAM € NP.

2. k-kolorowanie. k — Kolor C Graf. G € k — Kolor jedli istnieje takie pokolo-
rowanie wierzchotkow grafu G, k kolorami, ze zadne dwa incydentne ze soba
wierzchotki nie sg pokolorowane tym samym kolorem. k — Kolor € NP.

3. Kliki. k — Klika C Graf. G € k — Klika jedli istnieje zbidr k wierzchotkow w
grafie G, w ktérym kazde dwa wierzchotki sa ze sobg incydentne. k — Klika €
NP.

4. Spetnialnogc. I -zbiér formut klasycznego rachunku zdan, SAT C I. ¢ € SAT
jezeli istnieje warto$ciowanie v zmiennych z ¢ takie, ze v(p) = 1. Na przyktad
xV -z, xV(y—z) e SAT, x N—x ¢ SAT. SAT € NP.

5. Tautologie. I -zbiér formut klasycznego rachunku zdan, TAUT C I. ¢ €
TAUT jezeli dla dowolnego wartosciowania v zmiennych z ¢ mamy v(p) = 1.
TAUT € co — NP.

6. Izomorfizm grafow. I = Graf x Graf. GIzo C I. (G,G') € GIzo gdy G jest
izomorficzny z G'. GIzo € NP.
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7. Pokrycie wierzchotkowe grafu. k— PW C Graf. G € k — PW gdy istnieje
k-elementowy zbior wierzchotkow W taki, ze dla dowolnej krawedzi (i,5) w G,
icWlub j € W. k — PW € NP.

8. Liczby pierwsze. PRIME C N. n € PRIME gdy n jest liczba pierwsza.
PRIME € P (2002).

9. 3—CNF — SAT € NP.

8.3 Redukowalno$é probleméw i problem PNP

Mowimy, ze problem decyzyjny Q C I redukuje sie do problemu decyzyjnego Q' C I’
(oznaczenie: Q <p Q') jedli istnieje wielomianowo obliczalna funkcja f : [ — I’
taka, ze
ieQ iff f(i)eqQ.
Gdy Q <p Qi Q' jest tatwo obliczalny to Q tez i jezeli @ nie jest tatwo obliczalny
to Q' tez. Mamy

Fakt 8.1 Jezeli Q <p Q' to
1. jezeli Q' € P to Q € P;

2. jezeli Q € P to Q' ¢ P;

Przyktad redukcji k— Kolor <p SAT.

Niech G = (V, E) bedzie grafem, V = {1,...,n}. Skonstruujemy formute kla-
sycznego rachunku zdan g rozmiaru wielomianowego w stosunku do rozmiaru G
taka, ze g jest spetialna wtedy i tylko wtedy gdy G jest k-kolorowalny.

Formuta ¢g ma zmienne

Tij dla i:1,...,n, j:1,...,k‘.

Intuicyjnie zmienna z; ; ma oznaczaé, ze i-ty wierzchotek jest pomalowany na j-ty
kolor.
Formuta

n k
Y1 = m \X/ Li,j
i=1  j=1

wyraza fakt, ze kazdy wierzchotek jest pomalowany na co najmniej jeden z k koloréw.
Formuta

k
N @i Aaig)
L g55'=13#5
wyraza fakt, ze kazdy wierzchotek jest pomalowany na co najwyzej jeden z k koloréw.
Formuta

$2 =

n
1=

k

es=MN\ - W (@ijAayy)

(iiYeE  j=1

wyraza fakt, ze wierzchotki incydentne sa pomalowane na rézne kolory.
Niech pg = p1 A 2 A 3. Oczywiscie formuta ¢g jest rozmiaru wielomianowego
w stosunku do rozmiaru grafu G.
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Jedli o jest spetniona przez wartosciowanie W to -ty wierzchotek z V malujemy
na kolor j-ty wtedy i tylko wtedy gdy W(z;;) =1dlai=1,...,n,j=1,...,kiw
ten sposob otrzymujemy pokolorowanie grafu G na k kolordw.

Z drugiej strony, jesli C' : V' — {1,...,k} jest pokolorowaniem grafu G na k
kolorow to wartosciowanie W takie, ze W (z; ; = 1 wtedy i tylko wtedy gdy C(i) = j
dlat=1,...,n,j=1,...,k spelnia formule pg.

Zatem formula g = p1 A 2 A 3 ma zadane wlasnosci.

Uwaga. Redukcja w drugg strone pokazujaca, ze SAT <p k— Kolor tez istnieje
ale jest trudniejsza.

Mowimy, ze problem @ jest NP-trudny, jesli dla kazdego problemu Q' € NP,
Q' <p Q. Problem Q jest NP-zupetny, jesli Q jest NP-trudny oraz Q € NP.

Ponizszy diagram opisuje zaleznoéci pomiedzy wprowadzonymi klasami proble-
moéw. Przypomnijmy, ze problem jest obliczalny, jezeli istnieje (jakikolwiek) algo-
rytm, ktéry go rozwiazuje.

Problemy decyzyjne

Problemy obliczalne

co-NP

NP

Problemy

NP

-zupelne

Problem PNP. Czy P=NP?

Fakt 8.2 Jesli jeden problem NP -zupetny nalezy do Pto P=NP =co-NP.

Przyktady probleméw NP -zupetnych.
1. HAM.

2. k— Kolor.

3. k— Klika.

4. SAT.

5. Glzo.

6. k—PW.

7.3—-CNF — SAT.
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8.4 Problemy nieobliczalne

Pytanie czy istniejg problemy nieobliczalne ma posmak ’filozoficzny’, poniewaz nie
dotyczy ono naszej kondycji tu i teraz ale tego co w ogéle da sie obliczyé. Innymi
stowy dotyka problemu ’granicy naszych mozliwosci’. Twierdzaca odpowiedz na to
pytanie pochodzaca od K.Gddla wywotata sporo zamieszania, ktore tu i éwdzie trwa
do dzis.

Pokaze, ze tak zwany problem stopu jest jednym z probleméw nierozstrzygalnych.

Problem stopu.
e Dane wejsciowe: ciagi znakow (dowolnej dtugosci) s1 i so.

e Wynik: 1 gdy s; jest tekstem funkcji (w jezyku C) majacej jako parametr
ciag znakéw oraz procedura sy zatrzymuje sie na danych sg, 2 w przeciwnym
przypadku.

Inaczej moéwiac, by rozwiazaé¢ ten problem trzeba skonstruowaé¢ funkcje Stop
dzialajaca na parach ciagéw znakow sprawdzajaca czy pierwszy cigg zastosowany do
drugiego jako procedura (o ile to ma sens) zatrzyma sie czy nie:

1 gdy si jest tekstem funkcji w jezyku C,
ktéra ma jeden parametr typu
Stop(sl,s2) = ‘ciggu znakéw dowolnej digosci’,
oraz sl na danych s2 zatrzymuje sie,
0 w przeciwnym przypadku.

Przypusémy, ze problem stopu jest obliczalny i ze mamy taka procedure Stop
jak wyzej. Wtedy mozemy skonstruowaé procedure Diag z jednym parametrem typu
ciggu znakéw w nastepujacy sposob:

void Diag (s);
{
if (Stop(s,s) loop;
}

gdzie loop oznacza dowolna petle nieskoriczona, na przyktad
while (1) i=i;

Procedura Diag sprawdza czy procedura s zatrzymuje sie dla parametru aktualnego
bedacego tekstem tej procedury. Jesli zatrzymuje sie to Diag wchodzi w petle nie-
skoniczona loop a jesli nie to Diag zatrzymuje sie.

Niech ’Diag’ oznacza tekst procedury Diag. Powstaje pytanie co sie stanie
gdy wykonamy Diag[’Diag’]? W szczegdlnosci, czy procedura sie zatrzyma czy
nie? Jesli Diag[’Diag’] zatrzyma si¢ to procedura Stop[’Diag’,’Diag’] zwrodci
wartod¢ 1. Ale to oznacza, ze Diag[’Diag’] wejdzie w nieskoriczong petle loop i sie
nie zatrzyma. Czyli mamy sprzecznosc!

Przypuéémy teraz, ze Diagl[’Diag’] nie zatrzyma sie. Wtedy procedura
Stop[’Diag’,’Diag’] zwroci wartos¢ 0. I Diag[’Diag’] po sprawdzeniu warunku
nie wejdzie w nieskoriczong petle loop i sie¢ zatrzyma. Czyli mamy znowu sprzecz-
nosé!

A to oznacza, ze takiego programu Stop byé¢ nie moze! Czyli pokazalismy, ze
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Twierdzenie 8.3 Problem stopu jest nieobliczalny.

Zauwazmy, ze problem stopu jest dosé¢ skromnym problemem w stosunku do
tego co by 'mozna chcie¢’. W szczeg6lnosci, ciekawszy problem czy dany program
rozwiazuje poprawnie dany problem algorytmiczny tez nie jest obliczalny.

8.5 Metody przyblizone
Co robié¢ jak nie mozna rozwigzaé problemu efektywnie?

Jezeli nie mozemy rozwiazaé problemu efektywnie takim jaki on jest, to trzeba
nieco zliberalizowa¢ nasze wymagania by ’zyska¢ na szybkosci kosztem jakosci’. Na
przyktad, mozemy zmniejszy¢ nasze oczekiwania dotyczace doktadnosci rozwiazania,
i/lub pewnosci rozwiazania. Sa trzy metody, ktore pogarszajac jako§¢ rozwiazania
zwiekszaja szybkosé¢ dziatania algorytmow:

1. Heurystyki: by znalezé rozwiazanie stosujemy pewne strategie, ktoére dosta-
tecznie czesto, choé nie zawsze, dzialaja szybko i dostatecznie czesto, choé byé
moze nie zawsze, daja poprawne rozwigzania.

2. Algorytmy aproksymacyjne: szukamy rozwiazan, ktore sa troche gorsze od opty-
malnych ale przy pomocy efektywnych algorytmoéw.

3. Algorytmy probabilistyczne: szukamy rozwigzan optymalnych ale znalezione
rozwigzania sa poprawne tylko z pewnym, satysfakcjonujacym nas, prawdopo-
dobieristwern.

Heurystyki sa zwykle bardzo silnie zwigzane z problemem, ktory rozwigzuja i
sa zwykle trudne do opisania w sposoéb ogélny. Na przyktad istniejace algorytmy
szachowe uzywaja réznego rodzaju heurystyk, ktoére sa wynikiem wielowiekowych
dociekarh mistrzéw szachowych. Nie daja one pewnosci, ze strategia wybrana przez
komputer jest optymalna ale czesto okazuje sie skuteczna.

Ponizej podamy przyktad algorytmu aproksymacyjnego i dwoch algorytméw pro-
babilistycznych.

Algorytm aproksymacyjny dla pokrycia wierzchotkowego grafu.

Problem pokrycia wierzchotkowego grafu przedstawiony zostat wezesniej jako pro-
blem decyzyjny. Odpowiedni problem optymalizacyjny wyglada tak:

Problem pokrycia wierzchotkowego grafu.

e Dane wejsciowe: graf G = (V, E).

e Wynik: minimalny podzbior W C V taki, ze dla dowolnej krawedzi (i,j) € E,
i€ Wlub j e W.

Ten problem jest NP-zupelny, zatem nie mozemy oczekiwaé, ze skonstruujemy
algorytm znajdujacy efektywnie optymalne rozwigzanie. Natomiast istnieje prosty
algorytm zachtanny, ktory znajduje rozwiazanie rozmiaru co najwyzej dwa razy wiek-
szego od optymalnego rozwiazania:
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void approx-PW(graf G=(V,E):)
{
W={}; F=E;
while (nonempty(F)) {
niech (u,v) pierwszy element z F;
W=W+{u,v};
wyrzuc wszystkie krawedzie z F o koncu u lub v;

¥

Po wykonaniu tej procedury W jest zbiorem krawedzi takim, ze dla dowolnej
krawedzi (i,7j) € E, i € W lub 5 € W. Ponadto, mozna pokazaé, ze W jest co
najwyzej dwa razy wiekszy od kazdego innego zbioru o tej wlasnosci. Procedura
approx-PW(G) kopiuje zbidr krawedzi E grafu G jako nowy zbioér F. W petli while
procedura wybiera kolejna krawedz (u,v) z F i dodaje do konstruowanego zbioru
jej konce. Nastepnie usuwa wszystkie krawedzie z F', ktorych jednym z koricoéw jest
wierzchotek u lub v.

Algorytm probabilistyczny weryfikowania pierwszodci liczb.

Weryfikacja czy duza liczb naturalna jest pierwsza czy zlozona tez wydaje sie by¢
trudnym problemem. Nie istnieje obecnie, zaden algorytm, ktory by mogt efektywnie
sprawdzi¢ (nawet na najszybszych dostepnych komputerach) czy np. 300-cyfrowa
liczba jest pierwsza. 7 drugiej strony problem ten ma fundamentalne znaczenie
dla kryptografii z kluczem publicznym RSA. Liczby pierwsze i ztozone maja roézne
wiasnosci, ktére mozna efektywnie sprawdzaé¢. Moze istnieé¢ na przyktad liczba w,
ktora jest niejako Swiadkiem ztozomosci liczby n. Ponizej wyliczone sa trzy rézne
sposoby jak w moze §wiadczy¢ o zlozonosci liczby n. Majac n i w, obliczenie czy w
taki wtagnie sposéb w $wiadczy o zlozonosci n jest efektywne.

1. Swiadek Euklidesa: Jezeli NW D(w,n) > 0 to oczywiscie n jest liczba ztozona.
Problem w tym, ze takich $wiadkéw w moze byé bardzo malo. Na przyktad,
jezeli n jest iloczynem dwoch 100-cyfrowych liczb pierwszych p i g to takich
swiadkow jest (p — 1) + (¢ — 1) i szansa na przypadkowe trafienie na jednego z
nich jest rzedu T%O(” czyli bardzo mata.

2. Swiadek Fermata: Jezeli w < n oraz w™ ' %, 1° to, na mocy Matego Twier-
dzenia Fermata, n jest liczba zlozona. Niestety sa liczby ztozone tzw. liczby
Carmichaela, ktére w ogoble nie maja $wiadkéw zlozonosci w sensie Fermata.
Cho¢ liczby Carmichaela sa bardzo rzadkie to jednak test przy uzyciu $wiadkow
zlozonosci w sensie Fermata jest uwazany za niedoskonaty.

3. Swiadek Millera-Rabina: Jezeli 1 < w < n oraz w" ! %, 1 lub w? =, 1
(tzn. w jest nietrywialnym pierwiastkiem z 1 modulo n), to n tez jest liczba
ztozona. Dokladniej, w jest swiadkiem zlozonosci w sensie Millera-Rabina
dla liczby nieparzystej n, jesli swiadekMR(n,w)=true, gdzie swiadekMR jest
funkcja zdefiniowang ponizej. Swiadkow zlozonosci w sensie Millera-Rabina
jest bardzo duzo. W rzeczywistodci, o ile n jest nieparzysty liczbg ztozona, to
co najmniej potowa liczb pomiedzy 1 a n jest takimi $wiadkami. Ta mnogoé¢
swiadkow pozwala na skonstruowanie zadowalajacego (na razie) algorytmu,
weryfikujacego czy dana liczba jest pierwsza.

6=, oznacza przystawanie modulo n.
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Weryfikacje czy dana liczba w jest $wiadkiem ztozonosci w sensie Millera-Rabina
dla liczby n mozna wykonaé¢ przy pomocy nastepujacej procedury:

int swiadekMR(int n, int w)
{
niech (b_k,...,b_0) bedzie dwojkowa reprezentacja liczby n-1;
d=1; 0K=0; i=k;
while ((i>=0) && ('0K)) {
x=d;
d=(d*d) % n;
if ((d==1) && (x!'=1) && (x!'=n-1)
OK=true; //wykryto nietrywialny pierwiastek z 1 modulo n
if (b_i==1) d=(d*w) mod n;
i=i-1;
end;
return 0K || (d!=1);
//wykryto nietrywialny pierwiastek z 1 modulo n
lub w jest swiadkiem w sensie Fermata
end;

Procedura swiadekMR (n,w) sprawdza czy w™ ! =, 1 a trakcie obliczania wartosci

w" ! modn sprawdza przy okazji czy nie ma nietrywialnego (réznego od 1 i —1)
pierwiastka z 1.

By zobaczy¢, jak jest liczona potega w™ ! modn, zauwazmy, ze formuta d =
w® oraz e = (by,...,biy1)2" jest niezmiennikiem petli while.

Jedli dla jednej liczby w liczba n przeszta pozytywnie prébe to z prawdopodobien-
stwem % jest liczba pierwsza. Ale nic nie stoi na przeszkodzie by taki test powtorzyé
wielokrotnie. Mozemy wylosowaé¢ na przyktad 100 liczb pomiedzy 1 i n i dla nich
przeprowadzi¢ powyzszy test. Jedli liczba n wszystkie te testy przejdzie pozytywnie
to prawdopodobienistwo, ze n jest liczbg ztozona jest 21%0 zatem prawdopodobien-
stwo, ze n jest liczba pierwsza jest 1 — 21%. Ponizsza procedura implementuje te

idee.

int test-Millera-Rabina(n:integer)
{ int 0K=0;
for (i=0;i<100;i++){
w=random(1,n-1);
0K=0K| |r swiadekMR(n,w);
}
returm 0K;

}
Jedli test-Millera-Rabina(n)=true to n jest liczba zlozona na pewno, a jedli
test-Millera-Rabina(n)=false to n jest liczba pierwsza prawie na pewno.
Algorytm probabilistyczny dla problemu wyboru par.

Technicznym powodem, dla ktérego liczba §wiadkéw ztozonosci w sensie Millera-
Rabina jest duza jest fakt méwiacy o tym, ze 'nieswiadkowie’ stanowia wlasciwa
podgrupe grupy Z,, liczb {0,...,n — 1} z dodawaniem modulo n. Z elementarnej

Cryli, de e =273 b+ 2
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teorii grup (Twierdzenie Lagrange’a) wiadomo, ze liczba elementow podgrupy dzieli
liczbe elementow grupy. A zatem podgrupa 'nieswiadkéw’ Z, ma co najwyzej 5
elementow.

Algorytm probabilistyczny dla problemu wyboru par jest oparty na obserwa-
cji dotyczacej mnogosci $wiadkéw dla innego innego zjawiska. Jesli mianowicie
mamy dwa wielomiany o wspolczynnikach rzeczywistych (byé moze wielu zmien-
nych) p(z1,...,2,) 1 q(z1,...,2y), ktore sa rozne to sg one rozne dla bardzo wielu
argumentéw. Innymi stowy rzadko sie zdarza by rézne wielomiany przyjmowaly te
same wartosci dla tych samych argumentéw. A to powoduje, ze by sprawdzi¢ czy
sg one réwne, mozna wybraé losowo n liczb rzeczywistych ay, ..., a, i sprawdzié¢ czy
liczby rzeczywiste p(ai,...,an) 1 q(ay,...,ay,) sa rowne. Jesli nie, sa rowne to na
pewno wielomiany sa rézne ale jesli tak, to 'prawie na pewno’ sa one réwne! Algo-
rytm, ktéry opisze ponizej jest oparty na tej obserwacji.

Problem (decyzyjny) zgodnego wyboru par.

e Dane wejsciowe: graf skierowany G = (V, E) taki, ze V = {1,...,2n} oraz jesli
(i,j)eEtol<i<nin<j<2n.

e Wynik: TAK, jezeli istnieje zbior n krawedzi E’ C E taki, ze kazdy wierzchotek
z {1,...,n} jest poczatkiem a kazdy wierzchotek z {n+1,...,2n} jest koncem
pewnej krawedzi E'. NIE, w przeciwnym przypadku.

Opis algorytmu.

1. Niech A bedzie (n x n)-macierza taka, ktorej wyrazy sa réoznymi zmiennymi
albo réwne 0.

0= ) Ty gdy (bn+je k)
e 0 w przeciwnym przypadku

dlai,j=1,...,n.

2. Niech d(< ;j > (i n+j)ep) bedzie wielomianem, ktéry jest wyznacznikiem (for-
malnym) macierzy A.

3. Wybieramy losowo liczby 75 ; dla (i,n + j) € E).
4. Obliczamy wartos¢ w = d(< 745 >(; nyj)eE)-

5. Jezeli w # 0 to zgodny wybor par istnieje na pewno i odpowiadamy TAK. Jezeli
w = 0 to zgodny wybér par nie istnieje 'prawie na pewno’ i odpowiadamy NIE.

Powyzszy algorytm opiera si¢ na obserwacji, ze d(< Tij >(;ntj)er) jest wielo-
mianem tozsamosciowo rownym 0 wtedy i tylko wtedy gdy nie istnieje zgodny wybor
par. Natomiast sprawdzenie czy d(< Ti; >(;nyj)er) jest wielomianem tozsamo-
gciowo réwnym 0 ma charakter probabilistyczny. Korzystamy ze wspomnianego wy-
zej faktu, ze jezeli wielomian d(< x; >(i,n+j)eE) nie jest tozsamosciowo réwny zero,
to przypadkowe trafienie na punkt w ktérym sie zeruje jest mato prawdopodobne.

Przypomnijmy, ze wyznacznik (n x n)-macierzy mozna obliczy¢ ze wzoru:

detA= 3 sgn(0) T1401) - Tna(n)
O‘ES’n
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gdzie S, jest zbiorem permutacji zbioru {1,...,n} a sgn(o) jest znakiem permutacji
o. Zatem wielomian d(< ¥;; >(; n4j)cp) nie jest tozsamosciowo rowny zero wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje permutacja o € Sy, taka, ze a; 5(;) = T; 5(;)- A to ma miejsce
tylko wtedy gdy zbior {(1,n 4+ o(1)),...,(n,n+ o(n))} jest zawarty w E z zatem
jest zgodnym wyborem par.

Poniewaz wyznacznik (n x n)-macierzy mozna obliczy¢ efektywnie (patrz na-
stepny rozdzial) to caly algorytm jest efektywny.

Przyktad. Niech G = (V| E) bedzie nastepujacym grafem:

1 5]
2 6
3 7
4 —8

Wtedy macierz A ma postaé:

0 wzp2 723 O

. 91 0 0 0
A= 0 x3.2 0 X34
0 0 m34 744

a jej wyznacznik
d(< Tij >(inyj)ep) = detA =19 To1 - T34 Ta3+T13° To1 - T32° Tad

ma dwa niezerowe sktadniki odpowiadajace dwom réznym zgodnym wyborom par:

{(1,6),(2,5),(3,8),(4,7)}

{(17 7)7 (27 5)7 (37 6)7 (47 8)}

Zauwazmy jednak, ze powyzszy algorytm probabilistyczny pozwala tylko na
stwierdzenie czy zgodny wybor par istnieje i nie daje mozliwoéci by go efektywnie
skonstruowaé¢. Drzieje sie tak dlatego, ze z informacji, ze istnieja niezerowe sktadniki
wyrazenia detA = 3, cg SgN(0) - T1g(1) - - * Tpo(n) Nie mozemy wywnioskowac,
ktore z nich rzeczywiscie sa niezerowe.
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