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Czes¢ druga

2. Niech D : P({0,1}*) — P({0, 1}¥) bedzie funkcja okreslona rownaniem(T}
D(A) ={ue{0,1}* | Jwe A.u < w}.

(a) Jaka jest moc zbioru wartosci tej funkeji?

(b) Czy dla kazdych zbiorow A i B istnieje taki zbior F, ze D(A) v D(B) = D(E)?
(c) Czy dla kazdych zbiorow A i B istnieje taki zbior C', ze D(A) n D(B) = D(C)?
(d) Czy istnieje taki zbior A € P({0,1}*), ze D~*({A}) ma moc Ry?

3. Niech £ bedzie relacja w zbiorze N — N okreslona jak nizej. (Uwaga na znak ,,>"1)
fEg < VneN[f(n) <gn) f({m]|m=>n})<g({m]|m>n})]
Wiadomo, ze E jest relacja czesciowego porzadku.
(a) Udowodni¢, ze elementy minimalne w = to wszystkie takie niemalejace funkcje f,
ze f(0) = 0. Czy sa w tym porzadku elementy maksymalne?
(b) Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?
(¢) Czy kazdy skoriczony podzbiér N — N ma kres gorny?

(d) (Meczydetko) Czy istnieje taricuch mocy continuum?

Rozwigzania

Zbior Rg(D) jest mocy continuum. Ograniczenie z gory jest oczywiste, bo Rg(D) < P({0, 1}*).
Dla ograniczenia z dotu zauwazmy, ze stowa postaci 0”1 tworza nieskoriczony antytaricuch w {0, 1}".
Kazdy podzbior R tego antylancucha wyznacza za$ inny zbior D(R).

Tak, na przyktad F = AuB. Rownowaznosé¢ x € D(AuB) < x € D(A)u D(B) to szczegolny

przypadek schematu 3y (a(z,y) v B(z,y)) < Iy a(z,y)) v Iy B(z,y), w ktorym a(z,y) i B(z,y)
oznaczajg odpowiedniox cye Aixz S ye B.

Tak, cho¢ niekoniecznie dla C' = A n B. Ale mozna przyja¢ C = D(A) n D(B). Pokazemy,
ze D(C) = C. Nierownos¢ C' < D(C) jest oczywista, a dla wykazania, ze D(C) < C' rozpatrzmy
dowolne u € D(C). Po pierwsze istnieje takie v € C, ze u € v. Po drugie, skoro v € C' =
D(A) n D(B), to istnieja takie w; € Aiwe € B, ze v € wy 1 v € we. Ale w takim razie u tez jest
prefiksem stowa w; z A i stowa wy z B zatem u € D(A) n D(B) = C, co koriczy dowod.

Nie. Usasadnienie jest calkiem takie samo jak w zadaniu le z pierwszego terminu.

Niech f bedzie funkcja niemalejaca i niech f(0) = 0. Przypusémy, ze g = f. Pokazemy,
ze g(n) = f(n) dla wszystkich n € N. Oczywiscie g(0) = f(0) = 0. Dla n > 0 wiemy, ze
gn) < f(n)ig({n,n+1,...}) < f({n,n+1,...}). Z ostatniego zawierania wynika w szczegolnosci,

'Przypomnijmy, ze dla stéw u, w zachodzi u € w wtedy i tylko wtedy, gdy u jest prefiksem w to znaczy
istnieje takie stowo v, ze u - v = w.



ze g(n) e f({n,n+1,...}), a skoro f jest niemalejaca, to f(n) = min f({n,n + 1,...}), czyli
g(n) = f(n).

W druga strone, jesli f(0) > 0 lub f nie jest niemalejaca, to f nie jest minimalna. W pierwszym
przypadku dla funkcji fo = An.if n = 0 then 0 else f(n) w oczywisty sposob mamy fo & f.
W drugim przypadku zalézmy, ze nierownosé f(i) > f(j) zachodzi dla pewnych i < j. Wtedy dla
funkcji g = An.if n =i then f(j) else f(n) mamy g = f. Istotnie, dla dowolnego n nieréwnosé
g(n) < f(n) jest oczywista. Dla dowodu zawierania g({m | m > n}) < f({m | m > n})
rozpatrzmy dwa przypadki: jesli n < i, to kazda wartos¢ g(m) dla m > n jest rowna albo f(m),
albo f(7), gdzie j > i; tak czy owak g(m) € f({m | m > n}). Jesli natomiast n > i, to zbiory
g({m | m >n})i f({m | m > n}) sa po prostu réwne.

Elementéw maksymalnych nie ma. Kazda funkcja f jest ostro mniejsza od funkcji
An.if n =0 then f(0) + 1 else f(n).

Porzadek E nie jest dobrze ufundowany. Latwo zdefiniowaé¢ malejacy ciag funkcji. Na przy-
ktad f; = An.if 2|n then 0 else if n < 2i then 0 else 1. Istotnie, dla kazdego n zachodzi
fix1(n) < fi(n) (a w dodatku dla n = 2i + 1 nieréwnos¢ jest ostra) oraz firi1({m | m > n}) =

fidm | m >mn}) ={0,1}.

Nie. Na przyktad zbior {fo, f1}, gdzie fo = An.0, fi = An.1, nie jest nawet ograniczony z gory.
Istotnie, gdyby f bylo ograniczeniem goérnym, to z nieréwnosci f1 = f wynika Vn € N. f(n) > 1,
a 7z kolei z warunku fy = f wynika Vn € N. fo({m | m > n}) € f({m | m > n}), co oznacza, ze
f przyjmuje wartos¢ 0 nieskoriczenie wiele razy. Te dwa warunki sa oczywiscie sprzeczne ze soba,
co dowodzi, ze zbiér ten nie ma ograniczenia gérnego.

Tak, zdefiniujemy taki taricuch. Pomyst jest taki: co drugi poziom petlnego drzewa binarnego
etykietujemy od lewej liczbami 0,1,...,2F — 1. A na kazdym z pozostatych pozioméw etykieta
bedzie stata, z tym, ze kazda liczba wystepuje na nieskoriczenie wielu poziomach. Patrz rysunek.
Kazda gataz drzewa reprezentuje funkcje z N w N. Im bardziej ,na prawo” jest polozona galaz,
tym wieksza (w sensie ) jest odpowiadajaca jej funkcja.
Scislej: dla « : N — {0,1} i k € N niech a[k] = Zf:o a(k — i) - 2%, Sens: pierwsze k + 1 wyrazéw
ciagu « stanowi zapis dwojkowy liczby afk]| (najbardziej znaczacy bit to zawsze «(0)). Teraz dla
a: N — {0,1} niech

fo =An.if n = 0 then 0 else if n = 2k + 1 then a[2k] else max{d | (2¢+!|n)}.
Trzeba jeszcze sprawdzié, ze funkcje f, sa poréwnywalne i rézne. Niech wiec o # [ i niech
n = min{k | a(k) # B(k)}, powiedzmy a(n) = 01 f(n) = 1. Wtedy a[k] = S[k] dla k < n
oraz alk] < B[k] dla k = n, bo decyduje bit na pozycji n. Stad zawsze mamy fo(n) < fg(n)
(a dla nieparzystych n wiekszych od k nieréwnosé jest ostra). Drugi warunek jest tatwy, bo dla
wszystkich a i n mamy fo({m | m > n}) = N. (Dla kazdego d istnieja dowolnie duze liczby
postaci 241 .z, gdzie x jest nieparzyste.)
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