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Czesé pierwsza

1. Relacja r w zbiorze N — N, (gdzie N, = N — {0}) jest okreslona tak{l]
frg < Va[3m(m <n A f(n)[g(m)) A3m(m <n A gn)]f(m))]

Wiadomo, ze r to relacja rownowaznosci.

(a) Niech R(f)(n) = {k|3Im (m <nnak|f(m))} dla dowolnych f : N — N, ineN.
Udowodnié, ze frg wtedy i tylko wtedy, gdy R(f) = R(g) (czyli ze r = ker R).

(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N — N, )/, 7

(c) Jakiej mocy jest klasa abstrakcji relacji » wyznaczona przez funkcje
g = M.if i =0 then 6 else 27

(d) Jakiej mocy jest klasa abstrakcji relacji r wyznaczona przez funkcje
h = Xi.if 1 = 0 then 16 else p;,
gdzie (p;)ien, to ciag wszystkich liczb pierwszych (p1 = 2, po = 3, itd.)?

(e) (Czekadetko) Udowodnié, ze relacja r nie ma klas mocy N.
Rozwigzania

Przypusémy najpierw, ze frg. Jesli k € R(f)(n), to k| f(m) dla pewnego m < n. Poniewaz
frg, wiec f(m)]|g(¢) dla pewnego £ < m. Ale wtedy ¢ < nik|g(f), skad k € R(g)(n). A wiec
pokazalismy R(f)(n) < R(g)(n), dla dowolnego n. Poniewaz inkluzja odwrotna jest analogiczna,
wiee R(f) = R(g).

Zalozmy teraz, ze R(f) = R(g) i sprawdzmy, ze frg. Poniewaz f(n)|f(n) oraz n < n, wigc
f(n) € R(f)(n) = R(g)(n). Zatem istnieje takie m, ze m < n oraz f(n)|g(m), ale o to wlasnie
nam chodzito. Analogicznie sprawdzamy druga czes¢ warunku.

Zbior wszystkich klas abstrakcji relacji r jest mocy continuum. Ograniczenie gérne wynika
7z tego, ze dziedzina N — N relacji r jest mocy €. Aby pokazaé, ze € jest tez ograniczeniem dolnym
i zastosowaé twierdzenie Cantora-Bernsteina, zdefiniujemy injekcje D : {0, 1} = (N - Ny)/»
w nastepujacy sposob: D(a) = [falr, gdzie fo(n) = if a(n) = 0 then po,y1 else papio,
a p1,p2, ... to kolejne rézne liczby pierwsze.

Aby wykazaé¢ roéznowartosciowosé D, nalezy udowodnié, ze jesli a # B, to {fa, fg) ¢ r. Zalozmy,
ze a(n) # P(n) dla pewnego n € N, np. przyjmijmy, ze a(n) = 01 5(n) = 1. Wtedy nie
znajdziemy takiego m < n, ze fo(n)| f3(m), poniewaz fo(n) = pan+1, a kazda z liczb pierwszych
f8(0),..., fa(n) jest rozna od pan41.

Ta klasa jest mocy continuum. Naleza do niej miedzy innymi wszystkie funkcje postaci
fa=An.if n = 0 then 6 else if n — 1 € A then 2 else 3, gdzie A = N. Operacja AA. fa jest
injekcja z P(N) do [g],. Réznowartosciowos¢ jest oczywista, pozostaje zauwazy¢, ze dla kazdego A
zachodzi farg, bo R(fa) = An.{1,2,3,6} = R(g).

Ta klasa ma dokladnie pie¢ elementéw fi, fa, f4, fs, fi6, gdzie
fn=Ai.if ¢ = 0 then 16 else if ¢ = 1 then n else p;.

IPrzypomnijmy, ze k | £ wtedy i tylko wtedy, gdy 3r e N. k-7 = /.



Latwo sprawdzié, ze wszystkie pie¢ funkcji nalezy do tej samej klasy. Ale trzeba jeszcze sprawdzic,
ze nie ma innych. Przypusémy wiec, ze fr fig 1 zacznijmy od tego, ze f(0) = 16. Nie ma
innej opcji, bo musza istnie¢ takie my,ma < 0, ze fi6(0) ] f(m1) 1 f(0)] fie(me2). Ale wtedy
mi,my = 0, wigc f(0) = 16. Liczba f(1) musi by¢ dzielnikiem liczby fi16(0) = 16 lub liczby
fie(1) = 2, a wiec f(1)€{1,2,4,8,16}. Dalej przez indukcje dowodzimy, ze f(n) = p, dla
wszystkich n > 1. Przypusémy, ze f(k) = pr dla 1 < k < n. Liczba fig(n) = p, musi byé
dzielnikiem ktoregos f(m), gdzie m < n, ale nie jest dzielnikiem zadnego f(m) dla m < n
(uwaga: pe = 3). Zatem p, | f(n). Ale wtedy f(n) nie jest dzielnikiem zadnego fig(m) dlam < n
i jedyna mozliwos¢ to f(n) | fig(n) = pn. Stad f(n) = pa.

Pokazemy, ze sa tylko klasy mocy continuum i skoiiczone. Niech f : N — N,. Powiemy, ze
liczba n > 0 jest argumentem sztywnym funkcji f, gdy R(f)(n) # R(f)(n —1). Zauwazmy, ze
wtedy R(f)(n— 1) @ R(f)(n), co wiceej f(n) ¢ R()(n—1). Jesli wice g € [f,, to g(n) = f(n),
co uzasadnimy podobnie jak w czescei [Id]

Przypadek 1: Prawie wszystkie argumenty funkcji f (wieksze od pewnego N) sa sztywne. Wtedy
kazda funkcja g z klasy [f], moze si¢ rozni¢ od f tylko dla argumentéw nie wigkszych od N.
Wartosci przyjmowane przez g dla takich argumentéw musza nalezeé¢ do skonczonego zbioru
R(g)(N) = R(f)(N), a zatem w klasie [f], jest tylko skoniczenie wiele funkcji.

Przypadek 2: Funkcja f jest stale réwna 1. Wtedy latwo widzieé, ze jej klasa abstrakcji jest
singletonem.

Przypadek 3: Funkcja f ma nieskoniczenie wiele argumentdéw niesztywnych i nie jest stale rowna 1.
Wtedy zbior R(f)(N) ma dla pewnego N co najmniej jeden element a rézny od 1. Ustawmy w ciag
rosnacy kg < k1 < ky < --- wszystkie niesztywne argumenty wicksze od N. I zdefiniujmy injekcje
©: (N - {a,1}) = [f]r w ten sposob: O(a)(n) = if n = k; then a(i) else f(n). Funkcje
O(a) sa oczywiscie rozne dla roznych a. A wiec w tym przypadku klasa jest nieprzeliczalna, bo
wszystkie naleza do klasy [f],. Istotnie, R(©(«))(n) = R(f)(n) dla dowolnego n, co pokazemy
przez indukcje. Dla uproszczenia notacji niech O(a) = g i przypusémy, ze R(g)(k) = R(f)(k) dla
wszystkich k < n. Jesli g(n) = f(n), to krok indukeyjny jest oczywisty, w przeciwnym razie n
jest niesztywne i wigksze od N. Wtedy f(n) € R(f)(n —1) = R(g)(n — 1), wiec f(n)|g(¢) dla
pewnego ¢ < n. Ponadto g(n) € {1,a} < R(f)(N), wiec g(n)| f(¢) dla pewnego £ < N < n.



