
Zadania z rachunku lambda1

1.R Nie korzystaj ↪ac ze znanych definicji dodawania, mnożenia, poprzednika, itp., napisać
lambda-termy definiuj ↪ace funkcje f, g : N→ N, gdzie

(a) f(n) = n2 + n+ 1;

(b) g(n) = n2 − n+ 1.

Czy te funkcje s ↪a definiowalne w rachunku lambda z typami prostymi? Czy s ↪a definio-
walne w polimorficznym rachunku lambda?

2.R (a) Napisać term Id typu ωp→p → ωp definiuj ↪acy na liczebnikach Churcha funkcj ↪e
identycznościow ↪a (tj. taki, że Id n � n, dla dowolnego n.)

(b) Czy w rachunku lambda z typami prostymi istnieje kombinator J , który definiuje
funkcj ↪e identycznościow ↪a w N i ma typ ωp → ωp→p, gdzie p jest zmienn ↪a typow ↪a?

(c) Czy istnieje taki kombinator typu ωp → ωq, gdzie q jest zmienn ↪a różn ↪a od p?

3.R Napisać term H definiuj ↪acy funkcj ↪e h(n) = n2 − 2n+ 5 w rachunku lambda bez typów,
nie wykorzystuj ↪ac dodawania, mnożenia, poprzednika, itp.

4.R Liczebniki Parigota, to kombinatory postaci Pn = λxf. fPn−1(fPn−2(. . . (fP0x) . . .)),
gdzie P0 = K. Na przyk lad P2 = λxf.f [λx′f ′.f ′Kx′](fKx).

(a) Zdefiniować operacje nast ↪epnika i poprzednika dla liczebników Parigota.

(b) Nie używaj ↪ac operatorów punktu sta lego zdefiniować rekursor , tj. taki term R, że:

RP0BF =β B oraz RPn+1BF =β FPn(RPnBF )

dla dowolnych termów B,F i dowolnego n ∈ N.

(c) Zdefiniować operacj ↪e dodawania dla liczebników Parigota.

(d) Czy term P2 jest typowalny w rachunku lambda z typami prostymi?

5.R (a) Czy istniej ↪a takie termy M,N , że M =β λx.NxMx oraz N =β λxy.MyNx?
(b) A czy istniej ↪a takie termy M,N , że M =β λx. xNMx =β λxy. yMNx?

6. Czy istniej ↪a takie termy M1,M2,M3, że:

M1 =β M1SM1? M2xxM2 =β M2xM2? xM3 =β xM3x?

7.R Skonstruować taki kombinator X, że

X(λyz.y(yz(yy))z) �βη K; oraz X(λyz.y(yz(yz))z) �βη S.

8.R Skonstruować taki kombinator X, że

X(λxy. xx(xxxy)(λx. yx)) �β 1 oraz X(λxy. xx(xyx(λx. yx))y) �β 2.

9.R Skonstruować taki term M , że ML =β true oraz MR =β false, gdzie

• L = λxy. x(λz. zx(λu. xxu))y;

• R = λx. x(λz. z(λy. xy)(λu. x(xz)u)).

1Zadania pochodz ↪a m. in. z egzaminów pisemnych, patrz strona 10.
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10.R Skonstruować taki kombinator X, że

X(λxz. x(λu.zu)(λyz. y(xyy)z)) �β true oraz X(λxz. xz(λy. y(xxy))) �β false.

11.R Skonstruować taki kombinator X, że

X(λxy. x(λz.xz(xz))y) �β K oraz X(λx. x(λz.xz(xx))) �β S .

12.R Skonstruować taki term M , że ML =β true oraz MR =β false, gdzie

L = λx. x(λy. xx(yy(λz. zxy)))x;

R = λx. x(λy. xx(yy(λz. zyx)))x

13. Zdefiniować takie kombinatory X1, X2, X3, że:

X1(λxy. x(xIx)(y(λy. xy)y)) =β I oraz X1(λxy. x(xIx)(y(λy. xx)y)) =β S;

X2(λxy. x(λz. zx)(λz. x(yyz)z)) =β true oraz X2(λxy. x(λy. yx)(λz. x(yyx)z)) =β false;

X3(λxyz. xz(yx(yxx)y)z) =β 0 oraz X3(λxyz. xz(yx(yxy)y)z) =β 1.

14.R Niech L = λxy. x(λw. y(xx(yxx))zw)y i niechR = λxy. x(y(xx(yxy))z)(λv. yv). Wskazać
taki term M , że ML =β 0 oraz MR =β 1.

15.R Niech B′ = λtxy. x(ty). Drzewo Böhma termu YB′ ma tak ↪a w lasność: prawie wszystkie
zmienne wyst ↪epuj ↪ace w wierzcho lkach drzewa s ↪a zwi ↪azane lambda-abstrakcjami znaj-
duj ↪acymi si ↪e o 1 poziom wyżej (

”
w odleg lości 1”). Podać przyk lad termu, w którym

”
odleg lość” mi ↪edzy lambd ↪a i zwi ↪azan ↪a przez ni ↪a zmienn ↪a jest prawie zawsze równa 2.

16.R Skonstruować taki term M , że (patrz rysunek):

– drzewo Böhma BT(M) jest pe lnym drzewem binarnym;

– w korzeniu tego drzewa jest etykieta λx0x1. x0;

– w każdym wierzcho lku dowolnego poziomu k > 0 jest etykieta λxk+1. xk.

λx0x1. x0

''ww
λx2. x1

����

λx2. x1

����
λx3. x2

����

λx3. x2

����

λx3. x2

����

λx3. x2

����
λx4. x3 λx4. x3 λx4. x3 λx4. x3 λx4. x3 λx4. x3 λx4. x3 λx4. x3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

17.R Skonstruować term M o takiej w lasności: drzewo Böhma BT(M) jest nieskończone
i każdy jego wierzcho lek ma wi ↪ecej synów niż mia l jego ojciec.

18.R Niech M b ↪edzie jak w zadaniu 16 i niech N = λx0x1. x0(λx2. x1(λx3. x2)). Czy istnieje
taki kombinator T , że TN =β K, ale TM =β S? Jeśli tak, to jaki?
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19.R Przy oznaczeniach z zadania 4 skonstruować taki kombinator M , że drzewo Böhma
BT(M) ma kszta lt jak na rysunku:

λx. x

zz $$
P0 x

{{ !!
P1 x

}} ��
P2 x

��
��P3 . . .

20.R Napisać taki term M , którego drzewo Böhma ma na każdym poziomie n dok ladnie n
lísci o etykiecie xn i jeden wierzcho lek o etykiecie λxn+1. xn+1, na przyk lad:

λx1. x1

""��
x1 λx2. x2

""|| ��
x2 x2 λx3. x3

""||vv ��
x3 x3 x3 λx4. x4

...

21.R Skonstruować taki term N , że drzewo Böhma BT(N) ma tylko jedn ↪a ga l ↪aź, oraz:

– jeśli n = k2, to na poziomie n jest etykieta λxk+1. xk;

– jeśli k2 < n < (k + 1)2, to na poziomie n jest etykieta xk.

Dla oszcz ↪edności miejsca drzewo BT(N) jest na rysunku przewrócone na bok:

λx1. x0 λx2. x1 x1 x1 λx3. x2 x2 x2 x2 x2 λx4. x3 . . . .

22.R Skonstruować taki term N , że drzewo Böhma BT(N) wygl ↪ada tak jak na rysunku.
(Drugim argumentem zmiennej x0 na lewej kraw ↪edzi drzewa na g l ↪ebokości k ma być
term Tk = λx1. x0(λx2. x1(. . . (λxk+1. xk) . . .)) wysokości k.)
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λx0.x0

x0 λx1.x0

x0 λx1.x0

x0 λx1.x0 λx2.x1

x0 λx1.x0 λx2.x1

...
... λx3.x2

23.R Skonstruować taki term M , że (patrz rysunek):

– drzewo Böhma BT(M) jest pe lnym drzewem binarnym;
– w korzeniu tego drzewa jest etykieta λx0. x0;
– w każdym wierzcho lku dowolnego poziomu k > 0 jest etykieta:

– λxk. xk−1, gdy k jest nieparzyste,
– λxk. xk−2, gdy k jest parzyste.

λx0. x0

))uu
λx1. x0

##||

λx1. x0

##||
λx2. x0

����

λx2. x0

����

λx2. x0

����

λx2. x0

����
λx3. x2 λx3. x2 λx3. x2 λx3. x2 λx3. x2 λx3. x2 λx3. x2 λx3. x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

24.R Skonstruować taki term M , że (patrz rysunek):

– drzewo BT(M) ma korzeń λx0x1. x0 i jedn ↪a ga l ↪aź nieskończon ↪a (w lewo);
– wierzcho lki na tej ga l ↪ezi na poziomach n > 0 maj ↪a etykiety λxn+1. xn;
– z każdego z wierzcho lków tej ga l ↪ezi wyrasta ga l ↪azka d lugości n+1, o wierzcho lkach xn.
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λx0x1. x0

����
λx2. x1

����

x0

λx3. x2

����

x1

��
λx4. x3 x2

��

x1

x2

��
x2

25.R Skonstruować taki term M , że (patrz rysunek):

– drzewo BT(M) ma korzeń λx0x1. x0 i jedn ↪a ga l ↪aź nieskończon ↪a (w lewo);
– wierzcho lki na poziomie n > 0 maj ↪a (od lewej) etykiety λxn+1. xn, xn, . . . , x0.

λx0x1. x0

�� ""vv
λx2. x1

�� ((��ww

x1 x0

λx3. x2

ww �� ''

x2 x1 x0

λx4. x3 x3 . . . x0

etc.

26.R Zbadać, czy Y =β Θ, gdzie:

Y = λf. (λx. f(xx))(λx. f(xx));

Θ = (λxf. f(xxf))(λxf. f(xxf)).

27.R Pokazać, że istnieje nieskończenie wiele kombinatorów punktu sta lego, i że żaden z nich
nie ma postaci normalnej.

28.R Jaka nić jest interpretacj ↪a termu I w modelu D∞?

29.R Jaka nić jest interpretacj ↪a termu K w modelu D∞?

30.R Niech omega = [[λx. xx]] w modelu D∞. Pokazać, że omega0 = ⊥ i omega1 = id, oraz że
omegan+1(d) = ϕn−1(d(ψn−1(d)))), dla d ∈ Dn. Wywnioskować st ↪ad, że [[Ω]] = ⊥.

31.R Jakie zbiory s ↪a interpretacjami termów K, ω i Ω w modelu Pω?

32.R Pokazać, że Pω 6|= 1 = I i wywnioskować, że model Pω nie jest ekstensjonalny.
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33.R Pokazać, że każdy term w postaci normalnej jest typowalny w systemie BCD bez użycia
sta lej ω.

34.R Które z nast ↪epuj ↪acych termów s ↪a typowalne w rachunku lambda z typami prostymi?
W jaki sposób? A które w innych systemach z typami?

(a) λxyz. z(xy)(yx)?

(b) λxyz. x(xy)(xy)?

(c) λxyz. x(xy)(zy)?

35.R Które z nast ↪epuj ↪acych termów

(a) λxy. xy(yx);

(b) λxy. xy(xy);

(c) λxy. xy(xyy);

(d) λxy.(λz. zz)(xy);

s ↪a typowalne w rachunku lambda z typami

(a) prostymi?

(b) iloczynowymi?

(c) pozytywnymi rekurencyjnymi?

(d) polimorficznymi?

36.R Czy termy

(a) λu.(λyw.w(xz)(xy))(zu);

(b) λu.(λyw.w(xz)(xy))(uz),

s ↪a typowalne w rachunku lambda z typami prostymi? W rachunku typów iloczynowych
bez sta lej ω? W systemie F?

37. Czy termy λxyzu. x(xu)(zu)(yz) i λxyzu. x(yz)(zu)(xu) s ↪a typowalne w rachunku typów
prostych? A w typach iloczynowych bez omegi?

38. Podać przyk lad różnych termów Q1, Q2 w rachunku lambda z typami prostymi w stylu
Churcha, które maj ↪a ten sam typ i wycieraj ↪a si ↪e do tego samego termu w stylu Curry’ego
(|Q1| = |Q2|). Czy istniej ↪a takie termy w postaci normalnej?

39. Skonstruować ci ↪ag (beztypowych) termów Mn typowalnych w rachunku typów prostych,
o tej w lasności, że:

• D lugość termów Mn jest liniowa ze wzgl ↪edu na n;

• D lugość typów g lównych termów Mn jest wyk ladnicza ze wzgl ↪edu na n.

Jak to jest możliwe, skoro algorytm rekonstrukcji typu jest wielomianowy?

40.R Ile termów zamkni ↪etych w postaci normalnej ma typ (p→ q→ r)→ (p→ q)→ p→ r ?
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41.R Niech τ0 = p, τn+1 = τn → p. Ile jest różnych zamkni ↪etych termów typu τn w postaci
normalnej (w zależności od n)?

42.R Niech τ0 = p, τn+1 = τn → p. Wiadomo, że dla nieparzystych n ≥ 3, typ τn ma
nieskończenie wiele inhabitantów. Ile jest różnych inhabitantów (termów zamkni ↪etych
w postaci normalnej) typu τn → τk dla n, k ≥ 2?

43.R Czy istnieje kombinator (term zamkni ↪ety) typu:

(a) ((((q → p)→ q)→ q)→ p)→ p?

(b) ((((p→ q)→ q)→ q)→ p)→ p?

44.R Czy istnieje term zamkni ↪ety typu:

(a) ((p→ q)→ p)→ p;

(b) ((((p→ q)→ p)→ p)→ q)→ q?

45. Które z nastepuj ↪acych formu l s ↪a twierdzeniami intuicjonistycznymi?

(((p→ q)→ r)→ (p→ r)→ r)→ q ` q;
((p→ q)→ r)→ (r → p)→ p;

((((p→ q)→ r)→ (r → p)→ p)→ q)→ q.

46.R W typie prostym τ wyst ↪epuje tylko jeden typ atomowy p. Udowodnić, ze term zamkni ↪ety
typu τ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy τ jest klasyczn ↪a tautologi ↪a.2

47.R Pokazać, że dowolny typ prosty τ można efektywnie (w czasie wielomianowym) prze-
kszta lcić w typ prosty στ spe lniaj ↪acy warunek:

Typ τ nie ma inhabitanta wtedy i tylko wtedy, gdy στ ma, z dok ladności ↪a do βη-
konwersji, dok ladnie jednego inhabitanta.

48. Podać przyk lad λI-termu zamkni ↪etego M , typowalnego w typach prostych, oraz takiego
typu τ , że 0M : τ , ale istnieje takie N , że M →β N i ` N : τ .

49.R Podać przyk lad ci ↪agu termów M0 →β M1 →β · · · →β Mn, o tej w lasności, że w systemie
typów prostych zachodzi ` Mi : τi dla pewnych typów τi, ale jeśli j > i, to 0 Mi : τj .
(Każdy krok beta-redukcji dodaje jakís nowy typ.)

Czy termy Mi maj ↪a t ↪e sam ↪a w lasność w systemie BCD typów iloczynowych?

50.R Skonstruować taki term M , któremu w otoczeniu x : p, y : q można przypisać (w sys-
temie typów prostych) wy l ↪acznie typ ((p→ q)→ p)→ p.

51.R Niech Γ = {a : p, b : q}. Skonstruować taki term M , że Γ `M : τ wtedy i tylko wtedy,
gdy τ = ((p→ q)→ p)→ q → p.

52.R Podać przyk lad takiego ci ↪agu typów prostych τn d lugości O(n), że każdy zamkni ↪ety
term M w postaci normalnej,3 który jest typu τn, ma d lugość co najmniej O(2n).

2Wskazówka: zauważyć, że formu la postaci τ1 → · · · → τn → p z jedn ↪a zmienn ↪a zdaniow ↪a p jest klasyczn ↪a
tautologi ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z formu l τi nie jest klasyczn ↪a tautologi ↪a.

3Wersja z duż ↪a gwiazdk ↪a: należy opuścić s lowa
”
w postaci normalnej”.
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53.R Niech F = λnfxa1a2. n(λyz1z2. yz2z1)(λz1z2. z1)(xa1a2)(fxa1a2).

(a) Czy term F5 ma postać β-normaln ↪a? A postać βη-normaln ↪a? Jeśli tak, to jak ↪a?

(b) Czy term F jest typowalny w rachunku lambda z typami prostymi?

54.R Niech f(n) = if (n = 1) then 3 else 2. Czy funkcja f jest:

(a) definiowalna w beztypowym rachunku lambda?

(b) β-definiowalna w rachunku z typami prostymi?

(c) skośnie β-definiowalna w rachunku z typami prostymi?

(d) βη-definiowalna w rachunku z typami prostymi?

Czy dla funkcji g(n) = if (n = 0) then 3 else 2 odpowiedzi s ↪a takie same?

55.R Niech g(x) = x2 − 4x + 4, dla x ∈ N. Napisać lambda-term definiuj ↪acy funkcj ↪e g.
Czy ta funkcja jest definiowalna w rachunku lambda z typami prostymi za pomoc ↪a
termu typu ωp → ωp? Czy jest definiowalna skośnie (z pomoc ↪a termu typu ωτ → ωp
dla pewnego τ)? Czy jest definiowalna w polimorficznym rachunku lambda za pomoc ↪a
termu typu ω → ω?

56. Pokazać, że funkcja g(x) = x2 − x + 6 nie jest β-definiowalna w rachunku z typami
prostymi, ale jest definiowalna skośnie.

57.R Wskazać lambda-termG, który w rachunku z typami prostymi skośnie definiuje (ze wzgl ↪edu
na β-konwersj ↪e) dzielenie ca lkowite przez trzy. Czy istnieje taki term, który ma typ
postaci ωp → ωp?

58.R Skonstruować lambda-term F , który w rachunku z typami prostymi skośnie definiuje
(ze wzgl ↪edu na β-konwersj ↪e) wielomian f(n) = n2−4n+4. Czy istnieje taki term, który
ma typ postaci ωp → ωp?

59.R Term F jest •-testem parzystości (symbol • zast ↪epuje β lub βη), gdy dla dowolnego n
zachodzi Fn =• 0, gdy n jest parzyste i Fn =• 1, gdy n jest nieparzyste.

(a) Skonstruować term F , który jest β-testem parzystości.

(b) Czy istnieje β-test parzystości, który jest typu ωp → ωp?

(c) Skonstruować βη-test parzystości4 typu ωτ → ωτ , gdzie τ = p→ p→ p.

60.R Dla n ∈ N, niech g(n) = if n parzyste then n else n + 1. Napisać lambda-term, który
definiuje funkcj ↪e g (ze wzgl ↪edu na β-konwersj ↪e) i ma typ ω → ω w polimorficznym ra-
chunku lambda. Czy ta funkcja jest definiowalna w rachunku lambda z typami prostymi
za pomoc ↪a termu typu ωp → ωp? Czy można j ↪a zdefiniować skośnie (z pomoc ↪a termu
typu ωτ → ωp dla pewnego τ) jeśli dopuścimy βη-konwersj ↪e?

61.R Pokazać, że funkcja λλn. 3n2−7n+4 jest definiowalna skośnie (tj. termem typu ωτ → ωp,
dla jakiegoś τ).

62.R Pokazać, że funkcja λλn. if n ≤ 2 then n else n + 2 jest definiowalna ze wzgl ↪edu na
βη-konwersj ↪e termem typu ωτ → ωτ , dla jakiegoś τ .

4Wskazówka: co to jest n(λfxy. fyx)K?
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63.R Niech C = (λFxy. xF (λz.1)(yF (λz.0)))(λfg.gf). Jak ↪a funkcj ↪e z N2 do N definiu-
je ten term? Ile kroków redukcji (z dok ladności ↪a do sta lego czynnika) potrzeba do
obliczenia wartości tej funkcji dla danych argumentów? Czy term C jest typowalny
w rachunku typów prostych? Czy dla jakiegoś τ ma typ ωτ → ωτ → ωτ , gdzie
ωτ = (τ → τ)→ τ → τ? Jeśli nie, to czy istnieje term typu ω → ω → ω, definiuj ↪acy t ↪e
sam ↪a funkcj ↪e? A term typu ωτ → ωτ → ωρ, dla różnych τ, ρ?

64.R Czy nast ↪epuj ↪ace formu ly s ↪a twierdzeniami logiki intuicjonistycznej?

(a) ((p→ q)→ r)→ (p→ r)→ r?

(b) ((((p→ q)→ r)→ (p→ r)→ r)→ q)→ q?

65.R Czy nast ↪epuj ↪ace formu ly s ↪a twierdzeniami logiki intuicjonistycznej:

(a) ((((q → p)→ q)→ q)→ p)→ p?

(b) ((((p→ q)→ q)→ q)→ p)→ p?

66.R Czy nast ↪epuj ↪ace formu ly s ↪a twierdzeniami logiki intuicjonistycznej:

(a) ((P → Q)→ P )→ ((Q→ P )→ P )→ P ;

(b) ((P → Q)→ Q)→ P → Q;

(c) (S → Q→ R)→ ((S → R)→ P )→ ((Q→ R)→ P )→ P .

67.R Niech ∼α oznacza implikacj ↪e α → •, gdzie • jest ustalon ↪a zmienn ↪a zdaniow ↪a różn ↪a od
zmiennych p, q, r, s. Która z nast ↪epuj ↪acych formu l jest twierdzeniem intuicjonistycznym?

(a) ((p→ q)→ r)→ ((q → s)→ r)→ r.

(b) ((∼p→ ∼q)→ ∼r)→ ((∼q → ∼s)→ ∼r)→ ∼r.

68.R Pokazać, że term λx. xx ma nieskończenie wiele różnych typów w systemie BCD. (Nie
liczymy instancji tego samego schematu, jak np. typy p ∩ (p→ q)→ q i r ∩ (r → (r →
s))→ r → s.)

69.R Czy istnieje taki kombinator punktu sta lego, któremu można przypisać typ w systemie
typów iloczynowych λ∩≤ (bez omegi)? A w systemie BCD (czyli w systemie λ∩≤ω)?

70.R Czy kombinatorowi Y = λf. (λx. f(xx))(λx. f(xx)) można w systemie BCD przypisać
jakís typ różny od ω? Czy Y ma w tym systemie typ (p→ p)→ p ?

71.R Dlaczego w systemie BCD przyjmuje si ↪e aksjomat ω ≤ ω → ω? A dlaczego nie przyjmuje
si ↪e aksjomatu σ → τ ∩ ρ ≤ (σ → τ) ∩ (σ → ρ)?

72.R Udowodnić, że jeśli F1 i F2 s ↪a filtrami w algebrze T typów iloczynowych, to filtrem jest
też zbiór F1 · F2 = {τ | σ → τ ∈ F1 dla pewnego σ ∈ F2}.

73.R Niech τ = ∀r(∀q(q → r) → r) i niech σ = ∀p((τ → p) → p). Napisać takie termy
there : τ → σ i back : σ → τ , że w systemie F zachodzi równość I =β λx

τ back(there x).
Czy każdy term zamkni ↪ety typu σ jest beta-równy wyrażeniu postaci there(N)?
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74.R W systemie F definiujemy produkt τ × % jako τ × % = ∀p((τ → % → p) → p).
Para uporz ↪adkowana 〈M τ , N%〉 to term Λpλxτ→%→p. xMN . Podać przyk lad takich
typów τ i %, że typ τ × % ma

”
za dużo elementów” tj. istnieje term zamkni ↪ety tego

typu w postaci normalnej, który nie jest par ↪a uporz ↪adkowan ↪a.

75.R Udowodnić, że system Gödla T można interpretować w systemie Girarda F. Jak wiadomo,
w systemie F, (czyli w polimorficznym rachunku lambda) można reprezentować liczby
naturalne jako termy zamkni ↪ete typu ω = ∀p((p → p) → (p → p)). Należy zdefiniować
polimorficzny rekursor, tj. term zamkni ↪ety

R : ∀p [(ω → p→ p)→ (ω → p→ p)],

który dla dowolnego typu σ spe lnia warunki

RσM(succ n)N =β Mn(RσMnN) oraz RσM0N =β N ,

gdzie n jest dowolnym liczebnikiem, a symbol succ oznacza term reprezentuj ↪acy operacj ↪e
nastepnika. Inaczej mówi ↪ac, term Rσ ma si ↪e zachowywać jak rekursor Rσ w systemie T.

76.R Napisać term typu ω → ω, który definiuje w systemie F w stylu Churcha dzielenie
ca lkowite przez trzy.

77.R Czy każda funkcja obliczalna jest definiowalna w systemie F?

Ostatnie egzaminy:

• Egzamin 2018 pierwszy termin: zadania 10, 20, 35, 65.

• Egzamin 2020 pierwszy termin: zadania 8, 22, 36, 55.

• Egzamin 2020 drugi termin: zadania 23, 49, 60, 67.

• Egzamin 2022 pierwszy termin: zadania 14, 24, 41, 57.

• Egzamin 2024 pierwszy termin: zadania 5, 25, 42, 58.
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Rozwi
↪
azania

1: Definicj ↪e funkcji f stanowi term λnλfλx. f(n(nf)(nfx)). Funkcja f jest wielomianem, wi ↪ec jest
definiowalna w typach prostych.

Definicja funkcji g jest trudniejsza. Przypomnijmy najpierw, że par ↪e 〈M,N〉 można reprezentować
przez λz. zMN , a rzutowania definiować jako Π1(M) = M(λuv. u), Π2(M) = M(λuv. v). Niech
F = λp. 〈λfx. (f(nfx), λfx.mf(nf(nfx))〉. Term F ma w lasność F 〈n,m〉 =β 〈n + 1,m + 2 · n〉 dla
dowolnych liczebników Churcha n i m. Ponieważ g(n+ 1)− g(n) = 2n, dla n ∈ N, wi ↪ec funkcja g jest
definiowana termem λn.Π2(nF 〈0,1〉).
Funkcja g nie jest wielomianem warunkowym, bo nie istnieje taki wielomian h o wspó lczynnikach
naturalnych, że g(n) = h(n) dla wszystkich n > 0. (Dwa różne wielomiany stopnia co najwyżej k
nie mog ↪a si ↪e zgadzać w wi ↪ecej niż k punktach.) Zatem nie jest definiowalna w typach prostych. Ale
jest definiowalna skośnie, bo para liczebników typu ωp ma typ τ = (ωp → ωp → ωp) → ωp. Wtedy
operacja G ma typ τ → τ , a term M ma typ ωτ → ωp.

Funkcja g jest definiowalna w systemie F, gdzie para liczebników typu ω ma typ ω ∧ ω, czyli typ
∀p. (ω → ω → p)→ p. Jeśli n ma polimorficzny typ ω, to wyrażenie nG〈0,1〉π2 też ma typ ω.

2a: Jedna z możliwości: Id = λnωp→pfp→pxp. n(λgp→pzp. f(gz))Ip→px.

2b: Nie istnieje. Ponieważ ωp→p = ωp → ωp, wi ↪ec term J ma typ ωp → ωp → ωp, czyli powinien
w zwyk lym sensie definiować wielomian warunkowy dwóch zmiennych. Jednak ż ↪adamy aby Jm =β m,
sk ↪ad Jmnfx =β mnfx =β nm(f)x. Zatem J musia lby definiować funkcj ↪e wyk ladnicz ↪a, która nie jest
wielomianem warunkowym.

2c: Też nie istnieje. Bez straty ogólności można za lożyć, że J : ωp → ωq jest w postaci normalnej,
czyli J = λnωpλfq→qλxq.M , gdzie term M jest typu q. Wtedy albo M = x albo M = fM ′, gdzie M ′

też ma typ q. I tak dalej, wi ↪ec J = λnωpλfq→qλxq. f(f(. . . (fx) . . . )) definiuje funkcj ↪e sta l ↪a.

3: Zacznijmy od operacji G = λp. 〈λfx. f(f(p true f x), λfx. p true f(p false f x)〉. Dla p = 〈m,n〉
mamy Gp � 〈m + 2,m + n〉. Dlatego k-krotna iteracja G, zaczynaj ↪aca si ↪e od pary 〈1,4〉 daje
w wyniku 〈1 + 2k,h(k+1)〉. Trzeba jeszcze dobrze zacz ↪ać i zdekodować wynik, na przyk lad w ten
sposób: H = λn. n(λp. p true (λz. Gp) 〈1,4〉) 〈0,5〉false. Sens: zaczynaj ↪ac od p := 〈0,5〉 wykonujemy
p ↪etl ↪e for i = 1 to n do if p true = 0 then 〈1,4〉 else Gp, a wynik rzutujemy na 1. wspó lrz ↪edn ↪a.

4: Poprzednik to pred = λp. pKK, nast ↪epnik to succ = λpxf. fp(pxf). Rekursor to po prostu I,
dodawanie to add = λpq. pq(λxy. succ y). Niech ν0 = t → s → t, oraz νn+1 = t → [νn → t → t] → t.
Typem termu P2 jest ν2.

5: (a) Tak. Niech F = λX.〈λx.Xπ2x(Xπ1)x, λxy.Xπ1y(Xπ2)x〉, gdzie 〈A,B〉 oznacza λu. uAB,
a π1 i π2 to, odpowiednio, λxy. x i λxy. y. Term X = YF spe lnia równanie X =β FX, wi ↪ec możemy
zdefiniować M := YFπ1 i N := YFπ2.

(b) Nie. Korzeń drzewa BT(M) musia lby mieć etykiet ↪e λx. x i jednocześnie λxy. y.

7: Należy zastosować technik ↪e Böhm-out . Otrzymamy wtedy np.

X = λx.x(λuv.〈u, v〉)(λuvw.S)π1π2Iπ1KIπ1.

Sprawdzamy poprawność rozwi ↪azania. Przyjmijmy nast ↪epuj ↪ace oznaczenia:

M = (λyz.y(yz(yy))z), N = (λyz.y(yz(yz))z), Q = λuvw.S, P = λuv.〈u, v〉.
Aplikacja MPQ redukuje si ↪e do 〈〈Q,λw.〈P,w〉〉, Q〉. Po zaaplikowaniu tego termu do argumentów
π1, π2, I, π1 dostajemy kolejno 〈Q,λw.〈P,w〉〉, λw.〈P,w〉, 〈P, I〉 i wreszcie P . Tymczasem aplikacja
M(λuv.〈u, v〉)Qπ1π2Iπ1 podobnie redukuje si ↪e doQ. Pozostaje sprawdzić, że PKIπ1 � 〈K, I〉π1 � K.

8: Na przyk lad X = λu. uTT ′π3
2π

3
1123π3

1 , gdzie T = λxyz. 〈x, y, z〉 oraz T ′ = λxyz. 〈y, x, z〉.
9: Szukanym termem jest na przyk lad M = λx. x true I false I (λx. true) I false.

10: Na przyk lad X = λv. v(λxy. 〈x, y〉) Iπ2 Iπ1 (λxy. true) falseπ2, gdzie 〈x, y〉, π1 i π2 oznaczaj ↪a
odpowiednio termy λz. zxy, λxy. x i λxy. y.
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11: Na przyk lad X = λv. v(λxy. 〈x, y〉)Iπ1(λxyz.K)π2Iπ1II(λxy.S).

12: Na przyk lad λX.XPKK′K′K true(λz. false)K, gdzie P = λxyz. zxy, K′ = λxy. y.

14: Na przyk lad M = λF. FPTπ2
1Iπ

3
1π

2
2Iπ

3
2〈I,0, I〉1π2

1π
3
2 , gdzie P = λxy. 〈x, y〉, T = λxyz. 〈x, y, z〉.

Po podstawieniu x := P, y := T , termy L,R zredukuj ↪a si ↪e do par uporz ↪adkowanych, z których rzut π2
1

wybierze pierwsze wspó lrz ↪edne, odpowiednio λw. T (PP (TPP ))zw i T (PP (TPT ))z. Po aplikacji do I
dostaniemy trójki 〈PP (TPP ), z, I〉 i 〈PP (TPT ), z, I〉. Kolejne dwa rzutowania wybior ↪a z tego TPP
i TPT . Po użyciu kolejnego I i rzutu π3

2 mamy wreszcie P versus T . Aplikacja P do trójki 〈I,0, I〉
i do liczebnika jeden da nam par ↪e 〈〈I,0, I〉,1〉, z której rzuty π2

1 , π
3
2 wybior ↪a 0. Ale jeśli zamiast P

użyjemy T , to wyjdzie nam trójka 〈〈I,0, I〉,1, π2
1〉 aplikowana do π3

2 i w końcu 1.

15: Drzewo Böhma termu YB′ ma tylko jedn ↪a ga l ↪aź: λx0x1. x0(λx1. x0(λx2. x1 . . . Zwi ↪azek mi ↪edzy
poddrzewem T (xn) zaczynaj ↪acym si ↪e od λxn+1 i poddrzewem T (xn+1) zaczynaj ↪acym si ↪e od λxn+2,
możemy zapisać tak: T (xn) = λxn+1. xn(T (xn+1)). To prowadzi do równania sta lopunktowego postaci
T = λxy. x(Ty), czyli T = B′ T , którego rozwi ↪azaniem jest T = YB′.

Aby skonstruować takie M , że BT(M) = λx0x1x2.x0(λx3. x1(λx4. x2 . . . , post ↪epujemy podobnie,
otrzymuj ↪ac równanie T = λxyz. x(Tyz). Szukanym termem jest M = Y(λtxyz. x(tyz)).

16: Poddrzewa B(xk) zaczepione w wewn ↪etrznych wierzcho lkach tego drzewa s ↪a w istocie takie same,
różni ↪a si ↪e tylko zmienn ↪a woln ↪a. Szukamy wi ↪ec takiego termu Q, że BT(Qx) = B(x). Term Q powinien
spe lniać równość Qx = λy. x(Qy)(Qy), zatem możemy przyj ↪ać Q = Y(λqxy. x(qy)(qy)). Poszukiwane
rozwi ↪azanie to M = λx0. Qx0.

17: Zacznijmy od tego, że operacja λn.n(λy.yz)x, zaaplikowana do liczebnika n, daje w wyniku n-
krotn ↪a aplikacj ↪e xz . . . z. Jeśli wi ↪ec Mn+1 ma drzewo, w którym korzeń ma n + 1 synów, to ko-
rzeń drzewa BT(λx.n(λy.yMn+1)x) ma n synów, każdy postaci BT(Mn+1). Pozostaje t ↪e konstrukcj ↪e
ujednostajnić. Przyjmijmy F = λV λnλx.n(λy.y(V (succn))x i niech M = YF1.  Latwo widzieć, że:

M =β F (YF )1 =β λx.1(λy.y(YF2)x =β λx.x(YF2)
=β λx.x(λx′.2(λy.y(YF3)x′)) =β λx.x(λx′.x′(YF3)(YF3)) =β · · ·

18: Tak, na przyk lad T = λX.Xπ2(λxy.S)K.

19: Nasz term ma si ↪e rozwijać tak: λx. xP0(xP1(. . . , wi ↪ec rozwi ↪ażemy równanieNpx = xp(N(succ p)x).
Niech wi ↪ec N = Y(λnpx. xp(n(succ p)x)) i możemy zdefiniować M jako NP0.

20: W↪ez ly wewn ↪etrzne drzewa na g l ↪ebokości n s ↪a korzeniami drzew BT(Mn) pozostaj ↪acych ze sob ↪a
w zwi ↪azku Mn = λx. xx . . . xMn+1, gdzie zmienna x wyst ↪epuje n + 1 razy. Prowadzi to do równania
M = λnx. n(λy. yx)x(M(succn)). Poszukiwany term, to M0 = Y(λmnx. n(λy. yx)x(M(succn)))0.

21: Wierzcho lki drzewa na g l ↪ebokości k2 odpowiadaj ↪a termom Qk z jedn ↪a zmienn ↪a woln ↪a xk. Mamy
tak ↪a zależność Qk =β λxk+1. x

2k+1
k (Qk+1). Przedstawiaj ↪ac Qk w postaci aplikacji Qkxk otrzymamy

równanie Qkxk =β λxk+1. xk(kxk(kxk(Q(succ k)xk+1))). Z pomoc ↪a kombinatora punktu sta lego
znajdziemy rozwi ↪azanie Q = Y(λqkxy. x(kx(kx(Q(succ k)y))). Poszukiwany term to N = λx1. Q0x0.

22: Zauważmy, że Tk+1 = λx1. x0(Tk[x0 := x1]), inaczej λx0. Tk+1 =β λx0x1. x0((λx0. Tk)x1). Mamy
wi ↪ec Tk =β k(λtx0x1. x0(tx1))(λx0x1. x0)x0. Teraz zdefiniujemy N = λx0.Y(λzk. x0(z(succ k)Tk)0
używaj ↪ac równania Nk = x0Nk+1Tk.

23: M = λx0. x0(Nx0)(Nx0), gdzie N = Y(λnxy. x(λz.x(nz)(nz))(λz.x(nz)(nz)).

24: Na przyk lad M = Y(λTϕxy. x(T (λz. z(ϕz))y)(ϕx))I.

Jeśli przez Tn oznaczymy drzewo zaczepione w wierzcho lku λxn+1. xn, a ca le nasze drzewo napiszemy
jako λx0. T0, to mamy tak ↪a zależność: Tn = λxn+1. xnTn+1(xnn(xn)). Drzewo Tn ma tylko jedn ↪a
zmienn ↪a woln ↪a xn, ale zależy też od

”
ga l ↪azki” ϕn = λxn. x

n
n(xn). Zamiast Tn możemy wi ↪ec napisać

T (ϕn, xn) i wtedy T (ϕn, xn) = λxn+1. xnT (ϕn+1, xn+1)(ϕnxn), gdzie ϕn+1 = λxn+1. xn+1(ϕnxn+1).
W ten sposób dostajemy równanie T = λϕx. λy. x(T (λz. z(ϕz))y)(ϕx)). Rozwi ↪azanie tego równania
należy zaaplikować do ϕ0 = I.

25: Oznaczmy przez Tn (dla n > 0) drzewo zaczepione w wierzcho lku λxn+1. xn, a drzewo BT(M)
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napiszmy jako λx0. T0. Wtedy Tn = λxn+1. xnTn+1xn+1xn . . . x0 dla wszystkich n. Możemy to zapisać
inaczej: Tn = λxn+1. gn(xnTn+1xn+1), gdzie gn = λu. uxn . . . x0 jest operacj ↪a dopisywania aktual-
nego

”
ogona”. Drzewo Tn jest wyznaczone przez swoj ↪a zmienn ↪a czo low ↪a xn i operator gn. Ponieważ

gn+1 = λu. gn(uxn+1), wi ↪ec mamy tak ↪a definicj ↪e rekurencyjn ↪a: T (x, g) = λx′. g(xT (x′, g′)x′), gdzie
g′ = λu. g(ux′). Poszukiwany term M to λx0.Y(λtxgx′. g(x(tx′(λu. g(ux′)))x′))x0(λu. ux0), gdzie
term λu. ux0 to pocz ↪atkowa wartość operacji g.

26: Te dwa termy nie s ↪a β-równe. Gdyby tak by lo, to z twierdzenia Churcha-Rossera musia lby
istnieć taki term M , że Y �β M i Θ �β M . Term Θ redukuje si ↪e w jednym kroku tylko do
λf. f(Θf), gdzie T = λxf. f(xxf), mamy wi ↪ec M = λf. fP , gdzie Θf �β P . Przez indukcj ↪e można
pokazać, że wtedy P ma zawsze podterm Θ. Ale term M , jako redukt termu Y, musi być postaci
λf. fk((λx. f(xx))(λx. f(xx))), co  latwo wynika przez indukcj ↪e. Żaden taki term nie ma podtermu
postaci Θ.

27: Niech δn = λx1x2 · · ·xn. f(x1x1 · · ·x1), gdzie x1 powtarza si ↪e n + 1 razy. Wtedy taki term
Yn = λf.δnδn · · · δn, gdzie δn powtarza si ↪e n + 1 razy, jest kombinatorem punktu sta lego. Istotnie,
Yn(F ) =β DnDn · · ·Dn, gdzie Dn = λx1x2 · · ·xn.F (x1x1 · · ·x1). A zatem Yn(F ) =β F (DnDn · · ·Dn).

Przypuśćmy, że kombinator punktu sta lego  L ma postać normaln ↪a. Oczywíscie musi to być abstrakcja
λy. . . . , bo  L jest kombinatorem. Dla dowolnej zmiennej x mamy x( Lx) =  Lx. Oznacza to, że po
normalizacji term  Lx zaczyna si ↪e od x, a wi ↪ec postać normalna  L musi być taka: λy.yL. Ale wstawiaj ↪ac
to do równości x( Lx) =  Lx otrzymujemy x(xL′) = xL′ gdzie L′ = L[y := x]. To jest niemożliwe bo
mamy tu dwie różne postaci normalne.

28: Jest to nić a = (an)n∈N, gdzie a0 = ⊥ ∈ D0 oraz każda z funkcji an : Dn−1 → Dn−1, dla
n > 0 jest identycznościowa. Jest to faktycznie nić, bo ψ0(a1) = ⊥ = a0, oraz ψn+1(an+2) =
ψn ◦ an+2 ◦ ϕn = ψn ◦ idDn+1 ◦ ϕn = ψn ◦ ϕn = idDn = an+1. Ponadto [[λxx]] · y = [[x]][x 7→y] = y oraz
a · y = sup{an+1(yn) | n ∈ N} = sup{yn | n ∈ N} = y, wi ↪ec teza wynika z ekstensjonalności modelu.

29: W modelu D∞ element k = [[K]] ma w lasność k · d · e = d, w szczególności jeśli d ∈ Dn+1, e ∈ Dn,
to kn+2(d)(e) = (k · d)n+1(e) = (k · d · e)n = dn = ψn(d). W szczególności dla d ∈ D1 mamy k2(d) =
λλa.ψ0(d) = λλa.d(⊥). Czyli k2 to funkcja numer 2 na naszym rysunku. Zatem k1 = ψ1(k2) = idD0

i k0 = ψ0(k1) = id(⊥) = ⊥, wi ↪ec k = (⊥, id, λλda.ψ0(d), λλda.ψ1(d), . . . ).

30: Skoro omega = [[λx. xx]], to omega · d = d · d, dla d ∈ D∞, w szczególności jeśli d ∈ Dn,
to omegan+1(d) = (omega · d)n = (d · d)n = dn+1(·d) = ϕn(d)(d). Dla n = 0 wynika st ↪ad, że
omega1(d) = ϕ0(d)(d) = (λλa. d)(d) = d, czyli omega1 = id. St ↪ad od razu omega0 = ψ0(id) = ⊥.
Dla n > 0 mamy omegan+1(d) = ϕn(d)(d) = ϕn−1(d(ψn−1(d)). Z powyższego  latwo dostajemy
omegan+1(omegan) = ϕn−1(omegan(omegan−1)). Dalej ponieważ omega1(omega0) = id(⊥) = ⊥, wi ↪ec
[[Ω]] = sup{omegan+1(omegan) | n ∈ N} = ⊥.

31: W modelu Pω:

• [[K]] = graph(λλa.
”
N× a”) = {(m,n) | n ∈

”
N× en”} = {(m, (k, l)) | l ∈ em}.

• [[xx]]x 7→a = fun(a)(a) = {m | ∃n(en ⊆ a ∧ (n,m) ∈ a)}.

• [[ω]] = graph(λλa. fun(a)(a)) = {(x,m) | m ∈ fun(ex)(ex)}
= {(x,m) | ∃n(en ⊆ ex ∧ (n,m) ∈ ex)}.

• [[Ω]] = [[xx]]x 7→[[ω]] = {m | ∃n(en ⊆ [[ω]] ∧ (n,m) ∈ [[ω]])}.

Przypuśćmy, że m ∈ [[Ω]] i niech n = min{n | en ⊆ [[ω]] ∧ (n,m) ∈ [[ω]]}. Ale skoro (n,m) ∈ [[ω]], to
istnieje takie n′, że en′ ⊆ en ⊆ [[ω]] oraz (n′,m) ∈ en ⊆ [[ω]]. Sprzeczność, bo wtedy n′ < n. Zatem
[[Ω]] = ∅ = ⊥.

32: Ponieważ Ix =β x oraz 1x =β λy.xy, wi ↪ec wystarczy jeśli udowodnimy, że Pω 6|= x = λy.xy.
Niech v(x) = a. Wtedy [[x]]v = a. Natomiast [[λy.xy]]v = graph(g), gdzie g(b) = [[xy]]v[y 7→b] = a · b =
fun(a)(b) = {m | ∃k ∈ N(ek ⊆ b ∧ (k,m) ∈ a)}. A wi ↪ec [[λy.xy]][x 7→a] = {(n,m) | m ∈ g(en)} =
{(n,m) | ∃k ∈ N(ek ⊆ en ∧ (k,m) ∈ a}.
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Jeśli a jest niepustym zbiorem skończonym, to [[λy.xy]]v, jest zbiorem nieskończonym, w szczególności
[[λy.xy]]v 6= a. Istotnie, niech (k,m) ∈ a. Wtedy każda para (n,m) gdzie ek ⊆ en należy do [[λy.xy]]v.

Ponieważ Pω jest lambda-modelem, wi ↪ec spe lnia w szczególności warunek [[λx.M ]]v · a = [[M ]]v[x 7→a],
dla dowolnych a i M . St ↪ad dla dowolnych a, b ∈ Pω mamy ([[1]] · a) · b = a · b = ([[I]] · a) · b. Gdyby
model by l ekstensjonalny to mielibyśmy [[1]] · a = [[I]] · a, dla dowolnego a, i wreszcie [[1]] = [[I]].

33: Dowód przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na budow ↪e termu normalnego. Termy normalne s ↪a postaci
xN1 . . . Nk lub λx.M . W pierwszym przypadku, z za lożenia indukcyjnego mamy Γi ` Ni : τi dla
każdego i. Wtedy Γ1& . . .&Γk, x : τ1 → . . . → τk → q ` xN1 . . . Nk : q. W drugim przypadku,
z za lożenia indukcyjnego Γ ` M : σ. Jeśli x : τ ∈ Γ dla pewnego τ to Γ ` λx.M : τ → σ. Jeśli x nie
wyst ↪epuje w Γ to z os labiania Γ, x : q `M : σ i Γ ` λx.M : q → σ.

34: Jeśli przez αx, αy, αz oznaczymy poszukiwane typy zmiennych x, y, z, to term (a) prowadzi do
uk ladu równań αx = αy → β, αy = αx → γ, sk ↪ad dostajemy równanie αx = (αx → γ) → β, które
nie ma rozwi ↪azania. Term (a) nie ma wi ↪ec typu prostego. Ale w rachunku z pozytywnymi typami
rekurencyjnymi ten term ma typ α→ (α→ r)→ (q → r → s)→ s, gdzie α = µp. (p→ r)→ q.

Dla termu (b) dostajemy równania αx = αy → β = β → β → γ, sk ↪ad wynika, że β = β → γ i znowu
nie ma rozwi ↪azania. Tym razem jednak typowanie rekurencyjne nie jest pozytywne (typ β wyst ↪epuje
na negatywnej pozycji w β → γ).

Term (c) jest typowalny w typach prostych. Mamy tu równania αx = αy → β, αx = β → δ → γ,
αz = αy → δ, które można rozwi ↪azać, przyjmuj ↪ac αy = β = δ → γ, αx = (δ → γ) → δ → γ,
αz = (δ → γ)→ δ. Term (c) ma wszystkie typy ((δ → γ)→ δ → γ)→ (δ → γ)→ ((δ → γ)→ δ)→ δ.

Termy (a)–(c) s ↪a postaciami normalnymi, s ↪a wi ↪ec typowalne w systemie z typami iloczynowymi
(zadanie 33). W polimorficznym rachunku lambda każdy z nich ma typ ∀p p→ ∀p p→ ∀p p→ q.

35: Próba typowania termu (35a) prowadzi do uk ladu równań:
αx = αy → β → γ, αy = αx → β, (1)

który implikuje αx = (αx → β) → β → γ, a wi ↪ec nie ma rozwi ↪azania w typach prostych. Dla
termu (35b) mamy uk lad równań:

αx = αy → β → γ = αy → β, (2)
który też nie ma rozwi ↪azania, bo implikuje β = β → γ. Natomiast w przypadku termu (35c) dostajemy
unifikacj ↪e αx = αy → β → γ = αy → αy → δ, któr ↪a rozwi ↪azujemy przyjmuj ↪ac δ = β = αy = p oraz
αx = p→ p→ p. Oznacza to, że nasz term ma typ (p→ p→ p)→ p→ p.

Różnica pomi ↪edzy równaniami (1) i (2) polega na tym, że w przypadku (2) otrzymujemy równanie
β = β → γ, w którym p ↪etla od β do β jest negatywna. A wi ↪ec term (35b) nie jest typowalny
w systemie pozytywnych typów rekurencyjnych. Inaczej jest dla równań (1), gdzie możemy przyj ↪ać
β = q, γ = r, αx = µp. (p → q) → q → r, αy = (µp. (p → q) → q → r) → q. Term (35a) ma wi ↪ec typ
(µp. (p→ q)→ q → r)→ ((µp. (p→ q)→ q → r)→ q)→ r.

Term (35d) nie jest typowalny w systemie typów prostych, ani pozytywnych typów rekurencyjnych, bo
zmienna z jest aplikowana sama do siebie. Jej domniemany typ αz musia lby wi ↪ec spe lniać równanie
αz = αz → β, które nie ma rozwi ↪azania, i gdzie p ↪etla od αz do αz jest negatywna.

W polimorficznym rachunku lambda można mu przypisać typ, bo ten term jest wytarciem termu
Churcha λxq→∀p (p→p)λyq(λz∀p (p→p). z(r → r)zr)(xy), który ma typ (q → ∀p (p→ p))→ q → r → r.

Wszystkie termy maj ↪a w lasność silnej normalizacji, wi ↪ec s ↪a typowalne w systemie typów iloczyno-
wych. Wszystkie oprócz (35d) s ↪a nawet postaciami normalnymi, wi ↪ec s ↪a też typowalne w systemie F.
Na przyk lad, term (35a) ma mi ↪edzy innymi typ iloczynowy p ∧ (p → p → p) → p ∧ (p → p) → p,
a term (35b) ma typ (p → p → p) ∧ (p → p) → p → p. Oba termy maj ↪a zaś typ polimorficzny
(∀p p)→ (∀p p)→ p.

36: Domniemane typy proste αx, αy, αz, αu zmiennych x, y, z, u wyst ↪epuj ↪acych w termie 36a powinny
spe lniać równania: αx = αz → β = αy → γ, αz = αu → δ, αy = δ. St ↪ad wynika αy = αz = αu → αy,
czyli αy musi być swoj ↪a w lasn ↪a w laściw ↪a podformu l ↪a. Zatem term 36a nie jest typowalny w typach
prostych. W systemie F ma typ p→ (p→ p→ p)→ p w otoczeniu {z : ∀p. p, x : p→ p} bo powstaje
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przez wycieranie typów z takiego termu Churcha: λu : p (λy : p λw : p→p→p. w(x(zp))(xy))(z(p→p)u).
A skoro jest silnie normalizowalny, to jest też typowalny w typach iloczynowych bez pomocy omegi.
Z termem 36b sprawa jest prostsza. W otoczeniu {z : p, x : p→ p} ma typ (p→ p)→ (p→ p→ p)→ p,
bo powstaje przez wycieranie typów z termu λu : p→ p (λy : p λw : p→p→p. w(xz)(xy))(uz).

40: Jedynym takim termem jest S. Jeśli term M w postaci normalnej ma w pustym otoczeniu typ
(p→ q→ r)→ (p→ q)→ p→ r to musi być abstrakcj ↪a M = λx.N (nie może si ↪e zaczynać od zmiennej
wolnej, bo takich nie ma). Wtedy x : p → q → r ` N : (p → q) → p → r. Term N nie może być
aplikacj ↪a zmiennej x do jakichś argumentów, bo musia lby mieć wtedy typ q → r albo r. Zatem
N = λy. P , gdzie x : p→ q → r, y : p→ q ` P : p→ r. Term P też nie może być aplikacj ↪a (dlaczego?)
wi ↪ec P = λz.Q, gdzie Q ma typ r w otoczeniu Γ = {x : p → q → r, y : p → q, z : p}. Jedyna
możliwość, to Q = xRT , gdzie R i T maj ↪a w Γ odpowiednio typy p i q. Jedyne takie termy to R = z
i T = yz.

41: Term normalny i zamkni ↪ety typu τ1 = p→ pmusi być abstrakcj ↪a postaci λxp.M , gdzie x : p `M : p.
Ale wtedy M = x, a zatem typ τ1 = p→ p ma dok ladnie jeden element I. Pozosta le typy τn o nume-
rach nieparzystych maj ↪a nieskończenie wiele elementów. Najpierw zauważmy, że istnieje nieskończenie
wiele termów postaci λF (p→p)→p. F (λxp1. F (λxp2. . . . F (λxpm. xl))), które s ↪a typu τ3. A teraz użyjmy
indukcji: jeśli `M : τn, to λF τn→p. FM ma typ τn+2 = (τn → p)→ p. Jeśli wi ↪ec τn ma nieskończenie
wiele elementów, to τn+2 też.

Typy τn o parzystych numerach s ↪a puste. Po pierwsze nie ma zamkni ↪etego termu typu p. Po drugie
jeśli n+1 jest parzyste, to n jest nieparzyste, wi ↪ec `Mn : τn dla pewnego zamkni ↪etego Mn. Jeśli teraz
` N : τn+1, to N musi być abstrakcj ↪a postaci λXτn . Q, gdzie X : τn ` Q : p. Ale wtedy Q[X := Mn]
ma typ p w pustym otoczeniu, a to niemożliwe.

42: Przypadek pierwszy: k ≥ 3 nieparzyste. Wtedy istnieje nieskończenie wiele termów zamkni ↪etych
typu τk, a zatem nieskończenie wiele termów zamkni ↪etych typu τn → τk postaci λF τn .M , gdzie
`M : τk. Przypadek drugi: n ≥ 2 parzyste. Wtedy n+ 1 ≥ 3 jest nieparzyste i istnieje nieskończenie
wiele inhabitantów typu τn+1. Każdy z nich ma postać normaln ↪a λF

τn .Mp i z każdego  latwo zrobimy
element typu τn → τk, mianowicie λF τnλGτk−1 .Mp. Przypadek trzeci: n nieparzyste, k parzyste.
Wtedy typ τn → τk jest pusty. Istotnie, term zamkni ↪ety tego typu w d lugiej postaci normalnej
musia lby mieć kszta lt λF τnλXτk−1 . Q (gdy k > 0) lub kszta lt λF τn . Q (gdy k = 0), gdzie Q ma typ p
w otoczeniu postaci {F : τn, X : τk−1} lub postaci {F : τn}. Ale liczby n i k−1 s ↪a nieparzyste i istniej ↪a
inhabitanty ` P : τn, ` R : τk−1. No to term Q[F := P ][X := R] (albo term Q[F := P ]) mia lby typ p
w pustym otoczeniu, sprzeczność.

43: Term λx(((q→p)→q)→q)→p. x(λy(q→p)→q. y(λzq. x(λy
(q→p)→q
1 z))) jest typu (65a).

Ale nie istnieje term zamkni ↪ety typu (65b). Gdyby taki term istnia l, to mia lby postać normaln ↪a, wi ↪ec
wystarczy pokazać, że nie istnieje szukany term w postaci normalnej. Niech M b ↪edzie najkrótszym
takim termem. Musi on być abstrakcj ↪a postaci M = λx(((p→q)→q)→q)→pN , gdzie N jest typu p, a wi ↪ec
N = xP dla pewnego P typu ((p → q) → q) → q. Term P musi być abstrakcj ↪a P = λy(p→q)→q Q,
gdzie Q jest typu q i musi być Q = yR dla pewnego R : p→ q. Zatem R = λzp.T , gdzie T : q, ścíslej:

x : (((p→ q)→ q)→ q)→ p, y : (p→ q)→ q, z : p ` T : q,

i na dodatek T jest najkrótszy możliwy (bo taki ma być term M). Rozumuj ↪ac podobnie jak wyżej,
otrzymamy, że T = y(λzp1 .T1), gdzie T1 : q. Niech teraz T2 = T1[z1 := z]. Wtedy:

x : (((p→ q)→ q)→ q)→ p, y : (p→ q)→ q, z : p ` T2 : q,

a term T2 jest krótszy niż T , sprzeczność.

44: Term zamkni ↪ety typu ((p → q) → p) → p nie istnieje. Gdyby taki term istnia l, to mia lby postać
normaln ↪a tego samego typu. Ta postać normalna musia laby być taka: λxN , gdzie N spe lnia warunek
x : (p → q) → p ` N : p. Jedyna możliwość to N = xM , gdzie x : (p → q) → p ` M : p → q.
Term M jest też normalny, wi ↪ec jest albo aplikacj ↪a zmiennej do jakichś argumentów albo abstrakcj ↪a.
Oczywíscie pierwsza możliwość odpada, mamy wi ↪ec M = λyP , gdzie x : (p → q) → p, y : p ` P : q.
Ponieważ aplikacja postaci xQ ani postaci yQ nie może być typu q, wi ↪ec takiego termu nie ma.
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Poszukajmy wi ↪ec termu zamkni ↪etego typu ((((p → q) → p) → p) → q) → q. Powinien wygl ↪adać tak:
λx.xM , gdzie x : ((p → q) → p) → p) → q ` M : ((p → q) → p) → p. Zatem M = λy N gdzie
x : ((p→ q)→ p)→ p)→ q, y : (p→ q)→ p ` N : p. Dalej N = yQ, gdzie Q jest takie, że

x : (((p→ q)→ p)→ p)→ q, y : (p→ q)→ p ` Q : p→ q.

Bez straty ogólności możemy przyj ↪ać Q = λz.R i ostatecznie mamy do rozwi ↪azania zadanie

x : (((p→ q)→ p)→ p)→ q, y : (p→ q)→ p, z : p ` R : q.

Oczywíscie powinnísmy mieć R = xM ′ gdzie M ′ jest znowu typu ((p → q) → p) → p i osoba ma lej
wiary może si ↪e w tym miejscu zniech ↪ecić. Ale teraz sytuacja jest inna, bo mamy deklaracj ↪e z : p, wi ↪ec
wystarczy przyj ↪ać M ′ = λu.z i już. Dostalísmy takiego inhabitanta: λx.x(λy.y(λz.x(λu.z))).

46: Jeśli zmienna p ma wartość logiczn ↪a jeden, to każda formu la implikacyjna zbudowana z p też ma
wartość jeden. Dlatego taka formu la jest tautologi ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy jest spe lniona przez
wartościowanie v(p) = 0. Ponieważ formu la τ1 → · · · → τn → p jest spe lniona przez v wtedy i tylko
wtedy, gdy któraś z formu l τi nie jest spe lniona, wi ↪ec mamy równoważność, o której mowa w przypisie.
Teraz udowodnimy przez indukcj ↪e, że typ σ = τ1 → · · · → τn → p jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest klasyczn ↪a tautologi ↪a. (⇒) Za lóżmy, że M : σ. Jeśli σ nie jest tautologi ↪a, to wszystkie τi s ↪a tau-
tologiami i z za lożenia indukcyjnego istniej ↪a kombinatory N1 : τ1, . . . , Nn : τn. Zatem MN1 . . . Nn : p,
czyli zmienna typowa p ma inhabitanta. Ale wtedy istnia lby także kombinator typu p w postaci nor-
malnej, a takiego przecież nie ma. (⇐) Jeśli σ jest tautologi ↪a, to któreś τi = ρ1 → · · · → ρr → p nie
jest tautologi ↪a, wi ↪ec tautologiami s ↪a wszystkie ρ1, . . . , ρr. Z za lożenia indukcyjnego mamy kombinatory
M1 : ρ1, . . . ,Mr : ρr, a wi ↪ec σ ma inhabitanta λx1 . . . xn. xiM1 . . .Mr.

47: Niech a 6∈ FV(τ). Wtedy στ = (τ → a) → a → a. Ten typ ma zawsze inhabitanta λfx. x. Drugi
musi mieć d lug ↪a postać normaln ↪a λfx. fM , gdzie f : τ → a, x : a ` M : τ . Ale ponieważ w typie τ
nie wyst ↪epuje w ogóle zmienna a, wi ↪ec ani f ani x nie s ↪a wolne w M . Zatem `M : τ .

49: Mi = λyzx1 . . . xn. yx1 . . . xi((λv xi+1)(xi+1z)) . . . ((λv xn)(xnz))) oraz τi = σi → p → σi, gdzie
σi = p→ · · · → p→ (p→ p)→ · · · → (p→ p)→ p i przes lanka (p→ p) wyst ↪epuje n− i razy w σi.
W systemie BCD wszystkie termy Mi maj ↪a typ τn, bo beta-konwersja zachowuje typy. Aplikacjom xjz
można przypisać typ ω także wtedy, gdy xj ma typ p.

50: Możliwe rozwi ↪azanie jest takie: λu.Kx(λv0v1v2z.v0(v1(zx))(v1y)(v2(uz))(v2x)). Istotnie, typ
termu Kx . . . musi być taki jak typ x, czyli p. Natomiast typ u musi być postaci α → β gdzie α
jest typem z oraz β = p, bo ta sama zmienna v2 jest aplikowana zarówno do x jak i do uz, wi ↪ec te
dwa termy musz ↪a mieć te same typy. Podobnie, typem z musi być p → q, co jest zdeterminowane
przez dwa pierwsze argumenty zmiennej v0 (która odgrywa wy l ↪acznie rol ↪e ”

kleju”, i której typ jest bez
znaczenia).

51: Na przyk lad M = λxy.Ka(λzwv.w(x(λu.Kb(v(wa)(wu)(zy)(zb))))). Ten term musi mieć typ
postaci σ → τ → p, gdzie σ jest typem zmiennej x, a τ jest typem zmiennej y. Aplikacje zy i zb
wymuszaj ↪a równość τ = q. Podobnie, wszystkie wyrażenia, do których aplikowane jest w, musz ↪a być
typu p. Ponieważ Kb . . . ma typ q, wi ↪ec wyrażenie λu.Kb(v(wa)(wu)(zy)(zb)) jest typu p → q, sk ↪ad
wynika σ = (p→ q)→ p.

52: τn = (pn→pn→pn−1)→(pn−1→pn−1→pn−2)→· · ·→(p2→p2→p1)→(p1→p1→p0)→pn→p0.

53: Niech τ = p → p → p. Jeśli zmienne a1, a2, z1, z2 s ↪a zawsze typu p, zmienne x, y sa typu τ ,
a zmienna f typu τ → τ , to F ma typ ωτ → ωτ . Wyrażenie Fn redukuje si ↪e do λfxa1a2. xa1a2, gdy
n jest parzyste, i do λfxa1a2. fxa1a2, gdy n jest nieparzyste. Zatem postaci ↪a normaln ↪a termu F5
ze wzgl ↪edu na beta-redukcje jest term λfxa1a2. fxa1a2, który jest eta-równoważny liczebnikowi 1.
Postaci ↪a βη-normaln ↪a jest kombinator I

54a: Tak, jest definiowalna np. termem F = λn. n(λP 〈1, ifzero(Pπ1)23〉)〈0,3〉π2, gdzie πi = λx1x2. xi
oraz ifzero = λpqrλfx.p(λy.rfx)(qfx). Oczywíscie 〈m,n〉 oznacza λz. zmn.

54b: Nie. Ta funkcja nie jest wielomianem warunkowym. Istotnie, dla argumentów wi ↪ekszych od
zera, wielomian warunkowy jest po prostu wielomianem o wspó lczynnikach naturalnych, wi ↪ec jest
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monotoniczny. Tymczasem f(1) = 3 > 2 = f(2). Ponieważ funkcja g jest wielomianem warunkowym,
wi ↪ec w tym punkcie odpowiedzi si ↪e różni ↪a.

54c: Tak. Term F w zadaniu 54a ma typ ωτ → ωp, gdzie τ = (ωp → ωp → ωp)→ ωp jest typem pary
uporz ↪adkowanej 〈m,n〉, dla m,n : ωp.

54d: Term λnfxa1a2a3. n(λyz1z2z3. yz2z3z3)(λz1z2z3. z1)(f2(x)a1a2a3)(f3(x)a1a2a3)(f2(x)a1a2a3)
ma typ ωτ → ωτ , gdzie τ = p→ p→ p→ p.

55: Funkcja g nie jest wielomianem warunkowym, wi ↪ec nie jest definiowalna w typie ωp → ωp. Ale
jest definiowalna skośnie. Niech τ = (ωp → ωp → ωp → ωp → ωp) → ωp. Nasz ↪a funkcj ↪e de-
finiuje kombinator G = λx :ωτ . G

′ typu ωτ → ωp. Jest ona też definiowalna w systemie F, bo
wystarczy G przerobić na polimorficzny term GF = λx :ω.Λp.G′[x := xτ ]. Pozostaje zdefiniować
G′ := x(λc : τ. 〈cπ4

2 , cπ
4
3 , add(cπ4

3)(cπ4
4), succ(succ(cπ4

4))〉)〈4,1,0,1〉π4
1 , gdzie liczebniki s ↪a typu ωp, oraz

π4
i = λx1x2x3x4 :ωp.xi.

57: Na przyk lad G = λn. (n(λC. 〈π4
1C + π4

2C, π
4
3C, π

4
4C, π

4
1C〉)〈0,0,0,1〉)π4

1 . Algorytm G dzia la tak:
zaczynamy od czwórki 〈0,0,0,1〉 i n razy wykonujemy operacj ↪e 〈p, d, t, c〉 7→ 〈p + d, t, c, d〉, która co
trzeci krok dodaje 1 do pierwszej wspó lrz ↪ednej. Wynik dzielenia n przez 3 odczytujemy z pierwszej
wspó lrz ↪edniej. Term G ma typ postaci ωτ → ωp, gdzie τ = (ωp → ωp → ωp → ωp → ωp) → ωp jest
typem czwórki liczebników. Nie istnieje taki term typu ωp → ωp, bo dzielenie ca lkowite przez trzy nie
jest wielomianem warunkowym.

58: Niech G = λCu. u(Cπ4
2)(Cπ4

3)(add(Cπ4
3)(Cπ4

4))(add(Cπ4
4)2), gdzie add to dodawanie liczebników

oraz π4
i = λx1x2x3x4. xi. Operacja G przekszta lca czwórk ↪e uporz ↪adkowan ↪a 〈p, d, t, c〉 = λu. updtc

w czwórk ↪e 〈d, t, t + c, c + 2〉. Jeśli n razy wykonamy t ↪e operacj ↪e zaczynaj ↪ac od czwórki 〈4, 1, 0, 1〉, to
otrzymamy 〈f(n), f(n + 1), f(n + 2), 2n + 1〉. A zatem możemy przyj ↪ać F = λn. nG(〈4,1,0,1〉)π4

1 .
Term F ma typ ω(ωp→ωp→ωp→ωp→ωp)→ωp

→ ωp. Ponieważ funkcja f nie jest wielomianem warunko-
wym (jeden ze wspó lczynników jest ujemny), wi ↪ec nie można jej zdefiniować w typie ωp.

59a: Beztypowy β-test parzystości to na przyk lad term λn. n(λfxy. fyx)K01.

59b: Nie istnieje β-test parzystości typu ωp → ωp, bo funkcja charakterystyczna parzystości nie jest
wielomianem warunkowym.

Aby to udowodnić, należy zauważyć, że każdy wielomian warunkowy o zmiennych ~x = x1, . . . , xn
można przedstawić w postaci instrukcji warunkowej if xi = 0 then f(~x) else g(~x), gdzie f i g s ↪a
wielomianami (o wspó lczynnikach naturalnych) lub wielomianami warunkowymi. Dlatego test parzys-
tości musia lby mieć postać if x = 0 then f(x) else g(x), gdzie f i g s ↪a wielomianami. Wielomian g
o wspó lczynnikach naturalnych jest funkcj ↪a monotoniczn ↪a, wi ↪ec 1 = g(1) ≤ g(2) = 0, sprzeczność.

59c: Na przyk lad λnλfxy1y2. n(λfxy. fyx)K(xy1y2)(fxy1y2).

60: Niech Bool = ∀p. p→ p→ p. Wtedy λn :ω. nBool(λb : Bool . bBool false true) trueω n (succn),
gdzie Bool = ∀p. p→ p→ p, definiuje funkcj ↪e g w systemie F (w stylu Churcha). Funkcja g jest też de-
finiowalna termem λnfxa1a2. n(λyz1z2. yz2z1)(λz1z2. z1)(nfxa1a2)(f(nfx)a1a2) (w stylu Curry’ego),
który ma typ ωp→p→p → ωp→p→p. Definicja w typie ωp → ωp jest niemożliwa, bo funkcja nie jest
wielomianem warunkowym.

61: Funkcja λλn. 3n2 − 7n + 4 jest definiowalna termem λn.Π3
1(nF 〈4,0,2〉) typu ωτ → ωp, gdzie F

jest takie, że F 〈m,n,k〉 =β 〈n,n + k,k + 6〉, a τ = (ωp → ωp → ωp → ωp) → ωp jest typem krotki
postaci 〈m,n,k〉 = λy .ymnk .

62: Funkcja λλn. if n ≤ 2 then n else n+ 2 jest definiowalna ze wzgl ↪edu na βη-konwersj ↪e termem typu
ωτ → ωτ , gdzie τ = p→ p→ p→ p→ p. Term jest taki:

λnλfxλa1a2a3a4. n(λyz1z2z3z4. yz2z3z4z4)(λz1z2z3z4. z1)AAAB,
gdzie A = nfxa1a2a3a4 i B = f(f(nfx))a1a2a3a4. Wyrażenie λyz1z2z3z4. yz2z3z4z4 aplikowane
kolejno do rzutowań π4

1 , π4
2 , π4

3 , π4
4 , daje w wyniku odpowiednio π4

2 , π4
3 , π4

4 i π4
4 .

63: Niech F = λfg.gf i niech A1(k, l) = Fk(λz.1)(Fl(λz.0)) oraz A0(k, l) = Fk(λz.0)(Fl(λz.1)).
Wtedy Cmn � A1(m,n), oraz A1(k, l) � A0(l, k − 1) i A0(k, l) � A1(l, k − 1), dla k > 0, a wi ↪ec
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funkcja definiowana przez C:

c(m,n) =

{
1, gdy m ≤ n;
0, w przeciwnym przypadku,

jest obliczana w czasie proporcjonalnym do mniejszego argumentu. Term C nie ma typu ω → ω → ω,
ani żadnego typu postaci ωτ → ωτ → ωρ, bo typem g lównym termu λfg.gf jest α → (α → β) → β,
którego żadna instancja nie jest postaci τ → τ . Ale C jest typowalny w typach prostych, bo dla
x : (α → (α → β) → β) → (γ → ω) → δ → ε oraz y : (α → (α → β) → β) → (γ → ω) → δ,
otrzymamy xF (λz.1)(yF (λz.0)) : ε. Funkcja c nie jest definiowalna w typach prostych, bo nie jest
wielomianem warunkowym. Nie jest też definiowalna przez term typu ωτ → ωτ → ωρ, bo wtedy można
by też zdefiniować test na równość. A z twierdzenia Statmana wiadomo, że to niemożliwe.

64a: Nie, bo wtedy istnia lby term tego typu w d lugiej postaci normalnej i musia lby mieć postać
λx(p→q)→rλyp→r.M , gdzie M by lby typu r. Wtedy albo M = yN , gdzie N : p albo M = x(λzp.R),
gdzie R : q. Ale takich termów N ani R nie ma, bo nie mamy zmiennej typu kończ ↪acego si ↪e na p lub q.

64b: Tak, bo mamy term tego typu:

λx(((p→q)→r)→(p→r)→r)→q. x(λy(p→q)→rλzp→r. y(λup. x(λy
(p→q)→r
1 λzp→r1 .zu)))

65a: Term λx(((q→p)→q)→q)→p. x(λy(q→p)→q. y(λzq. x(λy
(q→p)→q
1 z))) jest tego typu. A zatem for-

mu la (65a) jest twierdzeniem intuicjonistycznym.

65b: Ale dla tego typu nie istnieje inhabitant. Gdyby taki term istnia l, to mia lby postać normaln ↪a,
wi ↪ec wystarczy pokazać, że nie istnieje szukany term w postaci normalnej. Niech M b ↪edzie najkrótszym
takim termem. Musi on być abstrakcj ↪a postaci M = λx(((p→q)→q)→q)→pN , gdzie N jest typu p, a wi ↪ec
N = xP dla pewnego P typu ((p → q) → q) → q. Term P musi być abstrakcj ↪a P = λy(p→q)→q Q,
gdzie Q jest typu q i musi być Q = yR dla pewnego R : p→ q. Zatem R = λzp.T , gdzie T : q, ścíslej:

x : (((p→ q)→ q)→ q)→ p, y : (p→ q)→ q, z : p ` T : q,

i na dodatek T jest najkrótszy możliwy (bo taki ma być term M). Rozumuj ↪ac podobnie jak wyżej,
otrzymamy, że T = y(λzp1 .T1), gdzie T1 : q. Niech teraz T2 = T1[z1 := z]. Wtedy:

x : (((p→ q)→ q)→ q)→ p, y : (p→ q)→ q, z : p ` T2 : q,

a term T2 jest krótszy niż T , sprzeczność. Formu la (65b) nie jest twierdzeniem intuicjonistycznym.

66a: Ta formu la jest twierdzeniem, bo istnieje kombinator tego typu:

λx(P→Q)→Pλy(Q→P )→P . y(λzQ. x(λuP . z)).

66b: Ta formu la nie jest twierdzeniem intuicjonistycznym, bo nie jest nawet klasyczn ↪a tautologi ↪a. Inny
sposób: bo nie istnieje kombinator tego typu. Musia lby on bowiem być postaci λx(P→Q)→QλyP .M .
Niech Γ = {x : (P → Q) → Q, y :P} i niech M b ↪edzie najkrótszym termem w postaci normalnej,
o w lasności Γ `M : Q. Wtedy M = x(λyP .M ′), wi ↪ec term M ′′ = M ′[y := x] jest krótszy niż M i ma
typ Q w otoczeniu Γ. Sprzeczność.

66c: Ta formu la też nie jest twierdzeniem. Jej dowód normalny musia lby być postaci λxyz.M , gdzie
x :S → Q → R, y : (S → R) → P, z : (Q → R) → P ` M : P . Term M musi si ↪e zaczynać od y lub
od z. W pierwszym przypadku M = y(λuS . N), gdzie N ma typ R, a wi ↪ec N = xASBQ. W otoczeniu
z lożonym z x, y, z oraz nowej deklaracji u : S nie ma jednak żadnego termu typu Q, bo nie ma żadnej
zmiennej, której typ kończy si ↪e na Q. W drugim przypadku podobnie: M = z(λuQ. xASBQ) i teraz
brakuje zmiennej typu kończ ↪acego si ↪e na S.

67a: Nie, bo nie istnieje postać normalna tego typu, a zatem żaden term tego typu. Postać normalna
musia laby być taka: λx(p→q)→ry(q→s)→r. x(λzp.Mq), albo taka λx(p→q)→ry(q→s)→r. y(λzq.Ms). Ale
nie ma postaci normalnej typu q w otoczeniu {x : (p → q) → r, y : (q → s) → r, z : p} ani postaci
normalnej typu s w otoczeniu {x : (p→ q)→ r, y : (q → s)→ r, z : q}.
67b: Tak, bo ten typ ma inhabitanta (w stylu Curry’ego): λxy. λz. x(λuv. y(λwu.wv)z)z.

68: Takie typy to np.
⋂
i∈I pi ∩

⋂
i∈I(pi → qi)→

⋂
i∈I qi dla zbiorów I o różnej liczbie elementów.
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69: W systemie λ∩≤ żaden kombinator punktu sta lego nie ma typu, bo żaden taki kombinator nie ma
postaci normalnej (zadanie 27). Ale w systemie BCD każdy kombinator punktu sta lego ma typ ω.

70: Możliwym typem dla Y jest (ω → p)→ p, ponieważ dla f : ω → p term λx. f(xx) jest typu ω → p
i jednocześnie typu ω. Inny typ dla Y to (ω → b) ∩ (b → a) → a. Term λx. f(xx) ma typ ω → b,
ponieważ x : ω implikuje x : ω → ω, co daje xx : ω i f(xx) : b. Jednocześnie (λx. f(xx)) ma typ
(ω → b)→ a, bo x : ω → b implikuje xx : b, a ponieważ f : b→ a to f(xx) : a.

Ale Y nie ma typu (p → p) → p. Gdyby tak by lo, to w dowolnym modelu [[Ω]] = [[YI]] ∈ [[p]]ξ = ξ(p)
dla każdego ξ, również dla ξ(p) = ∅. Sprzeczność.

71: W modelu beztypowego rachunku lambda definiuje si ↪e interpretacj ↪e typów tak:
[[σ → τ ]]ξ = [[σ]]ξ ⇒ [[τ ]]ξ = {a ∈ D | ∀b ∈ D(b ∈ [[σ]]ξ → a · b ∈ [[τ ]]ξ}.

Oczywíscie D ⇒ D = D, wi ↪ec potrzeba aksjomatu ω ≤ ω → ω wynika z postulatu [[ω]] = D.

Aksjomat σ → τ ∩ ρ ≤ (σ → τ) ∩ (σ → ρ) jest niepotrzebny, bo wynika z pozosta lych. Mamy bowiem
σ → τ ∩ ρ ≤ (σ → τ ∩ ρ) ∩ (σ → τ ∩ ρ) ≤ (σ → τ) ∩ (σ → ρ).

72: Ponieważ ω ∈ F1 oraz ω ≤ ω → ω, wi ↪ec ω → ω ∈ F1. Podobnie ω ∈ F2, a st ↪ad ω ∈ F1 · F2.
Zatem F1 · F2 6= ∅. Jeśli τ, ρ ∈ F1 · F2 to istniej ↪a takie σ, δ ∈ F2, że σ → τ, δ → ρ ∈ F1. Wtedy mamy
(σ → τ)∩ (δ → ρ) ∈ F1, a ponieważ (σ → τ)∩ (δ → ρ) ≤ (σ ∩ δ → τ)∩ (σ ∩ δ → ρ) ≤ (σ ∩ δ → τ ∩ ρ),
wi ↪ec także σ ∩ δ → τ ∩ ρ ∈ F1. Skoro σ ∩ δ ∈ F2 (bo to filtr), wi ↪ec ostatecznie τ ∩ ρ ∈ F1 · F2.
Pokazalísmy, że F1 · F2 jest zamkni ↪ety ze wzgl ↪edu na iloczyn. Teraz niech τ ∈ F1 · F2 i niech τ ≤ ρ.
Jest takie σ ∈ F2, że σ → τ ∈ F1. Ale skoro σ → τ ≤ σ → ρ, to σ → ρ ∈ F1, sk ↪ad wynika ρ ∈ F1 · F2.

73: Niech there = λzτΛpλyτ→p. yz i back = λxσ. xτI. Term Λpλyτ→p.y(Λrλu∀q (q→r). u(τ → p) y) ma
typ σ i nie jest postaci there(N).

74: Przyjmiemy τ jak w zadaniu 73 i % = ∀r (r → r). Wtedy wyrażenie
Λpλxτ→%→p. x(Λrλu∀q (q→r). u(τ → %→ p)x)I

ma typ τ × % i nie jest par ↪a uporz ↪adkowan ↪a.

75: Należy najpierw zdefiniować iloczyn kartezjański typów σ × τ , pary uporz ↪adkowane i rzutowania.
Definicja rekursora to Λpλfω→p→pλnωλyp π1(n(p× ω)(λvp×ω 〈f(π2(v))(π1(v)), succ(π2(v))〉)〈y,0〉).
77: Wskazówka: niechMn b ↪edzie numeracj ↪a wszystkich kombinatorów typu ω → ω. Niech f(n, k) = m,
gdy Mn k =βη m i niech g(n) = f(n, n) + 1. Funkcja g jest obliczalna. Czy może być definiowalna
w systemie F?


