Zadania z rachunku lambda!

. Nie korzystajac ze znanych definicji dodawania, mnozenia, poprzednika, itp., napisaé¢
lambda-termy definiujace funkcje f,g: N — N, gdzie

(a) f(n)=n*+n+1;

(b) g(n) =n? —n+1.

Czy te funkcje sa definiowalne w rachunku lambda z typami prostymi? Czy sa definio-
walne w polimorficznym rachunku lambda?

(a) Napisa¢ term Id typu wp—p — w, definiujacy na liczebnikach Churcha funkcje
identycznosciows (tj. taki, ze Idn — n, dla dowolnego n.)

(b) Czy w rachunku lambda z typami prostymi istnieje kombinator J, ktéry definiuje
funkcje identycznosciowa w N i ma typ w, — wp—sp, gdzie p jest zmienng typowa?

(c) Cazy istnieje taki kombinator typu w, — wy, gdzie ¢ jest zmienng rézna od p?

. Napisa¢ term H definiujacy funkcje h(n) = n? — 2n + 5 w rachunku lambda bez typéw,
nie wykorzystujac dodawania, mnozenia, poprzednika, itp.

. Liczebniki Parigota, to kombinatory postaci P, = Axf. fP,_1(fPu—2(...(fPox)...)),
gdzie Py = K. Na przyktad P, = Az f.f[ 2’ f'. f'K2'|(fKz).

(a) Zdefiniowaé¢ operacje nastepnika i poprzednika dla liczebnikéw Parigota.

(b) Nie uzywajac operatoréw punktu stalego zdefiniowaé rekursor, tj. taki term R, ze:

RPABF =g B oraz RP,1BF =3 FP,(RP,BF)
dla dowolnych terméw B, F' i dowolnego n € N.

(¢) Zdefiniowaé¢ operacje dodawania dla liczebnikéw Parigota.

(d) Czy term P» jest typowalny w rachunku lambda z typami prostymi?
. (a) Czy istnieja takie termy M, N, ze M =g A\x. NeMx oraz N =g A\vy. MyNxz?
(b) A czy istniejg takie termy M, N, ze M =g A\x. e NMz =g Avy. yMNz?
. Cgzy istnieja takie termy My, Mo, M3, ze:
M1 =p Mlle? MQ%‘%‘MQ =p MQCL'MQ? l‘Mg =p l’Mg.’L‘?

. Skonstruowaé taki kombinator X, ze
X(Ayzy(yz(yy))z) —»pm K; oraz X(Ayz.y(yz(yz))z) —pn S.
. Skonstruowaé taki kombinator X, ze

X(Azy. zx(zzzy)(Ae. yx)) —g 1 oraz X(Azy. zx(zyz(Az. yx))y) —5 2.
. Skonstruowa¢ taki term M, ze ML =g true oraz M R =4 false, gdzie

o L =)xy. x(Az. zz(Au. xzu))y;
o R=2Az.xz(Az. z(A\y. zy) (Au. x(z2)u)).

1Zadania pochodza m. in. z egzaminéw pisemnych, patrz strona 10.
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R10.

R11.

R12.

13.

R14.

R15.

R16.

R17.

R18.

Skonstruowaé taki kombinator X, ze

X(Azz. x(Au.zu)(Ayz. y(zyy)z)) —p true oraz X(Azz.zz(Ay.y(zrzy))) —4 false.

Skonstruowaé taki kombinator X, ze
X(Azy. x(Az.xz(x2))y) »5 K oraz X(Az.z(Az.xz(zx))) -5 S.

Skonstruowac taki term M, ze ML =g true oraz MR =g false, gdzie

L = Xz.x(\y. zx(yy(Az. zzy)))x;
R = \z.x(\y. zx(yy(Az. zyz)))x
Zdefiniowa¢ takie kombinatory X7, Xo, X3, ze:
X1 (Azy. z(zlz)(y(Ny. zy)y)) = I oraz Xy (Azy. z(21z)(y(\y. z2)y)) =5 S;
Xo(Azy. x(Az. zx)(Az. x(yyz)z)) =p true oraz Xa(Azy. x(Ay. yz)(Az. x(yyr)z)) =g false;
Xs(Azyz. vz(yx(yre)y)z) =g 0 oraz Xg(Azyz. zz(yx(yry)y)z) =5 1.

Niech L = Axy. x(Aw. y(zz(yzz))zw)y i niech R = \xy. x(y(zx(yzy))z)(Av. yv). Wskazaé
taki term M, ze ML =5 0 oraz MR =3 1.

Niech B’ = Atxy. z(ty). Drzewo Bohma termu YB’ ma taka wlasnodé: prawie wszystkie
zmienne wystepujace w wierzchotkach drzewa sa zwiazane lambda-abstrakcjami znaj-
dujacymi sie o 1 poziom wyzej (,w odleglosci 17). Podaé przyklad termu, w ktérym
,odleglo$¢” miedzy lambda i zwigzana przez nia zmienng jest prawie zawsze réwna 2.
Skonstruowaé taki term M, ze (patrz rysunek):

— drzewo Bohma BT(M) jest pelnym drzewem binarnym;

— w korzeniu tego drzewa jest etykieta Axgz;. xo;

—w kazdym wierzcholku dowolnego poziomu k > 0 jest etykieta Axg41. xk.

AZoL1. Lo
AT2. X1 Axg. 21
)\3?3. €T )\333. X9 )\1‘3. €T )\xg. X9

A AN ATYA

)\1‘4. T3 )\.%'4. T3 )\$4. I3 )\1'4. T3 /\164. T3 )\.%'4. X3 )\.TU4. I3 )\%4. T3

Skonstruowaé term M o takiej wiasnosci: drzewo Bohma BT(M) jest nieskorniczone
i kazdy jego wierzchotek ma wiecej synéw niz mial jego ojciec.

Niech M bedzie jak w zadaniu 16 i niech N = Axoz1. xo(Az2. 21 (Axs. x2)). Czy istnieje
taki kombinator T', ze TN =g K, ale TM =5 S7 Jedli tak, to jaki?
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R19. Przy oznaczeniach z zadania 4 skonstruowaé taki kombinator M, ze drzewo Bohma
BT (M) ma ksztalt jak na rysunku:

AT. T

Po/ \x
Pl/ \ZE
yd

Py

N

X

R20. Napisaé taki term M, ktérego drzewo Bohma ma na kazdym poziomie n dokladnie n
lisci o etykiecie z, i jeden wierzchotek o etykiecie Axy,41.Zpnt1, na przyktad:

AT1. T
RN
1 AT9. To
AN
T9 T2 AT3. T3
ZE N
$3A/3 T3 AT4. Ty

R21. Skonstruowaé taki term N, ze drzewo Bohma BT(N) ma tylko jedna galaz, oraz:
— jesli n = k2, to na poziomie n jest etykieta Azpiq.xx;
—jesli k2 < n < (k+1)2, to na poziomie n jest etykieta xy.

Dla oszczednosci miejsca drzewo BT (V) jest na rysunku przewrdcone na bok:

ALY, Lo ATo. X1 21 x1 AT3. Lo 9 X9 9 T9 AL4. L3 . ...

R22. Skonstruowaé taki term N, ze drzewo Béhma BT(N) wyglada tak jak na rysunku.
(Drugim argumentem zmiennej zo na lewej krawedzi drzewa na glebokosci k& ma by¢
term Ty = A\x1. xo(Az2. 21(. .. (ATk41.2k) - . .)) wysokosci k.)
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R23. Skonstruowaé taki term M, ze (patrz rysunek):

— drzewo Bohma BT(M) jest pelnym drzewem binarnym;

— w korzeniu tego drzewa jest etykieta Azg. zq;

— w kazdym wierzchotku dowolnego poziomu k > 0 jest etykieta:
— Ax. 21, gdy k jest nieparzyste,
— ATp. Tr_9, gdy k jest parzyste.

AZQ- Lo
/ \
Ax1. g AT1. o
N N
AZ2. Lo AZ2. Lo AX2. T AZ2. T

/N / N\ /N /N

AT3. X2 AL3. T2 AT3. T AT3. Ty AL3.To AT3.To AT3.T9 AI3.T9

R24. Skonstruowaé taki term M, ze (patrz rysunek):

— drzewo BT(M) ma korzen Azgx;.xo i jedna galaz nieskoniczona (w lewo);
— wierzcholtki na tej galezi na poziomach n > 0 maja etykiety Ax,41.Zn;
— z kazdego z wierzchotkéw tej galezi wyrasta gatazka dlugosci n+1, o wierzcholkach x,,.
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R95.

R926.

Ro7t.

R98.
R99.

R30.

R31.

R32.

ALQZL1. Lo

7\

AT2. X1 o
VAN
AZ3. T T

SN\

)\:E_4._x3 To T
T2

\

x2

Skonstruowaé taki term M, ze (patrz rysunek):

— drzewo BT(M) ma korzen Azgzx;.xzo i jedna galaz nieskoniczona (w lewo);
— wierzcholki na poziomie n > 0 maja (od lewej) etykiety A\ey41.Zn, Tn, - .., To.

)\.2301’1. i)

— 1\

ATy. T T

N,
e

)\3}4. T3 T3 PN i)

1 Zo
0
etc.

Zbada¢, czy Y =g ©, gdzie:

Y = Af. (Az. f(zx))(Az. f(xx));
© = (Azf. f(zxf))(Axf. f(zxf)).

Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele kombinatoréw punktu stalego, i ze zaden z nich
nie ma postaci normalnej.

Jaka ni¢ jest interpretacja termu I w modelu Dy ?
Jaka ni¢ jest interpretacja termu K w modelu D7

Niech omega = [Az. zz] w modelu Dy,. Pokazaé, ze omega, = L i omega; = id, oraz ze
omega,,,1(d) = ¢n_1(d(¥,—1(d)))), dla d € D,,. Wywnioskowa¢ stad, ze [Q2] = L.

Jakie zbiory sg interpretacjami terméw K, w i 2 w modelu P,,?

Pokazaé, ze P, = 1 = I i wywnioskowaé, ze model P, nie jest ekstensjonalny.
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R33

R34,

R35.

R36.

37.

38.

39.

R40
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. Pokazaé, ze kazdy term w postaci normalnej jest typowalny w systemie BCD bez uzycia
statej w.

Ktére z nastepujacych terméw sa typowalne w rachunku lambda z typami prostymi?
W jaki sposéb? A ktére w innych systemach z typami?

(a) Aayz. 2(y) (y2)?

(b) Azyz. 2(zy)(zy)?

(¢) Axyz. x(xy)(zy)?

Ktore z nastepujacych termow

(a) Azy.wy(yz);

(b) Azy.zy(zy);

(c) Azy.zy(zyy);

(d) Azry.(A\z. zz)(zy);

sg typowalne w rachunku lambda z typami
(a) prostymi?

(b) iloczynowymi?

(¢) pozytywnymi rekurencyjnymi?
(d) polimorficznymi?

Czy termy

(a) Au.(Ayw.w(xz)(xy))(zu);

(b) Au.(Ayw.w(zz)(zy))(uz),

sg typowalne w rachunku lambda z typami prostymi? W rachunku typow iloczynowych
bez statej w? W systemie F?

Czy termy Azyzu. z(zu)(zu)(yz) i Azyzu. z(yz)(zu)(xu) sa typowalne w rachunku typéw
prostych? A w typach iloczynowych bez omegi?

Poda¢ przyktad réznych terméw @1, Q2 w rachunku lambda z typami prostymi w stylu
Churcha, ktére maja ten sam typ i wycieraja sie do tego samego termu w stylu Curry’ego
(|Q1] = |Q2]). Czy istnieja takie termy w postaci normalne;j?

Skonstruowacé ciag (beztypowych) terméw M,, typowalnych w rachunku typéw prostych,
o tej wlasnosci, ze:

e Diugosé terméw M, jest liniowa ze wzgledu na n;

e Diugosé typow gléwnych terméw M, jest wykladnicza ze wzgledu na n.
Jak to jest mozliwe, skoro algorytm rekonstrukcji typu jest wielomianowy?

. Ile terméw zamknietych w postaci normalnej ma typ (p—q¢—7r) = (p—¢q) > p —717?
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R41.

R49.

R43.

Ry4q.

45.

R46.

R47.

48.

R49.

R50.

R51.

R52.

Niech 79 = p, The1 = 7 — p. lle jest réznych zamknietych terméw typu 7, w postaci
normalnej (w zaleznosci od n)?

Niech 79 = p, 741 = 7™» — p. Wiadomo, ze dla nieparzystych n > 3, typ 7, ma
nieskoniczenie wiele inhabitantéw. Ile jest réznych inhabitantéw (terméw zamknietych
w postaci normalnej) typu 7, — 73, dla n, k > 27

Czy istnieje kombinator (term zamkniety) typu:

(a) ((((g—=p)—q) —q) —p)—p?
() ((((p—aq) = q) = q) = p) = p?

Czy istnieje term zamkniety typu:

(a) ((p—q) = p) = p;
(b) (((p—=q) = p) = p) > q) = q7
Ktére z nastepujacych formul sa twierdzeniami intuicjonistycznymi?
(p=ag)=r)=p—=r)=r)=qbg
(p—=q)=7r) = (r—=p) —=p;
((p—=q)=7r)=(r—=p)—=p) =9 —q

W typie prostym 7 wystepuje tylko jeden typ atomowy p. Udowodnié, ze term zamkniety
typu 7 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy 7 jest klasyczna tautologia.?

Pokazaé, ze dowolny typ prosty 7 mozna efektywnie (w czasie wielomianowym) prze-
ksztalci¢ w typ prosty o, spelniajacy warunek:
Typ 7 nie ma inhabitanta wtedy i tylko wtedy, gdy o, ma, z dokladnoscia do [n-

konwersji, doktadnie jednego inhabitanta.

Podaé przyktad A\I-termu zamknietego M, typowalnego w typach prostych, oraz takiego
typu 7, ze ¥ M : 7, ale istnieje takie N, ze M —g N ik N : 7.

Poda¢ przyktad ciagu termow Mo —g My —g -+ —5 My, o tej wlasnosci, ze w systemie
typéw prostych zachodzi = M; : 7; dla pewnych typéw 7;, ale jesli j > 4, to ¥ M; : 7.
(Kazdy krok beta-redukcji dodaje jaki$§ nowy typ.)

Czy termy M; maja te sama wlasno$¢ w systemie BCD typdéw iloczynowych?
Skonstruowaé taki term M, ktéremu w otoczeniu x : p,y : ¢ mozna przypisaé (w sys-
temie typéw prostych) wylacznie typ ((p — q¢) — p) — p.

Niech I' = {a : p, b : q}. Skonstruowaé taki term M, ze I' = M : 7 wtedy i tylko wtedy,
gdyt=(p—q —p) > q—p

Podaé przyktad takiego ciagu typéw prostych 7, dlugosci O(n), ze kazdy zamkniety
term M w postaci normalnej,® ktéry jest typu 7,,, ma dlugoéé co najmniej O(2").

Wskazéwka: zauwazyé, ze formula postaci 71 — -+ — 7, — p z jedng zmienng zdaniows p jest klasyczna
tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z formul 7; nie jest klasyczna tautologia,.
3Wersja z duza gwiazdka: nalezy opuscié¢ stowa ,,w postaci normalne;j”.
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R53. Niech F' = M frajas. n(A\yz122. yzoz1)(Az122. 21)(zaias) (fraias).
(a) Czy term F'5 ma posta¢ f-normalna? A postaé¢ fn-normalna? Jesli tak, to jaka?
(b) Czy term F jest typowalny w rachunku lambda z typami prostymi?

R54. Niech f(n) = if (n = 1) then 3 else 2. Czy funkcja f jest:

(a) definiowalna w beztypowym rachunku lambda?
(b) B-definiowalna w rachunku z typami prostymi?
)
)

(c

(d) Bn-definiowalna w rachunku z typami prostymi?

skosnie -definiowalna w rachunku z typami prostymi?

Czy dla funkcji g(n) = if (n = 0) then 3 else 2 odpowiedzi sa takie same?

R55. Niech g(z) = 22 — 42 + 4, dla 2 € N. Napisa¢ lambda-term definiujacy funkcje g.
Czy ta funkcja jest definiowalna w rachunku lambda z typami prostymi za pomoca
termu typu wp, — w,? Czy jest definiowalna skosnie (z pomocy termu typu w, — w,
dla pewnego 7)? Czy jest definiowalna w polimorficznym rachunku lambda za pomoca
termu typu w — w?

56. Pokazaé, ze funkcja g(x) = x? — x + 6 nie jest B-definiowalna w rachunku z typami

prostymi, ale jest definiowalna skosnie.

R57. Wskazaé¢ lambda-term G, ktéry w rachunku z typami prostymi skognie definiuje (ze wzgledu
na (-konwersje) dzielenie catkowite przez trzy. Czy istnieje taki term, ktéry ma typ
postaci w, — wp?

R58. Skonstruowaé¢ lambda-term F, ktéry w rachunku z typami prostymi skosnie definiuje
(ze wzgledu na S-konwersje) wielomian f(n) = n? —4n+4. Czy istnieje taki term, ktéry
ma typ postaci w, — wp?

R59. Term F jest e-testem parzystosci (symbol e zastepuje 3 lub Bn), gdy dla dowolnego n
zachodzi F'n =, 0, gdy n jest parzyste i F'n =, 1, gdy n jest nieparzyste.

(a) Skonstruowaé term F', ktéry jest S-testem parzystosci.
(b) Czy istnieje -test parzystosci, ktéry jest typu wp — wp?
(c) Skonstruowaé Bn-test parzystosci* typu w, — wy, gdzie 7 =p — p — p.

R60. Dla n € N, niech g(n) = if n parzyste then n else n + 1. Napisa¢ lambda-term, ktéry
definiuje funkcje g (ze wzgledu na S-konwersje) i ma typ w — w w polimorficznym ra-
chunku lambda. Czy ta funkcja jest definiowalna w rachunku lambda z typami prostymi
za pomoca termu typu w, — wp? Czy mozna ja zdefiniowaé skosnie (z pomoca termu
typu wr — wy, dla pewnego 7) jesli dopuscimy Bn-konwersje?

R61. Pokazaé, ze funkcja Mn. 3n2 —7n+4 jest definiowalna skosnie (tj. termem typu w, — Wp,
dla jakiego$ 7).

R62. Pokazaé, ze funkcja An.if n < 2 then n else n + 2 jest definiowalna ze wzgledu na
Bn-konwersje termem typu w; — w;, dla jakiegos 7.

4 Wskazéwka: co to jest n(Afzy. fyz)K?
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R63.

R64.

R65.

R66.

R67.

R68.

R69.

R70.

R71.

R792.

R73.

Niech C = (AFay.2F(A2.1)(yF(Az.0)))(A\fg.9f). Jaka funkcje z N? do N definiu-
je ten term? Ile krokéw redukcji (z dokladnoscia do stalego czynnika) potrzeba do
obliczenia wartosci tej funkcji dla danych argumentéw? Czy term C jest typowalny
w rachunku typow prostych? Czy dla jakiegos 7 ma typ w, — w; — w;, gdzie
wr = (1 = 7) = 7 — 77 Jedli nie, to czy istnieje term typu w — w — w, definiujacy te
sama funkcje? A term typu wr — w; — w), dla réznych 7, p?

Czy nastepujace formuly sa twierdzeniami logiki intuicjonistycznej?
(@) (p—=q)—=r)=(@—r)—=17?
b)) (=) =r)=@—=r)—>7)—=q —0q7
Czy nastepujace formuly sa twierdzeniami logiki intuicjonistycznej:
(a) (((q—=p) = q) = q) —p)—p?
(b) (((p—a9) = a) = q) = p) = p?
Czy nastepujace formuly sa twierdzeniami logiki intuicjonistycznej:
(a) (P—=Q)—=P)=(Q—P)—=P)—=P
(b) (P=Q)—=Q)—=P—0Q;
() S-Q—-R)—-(S—R)—-P)—(QQ—R)—P)—P.

Niech ~a oznacza implikacje o — e, gdzie e jest ustalong zmienna zdaniowa rézna od
zmiennych p, g, 7, s. Ktora z nastepujacych formut jest twierdzeniem intuicjonistycznym?

@) (p—=q) =r)=>g—=s)=r)—=r
(b) ((~p = ~a) = ~1) = (g = ~8) = ~r) = ~r.
Pokazaé, ze term Az.zx ma nieskonczenie wiele réznych typéw w systemie BCD. (Nie

liczymy instancji tego samego schematu, jak np. typy pN(p = ¢q¢) > qgirn(r— (r —
s)) =1 —s.)

Czy istnieje taki kombinator punktu stalego, ktéremu mozna przypisa¢ typ w systemie
typéw iloczynowych An< (bez omegi)? A w systemie BCD (czyli w systemie An<y,)?

Czy kombinatorowi Y = Af. (Az. f(zz))(Az. f(xz)) mozna w systemie BCD przypisa¢
jakis typ rézny od w? Czy Y ma w tym systemie typ (p — p) = p?

Dlaczego w systemie BCD przyjmuje sie aksjomat w < w — w? A dlaczego nie przyjmuje
sie aksjomatu 0 - 7Np < (0 = 7)N (0 = p)?

Udowodnié, ze jesli Fy i Fs sa filtrami w algebrze T typow iloczynowych, to filtrem jest
tez zbiér Fy - Fo = {7 | 0 — 7 € F; dla pewnego o € F5}.

Niech 7 = Vr(¥q(q — r) — r) i niech 0 = Vp((t — p) — p). Napisaé takie termy
there : T — o i back : 0 — 7, ze w systemie F zachodzi réwno$¢ I =g Ax” back(there x).
Czy kazdy term zamkniety typu o jest beta-réwny wyrazeniu postaci there(N)?
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R74.

R75.

R76.

R77.

W systemie F definiujemy produkt 7 x g jako 7 x o = Vp((tr — o — p) — p).
Para uporzadkowana (M7, N¢) to term ApAz"7¢7P.xMN. Podaé¢ przyklad takich
typow T i o, ze typ T X ¢ ma ,za duzo elementéw” tj. istnieje term zamkniety tego
typu w postaci normalnej, ktéry nie jest parg uporzadkowana,.

Udowodnié, ze system Godla T mozna interpretowaé¢ w systemie Girarda F. Jak wiadomo,
w systemie F, (czyli w polimorficznym rachunku lambda) mozna reprezentowaé liczby
naturalne jako termy zamkniete typu w = Vp((p — p) — (p — p)). Nalezy zdefiniowaé
polimorficzny rekursor, tj. term zamkniety

R:Vp[(w—p—p) = (w—p—p)
ktéry dla dowolnego typu o spemia warunki
Ro M (succ n)N =g Mn(RoMnN) oraz RoMON =g N,
gdzie n jest dowolnym liczebnikiem, a symbol succ oznacza term reprezentujacy operacje

nastepnika. Inaczej méwiac, term Ro ma sie zachowywac jak rekursor R, w systemie T.

Napisa¢ term typu w — w, ktéry definiuje w systemie F w stylu Churcha dzielenie
catkowite przez trzy.

Czy kazda funkcja obliczalna jest definiowalna w systemie F?

Ostatnie egzaminy:

Egzamin 2018 pierwszy termin: zadania 10, 20, 35, 65.
Egzamin 2020 pierwszy termin: zadania 8, 22, 36, 55.
Egzamin 2020 drugi termin: zadania 23, 49, 60, 67.
Egzamin 2022 pierwszy termin: zadania 14, 24, 41, 57.

Egzamin 2024 pierwszy termin: zadania 5, 25, 42, 58.



18 kwietnia 2024, godzina 22: 12 strona 11

Rozwiazania

1: Definicje funkcji f stanowi term AnAfAz. f(n(nf)(nfx)). Funkcja f jest wielomianem, wiec jest
definiowalna w typach prostych.

Definicja funkcji g jest trudniejsza. Przypomnijmy najpierw, ze pare (M, N) mozna reprezentowaé
przez Az.zMN, a rzutowania definiowaé jako IT; (M) = M(Auwv.u), (M) = M(Auw.v). Niech
F=Xp. Moz (f(nfz), \fe.mf(nf(nfz))). Term F ma wlasno$¢ F(n,m) =g (n+1,m+ 2 -n) dla
dowolnych liczebnikéw Churcha n i m. Poniewaz g(n + 1) — g(n) = 2n, dla n € N, wiec funkcja g jest
definiowana termem An. Il (nF(0,1)).

Funkcja g nie jest wielomianem warunkowym, bo nie istnieje taki wielomian h o wspélczynnikach
naturalnych, ze g(n) = h(n) dla wszystkich n > 0. (Dwa rézne wielomiany stopnia co najwyzej k
nie moga sie zgadza¢ w wiecej niz k punktach.) Zatem nie jest definiowalna w typach prostych. Ale
jest definiowalna skosnie, bo para liczebnikéw typu wy, ma typ 7 = (wp — wp = wp) — wp. Wtedy
operacja G ma typ 7 — 7, a term M ma typ w; — wp.

Funkcja g jest definiowalna w systemie F, gdzie para liczebnikéow typu w ma typ w A w, czyli typ
Vp. (w = w — p) — p. Jedli n ma polimorficzny typ w, to wyrazenie nG(0, 1) tez ma typ w.

2a: Jedna z mozliwodci: Id = An¥r=r fP7PgP n(AgP—P2P. f(gz))IP 7Pz

2b: Nie istnieje. Poniewaz wyp_,, = wp — wy, wiec term J ma typ w, — wp — wp, czyli powinien
w zwyklym sensie definiowaé wielomian warunkowy dwéch zmiennych. Jednak zadamy aby Jm =g m,

skad Jmnfr =g mnfr =g n"(f)z. Zatem J musialby definiowaé funkcje wykladnicza, ktéra nie jest
wielomianem warunkowym.

2c: Tez nie istnieje. Bez straty ogdélnosci mozna zalozy¢, ze J : w, — wqy jest w postaci normalnej,
czyli J = An“r Af979\x%. M, gdzie term M jest typu q. Wtedy albo M = z albo M = fM’, gdzie M’
tez ma typ ¢. I tak dalej, wiec J = An“PAf17\z?. f(f(...(fx)...)) definiuje funkcje stala.
3: Zacznijmy od operacji G = Ap. (Afz. f(f(ptrue f z), \fz.ptrue f(pfalse f z)). Dla p = (m,n)
mamy Gp — (m+2,m+n). Dlatego k-krotna iteracja G, zaczynajaca sie od pary (1,4) daje
w wyniku (1 + 2k, h(k+1)). Trzeba jeszcze dobrze zaczaé i zdekodowaé wynik, na przyklad w ten
sposéb: H = An.n(Ap.ptrue (Az. Gp) (1,4)) (0, 5)false. Sens: zaczynajac od p := (0,5) wykonujemy
petle for i =1 to n do if ptrue =0 then (1,4) else Gp, a wynik rzutujemy na 1. wspdhrzedna.
4: Poprzednik to pred = Ap. pKK, nastepnik to succ = Apzf. fp(prf). Rekursor to po prostu I,
dodawanie to add = Apq. pg(Azy.succy). Niech vy =t — s > t, oraz vp11 =t = [V, = t = t] — .
Typem termu P jest vs.
5: (a) Tak. Niech F = AX.(\z. Xmox(Xm )z, \ey. Xmy(Xma)z), gdzie (A, B) oznacza Au.uAB,
a m i m to, odpowiednio, Azy.x i Azy.y. Term X = Y F spekia réwnanie X =g FX, wiec mozemy
zdefiniowa¢ M := YFm; i N :=YFms.
(b) Nie. Korzen drzewa BT (M) musialby mie¢ etykiete Az.z i jednoczesnie Azy.y.
7: Nalezy zastosowaé technike Bohm-out. Otrzymamy wtedy np.

X = Az.z(Auv.(u, v)) (Avow.S)m wolm Kl .
Sprawdzamy poprawno$¢ rozwiazania. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

M = (Ayz.y(yz(yy))2), N = (Myz.y(yz(yz))z), Q = duwvw.S, P = duw.(u,v).
Aplikacja M PQ redukuje sie do {((Q, \w.(P,w)),Q). Po zaaplikowaniu tego termu do argumentéw
71, T2, 1, 1 dostajemy kolejno (@, Aw.(P,w)), Aw.(P,w), (P,I) i wreszcie P. Tymczasem aplikacja
M (Auv.{u, v))Qm melm podobnie redukuje sie do Q. Pozostaje sprawdzi¢, ze PKInm; — (K, I)m; — K.
8: Na przyklad X = \u. uTT'm3n312373, gdzie T = A\wyz. (x,y, z) oraz T' = A\wvyz. (y,, 2).

9: Szukanym termem jest na przyklad M = A\z. z trueIfalseI (\z.true)Ifalse.
10: Na przykltad X = Mv.v(Azy. (z,y)) It Im (Azy. true) false mo, gdzie (z,y), m i m2 oznaczaja
odpowiednio termy Az.zxy, Azy.z i Azy.y.
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11: Na przykltad X = Av. v(Azy. (x, y))Im (Azyz. K)maIm II(Azy. S).
12: Na przyklad AX. XPKK'K'K true()z. false)K, gdzie P = Azyz. zay, K' = A\ay. y.
14: Na przykltad M = \F. FPTr3lrin3ln3 (1,0, 1)1n?73, gdzie P = Awy. (x,y), T = Azyz. (z,y, 2).

Po podstawieniu z := P,y := T, termy L, R zredukuja sie do par uporzadkowanych, z ktérych rzut 73
wybierze pierwsze wspéhrzedne, odpowiednio Aw.T(PP(TPP))zw i T(PP(TPT))z. Po aplikacji do I
dostaniemy tréjki (PP(TPP),z,1) i (PP(TPT), z,1I). Kolejne dwa rzutowania wybiora z tego TPP
i TPT. Po uzyciu kolejnego I i rzutu w3 mamy wreszcie P versus T. Aplikacja P do tréjki (I,0,T)
i do liczebnika jeden da nam pare ((I,0,I),1), z ktérej rzuty 72,75 wybiora 0. Ale jesli zamiast P
uzyjemy T, to wyjdzie nam tréjka ((I,0,I), 1, 7%) aplikowana do 73 i w koticu 1.

15: Drzewo Béhma termu YB’ ma tylko jedna galaz: Azozi.zo(Ax1.xo(Axe. 21 ... Zwiazek miedzy
poddrzewem T'(z,) zaczynajacym sie od Az,y1 i poddrzewem T'(z,41) zaczynajacym sie od Az,ya,
mozemy zapisa¢ tak: T'(z,) = Aept1. Tn(T(n41)). To prowadzi do réwnania stalopunktowego postaci
T = \vy. x(Ty), czyli T = B’ T, ktérego rozwiazaniem jest T = YB'.

Aby skonstruowaé takie M, ze BT(M) = Axorize.xo(Axs. x1(Axg. 22 ..., postepujemy podobnie,
otrzymujac réwnanie T = A\zyz. x(Tyz). Szukanym termem jest M = Y (Azyz. z(tyz)).

16: Poddrzewa B(xy) zaczepione w wewnetrznych wierzchotkach tego drzewa sa w istocie takie same,
réznig sie tylko zmienna wolna. Szukamy wiec takiego termu @, ze BT(Qx) = B(z). Term @ powinien
speliaé¢ réwnosé Qz = Ay. 2(Qy)(Qy), zatem mozemy przyja¢ Q@ = Y (Aqzy. x(qy)(qy)). Poszukiwane
rozwiazanie to M = Axg. Qxg.

17: Zacznijmy od tego, ze operacja An.n(Ay.yz)x, zaaplikowana do liczebnika n, daje w wyniku n-
krotna aplikacje zz...z. Jedli wiec M,,+1 ma drzewo, w ktérym korzen ma n + 1 synéw, to ko-
rzen drzewa BT (Az.n(Ay.yM,+1)x) ma n synéw, kazdy postaci BT(M,,+1). Pozostaje te konstrukcje
ujednostajnié. Przyjmijmy F' = AVAnAz.n(Ay.y(V(succn))z i niech M = Y F1. Latwo widzieé, ze:

M =3 F(YF)1 = Ae.1(A\y.y(YF2)x =5 Az.2(YF2)
=g A\r.z(A2".2(M\y.y(YF3)z')) = \e.x(Mz'.2' (YF3)(YF3)) =5 - -

18: Tak, na przyklad T' = A X. Xmy(Azy. S)K.

19: Nasz term ma sie rozwijaé tak: A\x. 2 Py(z P (..., wiec rozwiazemy réwnanie Npz = xp(N (succ p)z).
Niech wigc N =Y (Anpz. zp(n(succ p)z)) i mozemy zdefiniowaé M jako N P,.

20: Wezty wewnetrzne drzewa na glebokosci n sa korzeniami drzew BT(M,,) pozostajacych ze soba
w zwiazku M,, = A\z.zx...xM, 1, gdzie zmienna = wystepuje n + 1 razy. Prowadzi to do réwnania
M = dnz.n(Ay. yz)x(M(succn)). Poszukiwany term, to My =Y (Amnz. n(Ay. yx)z(M (succn)))O0.

21: Wierzcholki drzewa na glebokosci k2 odpowiadaja termom @y z jedna zmienna wolng xj. Mamy
taka zalezno$¢ QQr =3 )\wk+1.xik+1(Qk+1). Przedstawiajac QQr w postaci aplikacji Qkxy otrzymamy
réwnanie Qkzry =g Azpi1. vx (ke (kek(Q(succk)ry1))). Z pomoca kombinatora punktu stalego
znajdziemy rozwiazanie Q = Y (Agkxy. z(kz(kz(Q(succk)y))). Poszukiwany term to N = Az;. Q0xy.
22: Zauwazmy, ze Tj1 = Ax1.2o(Tk[To = x1]), inaczej A\xo. Tkt1 =g Axoz1. To((Axo. Tk)z1). Mamy
wiec T, =g k(Atzoz1. xo(tx1))(Azox1. T0)xo. Teraz zdefiniujemy N = Azg. Y (Azk. zo(z(succ k)T))0
uzywajac rownania Ny = xoNk+17}.

23: M = Axg. 29(Nzo)(Nzg), gdzie N = Y (Anzy. z(Az.z(nz)(nz))(Az.z(nz)(nz)).

24: Na przyktad M =Y (AT pzy. x(T(Az. 2(p2))y)(px))L

Jesli przez T, oznaczymy drzewo zaczepione w wierzchotku Az, 1. z,, a cale nasze drzewo napiszemy
jako Azg.Tp, to mamy taka zaleznosé: T, = Apy1.2nThy1(2?(x,)). Drzewo T, ma tylko jedna
zmienng wolng x,, ale zalezy tez od ,,galazki” ¢, = A\xy,.x0(z,). Zamiast T,, mozemy wiec napisaé
T(‘anxn) i wtedy T(cpna-rn) = /\I71+1~InT(CPn+1axn+l)(§0nzn); gdzie Pn+1 = )\l‘n+1-xn+1(¢nxn+l)-
W ten sposéb dostajemy réwnanie T = Apz. Ay. x(T'(Az. 2(vz))y)(pz)). Rozwiazanie tego réwnania
nalezy zaaplikowaé¢ do g = 1.

25: Oznaczmy przez T, (dla n > 0) drzewo zaczepione w wierzchotku Az, 1.2y, a drzewo BT(M)
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napiszmy jako Axg.Ty. Wtedy T}, = AZpy1. TnTn41Zn41Tn - - - To dla wszystkich n. Mozemy to zapisaé
inaczej: T, = Ant1-gn(nTnt1Tny1), gdzie g, = Au.ux, ...z jest operacja dopisywania aktual-
nego ,,ogona”. Drzewo T, jest wyznaczone przez swoja zmienng czolowsa x,, i operator g,. Poniewaz
In+1 = M. gn(uzpy1), wiec mamy taka definicje rekurencyjna: T'(z,g) = \a’. g(aT(2’,¢")z’), gdzie
g = Au.g(uz’). Poszukiwany term M to Azg.Y (Mzgz'. g(x(tz’ (Au. g(uz’)))z"))zo(Au. uzg), gdzie
term Au. uzxg to poczatkowa warto$é operacji g.

26: Te dwa termy nie sa S-réwne. Gdyby tak bylo, to z twierdzenia Churcha-Rossera musialby
istnie¢ taki term M, ze Y —g M i ©® —g M. Term © redukuje sic w jednym kroku tylko do
M. f(OFf), gdzie T = Az f. f(zxf), mamy wiec M = A\f. fP, gdzie ® f -5 P. Przez indukcje mozna
pokazac, ze wtedy P ma zawsze podterm ©. Ale term M, jako redukt termu Y, musi by¢ postaci
M. 5 (M. f(zx))(Mz. f(xx))), co tatwo wynika przez indukcje. Zaden taki term nie ma podtermu
postaci ©.

27: Niech 6, = Az1xo -y, f(x121 - 21), gdzie z1 powtarza sie n + 1 razy. Wtedy taki term
Y, = Af.0,0, - 0y, gdzie §,, powtarza sie n + 1 razy, jest kombinatorem punktu stalego. Istotnie,
Y, (F) =g DpD,, - -- Dy, gdzie D,, = Az1x2 - - &y . F(x121 - - - 21). A zatem Y, (F) =g F(DpD,,--- Dy).

Przypusémy, ze kombinator punktu statego L ma posta¢ normalna. Oczywiscie musi to by¢ abstrakcja
AY...., bo L jest kombinatorem. Dla dowolnej zmiennej x mamy z(Lx) = Lx. Oznacza to, ze po
normalizacji term Lz zaczyna sie od x, a wiec posta¢ normalna E musi by¢ taka: \y.yL. Ale wstawiajac
to do réwnosei z(kz) = Lz otrzymujemy x(zL') = 2L’ gdzie L’ = L[y := z|. To jest niemozliwe bo
mamy tu dwie rézne postaci normalne.

28: Jest to ni¢ a = (an)nen, gdzie ag = L € Dqy oraz kazda z funkcji a, : Dp—1 — Dp_1, dla
n > 0 jest identycznosciowa. Jest to faktycznie ni¢, bo t¢g(a1) = L = ag, oraz ¥uy1(any2) =
Y 0 pg2 0 @n = Ypoidp, ., 0@y =Yy 0@, =idp, = ang1. Ponadto [Azz] -y = [2] 5y = y oraz
a-y =sup{ant+1(yn) | n € N} =sup{y, | n € N} =y, wiec teza wynika z ekstensjonalnosci modelu.
29: W modelu D, element k = [K] ma wlasnoéé k - d - e = d, w szczegblnosci jesli d € Dy, y1,e € Dy,
t0 knya(d)(e) = (k- d)pt1(e) = (k- d-€)p = dp = Pp(d). W szczegdlnosci dla d € Dy mamy ks(d) =
Aa.po(d) = Aa.d(L). Czyli ko to funkcja numer 2 na naszym rysunku. Zatem ki = 1 (k2) = idp,
i ko =1o(k) =id(L) = L, wiec k = (L, id, Nda.1o(d), Ada.y1(d),...).

30: Skoro omega = [Az.zz], to omega-d = d-d, dla d € D, w szczegdlnosei jesli d € D,
to omega,,((d) = (omega -d), = (d-d), = dpy1(-d) = @n(d)(d). Dla n = 0 wynika stad, ze
omega; (d) = ¢o(d)(d) = (Aa.d)(d) = d, czyli omega; = id. Stad od razu omega, = ¥o(id) = L.
Dla n > 0 mamy omega,  (d) = ¢n(d)(d) = pn—1(d(Vn_1(d)). Z powyzszego latwo dostajemy
omega,, 1 (omega,,) = ¢,,_1(omega,, (omega,,_,)). Dalej poniewaz omega, (omega,) = id(L) = L, wiec
[©2] = sup{omega,, ;(omega,) | n € N} = L.

31: W modelu P,:

o [K] = graph(Na. N x a”) = {(m,n) | n € ,N x e,”} = {(m, (k,1)) | | € en}.
[2]zsa = fun(a)(a) = {m | In(e, Ca A (n,m) € a)}.

[w] = graph(Aa. fun(a)(a)) = {(z,m) | m € fun(es)(es)}
={(z,m) | In(e, Cex A(n,m) € e,)}.

o [Q = [#2]ars ) = {m | 3n(en C [W] A (n,m) € [w])}.

Przypuéémy, ze m € [Q] i niech n = min{n | e,, C [w] A (n,m) € [w]}. Ale skoro (n,m) € [w], to
istnieje takie n’, ze e, C e, C [w] oraz (n’,m) € e, C [w]. Sprzecznosé, bo wtedy n’ < n. Zatem
Q=2 = 1.

32: Poniewaz Iz =g x oraz 1o =g Ay.xy, wiec wystarczy jesli udowodnimy, ze P, ¥ z = Ay.ay.
Niech v(z) = a. Wtedy [z], = a. Natomiast [Ay.zy], = graph(g), gdzie g(b) = [zy]vpyy = a-b =
fun(a)(b) = {m | Ik € N(ex € bA (k,m) € a)}. A wiec [\y.2y]jzsq) = {(n,m) | m € glen)} =
{(n,m) | 3k € N(ex, C e, A (k,m) € a}.
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Jedli a jest niepustym zbiorem skoriczonym, to [Ay.zy],, jest zbiorem nieskoniczonym, w szczegdlnosci
[My.xzy]s # a. Istotnie, niech (k,m) € a. Wtedy kazda para (n,m) gdzie e, C e, nalezy do [Ay.zy],.

Poniewaz P, jest lambda-modelem, wiec spelnia w szczegdlnosci warunek [Ax.M], - a = [M]y[zsa]s
dla dowolnych a i M. Stad dla dowolnych a,b € P, mamy ([1] -a) -b=a-b = ([I] - a) - b. Gdyby
model byt ekstensjonalny to mieliby$my [1] - a = [I] - a, dla dowolnego a, i wreszcie [1] = [I].

33: Dowdd przez indukcje ze wzgledu na budowe termu normalnego. Termy normalne sa postaci
N7 ...Ng lub Ax. M. W pierwszym przypadku, z zalozenia indukcyjnego mamy I'; = N; : 7; dla
kazdego i. Wtedy I'i& ... &g,z : 71 — ... = 7 = ¢ F xNy...N; : ¢. W drugim przypadku,
z zalozenia indukcyjnego I' = M : 0. Jedli z : 7 € I" dla pewnego 7 to ' F Ax. M : 7 — o. Jesli x nie
wystepuje w I to z ostabiania I'x : qF M : 0 iT'F AXz. M : q — o.

34: Jesli przez oy, ay, o, oznaczymy poszukiwane typy zmiennych z,y, z, to term (a) prowadzi do
ukladu réwnai o, = ay — 8, @y = a, — 7, skad dostajemy réwnanie o, = (o — ) — S, ktére
nie ma rozwiazania. Term (a) nie ma wiec typu prostego. Ale w rachunku z pozytywnymi typami
rekurencyjnymi ten term ma typ a — (¢ = r) = (¢ > r — s) = s, gdzie a = up. (p = 1) = q.

Dla termu (b) dostajemy réwnania o = ay — 8 = — 5 — , skad wynika, ze § = § — v 1 znowu
nie ma rozwigzania. Tym razem jednak typowanie rekurencyjne nie jest pozytywne (typ 8 wystepuje
na negatywnej pozycji w § — ).

Term (c) jest typowalny w typach prostych. Mamy tu réwnania oy = ay — 3, ap = — 0 — 7,
a, = a, — 0, ktére mozna rozwigzaé, przyjmujac oy = 8 =6 — v, ap = (6 = ) = 6 = v,
a, = (0 = ) = 0. Term (c) ma wszystkie typy (6§ = v) = —) = (0 =) = ((6 = v) = ) = 6.

Termy (a)—(c) sa postaciami normalnymi, sa wiec typowalne w systemie z typami iloczynowymi
(zadanie 33). W polimorficznym rachunku lambda kazdy z nich ma typ Vpp — Vpp — Vpp — q.

35: Préba typowania termu (35a) prowadzi do uktadu réwnan:

ax:ay_>6—>7a O‘y:awﬁﬁv (1)
ktéry implikuje o, = (a, — ) — 8 — 7, a wiec nie ma rozwiazania w typach prostych. Dla
termu (35b) mamy uklad réwnar:

ap =0y = B> vy=0y— 0, (2)

ktéry tez nie ma rozwigzania, bo implikuje 8 = 8 — . Natomiast w przypadku termu (35¢) dostajemy
unifikacje ag = ay = 8 = v = ay = o — 9, ktéra rozwigzujemy przyjmujac 0 = 8 = o, = p oraz
oz =p — p — p. Oznacza to, ze nasz term ma typ (p = p — p) = p — p.

Réznica pomiedzy réwnaniami (1) i (2) polega na tym, ze w przypadku (2) otrzymujemy réwnanie
B =8 — v, w ktérym petla od § do S jest negatywna. A wiec term (35b) nie jest typowalny
w systemie pozytywnych typéw rekurencyjnych. Inaczej jest dla réwnaii (1), gdzie mozemy przyjaé
B=qgyv=r,az=up.p—>q) —-q—>r,a,=(up.(p—q) = qg—r)— g Term (35a) ma wiec typ
(bp-(p—a) > q—r) = ((wp-(p—=q) 2 a—7) = q —r

Term (35d) nie jest typowalny w systemie typow prostych, ani pozytywnych typéw rekurencyjnych, bo
zmienna z jest aplikowana sama do siebie. Jej domniemany typ «. musialby wiec spelnia¢ réwnanie
o, = a, — [, ktére nie ma rozwiazania, i gdzie petla od a, do «, jest negatywna.

W polimorficznym rachunku lambda mozna mu przypisa¢ typ, bo ten term jest wytarciem termu
Churcha \zd=YP (P=P) \yyd (X277 (P=P) 4(r — 1) 2r)(zy), ktéry ma typ (¢ — Vp(p = p)) = q =1 — 7.

Wszystkie termy maja wlasnosé silnej normalizacji, wiec sa typowalne w systemie typéw iloczyno-
wych. Wszystkie oprécz (35d) sa nawet postaciami normalnymi, wiec sa tez typowalne w systemie F.
Na przyklad, term (35a) ma miedzy innymi typ iloczynowy pA (p = p = p) > pA(p — p) = p,
a term (35b) ma typ (p = p = p) A(p = p) — p — p. Oba termy maja zas typ polimorficzny
(Vpp) — (Vpp) = p.

36: Domniemane typy proste o, oy, o, o, zmiennych z,y, z,u wystepujacych w termie 36a powinny
spelnia¢ réwnania: oy = a, = =0y =7y, @, = o, = 6, oy = 0. Stad wynika oy = @, =, = 0y,
czyli oy musi by¢ swoja wlasng wladciwa podformuls. Zatem term 36a nie jest typowalny w typach
prostych. W systemie F ma typ p — (p = p — p) = p w otoczeniu {z : Vp.p,z : p — p} bo powstaje
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przez wycieranie typéw z takiego termu Churcha: Au:p (Ay:p Aw: p—p—p. w(x(zp))(zy))(z(p—p)u).
A skoro jest silnie normalizowalny, to jest tez typowalny w typach iloczynowych bez pomocy omegi.
Z termem 36b sprawa jest prostsza. W otoczeniu {z : p,x : p — p} ma typ (p —>p) = (p—p—p) — p,
bo powstaje przez wycieranie typéw z termu Au:p— p (Ay:p Aw : p—p—p. w(zz)(zy))(uz).

40: Jedynym takim termem jest S. Jesli term M w postaci normalnej ma w pustym otoczeniu typ
(p—q—r)— (p—q) = p— r tomusi by¢ abstrakcja M = Az. N (nie moze si¢ zaczynaé¢ od zmiennej
wolnej, bo takich nie ma). Wtedy 2 : p - ¢ —>r = N : (p = q) — p — r. Term N nie moze by¢
aplikacja zmiennej = do jakich$ argumentéw, bo musiatby mieé¢ wtedy typ ¢ — r albo r. Zatem
N=My.P,gdziex:p—qg—r,y:p—qk P:p—r. Term P tez nie moze by¢ aplikacja (dlaczego?)
wiec P = Az.Q, gdzie Q ma typ » w otoczeniu I' = {x : p = ¢ = r,y : p = ¢,z : p}. Jedyna
mozliwosé, to @ = xRT, gdzie R i T maja w I" odpowiednio typy p i g. Jedyne takie termy to R = z
iT =yz.

41: Term normalny i zamkniety typu 71 = p — p musi by¢ abstrakcja postaci AeP. M, gdziex:pF M : p.
Ale wtedy M = z, a zatem typ 7, = p — p ma dokladnie jeden element I. Pozostale typy 7,, o nume-
rach nieparzystych maja nieskonczenie wiele elementéw. Najpierw zauwazmy, ze istnieje nieskonczenie
wiele terméw postaci A\F®P7P)=P, F(\a?. F(A\x}. ... F(\xP,.1;))), ktére sa typu 73. A teraz uzyjmy
indukcji: jesli F M : 7, to AF™ 7P, FM ma typ Tnt2 = (T, — p) — p. Jesli wiec 7, ma nieskoriczenie
wiele elementow, to 7,12 tez.

Typy 7, o parzystych numerach sa puste. Po pierwsze nie ma zamknietego termu typu p. Po drugie
jesli n+1 jest parzyste, to n jest nieparzyste, wiec = M, : 7,, dla pewnego zamknietego M,,. Jedli teraz
F N :7h41, to N musi byé abstrakcja postaci AX™. Q, gdzie X : 7, F Q : p. Ale wtedy Q[X := M,]
ma typ p w pustym otoczeniu, a to niemozliwe.

42: Przypadek pierwszy: k > 3 nieparzyste. Wtedy istnieje nieskoniczenie wiele terméw zamknietych
typu Tk, a zatem nieskonczenie wiele terméw zamknietych typu 7, — 7 postaci AF™. M, gdzie
F M : 7. Przypadek drugi: n > 2 parzyste. Wtedy n + 1 > 3 jest nieparzyste i istnieje nieskonczenie
wiele inhabitantow typu 7,4+1. Kazdy z nich ma posta¢ normalna AF". MP i z kazdego latwo zrobimy
element typu 7, — 7, mianowicie AF™AG"+-1. MP. Przypadek trzeci: n nieparzyste, k parzyste.
Wtedy typ 7, — 7% jest pusty. Istotnie, term zamkniety tego typu w dlugiej postaci normalnej
musiatby mieé ksztalt AF™ AX 7 =1.Q (gdy k > 0) lub ksztalt AF™.Q (gdy k = 0), gdzie Q ma typ p
w otoczeniu postaci {F : 7,,, X : 7,1} lub postaci {F : 7,,}. Ale liczby n i k—1 sa nieparzyste i istnieja
inhabitanty - P : 7,, F R : 7,—1. No to term Q[F := P][X := R] (albo term Q[F := P]) mialby typ p
w pustym otoczeniu, sprzecznosc.

43: Term A\z(((4=P)= D=0 =P g (\y(a2P) 4 /() 29, a:(/\yiq_)p)_)q z))) jest typu (65a).

Ale nie istnieje term zamkniety typu (65b). Gdyby taki term istnial, to mialby posta¢ normalna, wiec
wystarczy pokazaé, ze nie istnieje szukany term w postaci normalnej. Niech M bedzie najkrotszym
takim termem. Musi on by¢ abstrakcja postaci M = \z(((P=0)=0)=0)=p N odzie N jest typu p, a wiec
N = zP dla pewnego P typu ((p — q) — ¢q) — q. Term P musi by¢ abstrakcja P = \y(P=9=4Q,
gdzie @ jest typu ¢ i musi by¢ @ = yR dla pewnego R : p — q. Zatem R = A\2P. T, gdzie T : q, $cislej:
z:((p=a—=ad—=ad—=p, y:lp—a9—4q z:p & T:q
i na dodatek T jest najkrétszy mozliwy (bo taki ma by¢ term M). Rozumujac podobnie jak wyzej,
otrzymamy, ze T = y(A2].T1), gdzie T : q. Niech teraz T = T} [z1 = z]. Wtedy:
v:((p=—=a—=a—=p, y:(p—=a9—q z:p b To:g,
a term T5 jest krétszy niz T, sprzecznosc.
44: Term zamkniety typu ((p — ¢) — p) — p nie istnieje. Gdyby taki term istnial, to miatby postaé
normalna tego samego typu. Ta posta¢ normalna musialaby by¢ taka: Ax N, gdzie N spetnia warunek
x:(—=q) = pk N:p Jedyna mozliwosé¢ to N = aM, gdziex : (p = q¢) = pt M : p = q.
Term M jest tez normalny, wiec jest albo aplikacja zmiennej do jakich$ argumentow albo abstrakcja.
Oczywiscie pierwsza mozliwo$¢ odpada, mamy wiec M = A\yP, gdzie x : (p — q) > p,y:pkF P : q.
Poniewaz aplikacja postaci Q) ani postaci y@ nie moze by¢ typu ¢, wiec takiego termu nie ma.
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Poszukajmy wiec termu zamknietego typu ((((p — q) — p) — p) = ¢) — ¢. Powinien wygladaé tak:
Ax.xM, gdzie x : ((p = q) > p) =>p) >qFM:((p—q — p) = p. Zatem M = Ay N gdzie
x:((p—=q) —p)—p —q¢qy:(p—q) —pk N:p Dalej N =yQ, gdzie @ jest takie, ze

z:(((p—=q) —=p)=p)—=q¢y:p=q9—=pFQ:p—q

Bez straty ogdlnosci mozemy przyja¢ Q = Az.R i ostatecznie mamy do rozwiazania zadanie

z:((p—=a)—=p)—=p)—=¢y:(p—q) 2pz:pkRiq
Oczywiscie powinnismy mieé R = x M’ gdzie M’ jest znowu typu ((p — ¢) — p) — p i osoba malej
wiary moze sie w tym miejscu zniecheci¢. Ale teraz sytuacja jest inna, bo mamy deklaracje z : p, wiec
wystarczy przyja¢ M’ = Au.z i juz. DostaliSmy takiego inhabitanta: Az.z(Ay.y(Az.x(Au.2))).

46: Jesli zmienna p ma wartos¢ logiczna jeden, to kazda formuta implikacyjna zbudowana z p tez ma
warto$¢ jeden. Dlatego taka formuta jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy jest speliona przez
wartosciowanie v(p) = 0. Poniewaz formuta 77 — --+ — 7, — p jest spelniona przez v wtedy i tylko
wtedy, gdy ktoras z formut 7; nie jest spelniona, wiec mamy réwnowaznos$é, o ktérej mowa w przypisie.
Teraz udowodnimy przez indukcje, ze typo = 1 — - -+ — 7, — p jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest klasyczng tautologia. (=) Zalézmy, ze M : 0. Jesli o nie jest tautologia, to wszystkie 7; sa tau-
tologiami i z zalozenia indukcyjnego istnieja kombinatory Ny : 71,..., Ny : 7. Zatem M Ny ... N, : p,
czyli zmienna typowa p ma inhabitanta. Ale wtedy istnialby takze kombinator typu p w postaci nor-
malnej, a takiego przeciez nie ma. (<) Jesli o jest tautologia, to ktéres 7, = py — -+ — p, — p nie
jest tautologia, wiec tautologiami sa wszystkie p1, ..., p.. Z zalozenia indukcyjnego mamy kombinatory
M :p1,..., M, : pr, a wiec 0 ma inhabitanta Axy ...z, 2; M7 ... M,.

47: Niech a € FV(1). Wtedy o, = (7 — a) = a — a. Ten typ ma zawsze inhabitanta Afz.x. Drugi
musi mie¢ dluga postaé¢ normalng \fx. fM, gdzie f: 7 — a,x : a - M : 7. Ale poniewaz w typie 7
nie wystepuje w ogdle zmienna a, wiec ani f ani x nie sa wolne w M. Zatem - M : 7.

49: M; = dyzxy .. Tp-yx1 - 2y ( A zipr)(@112)) .. (A zy)(x,2))) oraz 7, = 0y — p — 0y, gdzie
oi=p— - —=p—=>(P—p) — - = (p—p) —piprzestanka (p — p) wystepuje n — i razy w o;.

W systemie BCD wszystkie termy M; maja typ 7., bo beta-konwersja zachowuje typy. Aplikacjom x;z
mozna przypisa¢ typ w takze wtedy, gdy x; ma typ p.

50: Mozliwe rozwiazanie jest takie: Au.XKax(Avovivez.vg(vi(zx))(v1y)(ve(uz))(vez)). Istotnie, typ
termu Kz ... musi by¢ taki jak typ x, czyli p. Natomiast typ w musi by¢ postaci a — § gdzie «
jest typem z oraz 8 = p, bo ta sama zmienna vy jest aplikowana zaréwno do x jak i do uz, wiec te
dwa termy musza mieé¢ te same typy. Podobnie, typem z musi by¢ p — ¢, co jest zdeterminowane
przez dwa pierwsze argumenty zmiennej vg (ktéra odgrywa wylacznie role ,kleju”, i ktérej typ jest bez
znaczenia).

51: Na przyklad M = Azy. Ka(Azwv. w(z(Au. Kb(v(wa)(wu)(zy)(2b))))). Ten term musi mieé typ
postaci ¢ — 7 — p, gdzie o jest typem zmiennej x, a 7 jest typem zmiennej y. Aplikacje zy i zb
wymuszaja rownos¢ 7 = gq. Podobnie, wszystkie wyrazenia, do ktorych aplikowane jest w, musza by¢
typu p. Poniewaz Kb... ma typ ¢, wiec wyrazenie Au. Kb(v(wa)(wu)(zy)(zb)) jest typu p — ¢, skad
wynika 0 = (p — q) — p.

52: T = (Pn—=Pn—Pn—1) = (Pn—1—Pn—1—Pn—2) = = (P2—=p2—p1) = (P1—P1—Po) = Pn—Po-

53: Niech 7 = p — p — p. Jedli zmienne ay,as, 21,29 sa zawsze typu p, zmienne x,y sa typu T,
a zmienna f typu 7 — 7, to F ma typ w; — w,. Wyrazenie F'n redukuje sie do A fxajas.xajas, gdy
n jest parzyste, i do Afzrajas. fraijas, gdy n jest nieparzyste. Zatem postacig normalng termu F'5
ze wzgledu na beta-redukcje jest term Afzajas. fraias, ktéry jest eta-réwnowazny liczebnikowi 1.
Postacia Sn-normalna jest kombinator I

54a: Tak, jest definiowalna np. termem F = An.n(AP (1, ifzero(Pm1)23))(0, 3)ms, gdzie m; = Azx122. ;
oraz ifzero = Apgr\fx.p(Ay.rfx)(qfx). Oczywiscie (m,n) oznacza Az.zmn.

54b: Nie. Ta funkcja nie jest wielomianem warunkowym. Istotnie, dla argumentéw wiekszych od
zera, wielomian warunkowy jest po prostu wielomianem o wspdtczynnikach naturalnych, wiec jest
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monotoniczny. Tymczasem f(1) =3 > 2 = f(2). Poniewaz funkcja g jest wielomianem warunkowym,
wiec w tym punkcie odpowiedzi sie réznia,.

54c: Tak. Term F' w zadaniu 54a ma typ w, — wp, gdzie 7 = (wp, = wp = wWp) — wy, jest typem pary
uporzadkowanej (m,n), dla m,n : w,.

54d: Term Anfrajasas.n(\yzizoz3. yzezzzz)(Az12223. 21)(f2(2)araza3)(f2(x)arazasz) (2 (x)arazas)
ma typ w, = w,, gdzie T=p —>p —>p —Dp.

55: Funkcja g nie jest wielomianem warunkowym, wiec nie jest definiowalna w typie wp, — wy. Ale
jest definiowalna skosnie. Niech 7 = (wp = wp = wp = wp — wp) — wp. Naszag funkcje de-
finiuje kombinator G = Az:w,.G" typu w, — w,. Jest ona tez definiowalna w systemie F, bo
wystarczy G przerobi¢ na polimorficzny term Gp = Az :w.Ap. G'[x := x7]|. Pozostaje zdefiniowaé
G' = z(\c: 7. (cmsy, ers, add(cmd)(emd), suce(suce(eny))))(4,1,0,1)7, gdzie liczebniki sa typu wy,, oraz
71'21 = A\T122T3%4 : Wp.T;.

57: Na przyklad G = M. (n(\C. (7$C + 75C, 73C, 7;C, 71 C))(0,0,0,1))7t. Algorytm G dziata tak:
zaczynamy od czwérki (0,0,0,1) i n razy wykonujemy operacje (p,d,t,c) — (p + d,t,c,d), ktéra co
trzeci krok dodaje 1 do pierwszej wspdtrzednej. Wynik dzielenia n przez 3 odczytujemy z pierwszej
wspélrzedniej. Term G ma typ postaci w, — wy, gdzie T = (wp = wp = wp — wp —> wp) —> wp jest
typem czworki liczebnikéw. Nie istnieje taki term typu w, — wp, bo dzielenie catkowite przez trzy nie
jest wielomianem warunkowym.

58: Niech G = A\Cu.u(Cr3)(Cr3)(add(Cn3)(Cny))(add(Cn})2), gdzie add to dodawanie liczebnikéw
oraz T} = Ar1Tem3r4.x;. Operacja G przeksztalca czwérke uporzadkowana (p,d,t,c) = Au.updtc
w czworke (d,t,t + ¢,c + 2). JeSli n razy wykonamy te operacje zaczynajac od czwérki (4,1,0,1), to
otrzymamy (f(n), f(n + 1), f(n + 2),2n + 1). A zatem mozemy przyja¢ F = In.nG((4,1,0,1))r{.
Term F' ma typ w(w, —sw,—w,—wp,—sw,)sw, — Wp. Poniewaz funkcja f nie jest wielomianem warunko-
wym (jeden ze wspdlczynnikéw jest ujemny), wiec nie mozna jej zdefiniowaé w typie w.

59a: Beztypowy [-test parzystosci to na przyktad term An.n(Afzy. fyz)KO1.

59b: Nie istnieje B-test parzystosci typu w, — wp, bo funkcja charakterystyczna parzystosci nie jest
wielomianem warunkowym.

Aby to udowodnié¢, nalezy zauwazy¢, ze kazdy wielomian warunkowy o zmiennych ¥ = xy,...,x,
mozna przedstawi¢ w postaci instrukeji warunkowej if x; = 0 then f(Z) else ¢g(Z), gdzie f i g sa
wielomianami (o wspétczynnikach naturalnych) lub wielomianami warunkowymi. Dlatego test parzys-
tosci musialby mieé¢ postaé if © = 0 then f(z) else g(z), gdzie f i g sa wielomianami. Wielomian g
o wspdlezynnikach naturalnych jest funkcja monotoniczna, wiec 1 = g(1) < g(2) = 0, sprzecznosé.

59c: Na przyklad AnAfzyiys. n(Afzy. fyz)K(zyi1y2)(fryiy2).

60: Niech Bool =Vp.p — p — p. Wtedy An:w.n Bool(Ab: Bool.b Bool false true) truew n (succn),
gdzie Bool = Vp.p — p — p, definiuje funkcje g w systemie F (w stylu Churcha). Funkcja g jest tez de-
finiowalna termem Anfxajas. n(Ayzi129. yz221)(Az122. 21)(nfzaias)(f(nfz)aiasz) (w stylu Curry’ego),
ktéry ma typ wp—p—sp = Wpsp—p. Definicja w typie w, — w, jest niemozliwa, bo funkcja nie jest
wielomianem warunkowym.

61: Funkcja An.3n? — 7n + 4 jest definiowalna termem An.II3(nF(4,0,2)) typu w, — wy, gdzie F'
jest takie, ze F(m,n, k) =g n,n+k k+6), a7 = (wp = wp = wp = wp) — wp jest typem krotki
postaci (m,n, k) = \y.y mnk.

62: Funkcja An.ifn < 2 thenn else n + 2 jest definiowalna ze wzgledu na gn-konwersje termem typu
wr = Wr, gdzie T=p = p — p — p — p. Term jest taki:

AnAfriarasazay. n(Ayz1202324. Y22232424) (A21222324. 21) AAAB,
gdzie A = nfrajasasas i B = f(f(nfx))ajasasas. Wyrazenie A\yzizoz324. 22232424 aplikowane

kolejno do rzutowai 7}, 73, 75, 7, daje w wyniku odpowiednio 73, 73, 7} i 5.

63: Niech F = A\fg.gf i niech A;(k,l) = FF(\2.1)(F!(\2.0)) oraz Ag(k,l) = FF(\z.0)(F!()\z.1)).
Wtedy Cmn — Aj(m,n), oraz Ai(k,l) - Ao(l,k —1) 1 Ao(k,l) - A1(l,k—1), dla k > 0, a wiec
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funkcja definiowana przez C":

e(m n):{ 1, gdy m < n;
’ 0, w przeciwnym przypadku,
jest obliczana w czasie proporcjonalnym do mniejszego argumentu. Term C' nie ma typu w — w — w,
ani zadnego typu postaci w, = w, — w,, bo typem gléwnym termu Afg.gf jest o = (o = p) — 5,
ktérego zadna instancja nie jest postaci 7 — 7. Ale C jest typowalny w typach prostych, bo dla
z:(la=>(a=p0) =0 —>2w =>docorazy: (a = (a—=p) = 0) = (y—=>w — 0,
otrzymamy xF(Az.1)(yF(Az.0)) : e. Funkcja ¢ nie jest definiowalna w typach prostych, bo nie jest
wielomianem warunkowym. Nie jest tez definiowalna przez term typu w, — w; — w,, bo wtedy mozna
by tez zdefiniowaé test na rownosé. A z twierdzenia Statmana wiadomo, ze to niemozliwe.

64a: Nie, bo wtedy istnialby term tego typu w dilugiej postaci normalnej i musialtby mieé¢ postaé
AP0 =7 \yP=7 M edzie M bylby typu r. Wtedy albo M = yN, gdzie N : p albo M = x(\zP.R),
gdzie R : q. Ale takich terméw N ani R nie ma, bo nie mamy zmiennej typu koriczacego sie na p lub q.

64b: Tak, bo mamy term tego typu:

Ap(P= =)= (=) =)= (A P=O =)= (AP, Ay P77 2u)))

65a: Term )\x(((q_”’)_)q)_’@_’p.x()\y(q_’p)_’q.y()\zq.x()\yiqﬁp)ﬁq z))) jest tego typu. A zatem for-
muta (65a) jest twierdzeniem intuicjonistycznym.

65b: Ale dla tego typu nie istnieje inhabitant. Gdyby taki term istnial, to mialby postaé¢ normalna,
wiec wystarczy pokazaé, ze nie istnieje szukany term w postaci normalnej. Niech M bedzie najkrotszym
takim termem. Musi on byé abstrakcja postaci M = A\z(((P=20)=0)=0)=p N odzie N jest typu p, a wiec
N = zP dla pewnego P typu ((p — q) — ¢) = ¢. Term P musi by¢ abstrakcja P = \y(P~9=9Q,
gdzie @ jest typu ¢ i musi by¢ @ = yR dla pewnego R : p — q. Zatem R = \zP. T, gdzie T : q, $cislej:

z:(((p=a) =9 —=a)—p y:lp=aq)—q 2:p b Tigq,
i na dodatek T jest najkrétszy mozliwy (bo taki ma by¢ term M). Rozumujac podobnie jak wyzej,
otrzymamy, ze T = y(Az}.T1), gdzie T : q. Niech teraz Th = T}z := z]. Wtedy:
z:((p=0—=a—=a—=p, y:p—=a9—4q z:p b To:g,
a term Ty jest krétszy niz T, sprzecznosé. Formuta (65b) nie jest twierdzeniem intuicjonistycznym.
66a: Ta formula jest twierdzeniem, bo istnieje kombinator tego typu:
Ap(P=Q) =P\ (@2 P)=P (3@ (Al 2)).

66b: Ta formuta nie jest twierdzeniem intuicjonistycznym, bo nie jest nawet klasyczng tautologia. Inny
spos6b: bo nie istnieje kombinator tego typu. Musialby on bowiem byé postaci A\z(F=@) =@y M.
Niech T' = {z:(P — Q) — @, y: P} i niech M bedzie najkrétszym termem w postaci normalnej,
o wlasnoéci I' - M : Q. Wtedy M = x(Ayf. M"), wiec term M" = M'[y := x| jest krétszy niz M i ma
typ @ w otoczeniu I'. Sprzecznosé.

66¢c: Ta formula tez nie jest twierdzeniem. Jej dowdd normalny musialby by¢ postaci Azyz. M, gdzie
x:S—>Q—>R,y:(S—R)—> P, z2:(Q > R)—PHFM:P. Term M musi si¢ zaczynaé¢ od y lub
od z. W pierwszym przypadku M = y(Au®. N), gdzie N ma typ R, a wiec N = 2A°B?. W otoczeniu
zlozonym z x,y, z oraz nowej deklaracji u : S nie ma jednak zadnego termu typu ), bo nie ma zadnej
zmiennej, ktérej typ koriczy sie na Q. W drugim przypadku podobnie: M = z(Au®.xA° B?) i teraz
brakuje zmiennej typu koriczacego sie na S.

67a: Nie, bo nie istnieje posta¢ normalna tego typu, a zatem zaden term tego typu. Posta¢ normalna
musialaby by¢ taka: Az(P79=7y(@9)=7 g (\2P, M9), albo taka AP =7y (07927 4 (X240 M#). Ale
nie ma postaci normalnej typu ¢ w otoczeniu {z : (p = ¢) = r, y: (¢ = s) = 7,z : p} ani postaci
normalnej typu s w otoczeniu {x: (p = q) = r, y: (g — s) = r,z:q}.

67b: Tak, bo ten typ ma inhabitanta (w stylu Curry’ego): Azy. Az. z(Auwv. y(Awu. wo)z)z.
68: Takie typy to np. (;c;pi N V;er(Pi — @) — (;er ¢ dla zbioréw I o réznej liczbie elementéw.
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69: W systemie An< zaden kombinator punktu stalego nie ma typu, bo zaden taki kombinator nie ma
postaci normalnej (zadanie 27). Ale w systemie BCD kazdy kombinator punktu statego ma typ w.

70: Mozliwym typem dla Y jest (w — p) — p, poniewaz dla f : w — p term Az. f(zx) jest typu w — p
i jednoczesnie typu w. Inny typ dla Y to (w — b) N (b — a) — a. Term Az. f(zx) ma typ w — b,
poniewaz x : w implikuje x : w — w, co daje xx : w i f(xzz) : b. Jednocze$nie (Az. f(xx)) ma typ
(w—b) = a, bo z: w— b implikuje xzx : b, a poniewaz f : b — a to f(xz) : a.

Ale Y nie ma typu (p — p) — p. Gdyby tak bylo, to w dowolnym modelu [Q] = [YI] € [p]e = &£(p)
dla kazdego &, réwniez dla £(p) = &. Sprzecznosé.

71: W modelu beztypowego rachunku lambda definiuje sie interpretacje typow tak:
lo = 71le=[ole = [rle={acD|VbeDbe o]t »a-be [r]e}
Oczywiscie D = D = D, wiec potrzeba aksjomatu w < w — w wynika z postulatu Jw] = D.

Aksjomat 0 - 7N p < (0 — 7)N (0 — p) jest niepotrzebny, bo wynika z pozostatych. Mamy bowiem
co1Np<(c=71NpN(c—=71Np) <(c—=7)N(c = p).

72: Poniewaz w € I} oraz w < w — w, wiec w — w € F;. Podobnie w € F5, a stad w € Fy - F5.
Zatem Fy - F5 # (). Jedli 7,p € Fy - F5 to istnieja takie 0,0 € Fy, ze 0 — 7,0 — p € F1. Wtedy mamy
(60 = 7)N (0 — p) € F1,aponiewaz (c = 7)N(0 = p) < (cNd—=7)N(cNI—p) <(cNd—7Np),
wiec takze 0 N0 — 7N p € Fy. Skoro 0 N§ € Fy (bo to filtr), wiec ostatecznie 7 N p € Fy - Fy.
Pokazalidmy, ze Fy - Fy jest zamkniety ze wzgledu na iloczyn. Teraz niech 7 € Fy - F5 i niech 7 < p.
Jest takie 0 € Fy, 26 0 — 7 € Fy. Ale skoro 0 - 7 < 0 — p, to 0 — p € Fy, skad wynika p € F; - F5.
73: Niech there = Az"ApA\y™~P.yz i back = Az®. x7I. Term ApAy™ 7P.y(ArAu’@=") u(r — p)y) ma
typ o i nie jest postaci there(N).
74: Przyjmiemy 7 jak w zadaniu 73 1 o = Vr (r — r). Wtedy wyrazenie

ApAz™ 7P g(Ar u¥e(@=") u(r — 0 — p)a)I
ma typ 7 X o i nie jest para uporzadkowana,.
75: Nalezy najpierw zdefiniowaé iloczyn kartezjanski typéw o x 7, pary uporzadkowane i rzutowania.
Definicja rekursora to ApAf<P7PAnY Ay? w1 (n(p X w)(AvP*¥ (f(m2(v))(m1(v)), succ(m2(v))))(y, 0)).

77: Wskazéwka: niech M,, bedzie numeracja wszystkich kombinatoréw typuw — w. Niech f(n,k) = m,
gdy M,k =g, m iniech g(n) = f(n,n) + 1. Funkcja g jest obliczalna. Czy moze by¢ definiowalna
w systemie F?



