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Rachunek lambda i logika kombinatoryczna powstaly w latach trzydziestych dwudziestego
wieku. Poczatkowo mialy stanowié¢ alternatywne wobec teorii mnogosci podejscie do pod-
staw matematyki, w ktérym funkcja (rozumiana intensjonalnie jako definicja) byla pojeciem
pierwotnym. Ten zamiar sie nie powiddl, ale szybko okazalo sie, ze rachunek lambda jest
niezwykle uzytecznym aparatem w teorii obliczeri. Definicje funkcji obliczalnej sformulowano
weczesniej za pomoca rachunku lambda, niz w jezyku maszyn Turinga.

Pézniej, w zwigzku z rozwojem informatyki, jezyk rachunku lambda okazatl sie niezastagpionym
narzedziem w teorii jezykéw programowania. A wreszcie i w praktyce, gdy pojawily sie jezyki
programowania funkcyjnego. Dzisiaj znajomosé podstaw rachunku lambda jest niezbednym
elementem wyksztalcenia nowoczesnego informatyka.

Poprzez zwiazki z logika intuicjonistyczna, rachunek lambda odzyskal tez nalezne sobie miejsce
w podstawach matematyki, zwlaszcza w teorii dowodu. Dlatego ta tematyka powinna by¢
interesujaca takze dla studentéw matematyki zainteresowanych logika.

Te notatki obejmuja najwazniejsze wiadomosci z rachunku lambda bez typow i podstawowe
informacje o systemach z typami. Zrozumienie ich nie wymaga w zasadzie przygotowania
wykraczajacego poza material wykltadany na I roku. Jednak wczedniejsze wystuchanie wy-
kladu z jezykow i automatow pozwoli na spojrzenie na pewne zagadnienia z szerszej perspek-

tywy.

1 Skladnia rachunku lambda

W rachunku lambda rozwazamy obiekty zwane lambda-termami. Tradycyjnie lambda-termy
definiowane sa jako formalne wyrazenia pewnego jezyka, podobnie jak zwykle termy w alge-
brze i logice pierwszego rzedu. Istotna réznica polega na tym, ze lambda-termy pozostajace
w pewne]j relacji réwnowaznosci (alfa-konwersji) sa ze soba utozsamiane (uwazane za iden-
tyczne). A wiec lambda-termy to w istocie nie wyrazenia, ale klasy abstrakcji lambda-wyrazen
(nazywanych tez pre-termami), ktére teraz zdefiniujemy.
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Przyjmijmy, ze mamy pewien przeliczalny nieskoniczony zbiér zmiennych przedmiotowych.

— Zmienne przedmiotowe sa lambda-wyrazeniami;
— Jesli M i N sa lambda-wyrazeniami, to (M N) tez;
— Jesli M jest lambda-wyrazeniem i x jest zmienna, to (AxM) jest lambda-wyrazeniem.

Wyrazenie postaci (M N) nazywamy aplikacja, a wyrazenie postaci (AzM) to A-abstrakcja.
Intuicyjny sens aplikacji (M N) to zastosowanie operacji M do argumentu N. Abstrakcje
(Ax M) interpretujemy natomiast jako definicje operacji (funkeji), ktéra argumentowi x przy-
pisuje M. Oczywidcie x moze wystepowaé w M, tj. M zalezy od x. Narzuca sie analogia
z procedura (funkcja) o parametrze formalnym z i tresci M.

Stosujemy nastepujace konwencje notacyjne:

— opuszczamy zewnetrzne nawiasys;

— aplikacja wiaze w lewo, tj. M NP oznacza (M N)P;

— piszemy Az ...x,.M zamiast Axi(... Az, M)...).

Kropka w wyrazeniu Axp...x,. M oznacza to samo, co ujecie w nawiasy calego wyraze-
nia M. Na przyktad napis (A\z.z(zz))y odczytamy jako ((Az(xz(xx)))y). Czasem piszemy
niepotrzebne kropki, np. Az.z zamiast Az x.

Operator lambda-abstrakcji A wiaze zmienne, tj. wszystkie wystapienia x w wyrazeniu Ax M
uwaza sie za zwigzane (lokalne). Zmienne wolne (globalne) definiuje sie tak:

~FV(z) = {z};
~FV(MN) =FV(M)UFV(N);
~FV(AzM) = FV(M) — {z}.

Alfa-konwersja

Wybér zmiennych uzywanych w wyrazeniu jako zwiazane jest sprawa drugorzedna. Takie
wyrazenia, jak na przyklad Az.zy i Az.zy, intuicyjnie definiuja te sama operacje (,zaapli-
kuj dany argument do y”) wiec z naszego punktu widzenia powinny byé¢ uwazane za takie
same. Dlatego lambda-wyrazenia rézniace sie tylko zmiennymi zwiazanymi chcemy ze soba
utozsamiaé¢. Utozsamienie to nazywa sie alfa-konwersjq.

Pojecie alfa-konwersji mozna $cidle zdefiniowa¢ na wiele sposobéw, my wybierzemy interpre-
tacje grafowa,.

Lambda-grafy

Przez drzewo rozumiemy ponizej skoniczone drzewo etykietowane, w ktérym wystepowaé moga
nastepujace rodzaje wierzchotkéw:

e wierzcholki o etykiecie @, ktére maja zawsze dwa nastepniki: lewy i prawy;
e wierzcholki o etykiecie A, ktére maja zawsze jeden nastepnik;
e liscie etykietowane zmiennymi przedmiotowymi;

e liscie bez etykiet.
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Przy tym zadamy, aby kazdy iS¢ bez etykiety mial cho¢ jednego przodka z etykieta .

Jesli z kazdego wierzchotka bez etykiety poprowadzimy nowa krawedz do ktéregos z poprzed-
nikow tego wierzcholka o etykiecie A, to otrzymany graf skierowany nazwiemy lambda-drzewem.
Lisémi lambda-drzewa nazywamy jego wierzchotki koricowe (ich etykietami sa zmienne).
Na przyktad taki graf jest lambda-drzewem (wierzchotki bez etykiet oznaczono przez o).
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Teraz dowolnemu lambda-wyrazeniu M przypiszemy lambda-drzewo G(M).

e Jedli x jest zmienna to G(x) sklada sie tylko z jednego wierzcholka o etykiecie .

e Graf G(PQ) ma korzeni o etykiecie @. Jego lewym nastepnikiem jest korzen grafu G(P)
a prawym korzen grafu G(Q).

e Graf G(A\x P) jest otrzymany z G(P) poprzez

— Dodanie nowego korzenia o etykiecie .
— Polaczenie go krawedzia z korzeniem grafu G(P).
— Dodanie krawedzi od wszystkich wierzchotkéw z etykieta @ do nowego korzenia.

— Usuniecie etykiet x.

Na przyklad G(Az.(Au.zu)((Au.uy)z)) to lambda-drzewo na rysunku powyzej. Latwo widzie¢,
ze etykiety lisci w G(M) to dokladnie zmienne wolne M. Na dodatek mamy:

Fakt 1.1 Jesli T jest lambda-drzewem, to T = G(M) dla pewnego lambda-wyrazenia M.

Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw grafu T'. Jesli jest tylko jeden wierz-
chotek, to jego etykieta jest pewna zmienna z i mamy 7' = G(x). Jesli etykieta korzenia
jest @, to T sklada sie z korzenia i dwéch roztacznych podgraféw T i Ts, do ktérych stosu-
jemy zalozenie indukcyjne. Mamy wiec 177 = G(M;) oraz T = G(Ms). Oczywiscie wtedy
T = G(MyMs). Pozostaje przypadek gdy etykieta korzenia jest \. Wtedy T skltada sie z ko-
rzenia, podgrafu T zaczepionego w nastepniku korzenia i pewnej liczby krawedzi prowadza-
cych do korzenia z wierzchotkéw bez etykiet. Przypisujac tym wierzchotkom etykiete z, ktora
nie wystepuje w grafie 71, otrzymujemy z T lambda-drzewo T]. Z zalozenia indukcyjnego
T{ = G(M,) dla pewnego lambda-wyrazenia M; i mozemy napisa¢ T = G(Az.My). [
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Relacje alfa-konwersji (oznaczang przez =) definiujemy tak:
M =, N wtedy i tylko wtedy, gdy G(M) = G(N).

Od tej pory przez lambda-termy albo po prostu termy rozumiemy ,lambda-wyrazenia z doktad-
nosciag do alfa-konwersji”, czyli w istocie klasy abstrakcji relacji =,. Kazda taka klasa jest
wyznaczona przez pewne lambda-drzewo, mozemy wiec uwazaé, ze lambda-termy to tak
naprawde lambda-drzewa. Lambda-wyrazenia sa tylko ich syntaktyczna reprezentacja, przy
czym dowolne dwie alfa-réwnowazne reprezentacje tego samego termu (lambda-drzewa) sa
tak samo dobre. Na przyklad (Az.z(Az.zy))(Ay.yz) to to samo co (Au.u(Az.zy))(Av.vz), ale
nie to samo co (Ay.y(Ay.yz))(Az.zy). Od tej pory znak réwnosci oznacza réwnosé lambda-
terméw (a nie ich reprezentacji), napiszemy wiec np. Az x = Ay y.

Podstawienie

Dla danych lambda-grafow G i T' przez podstawienie G|x := T] rozumiemy graf otrzymany
z G przez zamiane kazdego liscia z etykieta x na korzen odrebnej kopii grafu 7T'. Tlustracja jest
chyba prostsza i bardziej zrozumiala niz jakakolwiek formalna definicja. Jesli mamy grafy

to graf Gz := T| wyglada tak jak na Obrazku 1 (etykiety x juz nie ma):

Obrazek 1: Podstawienie G|z := T

Jesli M i N sa lambda-wyrazeniami to notacja M[z := N] oznacza lambda-term o grafie
G(M)[z := G(N)]. Zwykle méwimy, ze M|z := N] to wynik podstawienia wyrazenia N
na miejsce wszystkich wolnych wystapien zmiennej x w M. Ale ta interpretacja nie zawsze
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jest poprawna. Problem powstaje wtedy, gdy jakas zmienna z wolna w N przy ,naiwnym”
tekstowym podstawieniu znalazlaby sie w zasiegu wigzania Az. Na przyklad wynikiem pod-
stawienia z na x w termie Az.z(zz) nie powinno byé¢ Az.z(zz). Chcemy bowiem podstawié¢ z
na miejsce x nie w napisie Az.z(zz) ale w grafie

w ktérym w ogdle nie ma zadnego z. A wiec zgodnie z nasza definicja,
(Az.z(x2))[z := 2] = \y.2(2y),

przy czym wybér zwiazanej zmiennej y jest nieistotny. Tekstowe podstawienie jest poprawne
tylko wtedy, gdy nie wystepuje konflikt nazw wolnych i zwiazanych (globalnych i lokalnych).
Dlatego wczesniej nalezy dokonaé¢ odpowiedniej wymiany zmiennych zwiazanych.

Nastepujacy lemat stanowi syntaktyczna definicje podstawienia.

Lemat 1.2 Rownosé M[xz := N] = R ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden
z nastepujacych przypadkow:

1. M ==z, oraz R = Nj;

2. M jest zmienng rozng od x, oraz R = M;

3. M = PQ, oraz R = Plx := N]Q|x := NJ|;

4. M =XyP, gdziey & {x} UFV(N), oraz R = \y.P[z := N].

Dowod: Kazdy term M jest albo zmienna albo aplikacja albo abstrakcja. Ta ostatnia
mozliwo$é to jedyny nieoczywisty przypadek, niech wiec M bedzie abstrakcja. Jedli z lambda-
drzewa termu M odrzucimy korzen wraz z prowadzacymi do niego krawedziami, to otrzymamy
graf M’ w ktérym niektére wierzchotki koricowe nie maja etykiet. Nadajac tym wierzchotkom
,2howa” etykiete y otrzymamy taki term P, ze M = Ay P. Poniewaz y nie wystepuje jako
etykieta w lambda-drzewie N, wiec nie ma znaczenia czy najpierw w termie P zamienimy x
na N, a potem dodamy lambde wiazaca y, czy postapimy w odwrotnej kolejnosci. ]

Zapiszmy tres¢ lematu 1.2 w nieco prostszej postaci:

e zjx:=N]= N,

e y[x := N| =y, gdy y jest zmienna rézna od z;

e (PQ)[x := N] = P[z := N]Q[z := NJ;

e (A\yP)[x:=N]=A\y.Plz:=N], gdy y # x oraz y ¢ FV(N).

Powyzsze reguly mozna stosowaé¢ w dowodach indukecyjnych.
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Lemat 1.3

. [ (FV(M) —{z}) UFV(N), jesliz € FV(M);
L FV(Mlz:= N]) = { FV(M), w przeciwnym przypadku.
2. Jeslix ¢ FV(M) to M|z :== N] = M.
3. Mz :=z]=M.

4. Jesli \x.P = M\y.Q to Plz:=y|=Q i Qly:=z] = P.
Latwy dowdd tego lematu pomijamy, udowodnimy za to nastepny.

Lemat 1.4 (o podstawieniu) Jesli x # y oraz albo x ¢ FV(R) albo y ¢ FV(M), to
Mz := N][y := R| = M[y := R][x := N[y := R]].

Dowdd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na rozmiar M. Rozwazamy rézne przypadki,
w zaleznosci od postaci tego termu.

Przypadek 1: Jezeli M = z, to M|z := Nlly := R] = z[z := N]ly := R] = N[y := R| =
zlz := N[y := R]] = z[y := R][z := N[y := R]].

Przypadek 2: Jezeli M =y, to M[x := N]ly := R| =y[z := N]ly:=R] =yly:=R] =R =
R[z := N[y := R]] = yly := R][x := Ny := R]], bo wtedy = € FV(R).

Przypadek 3: Jezeli M jest jaka$ inna zmienna z, to zaréwno M[z := N][y := R] jak tez
My := R][z := N[y := R]] jest réwne z.

Przypadek 4: Gdy M = PQ, to M[z:=N]ly:=R] = Plz:=N|[y:=R|Q[x:=N][y:=R| =
Ply:=R][x:=Ny:=R]|Q[y:=R][z:=Nly:=R]| = (PQ)[y:=R][x:=N[y:=R]], na mocy zalozenia
indukcyjnego.

Przypadek 5: Jezeli M jest abstrakcja to mozna zakladaé, ze M = Az Q, gdzie z # z,y.
Po lewej stronie mamy wtedy Az.Q[z := N][y := R] i z zalozenia indukcyjnego otrzymamy
Mz := N[y := R] = X\z.Qly := R|[z :== Ny := R]] = (A\2.Q)[y := R][z := N[y := R]]. [

Whiosek 1.5 Jesli y ¢ FV(M) to M[z = y|[y := R] = M[z := R)].

Cwiczenia
1. Jaki btad popelniono w tej definicji lambda-termu:
M=z | MN | e.M?
2. Udowodni¢ lemat 1.3.

3. Napis M (a|b) oznacza wyrazenie powstale z M przez jednoczesna zamiane wszystkich wystapien
symbolu @ w M na wystapienia b i odwrotnie. Przez =, oznaczmy najmniejsza relacje réwno-
waznosci w zbiorze lambda-wyrazen, spelniajaca nastepujace warunki:

o \a.M =, \y.M(z|y), dlay & FV(M);
e jezeli M =, M, to \z.M =, A\x.M’;
e jezei M =, M'i N=, N to MN =, M'N’.

Udowodni¢, ze M =, N wtedy i tylko wtedy, gdy M =, N.
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2 Redukcje

Relacja beta-redukcji to najmniejsza relacja w zbiorze lambda-termoéw, speliajaca warunki:

e (wP)Q -5 Pl = Q)
e jeSi M -3 M', to MN —g M'N, NM —3 NM' oraz \e M —p AzM'.

Inaczej méwiac, M —g M’ zachodzi gdy podterm termu M postaci (AzP)Q, czyli B-redeks,
zostaje zastapiony w termie M’ przez Pz := @Q)]. Znakiem —»3 lub — oznaczamy domknie-
cie przechodnio-zwrotne relacji —g, a znakiem =g najmniejsza relacje réwnowaznosci zawie-
rajaca —g, ktoérg nazywamy relacja beta-réwnosci. Inne popularne oznaczenia to —>E na
domkniecie przechodnie i —j5 na domkniecie zwrotne relacji —3. Indeks g przy strzatkach
bywa pomijany.

7 punktu widzenia grafowego, beta-redeks to krawedz od @ do A:

A
|
(2)

Beta-redukcja polega na usunieciu tej krawedzi, tj. na ,wyprostowaniu” drogi od (1) do (2).
Kazda krawedZ wchodzaca do A (reprezentujaca wystapienie zmiennej zwiazanej) zostaje przy
tym skierowana do osobnej kopii termu zaczepionego w (3). Inaczej, podgraf postaci
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zostaje zastapiony podgrafem postaci:

Uwaga: moze si¢ zdarzy¢, ze lambda nie wiaze zadnego wystapienia zmiennej (nie ma zad-
nej krawedzi prowadzacej do \). Wtedy podgraf (3) znika. Odpowiada to redukeji postaci
(Ax.M)N —3 M, gdzie x € FV(M).

Nastepujacy tatwy lemat stwierdza, ze S-redukcja jest zgodna z operacja podstawienia.

Lemat 2.1 Jesli M —g M' i N —g N’ to M|z := N] —g M'[z := N'].

Dowéd:  Nalezy pokazac¢ dwa prostsze stwierdzenia:
(1) Jesli M —p M’, to M|z := N| =3 M'[x := NJ;
(2) Jedli N =3 N', to M|z := N] - M[z := N'],

a nastepnie zastosowaé indukcje ze wzgledu na liczbe krokéw redukcji. Zaréwno (1) jak (2)
mozna udowodni¢ przez indukcje ze wzgledu na dtugosé termu M. Istotny przypadek w dowo-
dzie czesci (1) zachodzi wtedy, gdy M = (A\y P)Q i M’ = Ply:=Q], dla pewnych P, Q. Przyj-
mujac y ¢ FV(N), mamy M[z:=N] = (A\y.P[z:=N])Q[z:=N] —3 Plz:=N]|[y:=Q[z:=N]| =
Ply:=Q][x:=N] = M'[z:=N], na mocy lematu o podstawieniu 1.4. Szczegdly pozostawiamy
jako ¢éwiczenie. |

Teoria A\

Rachunek lambda bez typéw mozna przedstawi¢ jako teorie réwnosciows o aksjomatach i re-
gutach jak na Obrazku 2. Jesli w tym systemie mozna wyprowadzi¢ réwnosé M = N, to
napiszemy A = M = N. Latwo sprawdzi¢ réwnowaznos¢:

A M = N wtedy i tylko wtedy, gdy M =5 N.

Jednakze dla nas wazne sa tez wlasnosci beta-redukcji, a nie tylko beta-réwnosci. Term postaci
(AxP)Q nazywamy beta-redeksem. Jesli w termie M nie wystepuje zaden beta-redeks, to dla
zadnego N nie zachodzi M —3 N. Méwimy wtedy, ze M jest w postaci B-normalnej, lub po
prostu w postaci normalnej. Nietrudno zauwazy¢, ze postaci normalne to dokladnie termy
ksztattu AZ. y]\_f , gdzie N sg normalne.
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(B8) Az M)N = M|z := N| r=ux
SN A= (6 —M=N
MP=NP PM = PN Ax M = x N

M=N M=N,N=P
N=M M=P

Obrazek 2: Rachunek lambda jako teoria réwnosciowa

Przyklad: Nastepujace termy sa w postaci normalnej:

= Ar.x

= \zry.r

= Aryz.xz(yz)

E m R H

= A\r.xx

Natomiast term () = ww nie jest w postaci normalnej, bo €2 —3 Q.

Jedli M —»5 N i N jest w postaci normalnej, to méwimy, ze M ma postac¢ normalng,ize N jest
postacia normalng termu M. Méwimy, ze term M ma wlasnosé silnej normalizacji (jest silnie
normalizowalny) jezeli nie istnieje nieskonczony ciag redukcji M = Moy —g My —g My —g -
Oczywiscie term silnie normalizowalny musi mie¢ posta¢ normalna,.

Jeszcze jedno przydatne czasem oznaczenie. Piszemy M |g N, gdy istnieje taki term P, ze
M —»g Pg« N.

Gléwnym przedmiotem naszego zainteresowania jest beta-redukcja. Dlatego np. symbole —
i — domyslnie! oznaczaja — 1 —+g. Ale czasami rozwazamy takze relacje eta-redukcji. Jest
to najmniejsza relacja —,, spetlniajaca warunki:

o \e.Mx —, M, gdy x € FV(M);
o jesli M —, M', to MN —,, M'N, NM —, NM' oraz \eM —, A\xM’.

Symbol — g, oznacza sume tych relacyj. Uzywamy odpowiednio notacji np. —,, =g,, méwimy
o ,,postaciach p-normalnych” itd.

Jezeli do aksjomatéw i regut rownosciowych rozwazanych powyzej dodamy nowy aksjomat
(n) Ax.Mx= M,

dla = € FV(M), to oczywiscie otrzymamy system wnioskowania, pozwalajacy na wyprowa-
dzenie réwnosci M = N wtedy i tylko wtedy gdy M =g, N. Mniej oczywiste jest to, ze
aksjomat (1) mozna réwnowaznie zastapi¢ przez nastepujaca regule ekstensjonalnosci:

Mx =Nz

(ext) Y =N

(x ¢ FV(M)UFV(N))

"W odniesieniu do znaku réwnosci nie stosujemy tej konwencji (ale spotyka sie to czesto w literaturze).
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Reguta ekstensjonalnosci wyraza taka mysl: funkcje, ktore dla tych samych argumentéw daja
te same wyniki, sa réwne.

Dygresja: Zauwazmy, ze beta- i eta-redukcja sa w pewnym sensie dualne do siebie. Beta-
redeks to term, w ktérym najpierw utworzyliSmy funkcje, tj. wprowadzilismy abstrakcje (czyli
zapytanie o argument, prompt), a potem ja eliminujemy przez dostarczenie argumentu. Eta-
redeks odpowiada odwrotnej kolejnosci: najpierw eliminujemy prompt, dostarczajac zmiennej
jako argumentu, a potem wprowadzamy abstrakcje ze wzgledu na te zmienna,.

Cwiczenia
1. Napisaé program, ktéry drukuje wlasny tekst. (Nie wolno odwolywaé sie do nazwy pliku, miejsca
w pamieci itp.) Zadanie tatwe w Lispie, trudne w Pascalu.
2. Udowodnié, ze jesli (AzP)Q = (A\yP’)Q’ to Pz := Q] = P'ly := Q'].

3. Udowodnié, ze aksjomat (1) jest rGwnowazny regule (ext), tj. te same réwnosci mozna wypro-
wadzi¢ w systemie z Obrazka 2 rozszerzonym o (1) 1 w systemie rozszerzonym o regule (ext).

4. Sprawdzi¢, ze \x.Mx =g M, gdy M jest abstrakcja.

3 Twierdzenie Churcha-Rossera

W jednym termie moze wystepowaé¢ wiecej niz jeden redeks. Mozna wiec go redukowaé
na rézne sposoby. Niedobrze jednak byloby, gdyby te rézne ciagi redukcji prowadzity do
nieodwracalnie réznych rezultatéw. Na szczedcie mamy twierdzenie Churcha-Rossera.

Twierdzenie 3.1 Jesli P g«— M —5 Q, to P |3 Q.

Tresé twierdzenia Churcha-Rossera przedstawiamy za pomoca diagramu (Obrazek 3).

M
RN
P Q
N s
N /
N
[ ]

Obrazek 3: Twierdzenie Churcha-Rossera

Inaczej méwiac, twierdzenie to méwi, ze relacja — g ma tzw. wlasnosé rombu, ktéra niestety
nie zachodzi dla relacji —3. Jako przyklad mozna podaé term M = (Az.zz)((Az.z)y).

Zanim udowodnimy twierdzenie Churcha-Rossera, zauwazmy, ze pojecie o ktérym méwimy,
ma sens dla kazdej relacji dwuargumentowej. Ponizej przyjmujemy taka konwencje: po-
dwdjna strzalka zawsze oznacza domkniecie przechodnio-zwrotne relacji oznaczonej strzatka,
pojedyncza.

Moéwimy, ze relacja — w zbiorze A ma wtasnosé Churcha-Rossera (CR), jezeli dla dowolnych
elementéw a, b, c € A, takich ze b «— a — ¢, istnieje takie d, ze b - d « c. Relacja — ma stabg
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wlasnosé Churcha-Rossera (WCR), jezeli b <— a — ¢ implikuje b — d « ¢ dla pewnego d.
Oczywiscie wlasno$é rombu implikuje CR (ale nie na odwrét), a wtasnosé CR implikuje WCR.
Mniej oczywiste jest to, ze wlasno$¢é CR nie wynika z WCR. Najprostszy przyklad jest taki:

e<—0<—0 — o0

Jedli jednak relacja — ma wlasnosé silnej normalizacji (SN), tj. nie istnieje nieskoriczony ciag
postaci ag — a1 — ag — - -+, to juz jest dobrze.

a
by C1
N %
/ \ s \
N s
N 4

Obrazek 4: Rysunek do lematu Newmana
Fakt 3.2 (Lemat Newmana) Jednoczesne zachodzenie WCR ¢ SN implikuje CR.

Dowdd:  Jesli relacja — ma wlasnosé SN to relacja « jest dobrym ufundowaniem zbioru A.
Przez indukcje ze wzgledu na porzadek « dowodzimy, ze kazdy element a € A ma wlasnosé:

Dla dowolnych b, c, jesli b «— a — ¢, to b | c.
Jesdli a = b lub a = ¢ to teza jest oczywista. Zalézmy wiec, ze b «— by < a — ¢; — c.

Na mocy WCR jest takie d, ze by — d « ¢1. Z zalozenia indukcyjnego, zastosowanego do by
i c; mamy wiec b | d | ¢ i mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne dla d. ]
Dowéd twierdzenia Churcha-Rossera

Dla dowodu zdefiniujemy pewna pomocnicza relacje. Bedzie to relacja i>, okreslona jako
najmniejsza relacja na termach, ktéra spelia nastepujace warunki:
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—a x, gdy x jest zmienna;
—jedli M 5 M, to MM 5 \aM;
—jedli M 5 M i N5 N’ to MN 5 M'N', oraz (AeM)N = M'[z := N'].
Relacja N odpowiada jednoczesnej redukcji kilku beta-redekséw wystepujacych w termie.
Jesli zredukujemy wszystkie redeksy w termie M, to otrzymamy jego pelne rozwiniecie M*®:
—z° =u;
— Az M)® =z M*,
~ (MN)®* = M*N*, gdy M nie jest abstrakcja;
— (A M)N)®* = M*[z := N°|.

Lemat 3.3
(1) Dla dowolnego M zachodzi M 5 M oraz M 5 Me.

(2) Jesti M 5 M i N5 N, to Mz := N] & M'[z := N.
(3) Jesli M = M’, to M 5 M®.

Dowéd:  Dowdd czesci (1) jest przez indukcje ze wzgledu na budowe M, a czesci (2) i (3)
przez indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie M 5 M. W dowodzie punktu (2) nieoczywisty
jest przypadek, gdy M = (A\yP)Q EN P'ly := Q'] gdzie P L P oraz Q EN Q'. Zakladajac, ze
zmienna zwiazana y jest tak wybrana, ze y &€ FV (N), i korzystajac z zalozenia indukcyjnego

oP L P Q N @', mamy wtedy na mocy lematu o podstawieniu:
Mz:=N] = (A\yP[z:=N])Q[z:=N] 4 P'lz:=N"]ly:=Q'[z:=N"]] = P'[y:=Q'][x:=N"]. ]

Uwaga: Uzyty w powyzszym dowodzie zwrot ,dowdd przez indukcje ze wzgledu na wypro-
wadzenie M -3 M’” mozna écigle rozumieé¢ tak: Zbiér par terméw {(M,M") | M RN VL } jest
suma wstepujacego ciagu zbioréw X;, gdzie Xg = {(x,z) |  jest zmienna}, a kazdy zbiér X,
powstaje z X; przez dodanie wszystkich par (M N, M'N’), (AxM)N,M'[xz := N']) oraz
(AxM,  xM"), dla dowolnych (M, M’) i (N, N'), ktére sa juz w X;. Indukcje tak naprawde

prowadzimy ze wzgledu na najmniejsze takie i, ze (M, M') € X;.

M
S\
Ml M/l

N\ ¥
M/l/

Obrazek 5: Wlasnos$é rombu
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Whiosek 3.4 Relacja L ma wlasnodé rombu, tj. jesli M ENG VDV N M", to dla pewnego
termu M" zachodzi M’ % M & M.

Dowéd:  Z lematu 3.3(3) wynika, ze jako M" mozna wzia¢ M*. [

Dowéd twierdzenia 3.1: Poniewaz relacja L ma whasnosé rombu, wiec tym bardziej jej

. . . 1 z 7
domkniecie przechodnio-zwrotne —» ma wtasnos¢ rombu.
Zauwazmy teraz, ze mamy nastepujace zawierania pomiedzy relacjami:
1
=5 € = C —p.
Stad tatwo wywnioskowaé, ze relacje — i —3 sa réwne, a wiec —g ma wilasno$¢ rombu. &

Skoro udowodnilismy twierdzenie Churcha-Rossera, zobaczmy jakie ma ono konsekwencje.

Whniosek 3.5

0) Jesli M 13 N 1z Q, to M |53 Q.

1) Jesli M =g N, to M |g N.

2) Kazdy term ma co najwyzej jedna postaé normalng.

3) Rachunek lambda jest niesprzeczny jako teoria réwnosciowa: nie mozna np. wyprowadzié
réwnosci x =y, Poniewaz T #g Y.

Ql QZ Qn
AN PN
My M My M, 1 M,
N s N d
< 4 N .
° N 7 g

N AN 2
N N Ve
N AN e
N \ﬂ\ yd
N
AN [ ]
AN
N
[ ]

Obrazek 6: Dowdd wniosku 3.5(1)

Dowéd:  Jedyna nieoczywista czesé to (1). Jesli M =g N, to mamy taki ciag:
M =My« Q1 —» M « Q2> My« > M, =N

Dowodzimy M |g N, przez indukcje ze wzgledu na n. Jesli n = 0, to sprawa jest oczywista,
w przeciwnym razie z zatozenia indukcyjnego mamy My |g N. Ale My g M7 na mocy CR,
wiec M |g N wynika z czesci (0). Zob. Obrazek 6. [ |
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A zatem sens twierdzenia Churcha-Rossera mozna wyrazi¢ tak. Chociaz term moze by¢ re-
dukowany na wiele sposobdw, to wszystkie te sposoby sa zgodne. Kazde obliczenie zakoriczone
sukcesem (uzyskaniem postaci normalnej) daje ten sam wynik.

Cwiczenia
. L1, S
1. Jaki sens grafowy ma relacja — i pelne rozwiniecie termu?

2. Term M*® powstaje przez redukcje wszystkich redekséw w M. Czy M*® jest postacia normalna?

4 Eta-redukcja
Kazdy krok n-redukcji Ax. Mx —, M zmniejsza dlugosé¢ termu, zatem zachodzi
Fakt 4.1 Relacja n-redukcji ma wtasnosé silnej normalizacyi.

Aby wywnioskowaé, ze —, ma wlasno$¢ Churcha-Rossera, wystarczy wiec pokaza¢ WCR.
W istocie mamy prawie wlasno$é rombu, co mozna tatwo pokazaé, badajac mozliwe przypadki
wzajemnego polozenia redekséw.

Lemat 4.2 Domkniecie zwrotne — " relacji —y ma wtasnosé rombu.

Wiasnos¢ rombu dla n-redukcji nie zachodzi bo y , < Ax. yx —, y, tymczasem nie ma termu,
do ktorego y redukowatby sie w jednym kroku.

Wnhniosek 4.3 Relacja n-redukcji ma wtasnosé Churcha-Rossera.
Pokazemy teraz, ze wlasnos¢ Churcha-Rossera zachodzi takze dla relacji —g,,.

Lemat 4.4 Jesli P, M —3 Q to istnicje takie N, ze P =5 N pe Q.

Dowéd: Badajac wzajemne polozenie beta- i eta-redekséw w grafie termu M (Obrazek 7),
widzimy ze kolejnos¢, w ktoérej redukujemy te redeksy, na ogdt nie ma znaczenia i rezultat
jest taki sam. Pierwszy wyjatek, to sytuacja gdy eta-redeks znajduje sie w argumencie beta-
redeksu i wskutek redukcji moze zosta¢ usuniety lub powielony. Dlatego w tresci lematu
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/g\\, I/ A

Obrazek 7: Eta-redeks i beta-redeks

po prawej stronie mamy strzatke podwéjng , «- a nie pojedyncza. Pozostale dwa wyjatki
zachodza wtedy, gdy nasze dwa redeksy wykorzystuja ten sam wierzchotek grafu (lambde
lub aplikacje). Ma to miejsce w podtermach postaci (Az.Mz)N, gdzie x ¢ FV(M) oraz
postaci Ax(A\y M)z, gdzie x € FV(A\y M). Na obrazku 8 wspélne wierzchotki sa w nawiasach
kwadratowych. Szczesliwie w obu przypadkach redukcja kazdego z konkurujacych redekséw
daje ten sam rezultat. |

Q@

2N
[3]
@ \ A / \ °
SN l
[ ]
Obrazek 8: Pary krytyczne dla beta-eta-redukcji

Sytuacja zilustrowana na Obrazku 8 moze dotyczyé takze innych systeméw redukcyjnych.
Jedli redukcja kazdego z dwéch redeksow wymaga zuzycia tego samego ,,zasobu”, to mowimy,
ze redeksy te tworza pare krytyczng. Jesli kazda pare krytyczng mozna ,,uzgodni¢” to dana
relacja redukcji ma staba wilasno$é Churcha-Rossera.?

Z lematu 4.4 wynika latwo, ze mamy nastepujacy diagram:

2Dla systeméw o wlasnosci SN mamy wiec ogélna metode dowodzenia whasnosci Churcha-Rossera: uzgodnié
pary krytyczne i zastosowaé lemat Newmana 3.2.
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Z tego diagramu otrzymamy nastepny. Mowi on, ze relacje —»g i —,, sa przemienne:

Poniewaz obie relacje maja wlasno$é Churcha-Rossera, nietrudno teraz pokazadé

Twierdzenie 4.5 Relacja — g, ma wtasnosé¢ Churcha-Rossera.

Beta-eta-redukcja

Pokazemy teraz, ze wiasnosé silnej f-normalizacji jest rownowazna silnej Sn-normalizacji.
Wynika to latwo z nastepujacego prostego lematu.

Lemat 4.6 Niech M —, N —g P ale M /3 N. Wtedy istnieje takie Q, Ze M —g Q —, P.

Dowéd: Zauwazmy, ze jedyna sytuacja, w ktorej eta-redukcja moze wykreowaé¢ nowy beta-
redeks wyglada tak, jak na Obrazku 9. To jest akurat sytuacja zabroniona, bo zamiast eta-

AN
|
A /@s

Obrazek 9: Eta-redukcja tworzy beta-redeks

redeksu mozemy z tym samym skutkiem zredukowaé beta-redeks. W pozostalych przypadkach
beta-redeks redukowany w drugim kroku juz istnieje w termie M i moze zostaé zredukowany
zanim wykonana bedzie eta-redukcja. Potem dopiero wykonamy tyle eta-redukcji ile kopii
naszego eta-redeksu (byé¢ moze zero) wystepuje w Q. |

Wnhiosek 4.7 Jesli M —g, P —5 N to M —g Q —g, N, dla pewnego Q. Graficznie:
N\
. P
N /

JERN 7 pBn

\ 7/
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Whniosek 4.8 Term ma nieskoniczong B-redukcje wtedy i tylko wtedy gdy ma nieskonczong
Bn-redukcje. (Inaczej: term ma wtasnosé f-SN wtedy i tylko wtedy, gdy ma wlasno$é fn-SN.)

Dowdd:  Zalézmy, ze mamy nieskoniczona Bn-redukcje. Jesli beta-kroki wystepuja w tej re-
dukcji nieskonczenie wiele razy, to wniosek 4.7 pozwala z niej uzyskaé nieskoriczong S-redukcje
(poprzez ,przesuwanie” beta-krokéw w lewo). A nie moze by¢ tak, ze prawie wszystkie kroki
sa typu eta. Implikacja w przeciwna strone jest oczywiscie oczywista. ]

Nieco trudniej jest udowodni¢ réwnowaznosé ,,zwyklej” 5- i fn-normalizacji. Najpierw musimy
pokazaé, ze kazdy ciag beta-eta-redukcji mozna ,,posortowaé” tak aby wszystkie eta-redukcje
byly na konicu (twierdzenie 4.10 o odktadaniu n-redukeji). Niech > oznacza najmniejsza relacje
w zbiorze terméw, spelniajaca warunki:

e z > x, dla dowolnej zmiennej x;

e jesli M = M’ oraz x ¢ FV(M), to A\e.Mx = M’;
e jesli M = M, to \e. M = \x.M’;

e jesli M = M’ oraz N = N', to MN = M'N’.

Relacja > tak sie ma do n-redukcji, jak relacja L do B-redukcji. Na przyktad Az(A\y. zy)x = z,
ale Ary. zxy ¥ 2, chociaz A\zy. zxy —, z. Mamy wiec znowu ostre inkluzje:

—n &= & oy

Lemat 4.9

(1) Jesli M = M' oraz N = N', to M|z := N| = M'[x := N'|.

2) Jesli M — M' —3 P to istnieje taki term Q, ze M —»5 Q = P.
B B

Dowéd:  Czesé (1) mozna udowodnié przez tatwa indukeje ze wzgledu na definicje M = M’.
W czesci (2) najpierw udowodnimy szczegdlny przypadek:

Jesli L = Ay R oraz N = N’ to istnieje takie Q, ze LN —3 Q > Ry := N'], *)

przez indukcje ze wzgledu na dlugo$é¢ L. Sa tu dwa przypadki. Pierwszy, gdy L = Ay Ly
i L1 > R; wtedy LN —p Li[y := N|] = Rly := N'| z czesci (1). W drugim przypadku, gdy
L=Xz.Lh1zi L1 > Ay R, stosujemy indukcje.

Majac (*) dowodzimy czesci (2) przez indukcje ze wzgledu na definicje M = M'. [

Twierdzenie 4.10 (o odkladaniu 7-redukcji)
Jesli M —»g, N to M —g P —, N, dla pewnego P.

Dowéd:  Jesli M —g, N, to kazdy krok eta-redukcji mozna uwazac za krok typu >, i ,prze-
suwaé¢” w prawo z pomoca lematu 4.9(2). [ |
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Lemat 4.11 Jesli M = N oraz N jest w postaci S-normalnej, to M ma postaé B-normalna.

Dowéd: Przez indukcje ze wzgledu na definicje M = N dowodzimy, ze postaé¢ 3-normalna M’
termu M istnieje i ma wlasnoéé M’ = N.

Nieoczywisty przypadek jest wtedy, gdy M = PQ, N = P'Q oraz P = P' i Q = Q.
7 zalozenia indukcyjnego mamy postaci S-normalne P” i Q" terméw P i Q i wszystko jest
dobrze, jezeli P” nie jest abstrakcja.

Jedli P” jest abstrakcja, to musimy skorzystaé z zalozenia indukcyjnego, ze P” = P’. Poniewaz
term P’ abstrakcja nie jest, wiec musi byé tak: P” = \u. P"”'u oraz P" = P’. Przy tym P"
tez nie jest abstrakcja, bo inaczej P” nie jest S-normalne. I teraz mamy

PQ - (Au.P'"u)Q" — P"Q" - P'Q.

Pozostale przypadki sa w zasadzie rutynowe. ]

Lemat 4.12 Jesli M = N oraz N ma postaé S-normalna, to M tez ma.

Dowdd:  Tu jest indukcja ze wzgledu na liczbe krokéw redukcji IV do postaci normalnej.
Krok bazowy to lemat 4.11. W kroku indukcyjnym mamy M > N —3 N’ —5 N”, gdzie N”
jest normalne. Korzystamy z lematu 4.9 i stosujemy indukcje. |

Twierdzenie 4.13  Term ma postaé¢ beta-normalng wtedy i tylko wtedy, gdy ma postaé beta-
eta-normalng.

Dowéd:  Aby udowodnié¢ implikacje z lewej do prawej, wystarczy zauwazy¢, ze n-redukowa-
nie postaci beta-normalnej nie tworzy nowych beta-redekséw (éwiczenie 4), musi wiec w koricu
da¢ postaé¢ fn-normalna.

W dowodzie implikacji odwrotnej korzysta sie z twierdzenia o odkladaniu eta-redukcji. Mamy
wiec redukcje M —g N —, P do postaci fn-normalnej. Poniewaz —, jest zawarte w >, wiec

z lematu 4.12 wynika, ze N (a wiec i M) ma postaé¢ S-normalna,. |
Cwiczenia
1. W jaki sposéb beta-redukcja moze spowodowaé powstanie nowego beta-redeksu? Eta-redeksu?
2. Uzupemi¢ szczegdlty dowodu twierdzenia 4.10.
3. Dlaczego twierdzenie 4.10 nie wynika natychmiast z lematu 4.67
4. Pokazaé, ze jesli M jest w postaci S-normalnej oraz M —, N to N jest w postaci 3-normalne;.
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5 Standaryzacja

W jednym termie moze wystepowaé wiecej niz jeden redeks. Mozliwe sa wiec rézne strategie
redukcji. Jedna z nich polega na wybieraniu zawsze tego redeksu, ktory zaczyna sie najbar-
dziej na lewo. Méwimy wtedy o redukcji lewostronnej. Okazuje sie, ze strategia redukcji
lewostronnej jest strategia normalizujacg, tj. ta metoda zawsze dojdziemy do postaci normal-
nej, jesli ona istnieje. Popatrzmy na przyktad na term Kz). W zaleznosci od wyboru strategii
redukcji mozemy dojéé¢ do postaci normalnej lub redukowaé ten term w nieskonczono$é.

W istocie prawdziwe jest nieco silniejsze twierdzenie, zwane twierdzeniem o standaryzacyi.
Powiemy, ze wyprowadzenie
My —- M —---— M,

jest standardowe, jezeli dla dowolnego ¢ = 0,...,n — 2, w kroku M; — M;;; redukujemy
redeks polozony® nie dalej od poczatku termu niz redeks, ktéry redukujemy w nastepnym
kroku M;1 — M;4+9. Na przykiad ta redukcja jest standardowa:

(Azr.zz)((Azy.z(2y)) Au.w)(Aw.aw)) = (Az.zz)(Ay.(Av.w) (Au.w)y))(Aw.w)) —
— (Az.zz)((Avw)(Ava) Aw.aw))) = (Az.zz)(Avw) Aw.aw)) = (Az.zx)(Aw.w).

a ta nie jest:

(Az.zx)((Azy.2(zy)) Au.uw) Aw.w)) = (Az.zz)(Ay.Av.aw) (Av.uw)y))(Aw.w)) —
(Az.zz)((Ay.(Au.w)y) Aw.w)) = (Az.zz)(Ay.y) Aw.w)) = (Az.az)(Aw.w).

Twierdzenie 5.1 Jesli M —g N, to istnieje standardowa redukcja z M do N.

Zajmiemy sie teraz dowodem twierdzenia 5.1. Zaczniemy od tego, ze kazdy term M jest jednej
z dwéch mozliwych postaci:

1) A\Z.2R;

2) A\z.(\y.P)QR,

gdzie dtugos$é wektora & moze by¢ zerem, a z moze wystepowa¢ w Z lub nie. W przypadku (1)
moéwimy, ze term jest w czotowej postaci normalnej*. Natomiast w przypadku (2) méwimy,
ze term ma redeks czotowy (Ay.P)Q. Krok redukcji

M = \2.(\y.P)QR —3 \Z.Ply = QIR =N

nazywamy wtedy redukcjg czotowq i zapisujemy M 2 N. Tnne kroki redukcji nazywamy
wewnetrznymi, a w takim przypadku uzywamy symbolu —. Kluczowy lemat 5.3 méwi, ze
redukcje czolowe mozna wykonaé przed wewnetrznymi. Dowdd tego lematu nie jest jednak
tak oczywisty, jak mogloby sie wydawaé (éwiczenie 3) 1 wymaga pewnych przygotowan, w tym
dwoéch pomocniczych relacji. Idea dowodu polega na uzyciu redukcji postaci —1>, ktore tatwiej
rozbié¢ na cze$é czolows i wewnetrzna,.

3Liczy sie poczatek redeksu.
4Uwaga: czolowa postaé normalna nie jest na ogél postacia normalna,.
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e Napiszemy M Ry , gdy istnieje ciag redukcji wewnetrznych z M do N, ktére jed-

noczesnie stanowia redukcje postaci 5 (éwiczenie 4).
h .
e Natomiast M = N zachodzi wtedy gdy M — P WY , oraz kazdy term @) wystepujacy

h
w redukcji M — P spelnia warunek @ 4N (¢éwiczenie 5).

Lemat 5.2
(1) Jesli M g VAN P, toM b Q EN P, dla pewnego Q.

7N
AN /

h \ /1
N\ /
(2) Jesli M = M’ oraz N = N' to Mz :== N] = M'[z := N'] (%)
(3) Jesli M 5 N, to M = N.
Dowéd: Cwiczenie. N

h i
Lemat 5.3 Jezeli M —3 N, to M — P — N, dla pewnego P.

h .
Dowdd: Relacja = rozktada sie z definicji na — i E), i na dodatek zawiera relacje EN
(lemat 5.2(3)). Zatem,

h i
jesli M N N,toM —» L E\ N, dla pewnego L,

czyli L rozklada sie na faze czolows i faze postaci 1 7 lematu 5.2(1) wynika taki obrazek:

. . 1 . h . , .. L. 1i i
A wiec relacje =i - mozna permutowad, a to juz wystarczy, bo przeciez N - = C—». 1

Dowdd twierdzenia: Na mocy lematu 5.3 mamy M —h» M' = N. Po wykonaniu wszyst-
kich redukcji czolowych, ksztalt termu sie cze$ciowo ,ustala”, jedli wiec M’ = M\E.2R albo
M = )\:E.()\y.P)Qﬁ, to dalsze redukcje odbywaja sie wewnatrz P, @) i R. Stosujac indukcje
do terméw P, Qi ﬁ, otrzymujemy standardowe redukcje, ktore wykonujemy ,,od lewej” tj. naj-
pierw w P, potem w () i potem w kolejnych wyrazach ciagu R. ]

Udowodnilismy wiec twierdzenie o standaryzacji. A oto najwazniejszy wniosek z niego.
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Wnhiosek 5.4 Jesli M ma postaé¢ normalng N, to istnieje lewostronna redukcja z M do N.

Powyzszy wniosek® mozna odczytaé tak: Jesli istnieje nieskonczona redukcja lewostronna za-
czynajaca sie od M, to term M nie ma postaci normalnej. Mozna to stwierdzenie wzmocnié
w taki sposéb. Powiemy, ze nieskoniczony ciag redukcji jest quasi-lewostronny, jesli nieskornicze-
nie wiele razy nastepuje w tym ciggu redukcja redeksu potozonego najbardziej na lewo.

Fakt 5.5 Jesli istnieje nieskonczony quasi-lewostronny cigg redukcji zaczynajgcy sie od M, to
term M nie ma postact normalne;.

Dowéd:  Na potrzeby tego dowodu powiedzmy, ze term jest wytrzymaty, gdy ma redukcje
quasi-lewostronna, w ktérej wystepuje nieskoriczenie wiele krokéw postaci Ly Zauwazmy, ze
jesli N jest wytrzymaly, to N BN dla pewnego wytrzymalego termu N’ (éwiczenie 6).

Zaltézmy teraz, ze M ma posta¢ normalna. Przez indukcje ze wzgledu na jej dlugosé udowod-

nimy, ze M nie moze mieé¢ nieskonczonej redukcji quasi-lewostronnej. Przypusémy naj-
pierw, ze M jest termem wytrzymalym. Uzywajac ¢wiczenia 6 mozna wtedy zdefiniowaé

h
ciag wytrzymatych terméw N;, takich ze Ng = M oraz N; -1 N;,1 dla dowolnego i € N. Ina-
czej mowiac, ,wyciagajac na poczatek” redukcje czotowe otrzymamy nieskonczona redukcje
czotowa (w szczegdlnosci lewostronna) termu M. Nie moze wigc istnie¢ postaé¢ normalna.

Zatem jesli M = Mgy — My — Ms — - - - jest nieskoniczona redukcja quasi-lewostronna, to od
pewnego miejsca mamy tylko redukcje wewnetrzne postaci )\Z.yﬁ N AE.y]S’ N )\Z.yﬁ” 5.
Sposrod redukeji lewostronnych wystepujacych w tym ciagu, nieskoniczenie wiele dotyczy tej
samej sktadowej wektora 13, wiec wystarczy uzy¢ zalozenia indukcyjnego. |

Cwiczenia
1. Jaki jest parametr indukcji w dowodzie twierdzenia 5.17
2. Pokazaé, ze niepusta redukcja jest standardowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednej z postaci:
e \P)Q — Plz:=Q)|=M — - = My;
e e My > Az My — -+ = A My;
o M\N, =+ = M,N, = -+ = M,N,,
gdzie ciagi My — -+ — M, i Ny = --- — N, sa standardowymi redukcjami.

3. Diagram ponizej przedstawia naiwna prébe dowodu lematu 5.3. Na czym polega blad?

5Ten fakt bywa nazywany twierdzeniem o normalizacji. Obecnie rzadziej uzywa sie tej nazwy, bo ,norma-
lizacja” zwykle oznacza istnienie postaci normalnych.
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4. Zdefiniowaé poprawnie relacje 1§ udowodnié lemat 5.2(1). Czy ten dowdd pozostanie poprawny,
R . 1i . . o1
jesli zdefiniujemy — jako iloczyn relacji — i — 7

5. Zdefiniowaé¢ poprawnie relacje = i udowodnié¢ lemat 5.2(2-3).

6. Term jest wytrzymaly, gdy ma redukcje quasi-lewostronna, w ktérej jest nieskoniczenie wiele

krokéw postaci LY Udowodnié¢, ze jesli N jest wytrzymaly, to N LN dla pewnego wytrzy-
matlego termu N'. Wskazéwka: Z twierdzenia o standaryzacji wynika poprawnosé diagramu:

N
L .
N i/%
h o\

/
N,

6 Rachunek )\l

Term M jest nazywany Al-termem, jezeli nie wystepuje w nim jako podterm zadna abstrakcja
postaci Ax N, gdzie x ¢ FV(N). To znaczy, ze kazda abstrakcja wiaze przynajmniej jedno
wystapienie zmiennej. Nietrudno zauwazy¢, ze jesli M jest MI-termem, oraz M —z M’, to M’
tez jest AI-termem (chociaz nie na odwrot). Dlatego mozna méwié o rachunku NI, w ktérym
rozwaza sie tylko takie termy. Pelny rachunek lambda nazywany tez bywa rachunkiem AK.
Ta terminologia bierze si¢ z tradycyjnych oznaczen:

I=)zx
K = \zy.x

Najciekawsza wlasnos¢ AI-terméw jest taka:

Twierdzenie 6.1 Jesli \I-term ma postaé normalng, to ma wtasno$¢ silnej normalizacyi.

Dowéd:  Zalézmy, ze M jest AI-termem o postaci normalnej M’. Na mocy standaryzacji
mamy lewostronna redukcje M —¢ M’. Przez indukcje ze wzgledu na dtugoéé tej redukeji
pokazemy, ze M € SN. W tym celu wystarczy wiedzieé, ze jesli M —* N € SN, to M & SN.
To zas udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na dlugosé postaci normalnej termu N.

Przypadek 1: Term M jest w czolowej postaci normalnej AZ.yRi1Rs ... Rx. Mamy wtedy
N = \.yR| ... R, gdzie R; — R;, dla pewnego i, a w pozostalych przypadkach R; = R;.
Poniewaz N € SN, wiec R, € SN. Ponadto, posta¢ normalna termu R, jest krétsza niz postaé
normalna N, wiec teza wynika z zalozenia indukcyjnego.

Przypadek 2: Term M ma redeks czolowy, tj. M = AZ.( Ay P)QR; ... R;. Wtedy N ma
posta¢ N = AZ. Ply := Q|Ry ... Ry. Poniewaz N € SN, to wszystkie termy P,Q, R1,..., Ry
sa w SN (¢éwiczenie 1).

7 tego powodu, kazdy ciag redukcji wewnetrznych M RN My RN Mo o musi by¢ skonczony.

A kazdy ciag redukcji postaci M Y Ay P)Q'R, ... R, T Ply:=QR,...R, - ---
tez musi si¢ skoniczyé¢, bo N — AZ. P'ly .= Q'|R} ... R}, oraz N € SN [
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Cwiczenia
1. Pokazaé, ze jesli N[y := Q] € SN, to N € SN. Jesli dodatkowo y € FV(N), to takze @ € SN.

2. Czy zawsze jesli M — N € SN to M € SN?
3. Czy nastepujacy dowdd wniosku 5.4 jest poprawny?

Zatozmy, ze term M ma postaé normalng ale ma tez nieskonczong redukcje. Z Twierdzenia 6.1
wynika, zZe przyczyng tego musi byé jakis podterm wtasciwy B termu M, ktéry nie ma postaci
normalnej i ktory jest usuwany przez pewnq redukcje postaci (Ax. P)Q — P, gdzie x ¢ FV(P)
(bo jest podtermem Q). Wybierzmy takie B moZliwie najbardziej na lewo. Skoro ten term jest
usuwany przez jakas redukcje, to tym bardziej przez redukcje lewostronng.

4. Czy jesli M ma posta¢ normalna i kazdy jego podterm wiasciwy jest SN, to M € SN?

5. Czy istnieje zbiér A C SN o tej wlasnosci, ze M € A wtedy i tylko wtedy, gdy M Ny ... N € SN,
dla dowolnych Ni,..., N, € A?

7 Sila wyrazu

Rachunek lambda jest systemem pozornie bardzo prostym. Abstrakcja i aplikacja wydaja sie
trywialnymi operacjami, i moze sie zdawaé, ze niczego ciekawego nie da sie z nich uzyskac.
Okazuje sie jednak, ze sita wyrazu tego rachunku jest tak duza jak moc obliczeniowa maszyn
Turinga.

Kombinator(y) punktu stalego

Zaczniemy od do$¢ paradoksalnej wlasnosci rachunku lambda. Kazde rownanie stalopunktowe
ma w nim rozwiagzanie. Odpowiedzialny za to jest na przyklad taki term:

Y = Mf.(\z.f(zz))(Ax. f(zx)).
Gléwna wlasnos¢ termu Y jest taka: Dla dowolnego termu F' zachodzi beta-rownosé:
(*) F(Y(F)) =p Y(F).
Rzeczywiscie, Y(F') =g (Ax.F(zx))(Ae.F(zx)) =g F((Ax.F(zz))(A\x.F(xx)) =g F(Y(F)).

Termy o whasnosci () nazywamy kombinatorami punktu stalego.

Fakt 7.1 Dla dowolnego termu M istnieje taki term N, ze N =g M|z := NJ.

Dowéd:  Wystarczy przyja¢ N =Y (\z.M). [ |

Przyklad 7.2

o Istnieje taki term M, ze May =g MyxM. Mozna przyja¢c M = Y (Amay.myxm).
Wtedy M =g Azy.MyxM, skad takze Mxy =g MyxM.

e Istnieje taki term M, ze dla dowolnego N zachodzi MN =g MNN, na przykiad
M =Y (Amx.mzzx).
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Proste rzeczy

Teraz pokazemy jak w rachunku lambda mozna zinterpretowaé pewne proste konstrukcje.
Zaczniemy od wartosci logicznych

true = \xy.x false = Axy.y
i instrukcji warunkowej
if P then Q) else R = PQR.
Latwo sprawdzi¢, ze if true then () else R —3 () oraz if false then () else R —3 R.

Nastepna konstrukcja to para uporzadkowana. Przyjmiemy

(M,N) = MAz.xMN,
o = Arixe.x;, dlai=1,2;
I, = Ap.pm.

Jak nalezy sie spodziewa¢, mamy II;(M;, My) —g M;. Zauwazmy jednak, ze nie zachodzi
réwnosé (IIy M, IIo M) =5 M, tj. nasza para uporzadkowana nie jest surjektywna.

Uwaga: Dodanie do rachunku lambda surjektywnej pary uporzadkowanej powoduje utrate
wlasnosci Churcha-Rossera. Oznacza to w szczegdlnosei, ze w (beztypowym) rachunku lambda
nie mozna takiej operacji zdefiniowac.

Liczby naturalne reprezentujemy w rachunku lambda jako tzw. liczebniki Churcha:
cn = Nz f"(z),

gdzie notacja f™(x) oznacza oczywiscie term f(f(---(x)---)), w ktérym f wystepuje n razy.
Zwykle zamiast ¢, bedziemy pisaé n, co jest mniej precyzyjne ale wygodne. Wiec na przyktad:

0 = Mfz.a
1 = Max.fax
2 = Maf(fz),

i tak dalej. Zauwazmy, ze 1 =g, I, ale 1 #5 L.

Powiemy, ze funkcja czesciowa f : N¥ —o— N jest definiowalna w beztypowym rachunku
lambda (A-definiowalna) jezeli istnieje term zamkniety F', speliajacy dla dowolnych liczb
ni,...,ni € N nastepujace warunki:

o Jezeli f(n1,...,n,) =m, to Fn;...n; =3 m;

e Jezeli f(ny,...,ng) jest nieokreslone, to F'n; ...n; nie ma postaci normalnej.

Moéwimy oczywiscie, ze F' definiuje lub reprezentuje funkcje f w rachunku lambda. W przy-
padku, gdy dodatkowo dla wszystkich ny,...,n; € N spelniony jest warunek

e Jezeli f(nq,...,ng) jest okreslone, to F'nj ...n; ma wlasno$é silnej normalizacji,

to powiemy, ze F dobrze definiuje funkcje f, ktora nazwiemy dobrze definiowalna. Kilka
przykladow terméw dobrze definiujacych pewne funkcje mamy ponizej.
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Przyklad 7.3

e Nastepnik: succ = M\nfz. f(nfz);

e Dodawanie: add = Amnfx.mf(nfz);

Mnozenie: mult = Amnfx.m(nf)z;

Potegowanie: exp = Amnfx.mnfz;

Test na zero: zero = Am.m(\y.false)true;

Funkcja k-argumentowa stale rowna zeru: Zi = Am;q ... my.0;

Rzut k-argumentowy na i-ta wspolrzedna; I"I}Af = Amq...mg.m;.

Reprezentowanie funkcji czesciowo rekurencyjnych

Przypomnijmy, ze funkcje czeiciowo rekurencyjne® tworza najmniejsza klase funkcji czes-
ciowych nad N zawierajaca funkcje bazowe:

e nastepnik, succ(n) =n + 1;

e rzuty, I} (n1,...,ng) = n;;

e funkcje stale réwne zeru, Zx(nq,...,n;) =0,

i zamknieta ze wzgledu na sktadanie, rekursje prosta i operacje minimum. Na wszelki wypadek,
przypomnijmy tez znaczenie tych terminéw.

e Funkcja f : N¥ —o» N powstaje przez sktadanie funkcji h : N¢ —o» N z funkcjami
g1, g0 NP —om N, gdy
— Dom(f) = {7 | @ € Dom(g;) dla wszystkich i, oraz (g1(7), ..., ge(71)) € Dom(h)};
- f(i) = h(g1(7), - .., ge(77)), dla dowolnego 7= € Dom(f).
e Funkcja f : NF*1 —os N powstaje przez rekursje prostq z funkcji h : N¥t2 —os N

i funkcji g : N¥ —o» N, jezeli dla dowolnego n € N i dowolnego 7 € N¥ spelnione s
réwnania

- f(oaﬁ) = g(ﬁ)§
- f(n + 17ﬁ) = h(f(nvﬁ)7naﬁ)a
przy czym rownanie uwazamy za spelnione, gdy obie strony sa okreslone i rowne, lub

obie strony sa nieokreslone. Warto$¢ wyrazenia h(f(n,7),n,) jest okreslona wtedy
i tylko wtedy gdy (n,7) € Dom(f) oraz (f(n,7),n,7) € Dom(h).

5To to samo co klasa funkcji czedciowych obliczalnych przez maszyny Turinga. Dowéd twierdzenia 7.9
wykorzystujacy maszyny Turinga jest w Dodatku A.



18 kwietnia 2024, godzina 16: 26 strona 26

e Funkcja f : N¥ —o— N powstaje z funkcji h : N**1 —o- N przez zastosowanie operacji
minimum, co zapisujemy f(i1) = uy[h(i,y) = 0], gdy dla dowolnego 7 € N¥,
— Jedli istnieje takie m, ze h(7i,m) = 0 oraz wszystkie wartosci h(7i, ) dla i < m sa
okreslone i rézne od zera, to f(77) = m.

— Jesli takiego m nie ma, to f(7) jest nieokreslone.

Klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji catkowitych nad N za-
wierajaca funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na skladanie i rekursje prosta. Szczegdlne
funkcje pierwotnie rekurencyjne to funkcja pary

(m+n)(m+n+1)

p(m,n) = 5 +m,

i dwie funkcje left i right, takie ze dla dowolnego n,

n = p(left(n), right(n)),

czyli funkcje odwrotne do funkcji pary. Mamy nastepujace

Twierdzenie 7.4 (o postaci normalnej Kleene’go) Kazda funkcje czes$ciowo rekurencyjng mozna
przedstawic w postaci

f(it) = left(uylg(i,y) = 0]),

gdzie g jest funkcjg pierwotnie rekurencyjng.”

Udowodnimy teraz, ze kazda funkcja cze$ciowo rekurencyjna jest definiowalna w rachunku
lambda. Zaczynamy od najlatwiejszego.

Lemat 7.5 Funkcje bazowe sq lambda-definiowalne.
Dowéd:  Przykiad 7.3. n

Lemat 7.6 Jesli funkcja catkowita f powstaje przez sktadanie lambda-definiowalnych funkcji
catkowitych, to tez jest lambda-definiowalna.

Dowéd:  Oczywiste. Ale tylko dlatego, ze mowa o funkcjach catkowitych. |

Lemat 7.7 Jesli funkcja catkowita f powstaje przez rekursje prosta z lambda-definiowalnych
funkcji catkowitych, to tez jest lambda-definiowalna.

Dowéd:  To juz nie jest oczywiste. Zalézmy, ze f jest zdefiniowana réwnaniami

f(0,7) = g(7);
fin+1,7) = h(f(n,i),n,n),

"Tak naprawde to jest nawet funkcja elementarnie rekurencyjna.
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i ze funkcje g i h sa definiowalne odpowiednio za pomoca terméw G i H. Zdefiniujmy pomoc-

nicze termy
Step = Ap.(succ(Ilip), H(II2p)(Il1p)xy ... Tm);
Init = (0,Gzi...zp).

Funkcja f jest wtedy definiowalna termem
F = X\zzy ... xp. [a(z Step Init).
Ta definicja wyraza nastepujacy algorytm obliczania wartosci funkcji f: generujemy ciag par
(0,a0), (1,a1),...,(n,an),

gdzie ap = g(n1,...,nm), kazde a;+1 to h(a;,i,m1,...,ny) oraz a, = f(n,ni,...,Np). [ ]

Whniosek 7.8 Funkcje pierwotnie rekurencyjne sq lambda-definiowalne.

Poniewaz mamy twierdzenie Kleene’go, wiec pozostaje juz (prawie) tylko pokaza¢ lambda-
definiowalno$é¢ funkeji okreslonych przez minimum. Mozna do tego wykorzysta¢ kombinator
punktu statego Y, rozwiazujac odpowiednie réwnanie stalopunktowe. My to zrobimy troche
delikatniej, ,opézniajac” dziatanie kombinatora, dzieki czemu uzyskamy silniejszy wynik.

Twierdzenie 7.9 Wszystkie funkcje czesSciowo rekurencyjne sq lambda-definiowalne.

Dowéd:  Niech f(77) = left(uylg(7,y) = 0]), gdzie g jest funkcja pierwotnie rekurencyjna.
Na mocy wniosku 7.8, zaréwno g jak left sa lambda-definiowalne pewnymi termami G i L.
Okreslimy pomocniczy term

W = Ay.if zero(GZy) then \w.Ly else \w.w(succy)w.
Funkcja f jest definiowana termem
F =) 2 WOW.

Rzeczywiscie, przypusémy najpierw, ze uylg(fi,y) = 0] = n, oraz left(n) = r. Wtedy mamy
taki ciag redukcji:

Fn B WOW B W].W B B WHW B Ln —p T, (1)
gdzie W oznacza wynik podstawienia @i na & w termie W.

Jesli minimum jest nieokreslone, to znaczy, ze wszystkie wartosci g(7, m) sa okreslone i rézne
od zera, bo funkcja g jest calkowita. Wtedy mamy nieskoriczony ciag redukcji

Fi -5 WOW =3 W1W =g - =g WnW —p - -
Ten ciag jest quasi-lewostronny, a zatem na mocy Faktu 5.5 postaci normalnej nie ma. |

W istocie prawdziwy jest silniejszy fakt:
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Fakt 7.10 Wszystkie funkcje cze$ciowo rekurencyjne sq dobrze lambda-definiowalne.

Dowéd Faktu 7.10 opiera sie na tej samej konstrukeji co dowdd twierdzenia 7.9, ale wymaga
dodatkowo dowodu silnej normalizacji, ktéry opuszczamy.

Whiosek 7.11 Nastepujgce problemy sq nierozstrzygalne:

e Dane termy M i N. Czy M —5 N ¥
e Dane termy M i N. Czy M =g N ¥
e Dany term M. Czy M ma postaé normalng?

o Dany term M. Czy M ma wlasnosé¢ silnej normalizacji?

Druga i trzecia czes¢ wniosku 7.11 sa szczegdlnymi przypadkami twierdzenia 7.13, ktoére jest
w rachunku lambda odpowiednikiem twierdzenia Rice’a. Aby udowodnié to twierdzenie wyko-
rzystamy numeracje Godla: niech nr(M) oznacza numer termu M w pewnej ustalonej nume-
racji. Jesli nr(M) = n, to napis M oznaczaé bedzie liczebnik Churcha n. Mamy rekurencyjne
funkcje app i num, takie ze:

app(nr(M))(nr(N)) = nr(MN)
num(n) = nr(n).
7 twierdzenia 7.9 wynika, ze sa to funkcje A-definiowalne: sg takie termy App i Num, ze:
App M N = MN and Numn = n.

Zauwazmy, ze Num M = M. Jest to liczebnik Churcha odpowiadajacy numerowi liczebnika
odpowiadajacego numerowi termu M, czyli niejako ,numer numeru termu M”. Zachodzi
nastepujace twierdzenie o punkcie statym:

Twierdzenie 7.12 Dla dowolnego termu F istnieje term X o wtasnosci F(X) =5 X.

Dowéd: Niech X = ZZ, gdzie Z = A\z. F(App x(Num x)). Wtedy
X =22 =p F(App Z(Num Z)) =5 F(App Z Z) =5 F(22) =p F(X). "

Twierdzenie 7.13 (D. Scott) Niech A bedzie zbiorem termow, ktory jest:

o mietrywialny, tj. niepusty i nie pelny;

o zamknigly ze wzgledu na beta-konwersje, tj. M =g N € A implikuje M € A.

Wowczas A jest nierozstrzygalny.

Dowdéd: Zalézmy, ze A jest nietrywialny i rozstrzygalny. Rozstrzygalnosé oznacza, ze
funkcja charakterystyczna chy zbioru A = {nr(M) | M € A} jest rekurencyjna, a zatem
definiowalna. Istnieje wiec taki term F', Ze
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ras {9 A
Ustalmy M; € A, Ma ¢ A i niech:
G = \x.if zero(Fz) then M, else M.
Z twierdzenia 7.12 wynika, ze G(N) =5 N, dla pewnego N. Wtedy jednak:

o Jesli N € A, to N = G(N) =5 My & A.
o Jesli N A, to N =G(N) =g M; € A.

A zatem zbidr A nie moze by¢ zamkniety ze wzgledu na beta-konwersje. |

Uwaga: Warunek zamknietosci ze wzgledu na beta-konwersje nie jest spelniony przez wiele
istotnych zbioréw terméw (probleméw decyzyjnych). Dotyczy to na przykltad pierwszej i ostat-
niej czedci wniosku 7.11, a takze zbioréw termoéw typowalnych w rachunkach z typami.

Cwiczenia
1. Niech G = SI =g Ayf.f(yf). Term jest kombinatorem punktu stalego wtedy i tylko wtedy, gdy
jest punktem stalym G.
2. Zdefiniowaé¢ w rachunku lambda poprzednik dla liczb naturalnych.

3. Pokazaé, ze w definicji funkcji definiowalnej mozna zadaé¢ Fn; ...ny —g f(n1,...,nx), i ze nic
sie nie zmieni, jesli dopusci¢ FV(F) # @.

4. Nic sie tez nie zmieni, jedli w definicji funkcji A-definiowalnej zamiast =g uzyjemy =g,,.

8 Lambda-teorie i drzewa Bohma

Jak juz méwilismy, zwykly rachunek lambda mozna uwaza¢ (w uproszczeniu) za pewna teorie
réwnosciowa. Inna teorie otrzymamy, jesli do aksjomatow beta-konwersji dotozymy eksten-
sjonalo$¢ w postaci reguty (ext) lub aksjomatu (7). A co jesli dodaé jako nowy aksjomat na
przyklad rownos¢ K = S? Wtedy dla dowolnego termu M wywnioskujemy

M = SI(KM)I = KIKM)I =1,

a wiec takie rozszerzenie rachunku lambda byloby sprzeczne. Termy K i S to tylko przyktad.
Okazuje sie, ze sprzeczna musi by¢ kazda teoria, ktora skleja ze soba dwie rézne postaci
Bn-normalne. Wynika to z nastepujacego twierdzenia Bohma:

Twierdzenie 8.1 (C. Bohm, 1968) Niech M i N beda kombinatorami w postaci S-normalnej
i niech M #g, N. Wtedy istnieje taki ciqg zamknigtych terméw P, Ze MP =g true oraz

NP =g false.

Zobaczmy na przykladzie jak mozna rozrézni¢ dwa termy. Niech M = Azy.z(Az.zzy)y
i N = \zy.z(Azv.xzav)y. Wygodnie jest przedstawié te termy za pomoca drzew (Obrazek 10).
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Obrazek 10: Drzewa dla M = Azxy.x(Az.xzy)y i N = Azy.x(Azv.zzz0)y

Istotna réznica pomiedzy tymi drzewami to liscie odpowiadajace zmiennej y w termie M
i zmiennej x w termie N. (Wystapienie v w termie N jest nieistotne, bo Azv.zzzv =, A\z.x22.)
Aby wykorzystaé te réznice do ,odseparowania” terméw M i N nalezy zaaplikowaé je do takich
argumentow, ktore wyciagna z nich ,na wierzch” wilasnie te liScie. Postuzymy sie trickiem,
zwanym ,, Béhm-out technique”. Niech P = Auw.{u,w). Wtedy dla dowolnego @ zachodzi
MPQ =5 (\2.(2,Q),Q). Dalej MPQtrueRfalse =g () dla dowolnego R. Tymczasem
NPQtrue Rfalse =g P. Wybierzmy wiec jakiekolwiek R oraz ) = Auvw.true i niech P
oznacza ciag (P, @, true, R, false, false, I, true). Wtedy MP =3 true oraz NP =g false.

Dowdd twierdzenia Bohma

Przypomnijmy, ze true = Azy. z, false = Axy.y oraz ﬂf = Ax1...2 x; dla ¢ < k. Uogdlnie-
niem pary uporzadkowanej (M, N) = Af. fM N jest p-krotka:

(My, ..., My) = \f. fM; ... M,
Przez T}, oznaczymy operator tworzenia krotki, tj. T, = Ax1...xpAf. fo1... 2)p.
Podstawienie postaci S = [z; := T},i=1,... » Nazwiemy m-podstawieniem, gdy liczby p1,...py
sa parami rézne i wieksze od m. Termy M i N sa m-rozrdznialne gdy dla dowolnego
m-podstawienia S o dziedzinie FV(M) U FV(N) istnieje taki ciag kombinatoréw L, ze:

MIS]L —g true oraz N[S]|L — g false.

Termy rozroznialne, to takie, ktére sa m-rozréznialne dla pewnego m. Zauwazmy, ze rozrdz-

nialno$¢ jest relacja symetryczna. Jesli bowiem M i N sa m-rozréznialne, to takze N i M sa
m-rozroznialne, bo true false true — 3 false oraz false false true — 4 true.

Twierdzenie Bohma udowodnimy pokazujac, ze eta-rézne postaci normalne musza by¢ rozréz-
nialne (lemat 8.6).

Lemat 8.2 Jesli termy M i+ N sq rozroznialne, to Ax M i Ax N teZ sq rozroznialne.

Dowédd:  Zalézmy, ze M i N sa m-rozréznialne. Wezmy m-podstawienie S i niech p > m
bedzie nowe (takie, ze T}, nie wystepuje w S). Wtedy S’ = S[x := T,| jest m-podstawieniem,
wiec M[S'|L —p true oraz N[S’'|L —p false dla odpowiedniego ciagu kombinatoréw L.
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Zatem (Ax M) [S]TpE —g M[S][x = Tp]E = M[S'|L —»g true i podobnie term (Az N) [S]Tpi
redukuje sie do false. |

Lemat 8.3 Jesli x  FV(N) i termy M i Nz sq rozroznialne, to termy Az M i N tez.

Dowéd:  Zalézmy, ze M i Nx sa m-rozréznialne. Niech S bedzie m-podstawieniem i niech
S(x) = Tp. Istnieje taki ciag L, ze M[S]|L —g true oraz N[S]TPI_: — 3 false. Poniewaz x jest
zwiazane w termie \x M, wiec (A\x M)[S] = Az M[S’] gdzie S’ to S ograniczone do zmiennych
réznych od z. Zatem (Az M) [S]Tpl_: =(\z M[S’])Tpf —g MIS|L —g true i juz dobrze. &

Lemat 8.4 Jesli x # y i termy M = xPy... P, i N = yQ1...Q¢ sqa w postaci normalnej,
to M i N sq rozréznialne.

Dowéd:  Wybierzmy m > k, ¢ i rozpatrzmy dowolne m-podstawienie S. Niech S(x) = T,
iS(y) =T, Wtedy M[S] =T,Pi[S]... P;[S] - Aif. fPi[S]... Py[S]u, gdzie wektor zmien-
nych @ jest dlugosci p — k. Podobnie N[S] = T,Q1[S]...Q¢[S] =5 AUg.gQ1[5]...Q[S]T,
gdzie wektor ¢ ma dtugosé q — 4.

Zalézmy najpierw, ze wektory i ¥ sg réznej dtugosci, np. p — k < ¢ — . Wtedy mozemy bez
straty ogélnosci zalozy¢, ze U = u f, czyli ze N[S] =g Mifwg. gQ1[S]... Qe[S]u fu. Jesli
teraz L =L ... Ly_¢41 jest dowolnym ciggiem kombinatoréw diugoscei ¢ — £ + 1, to:

MIS|L —5 Ly k41 Pi[S] ... Pe[S)L1 ... Ly 1Ly ko Lgpi1;

NISIL =g Lg—e41@u[S] .. Qe[S|L1 ... Lg—s.
Przy tym p—k +1# q— {4+ 1, wiec wystarczy wzia¢ Ly_y1 = Ay1...Yq—1+k-true oraz
Ly—¢y1 = A21...74 false i dostaniemy MIS]L —g true i N[S]|L —g false. Pozostale
termy L; moga by¢ jakiekolwiek, np. L; =T dlai#p—k—+1,q— ¢+ 1.
Zal6ézmy teraz, ze p — k = ¢ — £. Mozemy wtedy przyjac, ze N[S] =3 Mif. fQ1[S]...Q[S]u.
Poniewaz p # q, wiec k # {; przypusémy, ze k > £ i p > q. Niech L=1L. . Ly, gdzie
Ly = Az1...25_y.true, oraz Ly_yyq = false. (Uwaga: k—(+1<p—k=qg—4{ bok<q.)
Pozostale termy L; sa nieistotne. Aplikujac M[S] i N[S] do argumentéw L} 41, dostajemy:
M[S]fﬁri+1 —g mhy 1 P1[S]. .. Py[S|L —4 Ly, poniewaz ciag P1[S]. .. P,[S]L ma dlugosé p.
N[S]I_:WZH —5 T Q1[S]. .. Qu[S|L —3 M. Liy_11, bo teraz ciag argumentéw jest krétszy.
Wektor zmiennych 0 jest dlugosci & — ¢. Dlatego nasze termy zaaplikujemy jeszcze do k — £

egzemplarzy kombinatora I i dostaniemy:

M[S]E?TZ_II ...T—-5 LI...1 »g true oraz N[S]EWZ_II ...l »g Ly_44q = false. 1

Lemat 8.5 Jeslik £ £ itermy M =xPy... P, i N = xQ1...Qy sq w postaci normalnej, to M
i N sq rozrdzinialne.
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Dowéd: Zalézmy, ze k < £. Wybierzmy m > k, £ i niech .S bedzie m-podstawieniem. Wtedy
S(x) =Ty, przy czym p > k,{. Zatem
MS] —g Xi f. fP1[S]... Py[S]d oraz NI[S] =5 A g. gQ1[5] ... Q¢[S]7,
gdzie wektory « 1 U sa odpowiednio dlugosci p — k i p — £. Wektor « jest dluzszy i mozemy
przyja¢ 4 = vgw. A wiec M[S] g AMigw f. fP1[S]... P[S|Ugw. Niech L = Ly ... Ly 41,
gdzie Ly_py1 = Ay1...yp.-true, L, o 1 = Az1...2p_py. false, oraz L; = I w przeciwnym
przypadku. Wtedy
MIS|L =5 Ly 541 Pi[S]... Pe[SIT... 1L, ;11...T —p true,

N[S|L =g Ly 131@Q1[S] ... Qe[SIT.. . 1L, 1 —4 false. "
Twierdzenie Bohma wynika bezposrednio z nastepnego lematu.

Lemat 8.6 Jesli M i N sq postaciami S-normalnymi @ M #, N, to M ¢ N sq rozréznialne.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na sume dlugosci terméw M i N, liczonag bez nawiaséow
i kropek, ale za to z lambdami, np. term Azy.z ma dlugosé 4, a term z(yz) ma diugosé 3.

Jesli oba termy M i N sa abstrakcjami, to teza wynika z zalozenia indukcyjnego i lematu 8.2.
Jesli M = Az M’ jest abstrakcja, ale N nie, to wezmy = ¢ FV(M) UFV(N) i rozpatrzmy
termy M = Az M'i N’ = Nx. Wtedy M’ #, Nz, a poniewaz suma dtugosci terméw M’ i Nz
jest mniejsza o jeden od sumy dlugosci terméw M i N (z powodu usuniecia lambdy), wiec
mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne do M’ i Nz, a nastepnie odwolaé sie do lematu 8.3.

Zalézmy wiec, ze ani M ani N nie jest abstrakcja. Jedli termy M i N maja inne zmienne
czotowe, to stosuje sie lemat 8.4, jesli zmienna czolowa jest ta sama, ale liczba argumentow jest
inna, to uzyjemy lematu 8.5. Pozostaje przypadek, gdy jedno i drugie jest takie samo. A wiec
M=xPy...P,iN =2Q1...Qy. Skoro M #, N, to jest takie i < k, ze P; #, Q;. Z zalozenia
indukcyjnego jest takie m, ze termy P; i Q; sa m-rozréznialne, a wiec takze m/-rozréznialne
gdy m" > m. Wezmy m’ > m,k i dowolne m/-podstawienie S, takie ze S(x) = T, jest
okreslone. Wtedy PZ[S]I_; —»gtruei Q; [S]E — g false, dla pewnego L. Ponadto:

N[S) = Ty@Qu[S] ... QulS] =5 Xif. FQu[S] ... QulS],
gdzie wektor @ jest dtugosci p — k. Stad

M[SIT...IaP [ =5 7P Py[S]... P[S]I...IL —5 B;[S]L —4 true
i podobnie N[S|I...Ix"L — 4 false. ]

Rozwiazalnosé¢

Pierwsza intuicja zwiazana z rachunkiem lambda (rozumianym jako abstrakcyjny jezyk pro-
gramowania) jest taka: ,wartoscia” termu jest jego posta¢ normalna. A zatem term, ktéry
nie ma postaci normalnej jest pozbawiony wartosci. Kazdy taki term jest réwnie dobry, albo
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raczej réwnie zly, i nie powinno by¢ przeszkéd w utozsamieniu ich wszystkich ze soba. Nie-
stety, utozsamienie na przyklad terméw Az.zK€Q i Az.xSQ daje w wyniku sprzeczna teorie
— wystarczy oba zaaplikowaé¢ do K. Dostajemy konkretne i rézne rezultaty: K i S.

Term bez postaci normalnej moze wiec czasem objawia¢ dobrze okredlone dzialanie, czyli
w pewnym sensie mie¢ ,warto$¢”. Mozna uwazaé, ze ta wartoscig jest czolowa postaé nor-
malna, o ile istnieje. Przypomnijmy, ze czolowa posta¢ normalna to kazdy term postaci M\ .2R.
Term M ma czotowq postac normalng N gdy M =g N i N jest w czolowe]j postaci normalne;.

Lemat 8.7 Jesli term M N ma czotowq postaé normalng to M tez.

Dowéd: Jesli term M nie ma czolowej postaci normalnej, to ciag redukcji czolowych
M = My RN M, L jest nieskonczony. Jedli zadne M; nie jest abstrakcja, to mamy
tez nieskonczong redukcje M N = MyN L\ M N 2 ... Niech wiec M; bedzie pierwsza
abstrakcja, tj. M; = Au.N; LN Au.Niqq LN Au.Niyo o gdzie N; LN Nt LN Nijfo---
Wtedy MN i1» M;N N Ni[u := N] N Niti[u == N] N --+, bo N; N Njy1 implikuje
Nifu = N] 2 Nii[u = N]. "

Powiemy, ze term zamkniety M jest rozwigzalny jezeli M P =g I dla pewnych kombinato-

réw P. Term ze zmiennymi wolnymi Z jest rozwigzalny jezeli rozwiazalne jest jego domkniecie,
czyli kombinator \&.M

Whiosek 8.8 Term jest rozwigzalny witedy i tylko wtedy, gdy ma czotowq postaé normalnag.

Dowéd:  Bez straty ogdlnosci mozna zalozy¢, ze mowa o termie zamknietym.
Jedli M =g Av122...2p.2;R1 ... Ry, to oczywiscie MP1 Py ... P, =g I, gdzie P; = Ay ... ym L.

Na odwrot, jezeli MP =5 I, to w istocie MP —g L. Skoro wiec MP ma czolowa, postaé
normalna I, to i M musi mie¢ czolowa posta¢ normalna (lemat 8.7 plus indukcja). ]

Jesli termy nierozwiazalne (niezdolne do dobrze okreslonego zachowania) uznamy za pozba-
wione wartosci, to znaczy, ze postulujemy teorie réwnosciowa, w ktorej te wszystkie termy sa
rowne. Jakie rozwigzalne termy powinny by¢ rowne w tej teorii? Te, ktérych zachowanie jest
jednakowe. Zdolnos¢ do sensownego zachowania przejawia sie istnieniem czolowej postaci nor-
malnej, ale nie mozemy identyfikowaé terméw za pomocsg ich czolowych postaci normalnych,
bo term rozwiazalny moze ich mie¢ nawet nieskoriczenie wiele. Nie mozemy sie tez postuzy¢
beta-réwnoscia, bo chcemy aby ) bylo w naszej teorii réwne x(Qy). Pozostaje obserwowaé
zachowanie termoéw w réznych sytuacjach. Jesli jest ono zawsze takie samo, to powinnismy
dane termy utozsamic.

Niech M i N beda dowolnymi termami i niech FV(M)UFV(N) = Z. Powiemy, ze M i N sa
obserwacyjnie rownowazne, i napiszemy M = N, gdy dla dowolnego kombinatora P,
P(AZ.M) jest rozwiazalny <= P(AZ.N) jest rozwiazalny.

Nietrudno zauwazy¢, ze = jest rozszerzeniem ekstensjonalnej teorii réwnosciowej A\Gn, i ze
M = N dla dowolnych nierozwiazalnych M i N (¢wiczenie 3). Ponadto, z twierdzenia Bohma
wynika, ze dla terméw w postaci normalnej zachodzi réwnowazno$é
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M=N = M =g, N.

Drzewa Béhma

Drzewo Béhma termu M, oznaczane przez BT (M), definiujemy przez ko-indukcje.

e Jesli term M jest nierozwiazalny, to BT (M) sklada sie tylko z jednego wierzcholka,
oznaczonego przez 2.

e Jesdli term M ma czolowa posta¢ normalna AZ.yP; ... P,, to drzewo BT (M) jest zbu-
dowane jak na Obrazku 11.

BT(P)) BT(P) - BT(P,)

Obrazek 11: Drzewo BT (AZ.yP ... P,)

Drzewo Bohma to uogélnienie postaci normalnej. Zwykla posta¢ normalna to skonczone
drzewo Bohma bez wystapien 2.

Chcemy teraz uogdlni¢ pojecie eta-redukcji i eta-rownosci na drzewa Bohma. Oczywiscie
B —, B’ oznacza jeden krok redukcji. Jednak definicja eta-réwnosci powinna uwzgledniaé to,
ze nieskoriczone drzewa moga mieé¢ nieskoniczenie wiele eta-redekséw. Musimy wiec pozwolié
na to, ze eta-réwnowazne drzewa réznig sie w nieskonczenie wielu miejscach.

Oczywiscie drzewo Bohma mozna uwazaé za ,,granice” ciagu terméw skonczonych, w ktérych
moze wystepowacé stala 2. Scis’lej, powiemy, ze ciag drzew T, jest zbiezny do drzewa B
jezeli dla dowolnego n istnieje takie m, ze wszystkie drzewa T, Tint1, - . . sa do glebokosci n
identyczne z drzewem B. Ciag skoriczony jest za$ zbiezny do swojego ostatniego elementu.

Powiemy, ze drzewa Bohma B i B’ sa n-rdwnowazne (B =, B'), gdy istnieja (skoriczone lub
nieskoniczone) ciagi eta-ekspansji:

B =By y4 Bi y By < Bg y -+ oraz B’ = Bj ;4 Bj y< B}y B -

zbiezne do tego samego drzewa. Przebrnawszy przez te ostatnia definicje, mozemy sfor-
mutowaé twierdzenie Wadswortha:

Twierdzenie 8.9 (Wadsworth, 1975) Termy M i N sq obserwacyjnie réwnowazne wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy BT (M) ~, BT(N).
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Dowdd z lewej do prawej polega na zastosowaniu techniki ,, Bohm-out”. W przeciwna strone
stosuje sie metody semantyczne.

Cwiczenia
1. Skonstruowaé takie X, ze X(Ayz.y(yz(yy))z) —p, K oraz X(Ayz.y(yz(yz))z) - sy, S.

2. Udowodnié, ze jedli M nie ma czolowej postaci normalnej, to zaden term postaci M|z := P] nie

ma czolowej postaci normalnej. Wskazowka: Jesli M RN N, to M[x := P] EN N[z := P].

3. Udowodnié, ze jedli M nie ma czolowe]j postaci normalnej, ale PM ma czotowa posta¢ normalna,
to kazdy term postaci PN ma czolowa posta¢ normalng. Wskazowka: Jak wyglada czolowa
postaé¢ normalna termu P?

4. Tradycyjna definicja obserwacyjnej rownowaznosci postuguje sie pojeciem kontekstu czyli termu
z ,dziura”. Umieszczenie termu M w kontekscie C[ | (czyli wlozenie go do ,dziury” [ ]) daje
w wyniku term C[M], w ktérym zmienne wolne M moga zostaé zwiazane abstrakcjami w C[ |.
Pokazaé, ze M = N wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego kontekstu C| ],

C[M] jest rozwiazalny <= C[N] jest rozwiazalny.

5. Zalézmy, ze kombinatory M i N sa obserwacyjnie réwnowazne, i ze PM =g, Az1...Tn. 241, . Ag,
dla pewnych Aq,..., Ay. Udowodni¢, ze PN =g, Ax;...zy,.2;B1...By dla pewnych By, ..., By.

6. Znalez¢ term, ktérego drzewo Bohma to jedna nieskoriczona gataZ postaci Azy.x1(Axg.xo(Axs ...
Wskazowka: uzyé kombinatora Y.

7. Skonstruowaé term M o takiej wlasnosci: drzewo Bohma BT (M) jest nieskoriczone i kazdy jego
wierzcholek ma wiecej synéw niz mial jego ojciec.
Rozwigzanie: M = Y F1, gdzie F = AV AnAz.n(Ay.y(V(sucen))zx).

8. Czy istnieje taki term M, ze drzewo BT (M) ma ksztalt Azg.z1(Azg.xs5(Azg....7
9. Niech J =Y (Afay. z(fy)). Opisa¢ drzewo BT(J). Czy BT(J) ~, BT(I)?

9 Rachunek kombinatorow

Zdefiniujemy teraz system CL (beztypowego) rachunku kombinatoréw, zwany takze (z przy-
czyn historycznych) logika kombinatoryczna, chociaz ta druga nazwa jest nieco mylaca. Zbior
terméw C definiujemy jako najmniejszy zbiér o wlasnosciach:

e Zmienne przedmiotowe naleza do C;
e Stale K i S nalezg do C;

e Jesli F,G €C, to (FG) €C.

Konwencje nawiasowe sa takie same jak dla terméw rachunku lambda. Podstawienie w CL
definiujemy podobnie jak dla rachunku lambda, ale latwiej, bo nie ma zmiennych zwiazanych.

o z[r:=F|=F oraz y[zr := F] =y dla y # x;

o K[z :=F]=Koraz S[z:=F] =S;
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o GH[x :=F] =Gz := F]H|[x := F).
Relacje stabej redukcji w zbiorze C definiujemy jako najmniejsza relacje —,, o wlasnosciach:

e KAB —,, A dla dowolnych A, B;
e SABC —,, AC(BC) dla dowolnych A, B, C;
e Jedli A —,, B, to AC —,, BC oraz CA —,, CB, dla dowolnych A, B, C.

Jak zwykle, symbol —,, oznacza domkniecie przechodnio-zwrotne relacji —,,, a =, (staba
réwnosc¢), to najmniejsza relacja rownowaznosci zawierajaca —»,,. Termy rachunku kombi-
natoréw, ktére nie zawieraja zmiennych, nazywamy oczywidcie kombinatoramsi. Zamkniete
termy rachunku lambda przejety te nazwe od swoich odpowiednikéw w C. Oto kilka waznych
kombinatoréw i zwigzane z nimi redukcje:

o Niech | = SKK. Wtedy |F —,, KF(KF) —,, F dla dowolnego F.

Term = SII(SI) redukuje si¢ sam do siebie.

Niech W = SS(KI). Wtedy WFG —,, FGG dla dowolnych F,G.

Niech B = S(KS)K. Wtedy BFGH —»,, F(GH), dla dowolnych F, G, H.

Niech C = S(BBS)(KK). Wtedy CFGH —,, FHG dla dowolnych F,G, H.

Niech B/ = CB. Wtedy B'FGH —», G(FH).

Niech D = C(BC(B(CI)K)). Wtedy DEGH —», H(KG)F.
e Niech 2 = SB(SB(KI)). Wtedy 2FG —, F(FG).

Uwaga: Termy K, S, KS, SK, I, B, 2, W sa w postaci w-normalnej, a termy B’, C nie sa.
Czasem wszystkie te kombinatory sa jednak traktowane jak stale.

System CL, jako system redukcyjny, ma wilasnosci podobne do rachunku lambda. Na przy-
klad prawdziwe jest twierdzenie Churcha-Rossera, a takie wlasnosci jak normalizacja, silna
normalizacja, czy rownosé, sa nierozstrzygalne. System CL ma bowiem podobna site wyrazu
— mozna w nim na przyktad zdefiniowa¢ liczebniki i reprezentowaé funkcje cze$ciowo rekuren-
cyjne. W istocie, logika kombinatoryczna zostata wynaleziona przez Curry’ego i Schonfinkela
niezaleznie od rachunku lambda i mniej wigcej w tym samym czasie, ale w gruncie rzeczy
w podobnym celu.

Podobienstwo pomiedzy CL i rachunkiem lambda mozna wyrazi¢ definiujac translacje
()A:C—>A ()c:A—)C
Pierwsza z nich jest latwa:

o (x)p=xdlaxeV;
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o (K)a = Azy.z;

e (S)A = Azyz.xz(yz);

o (FG)a = (F)A(G)a.
Nastepujacy tatwy fakt wyraza poprawno$é tej translacji ze wzgledu na redukcje.
Fakt 9.1

o Jesli F' —,, G, to (F)p —5 (G)a.

o Jesli F =, G, to (F)p =3 (G)A-

Fakt 9.1 mozna odczyta¢ tak: translacje ( )o mozna uwazaé za przeksztalcenie z C/—,
do A/=,, czyli za morfizm z teorii réwnosciowej CL do teorii réwnosciowej A.

Aby okresli¢ translacje ( )¢ : A — C musimy przede wszystkim zdefiniowaé¢ w CL konstrukcje
(zwana kombinatoryczng abstrakcja), ktéra zachowuje sie tak jak abstrakcja. Mozna to zrobié¢
na kilka sposobdéw, na przyklad tak:

o \Nu.F =KF, gdy v € FV(F);

o \Nur.x=I

o V2. FG =S(\*z.F)(N2.G), w przeciwnym przypadku.
Dowdéd ponizszego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Fakt 9.2 (\Nz.F)G —,, Flz:=G].

Whiosek 9.3 (kombinatoryczna zupelos$é) Dla dowolnych x i F istnieje takie H, Ze dla dowol-
nego G zachodzi HG —, Flz := G].

Teraz mozemy zdefiniowaé translacje ( )¢ : A — C.

o (z)c=xdlaxeV;
o (MN)¢ = (M)c(N)e;
o Az M)e = XNuz.(M)c.

Fakt 9.4 Dla dowolnego M € A zachodzi (M)c)n =g M.
Dowéd:  Najpierw nalezy pokazaé¢ (\z.F)p =g Az (F)a, przez indukcje ze wzgledu na F.
Potem tez indukcja ze wzgledu na M. |

A zatem translacja ( )y wyznacza przeksztalcenie ,na” z ilorazu C/—=, do A/—,. Ponizszy
wniosek stwierdza, ze termy K i S stanowia baze dla rachunku lambda.
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Whiosek 9.5 Kazdy zamkniety lambda-term mozna otrzymaé (z doktadnoscia do =g) z termow
K i S przez stosowanie aplikacji.

Dowéd:  Natychmiast z Faktu 9.4. [ |

Niestety, operacja ( )¢ nie ma tak dobrych wlasnosci jak translacja ( )A. Nie mozna jej uwazaé
za morfizm teorii réwnosciowych.

Fakt 9.6

o Zlozenie (( )a)c nie jest identycznoscia. Na przyktad ((Ka)e = S(KK)I #,, K.
o Z réwnosci M =g N nie wynika (M)c =w (N)c. Na przyktad \e Klz —g A1, ale
(Az.KIz)e = S(K(S(KK)IN)I = S(K(KN)I #4, Kl = (AzT)c.

A zatem ,staba” réwnos¢ jest w istocie silniejsza niz =g. Przyczyna tego jest to, ze kombina-
toryczna abstrakcja A* nie spelnia warunku stabej ekstensjonalnosci ze wzgledu na =,,:

M =N
Ax.M = Ax.N, (©)

W istocie
M. Klz = S(K(KN)I #4, Kl = X2,

chociaz Klx —,, |. Mozna to poprawi¢ kosztem wprowadzenia ekstensjonalnosci. Niech =,
bedzie najmniejsza relacja réwnowaznosci w C, taka ze:

o JeSli G =, H, to G =441 H;
o JeSli Go =¢py Hr i ¢ FV(G)UFV(H), to G =¢¢ H;
e JeSli G =y G', t0o GH =y G'H i HG =y HG'.

Fakt 9.7

e Dla dowolnych G, H € C, warunki G =cpy H i (G)a =py (H)A sq rownowazne.
e Dia dowolnych M,N € A, warunki M =g, N i (M)c =ext (N)c s réwnowazne.

o Rownanie ((G)a)c =ext G zachodzi dla dowolnego G € C.

Paradoks Curry’ego

Skoro lambda-abstrakcja moze byé¢ zdefiniowana w rachunku CL, to sita wyrazu rachunku
kombinatoréw jest podobna do sity wyrazu rachunku lambda. Mozemy na przyktad zdefinio-
wacé¢ kombinatory punktu statego:

Y = WS(BWB) © = WI(B(SI)(WI)).
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Dlatego rachunek kombinatoréw jest zbyt silny na to, aby mégt by¢ prawdziwa logika kombi-
natoryczng. Zobaczmy jak dodanie logiki do systemu CL moze prowadzi¢ do sprzecznosci.

Zdefiniujemy system NCL ,,naiwnej logiki kombinatorycznej”, dodajac do skladni nowsg stala P,
ktéra ma przedstawia¢ implikacje. Zamiast PFG bedziemy pisa¢ F' = G. W ten sposéb
dowolna zdaniows, formute implikacyjnag mozna uwazaé za term rachunku kombinatoréw.
Aby mozna bylo udowodni¢ taka formute, reguly wnioskowania systemu NCL pozwalaja
wyprowadzaé¢ nie tylko réwnosci miedzy termami, ale tez same termy. System ma trzy
schematy aksjomatéw:

F=F, F=F, (F=(F=G)=(F=0a),

oraz nastepujace reguty:

F=G F=G F=G F=G,G=H
FH =GH HF = HG G=F F=H
FLF=GC (o F, F=G ppy
G G

Ostatnia regula to dobrze znana reguta odrywania. Oprocz niej mamy dwa niewinne aksjo-
maty rachunku zdan i dosy¢ oczywiste wlasnosci réwnan, w tym regule konwersji: zdanie
réwne zdaniu udowodnionemu nalezy uwazaé¢ za udowodnione. Niestety,

Fakt 9.8 (Paradoks Curry’ego) System NCL jest logicznie sprzeczny: kazdy term (w tym
kazda formuta) ma dowdd.

Dowéd:  Wezmy dowolny term F' i niech N = Y(A*z.x = F). Nietrudno sprawdzié, ze
réwnanie N = N = F ma dow6d w systemie NCL (term Y to kombinator punktu stalego).

Zatem N = (N = F) = N = N w NCL, a poniewaz N = N jest aksjomatem, wiec stosujac
regule (Conv) udowodnimy, ze N = (N = F). Uzywajac (MP) i trzeciego aksjomatu,
wyprowadzimy stad N = F, ale przeciez mamy juz N = N = F, wiec udowodnilismy
takze N. Ale z N = F i N wynika F przez modus ponens, a F' bylo dowolnym termem. &

Cwiczenia
1. Niech B = Azyz.z(yz) i niech C = Azyz.zzy. Pokazaé, ze kazdy AI-term mozna otrzymaé

(z dokladnoscia do =g) z terméw S, B, C, I, poprzez stosowanie aplikacji. Wskazdwka: zdefi-
niowac konstrukcje \°x.F w ten sposdb, zZe:

o \Nu.FG=C\z.F)G, gdy x € FV(F) oraz x ¢ FV(G);
e \u.FG=BF(\°z.G), gdy x € FV(F) oraz x € FV(G).
2. Term nazwiemy afinicznym, gdy kazdy jego podterm postaci Ax.M zawiera co najwyzej jedno

wolne wystapienie zmiennej x. Pokazaé, ze kazdy afiniczny lambda-term mozna otrzymac
(z doktadnoscia do =g) z terméw B, C, K poprzez stosowanie aplikacji.

3. Term nazwiemy liniowym, gdy kazdy jego podterm postaci Az.M zawiera dokladnie jedno wolne
wystapienie zmiennej x. Pokazaé, ze kazdy liniowy lambda-term mozna otrzymaé (z dokladnos-
cig do =g) z terméw B, C, I poprzez stosowanie aplikacji.
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Problem otwarty:

Zdefiniowaé taka (obliczalna) translacje T : A — C, ze
M=3N <  T(M)=,T(N).

10 Modele

Zaczniemy od pewnej ogdlnej teorii, potrzebnej dla uscislenia pojecia modelu dla rachunku
lambda. Naszym zamiarem jest interpretacja kazdego lambda-termu M w pewnej konkretnej
dziedzinie A, jako pewnego elementu [M] € A. Poniewaz mamy w termach zmienne wolne,
wiec nasza interpretacja moze zaleze¢ od wartosciowania v : V — A (gdzie V' oznacza zbiér
wszystkich zmiennych), co zaznaczymy piszac [M],. Indeks , pomijamy, gdy v jest znane, lub
M nie ma zmiennych wolnych. Ponizsza definicja formuluje nasze podstawowe oczekiwania
w stosunku do takiej interpretacji.

Niech - bedzie dwuargumentowa operacja w zbiorze A i niech [ ] : A x AV — A. Struk-
ture A = (A,-,[ |) nazywamy lambda-interpretacja, jezeli spelmione sa warunki (a) — (d)
ponizej. Stosujemy notacje [M], na oznaczenie wartosci [ (M, v). Symbol v[x +— a] oznacza
warto$ciowanie rézniace sie od v tylko tym, ze v[z — a](z) = a.

(a) Jesli x jest zmienna, to [z], = v(z);

(b) [[PQ]]v = [[Pﬂv : [[Q]]v?

(c) [Ax.P]y - a = [P]yjg—sq), dla dowolnego a € A;
)

(d) Jesli v[py(p) = ulpy(p), to [Plo = [Pl

Na pierwszy rzut oka moze sie wydawaé, ze warunki (a) — (d) stanowia indukcyjna definicje
funkeji [ . Tak nie jest, bo warunek (c) nie okresla ktérym elementem modelu jest [Az.P],
a postuluje tylko jego zachowanie przy aplikacji. (Elementu, ktéry tak sie zachowuje, moze
w ogole nie by¢.)

Jesli a,b € A, to napiszemy a ~ b, gdy dla dowolnego ¢ € A zachodzi réwnos¢ a-c = b - c.

Oznacza to, ze zachowanie a i b jako funkcji jest takie samo. Interpretacja jest ekstensjonalna
wtedy i tylko wtedy, gdy z warunku a ~ b wynika a = b.

Lambda-interpretacje A = (4, -, [ | ) nazywamy
o lambda-algebrg, gdy warunek M =g N implikuje [M], = [N], dla dowolnego v
(co zapiszemy A = M = N);

e lambda-modelem, gdy warunek [Az.M], = [Az.N], implikuje [Az.M], = [Az.N],.

A wigc lambda-algebra to poprawna interpretacja beta-réwnosci. Natomiast lambda-model to
interpretacja stabo ekstensjonalna, tj. taka, w ktorej ekstensjonalnoéé¢ zachodzi dla abstrakc;ji.
Aby zrozumie¢ o co chodzi, zauwazmy tu, ze [Az.M], ~ [Az.N], oznacza tyle samo co
[M]yzsa) = [N]vzsa) dla wszystkich a. A zatem warunek stabej ekstensjonalnosci w definicji
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lambda-modelu méwi, ze znaczenie abstrakcji [Az.M], jest zdeterminowane przez funkcje,
ktéra kazdemu a przypisuje element [M],[;, 4. Nieformalnie: wartosé¢ [Az.M] zalezy tylko od
wartosci [M], podobnie jak [M N] zalezy tylko od [M] i [N]. Oznacza to tyle, ze abstrakcja
jest operacja semantyczna (ma sens w modelu, niezalezny od skladni) tak samo jak aplikacja.

Przyklad 10.1 Szczegdlnym przypadkiem interpretacji jest interpretacja zbudowana z samych
terméw. Niech M(A) = (A/=,,-, [ ]), gdzie [M]g - [N]g = [MN]p oraz [M], jest (z doktad-
noscig do =3) wynikiem jednoczesnego podstawienia termu v(x) na kazda zmienng wolna
termu M. Przez 9M°()\) oznaczymy analogiczna interpretacje, ktérej dziedzine tworza klasy
terméw zamknietych. Podobnie 9t(\n) i MY (A\n) oznacza struktury w ktérych zbiér ter-
moéw (odp. zbiér kombinatoréw) podzielono przez =g,. Wszystkie te struktury sa lambda-
algebrami, ale MY (N) i MY (An) nie sa lambda-modelami.

Nastepujacy lemat méwi o wilasnosci, ktérej oczekujemy od kazdej sensownej semantyki.
Znaczenie podstawienia M|z := N] powinno by¢ takie samo jak znaczenie termu M przy
odpowiednio zmienionym warto$ciowaniu.

Lemat 10.2 W dowolnym lambda-modelu zachodzi tozsamosé [M[z := N, = [M]yzsn].]-

Dowéd:  Udowodnimy najpierw, ze teza zachodzi przy dodatkowym zalozeniu z ¢ FV(N).
Postepujemy przez indukcje ze wzgledu na M. Przypadki zmiennej i aplikacji sa tatwe, niec
wiec M = Ay P, gdzie x # y € FV(N). Chcemy udowodnié¢ réwnos¢ [(Ay. P)[z := N]], =
[\y Plyjwsng,)- Zauwazmy, ze [(Ay P)[z := N]J, = [Ay. Pz := N]]yjwn],], Do zatozylismy,
ze x,y € FV(N), zatem wystarczy udowodnié, ze [Ay. Plx := N][yjmsn].] = [MY- Plojos[N].]-
Teraz po obu stronach réwnania wystepuje to samo wartosciowanie, mozemy wiec skorzystaé
ze slabej ekstensjonalnosci.

Dla dowolnego a, z zalozenia indukcyjnego o termie P dostaniemy:
[A\y. Plz = N]]]v[acH[[N]]v] ra=[My.Plz := Nl]]y-a=[Plz:= N]]]v[y»—m} =
= [Plopy—sallzsINLoysa) = [Ploysales vt = M- Plofeoiag,) - o-
Poniewaz mamy do czynienia z lambda-modelem, wiec z tego wynika to, co trzeba:
[(Ay P)[z := N, = [My. Plz := N|]yjzsN0) = [N Plofes 3],

Niech teraz x € FV(N). Ustalmy nowa zmienna z (tj. taka, ze © # z € FV(M),FV(N)) i niech
w = v[z — [N],]. Wtedy z Wniosku 1.5 mamy Mz := N] = M|z := z|[z := N, a poniewaz
z € FV(N) iz € FV(z), wiec z pierwsze] czesci wynika

[[M[:L‘ = NH]U = [[M[x = Z]]]w = [[M]]w[wH[[zﬂ1u] = [[Mﬂv[mH[[z]]w] = [[M]]v[wH[[N]]U]-
Przedostatnia réwnos$é bierze sie stad, ze z € FV(M). [ |

Fakt 10.3 Kazdy lambda-model jest lambda-algebra.

Dowéd: Przez indukcje ze wzgledu na definicje beta-réwnosci pokazujemy ze jesli M =g N,
to [M], = [N]o.
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Najpierw zauwazmy, ze [(Az.P)Q]v = [M\z. Py - [Q]s = [Plofesq).] = [P := Q] na mocy
lematu 10.2.

Niech teraz M = Ax.P i N = A\z.Q), gdzie P =g . Z zalozenia indukcyjnego wynika, zZe
[P]. = [Q]u, przy kazdym u, w szczegdlnosci gdy u = vz — a]. A zatem [M], -a =
[Plojzsa) = [Qlujwsa) = [N]v - @ dla dowolnego a. Stad [M], = [N],.

Pozostale przypadki sa rutynowe. ]

Twierdzenie 10.4 (o pelmosci) Nastepujace warunki sq réwnowazne:

1) M =4 N;
2) A= M = N dla dowolnej lambda-algebry A;
3) A= M = N dla dowolnego lambda-modelu A.

Dowéd:  Implikacja (1) = (2) wynika wprost z definicji, a implikacja (2) = (3) z Lema-
tu 10.3. Natomiast implikacja (3) = (1) wynika stad, ze 9%(\) jest lambda-modelem, a termy
réwne w M(A) musza byé¢ S-réwne (rozpatrzmy trywialne wartosciowanie v(z) = x). [

Modele czesciowo uporzadkowane
Na poczatek przypomnijmy kilka definicji. Niech (A, <) bedzie porzadkiem czesciowym.

e Podzbiér B zbioru A jest skierowany wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € B
istnieje takie c € B, ze a,b < c.

e Zbiér A jest zupetnym porzadkiem czesciowym (cpo) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
jego skierowany podzbiér ma kres gérny.

Oczywiscie kazdy lanicuch jest zbiorem skierowanym. W szczegdlnosci elementy dowolnego
ciagu wstepujacego ag < a1 < ag < ... tworzg zbidr skierowany. Takze zbidr pusty jest
zbiorem skierowanym. 7 definicji porzadku zupelnego wynika wiec istnienie elementu naj-
mniejszego sup &, tradycyjnie oznaczanego przez 1.

Niech teraz (A, <) i (B, <) beda porzadkami czesciowymi.

e Funkcja f : A — B jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € A
nieréwno$¢ = < y implikuje f(z) < f(y).

e Jedli (A, <) i (B, <) sa zupelnymi porzadkami cze$ciowymi to funkcja f : A — B jest
ciggta wtedy 1 tylko wtedy, gdy f zachowuje kresy gorne niepustych zbioréw skierowa-
nych, tj. dla dowolnego skierowanego i niepustego podzbioru X C A istnieje sup f(X)
i zachodzi réwnosé f(sup X) = sup f(X).
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Fakt 10.5 (¢éwiczenie)

1) Kazda funkcja ciagla jest monotoniczna.

2) Ztozenie funkcji ciaglych jest ciagle.

Zbiér wszystkich funkcji ciaglych z A do B oznaczamy przez [A — B]. Ten zbiér, uporzad-
kowany warunkiem:

f<g wtedyitylko wtedy, gdy Va € A(f(a) < g(a)),

jest zupelnym porzadkiem cze$ciowym. Podobnie mozna nadaé strukture cpo zbiorowi A x B
za pomoca zwyklego uporzadkowania ,,po wspdlrzednych”:

(a,b) < (', ') wtedy i tylko wtedy, gdy a<d' ib<V.

Lemat 10.6 Funkcja f : D1 x Dy — D jest ciggta wtedy i tylko wtedy gdy jest ciqgta ze wzgledu
na obie wspdtrzedne, tj. dla dowolnych a € Dy i b € Ds oraz dowolnych skierowanych A C D1
i B C Dy zachodzi f(sup A,b) = sup f(A,b) oraz f(a,sup B) = sup f(a, B).

Dowdd:  Implikacja z lewej do prawej jest oczywista. Dla dowodu implikacji odwrotnej
rozpatrzmy niepusty skierowany zbiér X C D; X Dy i niech A = m1(X) oraz B = ma(X).
Oczywiscie X C A x B, chociaz niekoniecznie na odwrét. Ale jesli (a,b) € A X B, to zawsze
istnieje takie (a’,b') € X, ze (a,b) < (a/,V'). Istotnie, mamy wtedy pary (a,b”), (a”,b) € X.
Skoro zbiér X jest skierowany, to (a,b”), (a”,b) < (a/,V') dla pewnego (a’,V') € X. Porzadek
jest po wspéhrzednych, wiec (a,b) < (a’,b').

Nietrudno zauwazy¢, ze sup X = sup(A x B) = (sup A, sup B). Niech (ag,by) bedzie tym
kresem. Nalezy sprawdzié, ze f(ao, bg) = sup f(X). Oczywiscie f(ag,bo) > f(X), przypusémy
wiec, ze ¢ > f(a,b) dla wszystkich (a,b) € X. Wtedy takze ¢ > f(a,b) dla wszystkich
(a,b) € Ax B. Jesli ustalimy dowolne b € B, to z ciaglodci ze wzgledu na pierwsza wspéhrzedna
otrzymamy ¢ > f(ap,b) = sup f(A,b). Dalej z ciagloéci ze wzgledu na druga wspéhrzedna
wynika takze ¢ > f(ag, bp). [

Lemat 10.7 Operacja aplikacji Ap : D1 X [D1 — Ds] — Da, okreslona przez Ap(d, f) = f(d),
jest funkcjq cigglg.

Dowdd: Na mocy lematu 10.6 wystarczy sprawdzié¢ ciaglto$é ze wzgledu na wspdirzedne.
Dla skierowanego A C D; i ustalonego f mamy sup Ap(A, f) = sup f(4) = f(supA) =
Ap(sup A, f), bo f jest ciagta. A jesli F C [Dy — D] jest skierowany oraz a € D;p to
sup Ap(a, F) =sup{f(a) | f € F} = (sup F')(a) = Ap(a,sup F) z definicji sup F'. [

Lemat 10.8 Operacja abstrakcji Abs : [(D1 x D3) — D] — [D1 — [D2 — DJ], dana przez
Abs(f)(d)(e) = f(d,e), jest dobrze okreslona i ciqgla.
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Dowéd:  Dla dowolnego d, funkcja Abs(f)(d) jest zlozeniem funkcji ciagtej f z funkcja ciagta
g(e) = (d, e), zatem jest ciagla.

Dla A C Dy mamy Abs(f)(sup A)(e) = f(sup A,e) = sup f(A,e) = sup Abs(f)(A)(e) czyli
Abs(f)(sup A) = sup Abs(f)(A), co oznacza, ze funkcja Abs(f) jest ciagla.

Wreszcie gdy F' jest skierowanym podzbiorem [(D; X D3) — D], to Abs(sup F)(d)(e) =

(sup F)(d,e) = sup{f(d,e) | f € F} = sup{Abs(f)(d)(e) | f € F} = sup Abs(F)(d)(e), czyli
sama funkcja Abs tez jest ciagla. [ |

Refleksywne cpo

Kluczowa definicja jest taka. Zupely porzadek czesciowy D jest refleksywny, gdy przestrzen
funkcyjna [D — D] jest retraktem D, tj. gdy istnieja przeksztalcenia ciagle F': D — [D — D]
iG:[D — D] — D, takie, ze F oG = id|p_,p]. Zauwazmy, ze wtedy [D — D] jest
izomorficzne z pewnym podzbiorem D (obrazem funkcji G).

Na takim cpo mozemy okresli¢ lambda-interpretacje D = (D, -, [ ] ), gdzie dla a,b € D
a-b=F(a)®),

a znaczenie termow jest okreslone tak:
o Jesli x jest zmienna, to [z], = v(z);

o [PQ], = [Plv-[Q]0;

o [\z.P], = G(&57).
Powyzej, symbol £5* oznacza funkcje okreslona réwnaniem &5 (a) = [P]yfzsq), kt6ra niefor-
malnie mozemy zapisa¢ tak Na.[P]y[psa)-

Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy zachodza nastepujace warunki:
e G(f)-a= f(a), dla dowolnego f € [D — D] ia € D;
e [\z.P], - a = [P]y[zsq), dla dowolnego a € D;
o Jesli vlpy(p) = ulpv(p), to [Plv = [Pla,

a zatem faktycznie mamy lambda-interpretacje. Nietrudno tez przeoczy¢ pewien drobiazg:
poprawnosé¢ powyzszej definicji nie jest wcale oczywista i wymaga dowodu. Operacja G jest
bowiem okreslona tylko dla funkcji ciagtych.

Lemat 10.9 Dia dowolnych M i v, funkcja &) (czyli Na.[M]ygq)) jest ciagta.

Dow6d:  Indukcja ze wzgledu na M. Dla M = PQ, funkcja £;° = Na.[M], ) jest
zlozeniem postaci Ap o h, gdzie funkcja h dana wzorem h(a) = (F(£p"(a)),{5"(a)) jest
ciagla. Jesli M = Ay N, to z zalozenia indukcyjnego funkcja f, ktéra parze (a,b) przypisuje
wartosé [NV ]]v[zHa][yHb} jest ciagla ze wzgledu na obie wspélrzedne, a zatem ciggla na mocy
lematu 10.6. Natomiast funkcja &y = Xa.G(AD.[N]y[zsa)fye)) jest ztozeniem G o Abs(f). n
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Twierdzenie 10.10 Jesli D jest refleksywnym cpo, to lambda-interpretacja D = (D,-,[]) jest
lambda-modelem.

Dowdd: Pozostaje sprawdzi¢, ze mamy staba ekstensjonalno$é¢. Wystarczy w tym celu
zauwazy¢, ze warunek [Az.M], ~ [Az.N], implikuje £;" = £4". ]

Fakt 10.11 Model jak wyzej jest ekstensjonalny wtedy i tylko wtedy, gdy G o F = idp.

Cwiczenia
1. Pokazaé, ze MO(N), M(N), M(An) i M°(An) sa lambda-algebrami.
2. Pokazaé, ze M(N) 1 MM(A\n) sa lambda-modelami.
3. Znalezé w ksiazce Barendregta, ze 9°()\) ani 9t(An) nie sa lambda-modelami.
4

. (Meyer) Niech 1 = [1]. Pokazaé, ze lambda-algebra jest lambda-modelem wtedy i tylko wtedy,
gdy z warunku a =~ b wynika 1-a =1"-b.

5. Czy z tego, ze A = Ax.Mx = M dla wszystkich M wynika ekstensjonalnosé interpretacji A?
Inaczej: czy interpretacja Sn-konwersji musi by¢ ekstensjonalna? Wskazowka: UZyé zadania 3.

6. Pokazac, ze jesli D jest refleksywnym cpo i f : D — D jest ciagla, to istnieje takie a € D, ze
f(x) = a-x dla dowolnego z.

7. Czy funkcja odwrotna do ciaglej bijekcji musi by¢ ciagla?

8. Jesli FV(M) = {1, ...,z }, to [M] mozna uwazaé za funkcje z D™ do D. Pokazaé, ze ta funkcja
jest zawsze ciagla.

11 Model D

Skonstruujemy teraz konkretny przyklad modelu — pewne refleksywne cpo, zwane modelem
Scotta Dy. Zacznijmy od prostej definicji.

Niech A i B beda cpo. Projekcjg z B na A nazywamy pare funkcji ciagltych
p:A—-B 1 Y:B—A,
spelniajaca warunki
Yop=1idy oraz o <idp.

Zauwazmy, ze wtedy (L 4) = Lp, bo o(La) < p(¥(Lp)) < Lp.8 Gdy mamy taka projekcje,
to w szczegdlnosei A jest retraktem B. Identyfikujac element d € A z jego obrazem ¢(d),
mozemy wtedy uwazaé zbiér A za podzbiér B. Przykladem projekcji jest para funkcji

wo:D—[D—D] i 4p:[D— D]— D, okreslona tak:
po(d)(a) =d, oraz  tho(f) = f(L)

dla dowolnych a,d € D i f € [D — D]. Mamy tu zanurzenie zbioru D w przestrzen funkcyjna,
przy ktérym kazdy element D jest utozsamiany z funkcja stala.

80gdlniej: o(x) to najmniejszy element y o wlasnosci 1(y) = .
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Jesli mamy projekcje (¢,v) z B na A, to mozemy ,podniesé¢” te projekcje na poziom funkcji,
czyli okresli¢ nowa projekcje (¢*,1¢*) z przestrzeni [B — Bl na [A — A]. Dla f : A — A
ig: B — B przyjmujemy

e*(f)=wofoty oraz Y*(g)=vogogp,

co ilustruje obrazek:

A Ld B A i B
A |
| |

f : : g

| |
| \

A B A B

P P

Lemat 11.1 Jesli (p,1)) jest projekcja z B na A, to para (¢*,1*) jest projekcja z [B — B| na
[A — A].

Dowéd:  Cwiczenie. i
Przypu$émy teraz, ze mamy jakiekolwiek cpo D. Okreslimy ciag zbioréow D,, zaczynajac od
Dy = D i indukcyjnie przyjmujac Dy 1 = [D,, — D,]. Oczywiscie wszystkie D,, sa cpo.
Dalej definiujemy przez indukcje ciag projekcji (pn, ¥n) z Dyy1 na Dy, przyjmujac
(‘Pn-ﬁ-lawn-&-l) = (‘P:?w;)

Mamy wiec transmisje w obie strony:

Do 2% Dy 25 Dy 225 ..

Do & Dy Dy 2L

Kazdy ciag (xn)nen zlozony z elementéw x,, € D, i speliajacy dla dowolnego n warunek
ZTn = Up(xn41) nazywamy nicig. Tak wyglada nié:

Dla nici stosujemy notacje x = (2, )nen-

Zbiér wszystkich nici oznaczamy przez Do,. Mozna go uporzadkowaé po wspotrzednych:

x <y wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € N(z,, < y,).

Lemat 11.2 Zbior Do, jest zupetnym porzadkiem czesciowym.

Dowéd:  Jesli X C Do, jest skierowany, to kazdy ze zbioréw X,, = {z, | = € X} jest
skierowany, zatem istnieja kresy y, = sup X,,. Wtedy dla dowolnego n:

Un(Ynt1) = Yn(sup Xpni1) = sup ¥n(Xpny1) = sup Xp = yn,
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bo funkcja v, jest ciagla oraz ¢, (Xp4+1) = Xp. A zatem ciag y = (Yn)nen jest nicia (nalezy
do D). Pozostaje tatwe sprawdzenie, ze y = sup X. |

Dla dowolnych n < m, mamy oczywiscie projekcje (@nm, ¥nm) 2z Dy na Dy, czyli ztozenie

Pnm = Pm—10--0Pn,  Ypm =Pp 00 YPmy_1.
Lemat 11.3 Dla n < m zachodzi ¢}, = @ni1,m+1 0702 Yy = Yyl m1-

Mozna tez okresli¢ projekcje (@noo, Ynoo) 2 Doo na Dy, Dla x € Dy iy € Doo:

wm(x)a gdy i <m;
(‘Pnoo(x))z = xz, gdy i =n; ¢noo(y) = Yn.
eni(z), gdyi>n.
Od tej pory mozemy uwazaé, ze zachodza inkluzje

Dy C D1 CDyC---C Dy,

zadane przez powyzsze projekcje. W szczegdlnosci kazdy element x € D,, utozsamiamy z nicia,
prawie wszedzie réwna, x:

n— n— n n 1)[)'”
0 Yo 1 U1 9 Y2 Y 25571—11/] 1$¢ .’Ewﬂx +2
bo przeciez r uwazamy za element wszystkich D,, dla m > n. Zauwazmy, ze mamy tu
nieréwnosci xg < x1 < 29 < - < xp_1 < xp = T.

Lemat 11.4

1. Kazda nié¢ z jest ciggiem wstepujacym (xo < x1 < x9 < ...) i przy tym & = Sup Tp;

2. Nagymniejszy element jest zawsze ten sam: Lp, = Lp, = Lp,, .
Dowéd:  Cwiczenie. n

Lemat 11.5 Aplikacja w Do okreslona wzorem
z -y = sup{Znt1(yn) | n € N}
jest operacjq ciqglq.

Dowé6d:  Najpierw trzeba pokazaé, ze kres istnieje, elementy x,y1(y,) € D, nie musza
bowiem tworzy¢ nici. Jest to jednak ciag wstepujacy, co wynika z takich zwigzkéw pomiedzy
elementami zbioru D,,:

On-1(Tn(Yn-1)) = Pn-1(Vn-1(Tn+1(Pn-1(Yn-1)))) <
Tnt1(Pn-1(Yn—1)) = Tnt1(Pn—1(Vn-1(yn))) < Tns1(Yn)-

Dowdd ciaglosci korzysta z lematu 10.6. Ciaglo$¢ ze wzgledu na z liczymy tak: Z jednej
strony sup,cx - Y = SUP,ex SUPpeN Tn+1(Yn), & z drugiej strony



18 kwietnia 2024, godzina 16: 26 strona 48

(sup X) Yy = SuanN(Sup X)n+1 (yn) = SUPpeN (sup Xn—i-l)(yn) = SUPpeNSUPzex Ln+1 (yn)7

gdzie X, 11 = {xny1 | @ € X}. A przeciez to jest to samo. Ciaglo$é ze wzgledu na y jest
nawet tatwiejsza. Mamy bowiem x-supY = sup,,(zn+1((sup Y)n)) = sup,, sup, zn41(yn) oraz
sup(z - Y) = sup, sup,, Zn41(yn)- n

Teraz troche o tym, jak dziala aplikacja.
Lemat 11.6

1. Jesli x € Dypi1, to x -y = x(yn), a jesli dodatkowo y € Dy, to x -y = x(y);
2. Jesliy € Dy, to (x-y)n = Tnt1(y).
3. Zawsze (x - L)y = xo.

4. Jeslizx € Dy, tox-y=z=x- 1.

Dowéd: 1. W czesci pierwszej nalezy pokazad, ze z-y = sup,, Zm+1(Ym) = Tn+1(yn). W tym
celu zauwazmy, ze dla m < n mamy

1 (Ym) = wm—s-l,n—l-l(:”)(wmn(yn)) = Uy (@t 1) Wmn(Yn)) < Ymn(Tng1(yn)),
bo Tp+1 =, Yo =y, oraz ¥, (Tni1) = Ymn © Tnt1 © Pmp. Natomiast dla m > n
Tt (Ym) = Pn+1,m+1 () (Ym) = Orm (@) (Ym) = (‘Pn,m oxo ¢n,m)(ym) = ‘Pn,m(x(yn))

bo So;tbm(x) = Qnm O X O Ypy OTaz @Dn,m(ym) = Yn.

2. W czedci drugiej, dla dowolnego @ > n mamy ;11 = ©(yi), wiec zit1(yi) = Yi(iy2(Yir1)),
co implikuje (2;12(Yi+1))n = (@ir1(¥i))n = Tn+1(y). A wszystko to widaé¢ na takim obrazku:

yi € D; — Yi+1 € D1
Tit1 Ti42
i
D, o D; Ditq
3. Czesé trzecia wynika z drugiej, dla y = L € Dy, a czes¢ czwarta wprost z definicji. |

Lemat 11.7 Aplikacja w Dy jest ekstensjonalna: jesli x - z = y - z zachodzi dla dowolnego z,
to elementy = iy sq rowne.

Dowdd: W istocie zachodzi implikacja
jesliVz € Doo(x -2 <y-2), tox < y.

Nier6wnosé zp < yo wynika z lematu 11.6(3), bo mamy z- L < y- L. Dalej, z lematu 11.6(2),
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Tp1(2) = (@ 2)n < (Y- 2)n = Yn+1(2),

dla dowolnego n i dowolnego z € Dy, a wiec pt1 < Ynt1- |

Lemat 11.8 Niech f € Dypy1 @ g € Dypio bedg takie, ze on(f(a)) < glen(a)) dla a € Dy,
Wtedy f < g w zbiorze Do.

Dowéd:  Nalezy sprawdzié, jakie nici wyznaczaja f i g. Poniewaz ¢, (f(a)) < g(¢n(a))

wiee f(a) = Pn(pn(f(a))) < ¥n(g(en(a)) = ¥ny1(9)(a), czyli f < ¢nyi(g) w zbiorze Dy
Inaczej méwiac (f)n+1 < (9)n+t1, a reszta wynika z monotonicznosci funkeji ¢; i ;. [ |

Twierdzenie 11.9 Zbior D jest refleksywnym cpo, co wiecej, jest on izomorficzny z prze-
strzeniq funkcying [Doo — Doo].

Dowéd:  Funkcja F': Do, — [Doy — Do) jest okreslona w oczywisty sposéb:

Fz)(y) =z - y.

Z lematéw 11.5 1 11.7 wynika, ze F jest ciagla i réznowarto$ciowa. Aby sprawdzié, ze jest
to surjekcja, wezmy dowolna funkcje f € [Ds — Doo| i niech f" . D, — D, bedzie jej
,aproksymacja’ do D,, tj. niech f"(y) = f(y), dla y € D,.

Ciag f nie musi by¢ nicia, ale jest wstepujacy. Istotnie, zauwazmy ze elementy y € D,, oraz
©n(y) € Dny1 wyznaczaja te sama nié, zatem z punktu widzenia Do, sa po prostu réwne.
A wice f(y) = f(on(y)) W Do skad [T (y) = f(y)n < f(n(9))n+1 = FD (n(y)) zachodzi

7

dla y € D,. Scidlej, mamy nieréwnosé o, (f™(y)) < f™*t(¢,(y)) pomiedzy elementami
zbioru D11, co na mocy lematu 11.8 oznacza f) < flntl),

Skoro ciag f(™ jest wstepujacy, to ma kres a = sup,, () Trzeba teraz sprawdzié, ze
F(a) = f. Wezmy dowolne y € Dy,. Poniewaz ciagi f (") § y,, sa wstepujace, wiec

F(a)(y) = a-y = (sup, f™) -y = sup,(f™ - y) = sup,, f™ (yn) = sup,, f(yn)n = F()

Jesli f, g € [Dooc = Do) oraz f < g to oczywiscie takze sup,, ) < sup,, ¢™. Oznacza to, ze
funkcja G : [Doy — Do) = Do, odwrotna do F' jest monotoniczna. A zatem funkcja F jest
izomorfizmem porzadkéw, w szczegdlnosci F' i G sa ciagle. |

Whniosek 11.10 Zbior Do, wyznacza ekstensjonalny lambda-model Doy = (Do, -, [ ])-

Twierdzenie 11.11 (Hyland, Wadsworth) Termy M i N sa obserwacyjnie réwnowazne wtedy
i tylko wtedy, gdy Doo = M = N.

Dowéd: Mozna go znalezé w ksiazce Barendregta. |
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Cwiczenia
1. Uzupeki¢ szczegély dowodow.

2. Jakie nici sa interpretacjami terméw K, w, itd. w modelu D7

3. Niech Dy = {L, T}. Ile elementéw maja Dy i Do?

12 Model P,

Model P, tez jest pomystu Scotta. Symbol P,, oznacza po prostu zbiér P(N) uporzadkowany
przez zwykla inkluzje. Konstrukcja tego modelu opiera sie na tym, ze krata (P,,C) jest
algebraiczna tj. kazdy element jest suma swoich skoriczonych podzbioréw. Konsekwencja tego
jest to, ze funkcja ciagla nad P, jest zdeterminowana przez swoje zachowanie na zbiorach
skonczonych.

Lemat 12.1 Funkcja f : P, — P, jest ciqgla wtedy i tylko wtedy, gdy
fla) =U{f(e) | e skoriczony oraz e C a},

dla dowolnego a € P,,.

Poniewaz zbioréw skonczonych jest przeliczalnie wiele, funkcji ciaglych jest continuum i mozna
informacje o takiej funkcji reprezentowa¢ za pomoca jednego elementu P,. W tym celu
potrzebna jest tylko funkcja pary, na przyktad:

(m.n) = (n+m)(r;+m+1) tm,

i kodowanie zbioréw skonczonych, na przyktad:
en ={ko, k1, ..., kr1}, dlan=> 2%
i<r
Teraz mozna okresli¢ funkcje
graph : [P, — P,] — P,, fun : P, — [P, — P,
nastepujaco. Dla f € [P, — P,] i a,b € P, przyjmujemy

graph(f) ={(n,m) [ m € f(en)};
fun(a)(x) ={m | In € N(e, Sz A (n,m) € a)}.

Lemat 12.2 Funkcje graph i fun sq ciagle, a w dodatku fun o graph = id|p, ,p,)-

Dowoéd:  Cwiczenie. n

A zatem P, jest refleksywnym cpo.
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Whniosek 12.3 Struktura P, = (P,,-,[ ]), w ktorej x - y = fun(x)(y), jest lambda-modelem.

Zauwazmy jednak, ze funkcje graph i fun nie sa bijekcjami, bo kazdy niepusty zbidér postaci
graph(g) musi by¢ nieskoniczony. Istotnie, jesli nalezy do niego para (n,m) to nalezy tez kazda
para (k,m), gdzie e, C eg. Zatem model P, nie jest ekstensjonalny (fakt 10.11).

Fakt 12.4 Model P,, nie jest modelem pn-konwersji, tj. P, = v = A\y.xy.

Dowéd:  Niech v(z) = a # L. Wtedy [M\y.xy]v = graph(Nb. [vy],py—y) = graph(Ab.a - b).
Natomiast [z], = a. Jesli a jest niepustym zbiorem skonczonym, to [Ay.zy],, jest zbiorem
nieskoriczonym, w szczegdlnosci [Ay.zy], # a. [

Okazuje sie, ze teoria modelu P,, to dokladnie teoria drzew Bohma.

Twierdzenie 12.5 (Hyland) Dla dowolnych terméw M, N
PoE=M=N <« BT(M)=BT(N)

Dowdd: Mozna go znalezé¢ w ksiazce Barendregta. |

Cwiczenia

Uzupehié szczegdly dowoddw.

Czy m € fun(a)(e,) wtedy i tylko wtedy, gdy (n,m) € a?

Jakie zbiory sg interpretacjami termoéw I, K, w, itd. w modelu P,,?

Pokaza¢, ze P, =1 =1.

AN e A

Funkcja ciagla z P, w P, jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartosci na zbiorach
skoniczonych. Czy jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartosci na zbiorze pustym i sin-
gletonach?

13 Typy proste

Zaczynamy od skladni typéw. Przyjmijmy, ze mamy pewien niepusty® zbiér typow atomo-
wych, ktéry oznaczymy przez TV . Typy atomowe nazywamy tez zmiennymi typowymsi. Typy
(Scidlej: typy proste) definiujemy indukcyjnie:

e Typy atomowe p,q,r,... sa typami;

e Jedli o i 7 sa typami, to o0 — 7 jest typem.

9Czasami zaklada sie, ze jest tylko jeden atom 0. My zrobimy tak w rozdziale 17, ale zwykle przyjmujemy,
ze atomow jest nieograniczona ilo$é.
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Intuicja jest oczywiscie taka: typ postaci o — 7 to typ operatora, ktéry argumentom typu o
przypisuje obiekty typu 7. Zbior wszystkich typow oznaczymy przez T'. Stosujemy taka kon-
wencje, ze strzalka jest taczna w prawo, tj. napis 0 — 7 — p oznacza o — (7 — p). Zauwazmy,
ze kazdy typ mozna zapisaé¢ jako o1 — --- — o, — p, gdzie p jest typem atomowym.

W rachunku lambda z typami przypisuje sie typy lambda-termom. Poniewaz typ termu moze
zalezeé¢ od typdw jego zmiennych wolnych, potrzebna jest taka definicja:

Otoczenie typowe to czedciowa funkcja ze zbioru zmiennych przedmiotowych w zbior typow.
Taka funkcje utozsamiamy ze zbiorem par postaci x : 7 gdzie = jest zmienna przedmiotowa
a 7T jest typem. Napis I'(x : 7) oznacza to samo co I'|x +— 7|, a wiec I'(z : 7) powstaje z '
przez dodanie deklaracji x : 7, poprzedzone usunieciem deklaracji x : I'(z), jesli z € Dom(T).
Zauwazmy, ze jesli ' C TV, to T'(x: 7) CTM(x : 7).

Rachunek lambda z typami prostymi (w wersji Curry’ego) to system wnioskowania A_,, w kt6-
rym wyprowadza sie osady (asercje) postaci I' = M : 7 czytane: ,term M ma typ 7 w otocze-
niu I'”. (Takie systemy wnioskowania nazywamy systemami przypisania typow.)
System A_, ma trzy reguly:

(Var) I'(z:o)Faz:0o

MNz:o)F M7 '-M:0c—57 T'EN:o
(Abs) (App)
'F(AzM):0—T1 ' (MN):1

Jedli ' = M : 7, dle pewnych I' i 7, to mowimy, ze term M jest typowalny. Zauwazmy, ze nie
kazdy term jest typowalny, na przyktad term xz nie ma typu w zadnym otoczeniu. Co wiecej,
termy typowalne maja wiele typow, na przyklad term I ma w kazdym otoczeniu wszystkie
typy postaci 7 — T.

Oto podstawowe wiasnodci systemu A_,.

Lemat 13.1 (o generowaniu)

1. JesliT'- MN o0, toT'FM:7—0 iI'F N :7 dla pewnego 7.
2. JesliT + x : o, gdzie © jest zmienng, to o =T'(x).

3. JesiT' E XM : 0, too=p— 7 dla pewnych p i 7, takich ze T'(x:p) - M : .

Dowéd:  Natychmiastowy. |

Lemat 13.2 (oslabianie) Jesli ' M : 0 orazT CTV, to T M : 0.

Dowdd: Latwa indukcja ze wzgledu na wyprowadzenie I' - M : o. |

Lemat 13.3 JesliI'(x:0)F M : 7 orazT'F N : 0, toT'F M[z := N]: 7.
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Dowédd: Indukcja ze wzgledu na M. Korzystamy z lematéw o generowaniu i ostabianiu. =
Whiosek 13.4 (poprawno$é¢ redukeji) 1© Jesli ' M : 7 oraz M —gy N, toI' N : 7.

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na definicje —g,. Przypadek M = (Az.P)Q —g Plz:=Q] = N
wynika z lematu 13.3. |

13.1 Wariant Churcha

Alternatywny sposéb wprowadzenia typéw do rachunku lambda polega na rozszerzeniu sktadni
lambda terméw o informacje typowa. Mowimy wtedy o rachunku z typami w wersji Churcha.
W skrajnej (,ortodoksyjnej”) wersji przyjmuje sie, ze dla kazdego typu o dany jest osobny
zbiér TV , zmiennych typu o, po czym definiuje sie termy dowolnych typéw indukcyjnie:!!

— Zmienna typu o jest termem typu o.
— Jesli M jest termem typu o — 7 oraz N jest termem typu o, to (M N) jest termem typu 7.
— Jedli z jest zmienna typu o oraz M jest termem typu 7, to (Ax M) jest termem typu o — 7.

W ten sposéb dla kazdego typu o otrzymujemy zbiér T, termoéw typu o. Zbiory T, sa
parami roztaczne — kazdy term ma dokladnie jeden typ. Podtermy termu M € T, tez maja,
jednoznacznie ustalone typy, co czesto podkreslamy, stosujac adnotacje typowe, tj. piszac
np. (Ax?.NT)?7"Po)" € T.

Istnieje tez ,nieortodoksyjny” wariant systemu w wersji Churcha. W tym wariancie zmienne
nie majg z géry ustalonych typéw. Typy zmiennych wolnych sa okreslone przez otoczenie,
jak u Curry’ego, a typy zmiennych zwiazanych przez adnotacje typowe, ktére sa obowiazkowa,
czesdcia skladni. Mamy wiec zmienne, aplikacje (M N) i abstrakcje postaci (Az:o. M), przy
czym za dobrze okreslone termy uwazamy tylko te wyrazenia, ktérym mozna poprawnie przy-
pisa¢ typ regulami wnioskowania:

(Var) I'(z:o)Fx:0

MNzx:o)FM:7 '-M:c—-7 I'EN:o
(Abs) (App)
'-(Az:o. M):0—1 ' (MN):1

Delikatnosé tej definicji polega na tym, ze to samo wyrazenie moze by¢ poprawnym termem
w jednym otoczeniu a w innym nie. Zauwazmy tez, ze w ustalonym otoczeniu typ termu
moze by¢ tylko jeden (jak w ,ortodoksyjnej” wersji Churcha), ale to samo wyrazenie moze
mie¢ rézne typy w réznych otoczeniach (jak w wersji Curry’ego).

Uwaga: Dla systeméw w wersji Churcha powinniSmy na nowo zdefiniowa¢ operacje pod-
stawienia, relacje redukcji itd. Na szczescie w oczywisty sposéb, np. ortodoksyjna reguta
beta-redukcji ma postaé

(\z?. M)N? = M][z® := N].

10 Subject reduction property
1 Jak zwykle, utozsamia sie wyrazenia pozostajace w relacji alfa-konwersji.
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,Deterministyczny” charakter regul systemu A_, powoduje, ze réznice pomiedzy trzema warian-
tami systemu sa w istocie nieznaczne. Ortodoksyjny Church to w gruncie rzeczy to samo co
nieortodoksyjny Church w jednym ustalonym otoczeniu. A relacje miedzy (nieortodoksyjnym)
Churchem i Currym ustala operacja wycierania typow zdefiniowana tak:

|zl =
— |MN| = |M]|N;
— |Azio. M| = Az |M]|.

Oto najwazniejsze wilasnosci wycierania typow. Dla czytelnodci, termy Churcha sg tutaj
oznaczone czcionks prosta, a termy Curry’ego jak zwykle kursywa.

Twierdzenie 13.5

1. JesiT'EFM:7, toT'F M| : 7.

2. JesliT'F M : 7, to istnieje taki term M, ze M| = M orazT'F M : 7.
3. Jesli M —3 N, to [M| —3 |N|.

4. Jesli IM| =5 N, to istnieje takie N, ze [N| = N oraz M —5 N.

Dowéd: Latwa indukcja. n

Twierdzenie 13.5 pokazuje, ze systemy Churcha i Curry’ego wlasciwie niczym sie nie réznia.
W istocie term w stylu Churcha to to samo, co term w stylu Curry’ego wraz z odpowiednim
wyprowadzeniem typu. Istotnie, aby dany term moégt mieé¢ przypisany typ w otoczeniu I,
konieczne jest jednoznaczne przypisanie typéw wszystkim jego podtermom. Dlatego dobrze
otypowany term Curry’ego mozna sobie wyobraza¢ jako term z adnotacjami typowymi. na
przyktad mozna napisaé¢ (Ax?.N7)P? : T, zeby zaznaczy¢ jaki typ uzyty zostal dla zmiennej x
w wyprowadzeniu osadu (Ax.N)P : 7.

W dalszym ciagu bedziemy w do$¢ nieformalny sposéb postugiwaé sie takimi adnotacjami,
,mieszajac” ze sobg formalizm Churcha i Curry’ego i wybierajac zawsze ten, ktory jest
w danym momencie wygodniejszy.

Cwiczenia
1. Ktére z nastepujacych terméw sa typowalne: K, S, 2, Q, 2K, \z. K(K z)?

2. Zdefiniowaé relacje alfa-konwersji i operacje podstawienia dla wyrazei w stylu Churcha (w obu
wariantach). Nastepnie zdefiniowaé beta- i eta-redukcje i udowodnié, ze zachowuja one typy
termow.

3. Pokazaé, ze oba rachunki w wersji Churcha maja wlasnos¢ Churcha-Rossera, powtarzajac kon-
strukcje z rozdziatu 3.

Pokazaé¢, ze jeSi ' - M : 7iT' = M : o, w nieortodoksyjnej wersji Churcha, to 7 = o.
CzyjesliT' - [M|:7,to ' F M: 7 iczy z M| = |N| wynika M — 5 N (por. twierdzenie 13.5(2,4))?

Czy w twierdzeniu 13.5(2) mozna zamieni¢ stowo ,istnieje” na ,istnieje dokladnie jeden”?

N o

Czy dla n-redukcji zachodzi twierdzenie podobne do 13.57



18 kwietnia 2024, godzina 16: 26 strona 55

14 Normalizacja

Udowodnimy teraz twierdzenie o normalizacji dla terméw z typami: kazdy typowalny term ma
postaé¢ normalna. Zaczniemy od rozwiazania ¢wiczenia 1 z rozdziatu 4: jakie nowe B-redeksy
moga powstaé w termie na skutek wykonania jednego kroku B-redukcji? Jesli term przed-
stawimy w postaci grafu, to kazdy redeks jest wyznaczony przez krawedz skierowana w lewo
od @ do A (obrazek 12). Usuniecie tej krawedzi powoduje powstanie bezposrednich polaczen
od wierzcholka (1) do (2) oraz od (3) do (4), jak wida¢ na obrazku 13. Uwaga: Obrazki 12
i 13 sa nieco uproszczone. W istocie zamiast jednego wierzcholtka (3) mamy ich tyle ile jest
wystapien zmiennej  w podtermie zaczepionym w punkcie (2).

Obrazek 12: Beta-redeks przed redukcja . ..

(1)

3 @

Obrazek 13: ...1i po redukcji.

Powstanie nowego redeksu jest mozliwe, gdy na skutek skrécenia polaczern pomiedzy (1) i (2)
oraz (3) i (4) powstanie krawedz laczaca bezposrednio wierzcholek typu @ z wierzchotkiem
typu A. Moze si¢ to zdarzy¢ na 3 sposoby:

1. W pozycji (1) jest wierzcholek typu @, a w pozycji (2) jest wierzcholek typu A\. Mamy
wtedy podterm postaci (AzAyQ)N P, ktéry redukuje sie do (AyQ|z := N])P.
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2. W pozycji (3) jest wierzchotek typu @, a w pozycji (4) jest wierzcholek typu A, tj. podterm
(Ax...zP...)(AyQ) redukuje sie do ... (AyQ)P ...

3. Wierzcholki (2) i (3) sa sklejone w jeden, w pozycji (1) jest wierzcholek typu @, a w pozy-
cji (4) jest wierzcholek typu A. Tak jest w przypadku podtermu (Ax z)(AyQ)P, ktéry
redukuje sie do (AyQ)P.

Oczywiscie na skutek redukeji moze takze doj$¢ do zwielokrotnienia redeksow juz istniejacych.

Twierdzenie 14.6 Jesli I' = M : 7 to M ma postaé normalng.

Dowdd: Rozwazamy pewne ustalone wyprowadzenie osadu I' M : 7. To wyprowadze-
nie jednoznacznie okresla przypisanie typow dla wszystkich terméw, ktore mozna otrzymac
z termu M w drodze redukcji. A zatem mozemy bez obawy nieporozumienia stosowaé ad-
notacje typowe w formie indekséw w stylu Churcha. Rangq redeksu (Az?. P™)Q? nazwiemy
dhugosé typu o — 7, czyli typu przypisanego abstrakcji (Az. P). Ranga termu to maksymalna
ranga wystepujacych w nim redekséw.

Dowdd twierdzenia przebiega przez indukeje ze wzgledu na dwa parametry (n, m), gdzie n jest
rangg termu M a m jest liczba redekséw rangi n wystepujacych w M. Wystarczy udowodnié,
ze na skutek redukeji odpowiednio wybranego redeksu w M para (n,m) musi sie (leksyko-
graficznie) zmniejszy¢. Wybraé¢ nalezy redeks rangi n polozony (zaczynajacy sie) najdalej
na prawo. Przy takiej redukcji zwielokrotnieniu moga ulec tylko redeksy mniejszej rangi
(potozone na prawo). Pozostaje zauwazy¢, ze nowe redeksy powstajace w wyniku naszej
redukcji tez musza by¢ rangi mniejszej od n. Mamy bowiem trzy wczesniej wspomniane
mozliwosci:

L. (Az®M\yP.QV)N*PP — (WP Qlx := N]")PP.

2. Az xPY . )W QY) — L Myt Q)P . ..

3. Az Bz By Ay QP P — (Ay2QP)Pe.
W kazdym z przypadkéw nowy redeks jest mniejszej rangi niz redeks wyeliminowany:

1. Abstrakcje typu a — 8 — « zastapiono przez abstrakcje typu 8 — ~.
2. Abstrakcje typu (o — ) — (3 zastapiono przez abstrakcje typu a — 7.

3. Abstrakcje typu (o« — ) — a — [ zastapiono przez abstrakcje typu a — . |

Silna normalizacja

Twierdzenie o normalizacji mozna wzmocnié¢: term rachunku lambda z typami redukuje sie
zawsze do postaci normalnej, niezaleznie od przyjetej strategii. Inaczej méwiac, wszystkie
termy z typami maja wlasno$é silnej normalizacji (SN). Moralny sens tego faktu jest taki:
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statyczna kontrola typow gwarantuje terminacje obliczenia niezaleznie od kolejnosci ewaluacji.
Program z typami moze sie zapetli¢ tylko wtedy, gdy jaki$ jego sktadnik jawnie na to pozwala
(np. zawiera on petle, rekursje itp.).

Metoda dowodu silnej normalizacji (computability method), ktéra zastosujemy, pochodzi od
Williama Taita i bywa stosowana takze dla dowodu innych wlasnosci jezykow z typami. W is-
tocie polega ona na konstrukcji pewnego syntaktycznego modelu dla typéw prostych. Dla
dowolnego typu 7, okreslimy pewna interpretacje typu 7 w zbiorze terméw, a mianowicie
zbiér terméw stabilnych'? dla typu 7, ktéry oznaczymy przez [7].

e [p] := SN, gdy p jest atomem;
o [r—=o]:={M |VN(N € [r] = MN € [o])}.

Lemat 14.7 Dla dowolnego typu 7:

1) [r] € SN;

2) Jesli Ny,...,Ng € SN to xN;y ... Ny € [1]. W szczegdlnosci zmienne sq stabilne.

Dowé6d:  Indukcja ze wzgledu na 7. Niech na poczatek 7 bedzie atomem. Warunek (1)
wynika wprost z definicji. Warunek (2) wlasciwie tez, bo oczywiscie 2Ny ... N € SN.

Teraz niech 7 = 0 — p i niech M € [o — p]. Wezmy dowolng zmienng z. Z zalozenia
indukcyjnego (2) mamy z € [o], wiec z definicji Mz € [p]. A wiec Mz € SN, z zalozenia
indukcyjnego (1). Tym bardziej M € SN. Pokazalismy (1).

W punkcie (2) mamy pokazaé, ze xNj... NP € [p] dla kazdego P € [o]. Ale P € SN
z zalozenia indukcyjnego (1), wiec teza wynika z zalozenia indukcyjnego (2) dla p. |

Lemat 14.8 Jesli M[z:=Ny|Ny ... Ny € SN oraz Ny € SN, to takie (A\x.M)NoNy ... Ny € SN.

Dowdd: Przypusémy, ze term Py = (Ax.M)NoN; ... N ma nieskonczony ciag redukeji
Py - P — P, — --- Poniewaz wszystkie termy M, Ny, ..., Ni sa silnie normalizowalne
(éwiczenie 6.1), wiec predzej czy pézniej bedzie zredukowany redeks czolowy. Scislej, dla
pewnego n otrzymamy:

P, = (Ax.M")NgN7 ... N — M'[x := N)]Ny ... N], = Py41,

gdzie M — M’ oraz N; — N/ dla i < k. Poniewaz M|z := No]Ny ... Ny — Pn41, wiec mamy
sprzeczno$é z zalozeniem. |

Lemat 14.9 Jesli M[z:=Ny|N; ... Ny € [7] oraz Ng € SN, to takie (Ax.M)NoNy ... Ny, € [7].

2Tnna, czesto spotykana terminologia: termy obliczalne lub redukowalne.
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Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na 7. Przypadek typu atomowego to doktadnie lemat 14.8.
Niech wiec 7 = 0 — p, i niech M|z := No|N; ... Ny € [7]. Mamy sprawdzié¢ czy dla P € [o]
zachodzi (Ax.M)NoN; ... NP € [p]. Ale skoro M[z := No|N;...Nj € [7] = [o — p] wiec
Mz := No|Ni...NiP € [p] i wystarczy zastosowaé zalozenie indukcyjne dla p (przyjmujac
Nk+1 = P) |

Nastepujacy lemat mozna uwazaé za twierdzenie o poprawnosci dla semantyki zadanej przez
zbiory terméw stabilnych.

Lemat 14.10 Jesli ' M : 7 oraz N; € [I'(2;)] dla i < n, to M[z1:=N1,...,2,:=N,] € [7].

Dowdd:  Indukcja ze wzgledu na M. Jesli M jest zmienna z;, to teza wynika z lematu
o generowaniu. Jesli M jest inna zmienna, to korzystamy z lematu 14.7(2).

W przypadku gdy M = PQ, z lematu o generowaniu mamy ' - P: ( - 7il'F Q : { dla
pewnego typu (. Z zalozenia indukcyjnego P € [¢ — 7] 1 Q € [¢] wiec M = PQ € [r] wprost
z definicji [¢ — 7].

Niech teraz M = Ay.P. Typ 7 jest wtedy postaci ¢ — p, i do tego wiemy jeszcze, ze
I'(y:o0)F P:p. Wystarczy oczywiscie pokazaé, ze M|[Z = Z\_f] € [o — p]. Wezmy wiec jakis
term Q € [o] i rozpatrzmy aplikacje M[Z := N]Q = (\y.P)[Z := N]Q = (\y.P[Z := N))Q.
Przyjeliémy tu oczywiscie, ze zmiennna y nie jest wolna w zadnym z terméw N. Oznacza to
w szczegllnosci, ze PZ := N][y := Q] = P[# := N,y := Q]. Ten ostatni term jest stabilny
dla p, co wiemy z zalozenia indukcyjnego. Zatem z lematu 14.9 wynika, ze M[¥ := N 1Q tez

—

jest stabilny dla p. PokazaliSmy wiec ostatecznie, ze M|[Z := N]| jest stabilny dlaoc — p. 1

Twierdzenie 14.11 (silna normalizacja) Jesli I' = M : 7 dla pewnych T' i T to term M jest
silnie normalizowalny.

Dowdd:  Wystarczy przyja¢ n = 0 w tresci lematu 14.10. |

Cwiczenia
1. Udowodnic¢ silng normalizacje dla terméw w stylu Churcha.

2. Udowodni¢ twierdzenie Churcha-Rossera dla terméw w stylu Churcha, korzystajac z twier-
dzen 3.11 13.5 oraz ¢wiczenia 1.

15 Izomorfizm Curry’ego-Howarda

Typy proste mozna utozsamiaé¢ z formutami zdaniowymi zbudowanymi z atoméw (zmien-
nych zdaniowych) za pomoca samej implikacji. Ta analogia nie jest przypadkowa, bo reguly
wyprowadzania typdéw odpowiadaja regutom wnioskowania:

(Ax) T,o ko
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okt I'tro—-7 T'kFo
(W—) — (E—)
rco—r I'r

Reguly te otrzymalidmy przez wytarcie z regul systemu A_, wszystkiego co dotyczy terméw
i pozostawienie tylko informacji o typach. Oczywiscie symbol ', wystepujacy w regutach
wnioskowania, oznacza po prostu zbior formut. Logika okreslona tymi regutami to minimalna
logika implikacyjna.

Jesli T" jest otoczeniem typowym, to przez |I'| oznaczymy zbiér formut {I'(z) | x € Dom(T")}.
Nastepujace twierdzenie wyraza w uproszczeniu odpowiednio$¢ nazywang czesto izomorfizmem
Curry’ego-Howarda.

Twierdzenie 15.12

o JesliT'F M : 7 w systemie A\, to |I'| 7 w logice minimalnej.

o Jesli T' = 7 w logice minimalnej, to istnieje takie otoczenie typowe A, ze |A| =T oraz
AF M : 7 dla pewnego M w systemie \_,.

Dowéd: Latwa indukcja. |

W sensie ogdlnym, izomorfizm Curry’ego-Howarda to witasnie $cista odpowiednio$¢ pomiedzy

e formutami i typami;

e dowodami i termami (programami).

Powstaje pytanie czy logika minimalna to to samo co implikacyjny fragment logiki klasyczne;j.
Otéz nie. Nastepujaca klasyczna tautologia, zwana prawem Peirce’a, nie jest twierdzeniem
logiki minimalne;j:

T=((p—q —p) —p

Mozna to latwo stwierdzi¢, korzystajac z prostej obserwacji: jesli istnieje term M typu T,
to istnieje tez taki term w postaci normalnej. Pozostaje wiec zbadaé, jak moze wygladac
zamkniety term typu m w postaci normalnej i przekonac sie, ze nijak.

Na czym polega réznica? Logika minimalna jest konstruktywna. Implikacja w tej logice jest
traktowana jak typ pewnej funkcji. Dowdd formuty postaci @ — S musi polegaé¢ na wskaza-
niu metody przeksztalcenia kazdego potencjalnego dowodu (“konstrukeji”) zalozenia o w po-
prawny dowdd formuty 5. Nie ma innego kryterium prawdy oprécz dowodu, w szczegdlnosci
nie wystarczy odwotanie do dwuwartosciowej semantyki.

Kombinatory z typami

Jak zauwazyliémy, termy rachunku lambda z typami prostymi odpowiadaja $cisle dowodom
w minimalnej logice implikacyjnej. Chodzi tu o dowody w systemie naturalnej dedukcji.
Pojecie dowodu formalnego czesto jednak kojarzy sie nam nie z naturalng dedukcja, ale z po-
dejéciem Hilberta. To podejscie jest bowiem zwykle prezentowane w podrecznikach logiki. Dla
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klasycznego implikacyjnego rachunku zdan, hilbertowski system dowodzenia mozna oprze¢ na
jednej regule wnioskowania (modus ponens)

a, a—

B

i trzech nastepujacych schematach aksjomatéw.

e a— [ — a
e (=== (a—=p)—ma—y;

e (a—=p)—=a)—a.

Jak juz wiemy, trzeci z tych aksjomatéw, prawo Peirce’a, nie jest twierdzeniem logiki mini-
malnej, ale pierwsze dwa tak. Sa to mianowicie typy znanych nam terméw zamknietych:

o K= )zy.x;

e S = )zyz.xz(yz).

Okazuje sie, ze jesli z powyzszego systemu odrzucimy trzeci aksjomat a pozostawimy dwa
pierwsze, to otrzymamy system réwnowazny logice minimalnej. Piszemy I' g ¢ gdy for-
mula ¢ ma dowdd w takim systemie Hilberta ze zbioru dodatkowych zalozen I'. Réwnowaznosé
naszego systemu Hilberta i naturalnej dedukcji wynika z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 15.13 (o dedukcji) Warunki T'tp @ — ¢ i T, o by v sq réwnowazne.

Dowéd:  Oczywiscie wszyscy znaja dowéd twierdzenia o dedukeji, ale przypomnijmy go'®
z powodéw metodologicznych. Dowdéd ten w swojej trudniejszej czesci — z prawej do lewej
— przebiega przez indukcje ze wzgledu na dlugosé dowodu formutly ¢ ze zbioru zalozen I, .

Rozpatrzmy najpierw kilka tatwych przypadkéw.

Pierwszy tatwy przypadek mamy wtedy, gdy w dowodzie nie uzyto w ogdle zalozenia . Tak
jest w szczegdlnosci wtedy, kiedy 1 jest aksjomatem lub ¢ € I', a dowdd sktada sie tylko
z tej jednej formuty. Inaczej méwiac mamy w istocie dowdd I' g 1. Wtedy dowdd formutly
© — 1) jest otrzymany przez oderwanie ¥ od aksjomatu ¢ — (¢ — ).

Jesli ¥ = ¢, to wystarczy udowodnié¢, ze Fg ¢ — ¢, co zostawiamy jako ¢wiczenie.

Pozostaje gtowny krok indukcyjny, gdy dowdd formuly v ze zbioru I', ¢ otrzymano przez
odrywanie. Znaczy to, ze I';o =19 — ¢ i ', p - 9 dla pewnej formuty 9, i ze odpowiednie
dowody sa krotsze. Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze formuly ¢ — (¥ — ¥)ip — 0
maja dowody ze zbioru I'. Aby otrzymaé¢ dowdd dla ¢ — 1, nalezy te dwie formuly kolejno
oderwaé od drugiego aksjomatu w postaci (¢ — (¢ — ¢)) = ((¢ = V) = (¢ = ¥)). [

13W istocie nasz dowdd nieznacznie rézni sie od tego, ktéry wystepuje w wiekszosci podrecznikéw.
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Whniosek 15.14 Osqd I' - ¢ jest wyprowadzalny w systemie naturalnej dedukcji wtedy i tylko
wtedy, gdy T g .

Dowdd: W obie strony mamy prosta indukcje. Twierdzenie 15.13 jest nam potrzebne
w dowodzie czesci (=) w przypadku wprowadzania implikacji. [ |

Dla wnioskowania w stylu Hilberta tez mozna méwié¢ o odpowiedniosci Curry’ego-Howarda,
ale nie chodzi juz teraz o rachunek lambda. Dowody w stylu Hilberta otrzymujemy wytacznie
przez stosowanie reguty modus ponens, ktora jak wiemy odpowiada aplikacji. Aksjomaty lo-
giczne systemu hilbertowskiego mozna uwazaé za stale odpowiednich typéw. Doktadniej, dla
dowolnych typéw a, 3,y mozemy postulowac state K,g i Sagy, ktérym przypisujemy w dowol-
nym otoczeniu typy:

o FKyg:a— = a;

o -Susyi(a—=B—=7) = (a—=p) =>a—1.

Inna mozliwosé, to zalozy¢, ze w systemie sa tylko dwie stale Ki S, ktérym mozna (w dowolnym
otoczeniu) przypisaé kazdy z typéw odpowiedniej postaci. W ten sposéb otrzymamy rachunek
kombinatorow z typami prostymi, a wniosek 15.14 bedziemy teraz mogli odczytaé tak:

(%) Typy niepuste w rachunku lambda i rachunku kombinatoréw z typami prostymi
sq takie same.

Uderzajace jest podobienistwo pomiedzy dowodem twierdzenia 15.13 i definicja kombinato-
rycznej abstrakcji A* (éwiczenie 8). Ciekawe jest to, Ze ta analogia siega znacznie dalej niz
tylko zgodnosé typéw. Mozna powiedzieé, ze twierdzenie o dedukcji ma sens wykraczajacy
poza jezyk formut logicznych.

Typologia ogdlna: spojniki logiczne

Odpowiedniosé¢ pomiedzy formulami i typami bylaby niepelna, gdyby nie rozciagata si¢ na
spojniki logiczne inne niz implikacja. W istocie nietrudno jest zinterpretowaé¢ w tym duchu
zaréwno koniunkcje jak i alternatywe. Zacznijmy od przypomnienia regut naturalnej dedukeji
dla tych spéjnikéw.

ke F'_Q’Z)(W/\) I‘l—go/\iﬁ(E/\)I‘l—go/wb
F'FpAy ke 'y
| Wy I'Fqy F'Fpvy TekEd I‘,zﬂl—ﬂ(Ev)
vy F'Fepvay k2

Reguly te mozemy objasnia¢ w my$l tzw. interpretacji BHK (od nazwisk: Brouwer, Heyting,
Kolmogorow).

e Dowdd koniunkcji sktada sie z dowodéw jej sktadowych, jest wiec (uporzadkowana) para
dowodow;
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e Dowdd alternatywy to dowdd jednego z jej czlonéw (ze wskazaniem ktérego).

A zatem koniunkcja odpowiada iloczynowi kartezjaniskiemu (rekordowi) a alternatywa sumie
prostej (wariantowi). Wprowadzanie koniunkcji to tworzenie pary, a eliminacja koniunkcji to
rzutowanie.
' M: '-N: 'EM:pA I'EM:pA
@ Y (WA) pAY (EA pAY

CF(M,N): oA FEmi(M):p ' mo(M) v
Wprowadzanie alternatywy odpowiada tworzeniu obiektu wariantowego. Eliminacja alterna-
tywy to instrukcja wyboru.

.I’}—M:gp (Wv) .I‘I—Mzz/)
F'Finl(M): eV F'Finr(M): oV
FrEM:pVvey T(x:@)FP:9 T(y:¢)HQ: 0
I't case M of [z]|P, [y]@Q : ¢

(EV)
Dla tak rozszerzonego jezyka mozemy teraz postulowaé nastepujace redukcje.

Beta redukcje:
(M, NY) = M, m((M, N)) - N
case inl(P) of [z]M,[y|N — Mz := PJ;
case inr(Q) of [z]M,[y]N — Nly:=Q)].

Eta redukcje:
(m (M), m(M)) — M, (case M of [z]inl z, [y]inr y) — M.

Moéwimy tu o beta i eta redukcjach przez analogie z redukcjami dla implikacji. Beta redeks
odpowiada wprowadzeniu spdjnika, po ktérym natychmiast nastepuje jego eliminacja. Na-
tomiast postulat eta-redukcji odpowiada zalozeniu, ze kazde wyrazenie danego typu opisuje
pewien kanoniczny obiekt tego typu (funkcje, pare, wariant — ogdlnie rezultat operacji wpro-
wadzenia).

Pozostaje sprawa negacji, ktéra jednak mozemy zinterpretowaé jako specyficzna implikacje:
a=a— L

Symbol 1 oznacza falsz, ktéry oczywiscie nie moze mie¢ dowodu. Nie ma wiec kanonicznych

obiektow typu L — jest to typ pusty. Mamy jednak regule eliminacji falszu:
'=M: L (1)
I'Eey,(M): @

Symbol e, oznacza cud typu ¢. Skoro mamy rzecz, ktdrej nie ma, to znaczy, ze mozemy z niej
zrobi¢ co zechcemy.

Reguly wprowadzania i eliminacji spéjnikéw tworza system naturalnej dedukceji dla zdaniowej
logiki intuicjonistycznej. Logika minimalna to jej fragment implikacyjny. Zauwazmy, ze nie
ma wsrdd naszych regut zasady wnioskowania przez zaprzeczenie, np. takiej:
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I=pt L
I'kFe

Dlatego twierdzeniami logiki intuicjonistycznej nie jest zadna z formut postaci pv—-p, =—p — p,
(=p — —q) — q¢ — p, prawo Peirce’a, ani wiele innych praw logiki klasycznej.

Cwiczenia
1. Udowodnié¢ twierdzenie 15.12.

2. Udowodnié ze nie istnieje kombinator typu 7 = ((p — ¢) = p) — p.

3. Pokazaé, ze K jest jedynym termem zamknietym w postaci normalnej, ktéry ma typ s =t — s
(gdzie s it sa zmiennymi typowymi). Pokazaé¢ analogiczna wlasnos$é dla S.

4. Wyprowadzié¢ g a — a. Wskazowka: Zbudowaé ze statych K i S term takiego typu.

5. Sformulowaé reguly przypisania typéw dla rachunku kombinatoréw z typami prostymi i udowod-
ni¢ stwierdzenie (*).

6. Udowodni¢ silng normalizacje dla rachunku kombinatoréw z typami prostymi.
7. Zmalez¢é typy dla kombinatoréw W, B, B’ i C.

8. Udowodnié¢, ze w rachunku kombinatoréw z typami prostymi warunek I', x : 7 - M : o implikuje
'EXaz.M:7—o0.

16 Problemy decyzyjne

Zgodnie z izomorfizmem Curry’ego-Howarda, twierdzenia intuicjonistycznej logiki implika-
cyjnej to dokladnie typy zamknietych terméw rachunku lambda (lub logiki kombinatorycznej).
Poniewaz kazdy term typowalny ma postaé¢ normalna, wiec dla ustalenia, czy istnieje term
danego typu wystarczy szukaé¢ takiego termu w postaci normalnej. Prowadzi to do nastepu-
jacego algorytmu Ben-Yellesa, ktéry rozwiazuje nieco ogdlniej postawione zadanie:

e Dane sa otoczenie I' i typ 7;

e Szukamy takiego termu M, ze ' - M : 7;
Zadanie to mozna rozbi¢ na dwa przypadki:

(1) Jesli 7 = 11 — 7o, to mozna zakladaé, ze M musi by¢ abstrakcja postaci Ax.M’. (Jesli
term M nie jest abstrakcja, to zamiast M mozna wziaé¢ term Az.Mx, gdzie = jest nowe.)
Nalezy wiec znalezé taki term M’ aby I'yz : 7 = M’ : 7.

(2) Jesli T jest zmienna typowa s, to term M musi by¢ aplikacja postaci xM; ... My, gdzie
I'(z) =01 — -+ — o — s. Nalezy wiec znalezé termy M, ..., M} spehmiajace warunki
Fl—Ml :0’1,...,Fl—Mk:0k.
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Poniewaz w przypadku (2) mozemy mie¢ do wyboru wiecej niz jedna zmienna o typie koncza-
cym sie na s, wiec nasz algorytm jest w istocie niedeterministycznym algorytmem rekuren-
cyjnym, lub jak kto woli — algorytmem alternujacym.'*

Oczywiscie, jesli ,inhabitant” typu 7 istnieje, to predzej czy pdzniej znajdziemy go ta metoda.
Ale moze by¢ tak, ze nasz algorytm sie zapetli — weZmy na przyklad typ (s — s) — s, albo
((s = t) = t) = s — t. Jesli wiec rozwiazanie zadania dla danych I" i 7 prowadzi ponownie do
tego samego zadania, przerywamy obliczenie z wynikiem negatywnym. Aby uniknaé sytuacji,
w ktorej pojawia sie nieskoniczenie wiele réznych zadan, musimy tez nieco poprawié¢ dziatanie
algorytmu w przypadku (1).

(1a) Jesli T = 7 — 7o, oraz w otoczeniu I' nie ma zmiennej typu 71, to szukamy takiego M’
aby D,z :m = M : 7.

(1b) Jesli 7 = 11 — 79, oraz w otoczeniu I jest zmienna typu 71, to szukamy takiego M’ aby
I'FM :m.

Poprawnosé przypadku (1b) wynika z nastepujacej prostej obserwacji:
JesliT(y) =7 oraz D,z b M i 79, to T Mz :=y] : 7o.

Inaczej méwiac, wystarczy po jednej zmiennej kazdego typu. Liczba typéw, ktére moga
sie pojawi¢ w obliczeniu jest proporcjonalna do rozmiaru zadania, a otoczenie stale roénie.
Zatem glebokosé rekursji jest wielomianowa (kwadratowa), a stad wynika, ze caly algorytm
jest w klasie PSPACE. I nie da sie go istotnie ulepszy¢.

Twierdzenie 16.1 (Statman) Implikacyjna logika intuicjonistyczna jest PSPACE-zupelna. A
zatem problem niepustosci dla typow prostych jest tez PSPACE-zupetny.

Dowéd:  Redukujemy problem kwantyfikowanych formut Boole’owskich (QBF), czyli kla-
syczna logike zdaniowa drugiego rzedu, do intuicjonistycznego implikacyjnego rachunku zdar.?

Niech @ bedzie formula w jezyku QBF. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze jest to zdanie,
i ze negacja wystepuje w ® tylko w kontekstach postaci —p, gdzie p jest zmienna zdaniowa,.
Dla higieny zalézmy jeszcze, ze wszystkie zmienne zwiazane w ® sa rozne.

Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, ktéra wystepuje w formule ®, niech s, i s—, beda nowymi
zmiennymi typowymi. Podobnie, dla kazdej podformuty ¢ formuty ® wybierzmy nowe zmien-
ne typowe s, i s—,. Przez ' oznaczmy zbiér ztozony z nastepujacych formut:

o (Sp— Sy) = (S—p = Sy) — Sy, dla kazdej podformuly ¢ postaci Vpi;
o (Sp— Sy) = Sp 1 (5—p = Sy) = Sy, dla kazdej podformuly ¢ postaci Ipy;

® 5y — 89 — Sy, dla kazdej podformuly ¢ postaci ¥ A ¥;

MKrok egzystencjalny to wybér zmiennej x, krok uniwersalny to wybér jednego z terméw M;.
15 Jak widaé, logika minimalna wcale nie jest taka minimalna.
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® 5y — S, 189 — Sy, dla kazdej podformuty ¢ postaci 9 V 9.

Jedli teraz v jest wartoSciowaniem zerojedynkowym o skonczonej dziedzinie, to I', oznacza '
rozszerzone, dla wszystkich p € Dom(v), o zmienne

o sp, gdy v(p) = 1;
e s, gdy v(p) =0,

Teraz przez tatwa indukcje ze wzgledu na dlugo$é¢ podformuty ¢, dowodzimy, ze
'y s, wtedy i tylko wtedy, gdy v(¢) =1,

jesli v jest okreslone na zmiennych wolnych (ale nie zwiazanych) formuty ¢. W szczegblnosci
formuta @ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy I'e - sg. Pozostaje zauwazy¢, ze warunek
I's - sp to to samo co y1 — -+ — v, — s dla odpowiednich ~;, oraz, ze cala konstrukcje
mozna przeprowadzi¢ w pamieci logarytmicznej. ]

Rekonstrukcja typu

Oczywiscie nie kazdy term jest typowalny w systemie A_,, nawet jesli jest w postaci normal-
nej. Przykladem jest choéby Ax.xzz. Problemem typowalnosci (typability) (albo problemem
rekonstrukcji typu) dla danego systemu przypisania typow nazywamy taki problem decyzyjny:

Czy dany term M jest typowalny?
Zblizonym zagadnieniem jest problem sprawdzenia typu (type checking):
Danesg M, T iT. Coy'H-M : 77

Problem typowalnosci dla rachunku z typami prostymi jest réwnowazny (ze wzgledu na re-
dukcje w LOGSPACE) problemowi unifikacji dla jezyka pierwszego rzedu z jedna operacja
binarng —, i dlatego mamy nastepujacy fakt:

Twierdzenie 16.2 Problem typowalnosci dla A, jest zupetny w klasie P. |

Problem sprawdzenia typu dla A_, tez jest w klasie P. Inny dowdd rozstrzygalnosci obu pro-
blemoéw polega na sprowadzeniu ich do szukania cyklu w pewnym skoniczonym grafie.

Konsekwencja redukcji typowania do unifikacji jest nastepujaca wlasnosé typu glownego.
Powiemy, ze para (I',7) jest instancja pary (T'o,70), gdy (I',7) jest otrzymane z (I'o,70)
przez podstawienie pewnych typéw w miejsce zmiennych typowych.

Twierdzenie 16.3 Jesli term M jest typowalny, to istnieje takie otoczenie I'g i typ 19, Ze dla
dowolnych T', 7:

'eM:r & para (I, 7) jest instancja pary (To, 70).

Para (I'g, 79), o ktérej mowa w twierdzeniu, jest nazywana parq gtéwnqg dla M, a typ 19 to
oczywiscie typ gltowny tego termu.
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Roéwnosé

Rozpatrzmy term 2---2zxy, w ktérym wystepuje n dwdjek. Nietrudno sie przekonaé, ze
postacia normalng tego termu jest z(x(--- (zy)---)), gdzie liczba wystapien zmiennej x jest

2
2" }n
2

Najprostszy algorytm sprawdzajacy, czy dwa termy tego samego typu sa beta-réwne, polega
na obliczeniu i poréwnaniu ich postaci normalnych. Jak wida¢ z powyzszego przykiadu
rozmiar postaci normalnej moze by¢ bardzo duzy w stosunku do rozmiaru danego termu.
Nawet jesli uwzglednimy rozmiary uzytych typow sytuacja zmieni sie niewiele. Zauwazmy
bowiem, ze typy, ktorych potrzebujemy aby wywnioskowaé

rit—>ty:tHE2---2xy:t

sa ,zaledwie” wykladniczego rozmiaru (kazda kolejna dwdjka ma dwa razy dtuzszy typ). A za-
tem nasz naiwny algorytm ma nieelementarna ztozono$¢. Co gorsza, nie mozna go istotnie
poprawic.

Twierdzenie 16.4 (Statman) Problem réwnosci termdéw w rachunku lambda z typami prostymi
nie jest problemem elementarnym (nie istnieje algorytm rozwigzujacy ten problem w czasie

2”
22 } dla zadnego ustalonego k). |

Co innego jednak poréwnaé dwa termy, a co innego znalezé term, lub termy spehiajace
zadane réwnanie. Rozwiazywanie réwnan z niewiadomymi dowolnych typéw skonczonych
nazywamy unifikacjq wyzszego rzedu. Aby $cisle sformutowaé problem unifikacji przyjmijmy,
ze dane jest otoczenie I' i para terméw (M, N), ktére w tym otoczeniu maja ten sam typ.

Wsréd zmiennych deklarowanych w I' wyrdéznimy niewiadome x1, .. ., xj a wszystkie pozostale
zmienne nazwiemy parametrami. Rozwigzaniem réwnania M = N o niewiadomych 1, ..., zg
nazywamy dowolne termy Py, ..., P; spelniajace warunki

e ' P :T(x;) dlai=1,...,k;
o Mlxy:=Py,...,xp:= P =5, Nlx1 := P1,..., 2 := Pyl.

Problem unifikacji wyzszego rzedu to nastepujacy problem decyzyjny: czy istnieje rozwigzanie
danego rownania? Zwykle zaklada sie, ze wszystkie typy wystepujace w zadaniu sa zbudowane
z jednego atomu. Nie zmienia to istotnie stopnie trudnosci zadania. Jesli typy wszystkich
niewiadomych sa postaci t - t — --- — t — t lub ¢, gdzie ¢ jest typem atomowym, to
moéwimy o unifikacji drugiego rzedu. Zwykla unifikacje nazywamy tez unifikacja pierwszego
rzedu (niewiadome maja typ atomowy).

Przyklad 16.5

Oto dwa przyklady unifikacji drugiego rzedu z parametrami f : ¢t — ¢t — t, a : ¢, b : ¢
i niewiadomymi G :t -t —t, F:t —t.
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e Ga(fba) = fa(Gab);
° fa(Fa) = F(faa).

Pierwszy przyklad nie ma rozwiazania, drugi ma ich nieskonczenie wiele. Rozwiazaniami sa
wszystkie termy postaci Az.fa(fa(fa(---(fazx)---))).

Twierdzenie 16.6 (Goldfarb) Unifikacja drugiego rzedu jest nierozstrzygalna. |

Dowéd twierdzenia Goldfarba polega na redukcji Dziesigtego Problemu Hilberta do unifikacji
drugiego rzedu. Dla dowolnego wielomianu konstruuje sie takie réwnanie unifikacyjne, ktére
ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy dany wielomian ma zero catkowite.

Szczegélnym przypadkiem unifikacji jest dopasowanie (matching). Problem dopasowania
wyzszego rzedu polega na rozwiazaniu réwnania, w ktorym niewiadome wystepuja tylko po
lewej stronie. Pytanie o rozstrzygalno$é¢ problemu dopasowania byto przez wiele lat proble-
mem otwartym, az wreszcie w 2007 roku C. Stirling oglosil, Ze problem jest rozstrzygalny
dla dowolnego rzedu. Jesli jednak w zadaniu dopasowania zmieni¢ =g, na =g, to problem
okazuje sie by¢ nierozstrzygalny (Ralph Loader, 2003).

Funkcje definiowalne

Jak pamietamy, w beztypowym rachunku lambda mozna reprezentowaé wszystkie funkcje
rekurencyjne, a nawet czesciowo rekurencyjne (twierdzenie 7.9). W rachunku lambda z typami
prostymi nie nalezy sie spodziewa¢ podobnego wyniku, bo réwnosé terméw jest rozstrzygalna.
W istocie klasa funkcji definiowalnych w rachunku A_, jest dos¢ uboga. Ale musimy zaczaé
od odpowiedniej definicji.

Niech o bedzie dowolnym typem. Przez w, oznaczamy typ (0 — o) — o — o. Jedli o
jest nieistotne (zwykle jest to ustalony atom), to piszemy po prostu w. Oczywiscie wszystkie
liczebniki Churcha maja typ w, wiec naturalna jest nastepujaca definicja:

Funkcja f : N¥ — N jest S-definiowalna (lub po prostu definiowalna) w rachunku lambda
z typami prostymi, w typie w,, jezeli istnieje term zamkniety F', spelniajacy nastepujace
warunki:

o FF iw, = = Wy = We;
e Dla dowolnych nq,...,n; € N, jezeli f(n1,...,n;) =m to Fn;...n; =g m.

Zamieniajac w powyzszej definicji znak =g na =g, otrzymujemy klase funkcji 8n-definiowalnych.

Nastepnik, dodawanie i mnozenie sa przyktadami funkeji definiowalnych w A_, (zob. przy-
ktad 7.3). Mozemy tez zdefiniowaé¢ funkcje warunkowa

. _f q, jeslip=0;
ifzero(p,q,r) = { r, W przeciwnym przypadku.

za pomocy termu

ifzero = A\pgrAfx.p(\y.rfz)(qfz).
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Jedli zostaniemy przy réwnosci 5 to wiecej zdefiniowaé nam sie nie uda.

Twierdzenie 16.7 (Schwichtenberg) Dia dowolnego o klasa funkcji B-definiowalnych w A_,
w typie wy, to doktadnie klasa wielomianéw warunkowych, tj. najmniejsza klasa funkcji nad N,
zamknieta ze wzgledu na sktadanie i zawierajgca:

e rzutowania;

o dodawanie;

e mnozenie;

o funkcje state 0 i 1;

o funkcje warunkowgq ifzero. [ |

7 twierdzenia Schwichtenberga wynika, w szczegélnosci, ze wybdr typu ¢ nie ma znaczenia.
Kiedy$ uwazano, ze tak samo jest w przypadku Bn-definiowalnosci, ale Mateusz Zakrzewski
pokazal, ze np. funkcja

ifeven(p, q,7) = { ¢, Jesli p jest parzyste;

r, w przeciwnym przypadku,
ktéra nie jest wielomianem warunkowym, jest Sn-definiowalna (gdy liczebniki interpretujemy
w odpowiednio dobranym typie w,). Patrz éwiczenie 10.

Nawet jednak z uzyciem fn-konwersji, tak proste funkcje jak poprzednik, odejmowanie i pote-
gowanie nie sg definiowalne. Poprzednik i potege uda nam sie zdefiniowaé jesli jeszcze bardziej
ostabimy nasze wymagania. Powiemy, ze funkcja f : N¥ — N jest skosnie definiowalna w A_,,
jesli istnieje term F' spelniajacy warunki:

o FFiws = = We — Wo

e Dla dowolnych nq,...,n; € N, jezeli f(n1,...,n,) =m to Fn;...n; =g m.

Okazuje sie, ze poprzednik i potegowanie sg definiowalne skosnie, ale juz odejmowanie nie jest.
Klase funkcji arytmetycznych definiowalnych w skonczonych typach moze istotnie powiekszy¢
dopiero dodanie do systemu ,,prawdziwego” operatora iteracji. W ten sposéb otrzymujemy
tzw. System T Godla.

Cwiczenia

1. Czy zalozenie o higienicznym rozdzieleniu zmiennych wolnych i zwiazanych jest istotne w dowodzie
twierdzenia 16.17

2. Udowodni¢ twierdzenie 16.2.

3. Niech 7 bedzie typem, w ktéorym wystepuja tylko zmienne typowe si,...,s, i niech T' bedzie
takim otoczeniem, ze I'(z;) = s; dla ¢ = 1,...n. Skonstruowaé taki term M,, ze '+ M : o
wtedy i tylko wtedy, gdy o = 7.

4. Niech E = {m; = o01,...7x = 0}} bedzie instancja problemu unifikacji dla jezyka pierwszego
rzedu z jedna operacja binarna — o niewiadomych sq,...,s,. Skonstruowaé¢ (w pamieci loga-
rytmicznej) taki term M, ktéry jest typowalny wtedy i tylko wtedy, gdy F ma rozwiazanie.
Wskazowka: Skorzystacé z poprzedniego zadania.
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5. Zbada¢ rozwiazalnos¢ unifikacji z przyktadu 16.5.

6. (Latwe) Niech ¢, = Az.fa(fa(fa(---(fax)--+))), gdzie f wystepuje n razy. Skonstruowaé takie
réwnanie drugiego rzedu, ktérego rozwigzaniami sa dokladnie tréjki terméw postaci ¢, ¢y Crtm.-

7. (Trudne) Skonstruowaé takie réwnanie drugiego rzedu, ktérego rozwiazaniami sa doktadnie trdjki
termow postaci ¢, Cm, Crom -

8. (Latwe, jesli umiemy rozwiaza¢ poprzednie dwa zadania.) Udowodni¢ twierdzenie 16.6.

9. Udowodnié, ze poprzednik i potegowanie sa niejednostajnie definiowalne w skonczonych typach.
Dlaczego sa klopoty z odejmowaniem?

10. Niech F = Anfzajasas. n(Ayz12223. yzaz32z1)(Az12225. 21)(xaraza3)(fraiasas)(f(fx)aiazas).
Pokazaé, ze F' : w, — w, dla pewnego 7. Jaka funkcje z N do N definiuje term F'?

11. Wzorujac sie na poprzednim éwiczeniu, zdefiniowaé funkcje n — min(n, 3).

17 Semantyka typow prostych

W teorii typow prostych czesto przyjmuje sie dwa zalozenia, ktére istotnie upraszczaja pewne
konstrukcje. Po pierwsze, zamiast réwnosci =g rozwaza si¢ ekstensjonalng réwnos¢ =g,
po drugie zaklada sie, ze wszystkie typy sa zbudowane z jednego tylko typu bazowego. My tez
teraz przyjmiemy te zalozenia. A wiec typy definiujemy tak:

e Stala 0 jest typem;

e Jesli 01 7 sg typami, to 0 — 7 jest typem.
Niech T oznacza zbiér wszystkich takich typéw. Jesli teraz { Dy },er jest rodzina niepustych
zbiorow, to mozemy rozwazaé wartosciowania, ktore zmiennym typu o przypisuja elementy D,.

(Wygodnie jest zakladaé, ze nasze termy sa w ortodoksyjnym stylu Churcha.) Rozwazamy
wielosortowe struktury postaci A = ({D, }oer, {-or borer; [ ]A), gdzie dla dowolnych o, 7 € T

e D, jest niepustym zbiorem;
e d,;ecD.dlade D, ., €€ Dg;

e [M]}* € D,, dla dowolnego M typu o.

Oczywiscie zamiast -5, bedziemy pisa¢ zwykla kropke, a zamiast | ] napiszemy [ ]. Taka
struktura jest (ekstensjonalnym) modelem, gdy spehia nastepujace warunki:

e Jeslid,d € Dy, oraz d-e =d - e dla dowolnego e € D, to d = d'.
e Jesli x jest zmienna, to [z], = v(z);

e [PQ], = [P]v - [Q]0;

e [A\27P], - a = [P]y[zsq), dla dowolnego a € D,.
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Zalozenie ekstensjonalnosci powoduje, ze powyzsze warunki w istocie jednoznacznie definiuja
funkcje [ | dla danego ({Dy}oer, {-or }o,rer), 0 ile taka funkcja istnieje (tj. istnieja wszystkie
elementy potrzebne do zinterpretowania abstrakcji). Z ekstensjonalnosci wynika tez przez
latwa indukcje pominiety w definicji'® warunek:

o Jesli vlpy(p) = ulpv(p), to [Plv = [Plu.

Nastepujacy lemat jest odpowiednikiem lematu 10.2. Dowodzimy go przez indukcje ze wzgledu
na budowe terméw

Lemat 17.1 W dowolnym modelu zachodzi tozsamos¢ [M|x := N, = [M]ypn,)-

Piszemy A,v = M = N, gdy [M], = [N],. Dalej, A= M = N oznacza, ze A,v =M = N
dla dowolnego v, natomiast napis = M = N méwi, ze jest tak w kazdym modelu. Zaczynamy
od latwego twierdzenia o poprawnosci.

Fakt 17.2 Jesli M =, N to =M = N.

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na definicje =g,), z uzyciem lematu 17.1. Istotne réwnosci:

o [(A2.P)Q], = [Ax.Ply - [Qv = [Plofs[q].) = [Pl7 := Q]]o-
hd II)‘J:P:E]]U ra= [[Px]]v[x»—)a] = [[P]]v[x»—m] ta= [[P]]U -a, gdy ¢ FV(P). i

Nas, tak naprawde, interesuja tylko modele, w ktérych D,_,, to po prostu zbiér wszystkich
funkcji z D, do D;. Jesli Dy = A, to taki model oznaczamy przez M(A). Dla dowodu
twierdzenia o pelnosci potrzebujemy jednak jeszcze jednego przyktadu. Przez 9, oznaczymy
model, w ktérym dziedzina D, sktada sie ze wszystkich terméw typu o, branych z doklad-
noscig do fBn-konwersji (tj. w istocie z klas abstrakcji). W modelu 91, znaczenie terméw jest
okreslone przez podstawienie, tj. dla FV(M) = {z1,...,x,} mamy

[M]y = M[z1, ..., 20 = v(21),...,0(xs)].

Nietrudno teraz pokazaé¢ twierdzenie odwrotne do Faktu 17.2, czyli najlatwiejsza wersje twier-
dzenia o pemodci.

Fakt 17.3 Jesli M, =M = N to M =g, N. Zatem = M = N implikuje M =g, N.

W dalszym ciagu pokazemy twierdzenie o pelmosci dla modeli postaci 9(A). Wymaga to
jednak pewnych przygotowan.

Definicja 17.4 Czesciowy epimorfizm z modelu A = ({Ds}oer,{ or}orer.[ ]) do modelu

B = {{Es}ocr,{0r}orer,[]), to rodzina czesciowych surjekcji ¢y : Dy i E,, zachowujaca

1Por. analogiczna definicje dla modeli bez typéw.
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aplikacje, tj. spehiajaca warunek ¢(d - €) = ¢py_r(d) - do(e). Scidlej, zadamy aby wartosé
¢o—+(d) byta okreslona i réwna h wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego e € Dom(¢, ) okreslone
jest ¢ (d-e) i zachodzi réwno$é!” ¢, (d-e) = h-¢,(e). Ponizej zamiast ¢, (d) czesto bedziemy
pisa¢ d. Na przyklad zamiast ¢,(d - e) = ¢y, (d) - ¢, (€) napiszemy d - e = d - €.

Lemat 17.5 Jesli {¢s}ocr jest czesciowym epimorfizmem z A do B oraz v(x) = v(z) dla
dowolnego x, to dla kaidego M zachodzi [M]5 = [M]A, w szczegolnosci [M]A jest okreslone.

v

Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na M. Dla zmiennych teza wynika natychmiast z defini-
cji v. Dla aplikacji mamy [PQ]E = [P]? - [Q]5 = [Pl - Q' = [PI'- [Ql = [PQIZ
W przypadku abstrakcji pamietajmy, ze kazdy element modelu B jest postaci a. Mamy teraz

[\ P)F @ = [PI3,, g = [PIE—= = [P}, = D2 Pl a = D2 Pl - @,

zal v]z—al v[z—a] T

dla dowolnego @, i stosujemy ekstensjonalno$¢. Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze
[M]A jest zawsze okreslone. [

Whiosek 17.6 Jesli A= M = N i istnieje czesSciowy epimorfizm z A do B to Bl= M = N.
Dowéd: Bo kazde wartosciowanie w B ma postaé v. |

Lemat 17.7 Jesli w modelu B = ({Ey}oer, {-or}orer,[ ]) dziedzina Ey jest przeliczalna, to
dowolnq surjekcje z N do Eg mozna rozszerzyé do czesciowego epimorfizmu z M(N) do B.

Dowéd:  Oznaczmy przez D, dziedziny w modelu 9(N). Definiujemy ¢, : D, AN E, przez
indukcje ze wzgledu na o, przyjmujac dana surjekcje z N na Ey jako ¢g. Zalézmy, ze ¢, 1 ¢r
sa okreslone. Dla dowolnego h € E,_,,, istnieja funkcje cze$ciowe d : D, — D, o wlasnosci

¢-(d(e)) = h- ¢o(e) (inaczej d(e) = h - €) dla dowolnego e € D,. Dla kazdej takiej funkcji d
nalezy przyja¢ d = h. |

Twierdzenie 17.8 (H. Friedman, 1975) Warunki M =g, N i IM(N) = M = N sq réwno-

wazne.

Dowéd:  Na mocy lematu 17.7 mamy czeSciowy epimorfizm z 9M(N) do modelu M. Jesli
wiec M(N) =M =N to M, =M = N (lemat 17.5) a stad M =g, N. [

17Jedynos$é h wynika z ekstensjonalnosci.
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Twierdzenie Statmana

Pokazemy teraz twierdzenie o pelosci dla modeli postaci 9MM(A), gdzie A jest skoriczone.
Przypomnijmy, ze typ bazowy 0 jest rzedu 0, a typy postaci 0 — --- — 0 — 0 sa rzedu 1.
O zmiennej typu 7 powiemy, ze jest rzedu 0 lub rzedu 1, gdy takiego rzedu jest typ 7.

Lemat 17.9 Zatoimy, zZe term Q : 0 jest w postaci normalnej, i1 Ze wszystkie jego zmienne
wolne sq rzedu co najwyzej 1. Wtedy istnieje taka stata k, Ze dla dowolnego N : 0 zachodzi:

Jesli M) =EQ =N to Q=g, N.

Dowé6d:  Zauwazmy najpierw, ze term ) nie moze zawiera¢ zadnych abstrakcji (jest zbu-
dowany jak zwykly term ,algebraiczny” w ktérym zmienne rzedu 1 odgrywaja role symboli
funkcyjnych).

Ponumerujmy wszystkie podtermy termu @, ktore sa typu 0, ustawiajac je w ciag skonczony
ti,to,t3,...,tk—1 (bez powtdrzen). Mozemy teraz okresli¢ warto$ciowanie v w modelu 9t(N)
w ten sposéb, ze [ti], = ¢ dla kazdego i« = 1,...,k — 1, oraz [N], = 0 dla kazdego in-
nego termu N : 0 w postaci normalnej. Wtedy wartosé [Q], jest jedna z liczb 1,...,k — 1,
powiedzmy k — 1. Przyporzadkowanie

. i, jeslii=1,...k—1;
oo(i) = .
0, w przeciwnym przypadku,
jest surjekcja z N do k = {0,...,k — 1}, a zatem rozszerza sie do czeSciowego epimorfizmu

z modelu A = M(N) do modelu B = M(k). Mamy teraz [Q]:! = k — 1 = k—1,1jesli N #g, Q,

to z lematu 17.5 wynika [N]8 = [N]A # k — 1 = [Q]A = [Q]2, czyli M(k),v FQ=N. &
Uogo6lnienie lematu 17.9 na typy wyzszych rzedéw wymaga dwoch lematéw o charakterze
syntaktycznym. Mowimy, ze term M : 017 — -+ — o, — 0 jest w postaci Statmana, gdy

M = Xa(t .. xlrax(Myzy .. zp) ... (M .. 2y,

gdzie My, ..., M,, sa w postaci Statmana, oraz z1,...,z, &€ FV(M;). Latwo widzie¢, ze kazdy
term jest beta-eta-réwny termowi w postaci Statmana.

Lemat 17.10 Dla wszystkich typow o istnieja termy U° typu o, ktorych zmienne wolne sqg
rzedu co najwyzej jeden, i ktore majq takqg wlasnosé: Jesli dwa termy zamkniete M, N typu
o1 — -+ — o — 0w postaci Statmana sq réznej dtugosci, to MU ... U™ #g, NU .. U,

Dowdéd: Termy U? definiujemy przez indukcje, wraz z termami V? : ¢ — 0. Najpierw
bierzemy U? = 2y (gdzie zy jest nowa zmienna) oraz VO = Azz. Dla typu o postaci
o =01 — - — 0y, — 0 przyjmujemy

U7 = Xelt .. afr 2, (VOray) ... (VOray,);
Vo= x?. x2U ... U,

gdzie zmienna z, jest znowu $wieza (inna dla réznych o).
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Przypusémy teraz, ze M, N : 0y — -+ — 0, — 0 oraz MU ... U™ =g, NU'...U°". Jesli
M = X7t oafrai(Myzy ... xy) ... (M ... ), to lewa strona réwnosci jest Sn-réwna
termowi U7 (MU ... U) ... (M, U ...U°"). Przyjmujac o; = 71 — -+ — T — 0,
mamy dalej MU ... U™ =g, 25, (VT (MU ... U)) ... (VT (MU ... U")), co z kolei
jest fn-rowne wyrazeniu zo, (MU ... Uorty) ... (MU ... .UU,,), w ktérym wektory
Ui, ..., Uy sa takie jak w termach V™, ... V7,

Podobnie, jesli N = \a{'...20".xj(Niz1...2p) ... (Npx1...2p), to NU ... U zredukuje
sie do termu z,, (N{UL ... UUY) ... (N, UL ... .UU"), gdzie 0; = p1 — -+ — p; — 0.
Skoro te termy sa Sn-réwne, to przede wszystkim musi si¢ zgadzac¢ zmienna czotowa z,, = 2, .
A wiec 0 = 0; skad m = r. Dalej M;U" ... UU"ljl =gy UL ... UU"ﬁl, dla [ < m i mozemy

zastosowaé indukcje, bo termy M; sa krétsze niz M. (Uwaga: teraz juz wiemy, ze wektor ﬁl
jest po obu stronach taki sam.) [

Lemat 17.11 Jesli M, N sa zamknietymi termami typu ¢ = o1 — - — o, — 0, oraz
M #p, N, to istniejq termy V7', ... V7" ktorych zmienne wolne sq rzedu co najwyzej jeden,
takie ze MV ...V, #gy NV1 ... Vp.

Dowédd: Indukcja ze wzgledu na M. Mozna zatozy¢, ze M i N sa w postaci Statmana:
M = Xalt . oafray(Mizy ... xy) . (Mpzy .. xp);
N =XeTt . xfrxj(Nizy ... xp) ... (Npzy ).

Jedli @ # j, to sprawa jest prosta: wystarczy wybra¢ V; = Ay1...ym. 211 V; = Ay1 ... yp. 22,
gdzie z1 i 2o to dwie rézne zmienne. Niech wiec i = j (oraz m = r). Skoro M #g, N, to
M, #p, Ny dla pewnego £ < m. Niecho; =71 — -+ = 7, = 0, 0raz 7y = p1 — - -+ — pg — 0.
Z zalozenia indukcyjnego sa termy W{', ..., W7 WP, ... ,W/4, o zmiennych wolnych
rzedu co najwyzej 1, takie ze M;Wr ... Wyq #gy NeWr ... Wiya.
Dla k # i przyjmujemy Vi, = Wy. Aby okresli¢ V;, przyjmijmy, ze W; = Ay; ... yp. W. Wtedy

Vi=MAyi... ym-ZW(yEWn-i-l e Wn+d)7
gdzie z jest nowa zmienna typu 0 — 0 — 0. Wéowczas

MV1 . Vn =pBn V;(Mlvl . Vn) . (val e Vn) =pBn ZW’(M(% e Van-H . Wn+d)7
gdzie W' = Wly1,...,ym := MiV1... Vo, ..., M, Vi...V,]. Podobnie zredukuje sie term
NVy ... Vy, jesli wiec MV, ...V, =g, NVi...V,, to w szczegolnosci
MVy o VaWait oo o Wiga =gy NV . VWi oo . Wiy

Wektor V; ...V, rézni sie od wektora W ... W, tylko na i-tej wspétrzednej, a wolna zmienna z
wystepuje tylko w termie V;. Podstawiajac w termie V; na miejsce zmiennej z kombinator K
otrzymamy wiec falszywa réwnos¢ MyWr ... Wy1q =g, NeW1 ... Wy 4. ]

Twierdzenie 17.12 (R. Statman, 1982) Dia dowolnego termu M istnieje taka liczba k (efek-
tywnie obliczalna z M), ze jesli N jest dowolnym termem, to:

M =g, N wtedy i tylko wtedy gdy IM(k) = M = N.
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Dowéd: Zatézmy, ze M jest typu o. Z lematéow 17.10 1 17.11 wynika, ze istnieja takie termy
Li,...,L,, :0— 0, ze dla dowolnego N mamy

Jesli M #g, N to L;M #p, L;N, dla pewnego i =1,...,m.

Ponadto typy zmiennych wolnych w Lq,..., L, sa rzedu co najwyzej 1. Niech @ bedzie
postacia normalna termu z(Li M) ... (L, M), gdzie z jest nowa zmienna. Do termu ) mozna
zastosowaé lemat 17.9, wezmy wiec odpowiednie k. Jesli M(k) = M = N, to wtedy takze
ME) EQ = 2z(L1N)...(LnN), skad Q =g, 2(L1N)...(Ly,N) i dalej LiM =g, L;N dla
wszystkich 7. W konsekwencji M =g, N. |

Whiosek 17.13 (S. Sotowiow, 1981) Termy M i N sq beta-eta-réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
sq rowne we wszystkich modelach skonczonych.

Istotne w twierdzeniu Statmana jest to, ze liczba k nie zalezy od N. Przyktadem zastosowania
tw. Statmana jest niemozno$é¢ niejednostajnego reprezentowania réwnosci liczb naturalych
w rachunku z typami prostymi. (Podobnie mozna pokazaé, ze nie mozna niejednostajnie
reprezentowa¢ odejmowania.) Nie jest mi znany syntaktyczny dowdd tego faktu.

Whniosek 17.14 Nie istnieje term E : w; — we — w),, taki, ze dla dowolnych p,q € N:

Wo

Ep“ q gn 0“7 wtedy i tylko wtedy, gdy p = q.

Dowéd:  Dobieramy k do M = 0“7 z twierdzenia Statmana. Dziedzina D,,, w modelu M (k)
jest skoriczona, wiec istnieja takie liczby p # ¢, ze [p*7] = [q¥7]. Wtedy [Ep“ q“’] =
[E][p“r][a*"] = [E]la*"]la*"] = [Fa*rq*"] = [0*], czyli M(k) | Ep* q*" = 0.
Zatem p = q whrew zalozeniu. [ |

Nierozstrzygalnosé¢ definiowalnosci

Przez pewien czas otwartym problemem byla tzw. hipoteza Plotkina o rozstrzygalnosci defi-
niowalnosci w skoriczonych modelach. Hipoteza okazala sie nieprawdziwa.

Twierdzenie 17.15 (R. Loader, 1993) Nastepujacy problem jest nierozstrzygalny:

Dany jest skoriczony zbior X, typ T i element d € D, (X).
Czy istnieje taki kombinator M typu 7, ze [M] = d?

Ogdlniejsza wersja tego problemu jest taka: dane sa elementy e; € Dy, (X),...,en € Dy, (X)
i pytamy, czy istnieje takie M, ze [M], = d, gdzie v(z1) = e1,...,v(x,) = €,. Méwimy wtedy,
ze d jest definiowalne z eq,...e,. Ot6z wystarczy udowodni¢ nierozstrzygalnosé problemu
w tej wersji. Faktycznie, gdyby problem definiowalnosci byl rozstrzygalny, to mogliby$my
przegladaé¢ wszystkie funkcje f : Dy (X) — -+ — D, (X) — D, (X) spemiajace warunek
fei...e, = disprawdzal, czy ktéras z nich jest definiowalna.
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Dowdd Loadera polega na redukcji nierozstrzygalnego problemem stéw dla systeméw podi-
thue’owskich nad alfabetem {a,b}. Przypomnijmy, ze system pdlthue’owski to skonczony
zbiér regut postaci C' = D, gdzie C,D C {a,b}*, i ze regula C' = D pozwala stowo zCy
przepisa¢ w jednym kroku w stowo xDy. Problem sléw to pytanie czy dane stowo w mozna
w wielu krokach przepisa¢ w stowo v.

Sprowadzimy to pytanie do uogdlnionego problemu definiowalnosci w modelu o dziedzinie
bazowej X = {a,b,L,R,*,1,0}. W tym celu zakodujemy kazde stowo w = o0;...0, jako
funkcje w : Dy — Dy, okreslong tak:

—W(k---x0;%---x) =1, gdy 0; znajduje sie na pozycji i;

— Wk LRx---%) =1;

—w(...) =0, w pozostalych przypadkach.

Dla S C Dy niech x[S] : Dj — Dy bedzie funkcja okreslona tak:

sl = {
Teraz kazda regule ' = (C' = D) zakodujemy jako funkcje F : (D" — Do) — (Dy — Dy),
gdzie m = |C| i n = |D|. Funkcja F' zachowuje sie tak:
F(x[{x---#3) = x[{* - =}];
(B> #H) = ({1}
F(x[{*--+ L}]) = x[{*- -+ L}];

~ F(C) = D;

1, jeslioe S,
0, w przeciwnym przypadku.

|
=

~ F(g) = x[2], dla kazdej innej funkcji g.

Gloéwna wiasno$é¢ tej konstrukeji jest taka: stowo v mozna otrzymaé w skoriczonej liczbie
krokow ze stowa w wtedy i tylko wtedy, gdy kod ¥ jest definiowalny w modelu z kodu w
i kodéw regul systemu.

Dowdéd implikacji z lewej do prawej jest tatwiejszy. Przypusémy, ze w = w1 Cws przepisujemy
w jednym kroku w stowo v = wj Dws, z pomoca reguty F' = (C' = D). Jedli term W definiuje
element w, to ¥ mozna zdefiniowaé termem

V = \#yz, F(Mi. Wzi2)y, (*)
gdzie |g] = [C|, |d| = |D|, |Z] = [w1| i [2] = |ws|.

Przyjemnos¢ sprawdzenia poprawnosci tej definicji pozostawiona jest czytelnikowi. Jeszcze
wieksza przyjemnos¢ powinno mu sprawié¢ przekonanie sie, ze nie ma innej metody zdefiniowa-
nia elementu postaci v jak skladanie operacji (*), co dowodzi trudniejszej implikacji z prawej
do lewej.

Cwiczenia
1. Pokazaé, ze M, jest modelem, i ze M,, = M = N zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy M =3, N.

2. Rodzine relacyj {~¢ }oe1, 0odpowiednio w { D, } »c1, nazywamy relacja logiczna, jezeli dla dowol-
nych typéw o i 7 i dowolnych d,d’ € D,_,, zachodzi réwnowazno$¢ (zamiast ~, piszemy ~):
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d~d wtedy itylko wtedy, gdy Ve,e’ € Dy(e~e¢ —d-e~d -¢€).
Udowodnié, ze jesli v(z) ~ w(x) dla dowolnego x € FV(M), to [M], ~ [M]w.
3. Jedli {¢s }oer jest czeSciowym epimorfizmem, oraz
d~d wtedy itylko wtedy, gdy d=d’

to {~s }oer jest relacja logiczna.!®
4. Zdefiniowaé warto$ciowanie v, o ktérym mowa w dowodzie lematu 17.9.
5. Uzasadni¢ istnienie terméw L;, o ktérych mowa w dowodzie twierdzenia 17.12.

6. Zdefiniowa¢ pojecie modelu dla rachunku z wieloma atomami typowymi. Czy twierdzenie Stat-
mana pozostaje prawdziwe?

7. Ugzupemié¢ szczegdlty dowodu twierdzenia 17.15.

18 Semantyka w stylu Curry’ego

Zajmiemy sie teraz semantyczna interpretacja osadéw typowych w stylu Curry’ego. Musimy
sie w tym celu odwota¢ do semantyki beztypowej, bo mamy przeciez do czynienia z termami
»czystego” rachunku lambda. Przypusémy wiec, ze mamy lambda-model D = (D, [ ]).
Podzbiory tego modelu reprezentuja wilasnosci jego elementow, a takze wlasnosci terméw.
Moéwimy wiec, ze element a € D ,ma wlasnoéé¢ ¢”, gdy a € ¢ C D. Podobnie, powiemy ze
term zamkniety M ma wlasnosé o, gdy [M] € 0. W przypadku terméw ze zmiennymi wolnymi
bedzie to oczywiscie zalezato od wartosciowania. Naturalna jest nastepujaca definicja:

c=>T1:={aeD|VobeDbeo—a-ber)}.

Wiasnosé o = 7 to poprawnoé¢ ze wzgledu na prewarunek o i postwarunek 7. Oczywista jest
tu analogia z typem funkcyjnym. Nadamy jej Scisty sens, interpretujac typy jako podzbiory
modelu. Funkcje { : TV — P(D) nazwiemy wartosciowaniem typowym, a znaczenie [7]¢
typu 7 przy wartosciowaniu £ zdefiniujemy tak:

o [s]e =&(s), gdy s jest zmienna typowa;

o [0 = 7le =[ole = [7]e-
Piszemy D,v,§ |= M : o, gdy [M], € [o]¢. Powiemy wtedy, ze term M ma typ o w modelu D
przy wartosciowaniu v i wartoSciowaniu typowym &.
Podobnie, napis D, v, ¢ |=I' oznacza, ze dla wszystkich (z : 7) € I" zachodzi v(x) € [7]e.
Semantycznym odpowiednikiem osadu I' = M : o jest wiec nastepujaca wlasnosé:

Dla dowolnego modelu D i dowolnych v, &, warunek D,v,§ =T implikuje D,v,§ = M : o,

zapisywana I' = M : 0. Zachodzi teraz taki fakt:

Twierdzenie 18.1 (o poprawnosci) Jesli 'H M 0, toT' =M : 0.

1 . 7’ . . . . 7z . P .. . .
8Uwaga: Relacja, o ktérej tu mowa, jest czedciowq relacja réwnowaznosci tj. jest symetryczna i przechodnia,
ale nie musi by¢ zwrotna. W ogdlnosci, relacja logiczna nie musi tez by¢ symetryczna ani przechodnia.
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Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na wyprowadzenie I' = M : o. Jest tu kilka przypadkéw,
w zaleznosci od tego jakiej reguly uzyto w tym wyprowadzeniu jako ostatniej. Rozpatrzmy
przypadek wyprowadzenia koriczacego sie zastosowaniem reguly (Abs). Wtedy o jest postaci
T — p, a term M jest abstrakcja Az.N. Natomiast konkluzje I' - Axz.N : 7 — p otrzymano
z przestanki ' x : 7= N : p.

Przypusémy, ze D,v,¢ = I'. Mamy pokazaé, ze D,v,§ E Ax.N : 7 — p, innymi slowy, ze
[Ax.N], € [T = ple = [7]e = [ple. Niech wiec a € [r]e. Wtedy D,vjz — a],§{ =T,z : 7,
wiec [Ar.N]y - @ = [N]yzmsq) € [ple, bo z zalozenia indukeyjnego T',x : 7 |= N : p. Pozostate
przypadki sa natychmiastowe. |

Twierdzenie odwrotne (o pelosci) nie zachodzi. Na przyktad = \x. Kx(\y.yy) : p — p oraz
E Az.(Ay.yy)Iz : p — p chociaz ¥ \x. Kz(Ay.yy) : p — p i ¥ Ae.(A\y.yy)lz : p — p. Pray-
czyna jest oczywiscie to, ze ré6wnos¢ =g, a wiec tez réwnos¢ w modelu, nie zachowuje typow.
Twierdzenie o pelnosci otrzymamy dla bardziej ,,elastycznego” systemu przypisania typow.

Cwiczenia

1. Oznaczmy przez w caly dziedzine D. Udowodnié¢, ze dla dowolnych podzbioréw modelu D

zachodza, zwiazki:
cCw, wCw=w, cNTCo, oNT7CT1, 0CoNo
(c=1)N(c=p) Co=7Np
JeslicoCo'iTtCr,toonNTtCo' N7’ orazo’ =17C o= 1.

2. Jedli model D jest czedciowo uporzadkowany, to naturalne jest zadanie, aby wlasnosci bytly
zbiorami zamknietymi w gére (jesli a € 0 i a < b, to b € o) lub byly postaci fa = {b | a < b}.
Pokazaé, ze wtedy o = 7 jest zamkniete w gore, oraz ze (Ta = 1b) = 1f dla pewnego f.

3. Niech D bedzie krata. Jesli kazde z o; i 7; jest postaci Ta to, dla skonczonych I, z warunku
(oi=m|i€l} Co=7wynka ({r;|ocCo;}CT.

19 Typy iloczynowe

Zdefiniujemy teraz rachunek lambda z typami iloczynowymi,'® ktére w odréznieniu od typow
prostych, zbudowane sa z pomoca dwéch konstruktorow — i N. Zaczynamy od sktadni typdw.
e Stala w jest typem;
e Typy atomowe sg typami;
e Jesli 0 i 7 sa typami, to 0 — 71 ¢ N7 sa typami.
Zbiér wszystkich typéw oznaczymy przez Tn,. Przyjmujemy konwencje, ze iloczyn ma wyzszy

priorytet niz strzalka. Iloczyn, jak sie zaraz okaze, mozna w gruncie rzeczy uwazaé za laczny
i pomijaé nawiasy.

¥Dawniej uzywane okreslenie ,,typy koniunkcyjne” wyszlo z uzycia, bo jest mylace. Obecnie uwazamy je za
niepoprawne. Odpowiednikiem logicznej koniunkcji nie jest iloczyn typdéw, ale produkt kartezjanski.
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W zbiorze T, okreslamy relacje < jako najmniejszy quasiporzadek®® spelniajacy takie warunki:
cfw, wfw—w, oNt<o, cNt<71, 0cd<oNo
(c—=>1)N(c—=p)<oc—=TNp
Jedlio<odit<7,toonrt<o'Nrorazo -7<0c— 1.

Definicja powyzej motywowana jest wlasnosciami operacji = i N (¢wiczenie 1 do rozdziatu 18).
Piszemy o = 7, gdy zachodzi zaréwno o < 7 jak i 7 < . Czasem takie typy sa po prostu
utozsamiane.

Okredlimy teraz reguly przypisania (wyprowadzania) typéw iloczynowych dla terméw ra-
chunku lambda. Nastepujace aksjomaty i regulty tworza system wnioskowania o typach, ktory
nazwiemy systemem BCD od nazwisk Barendregt, Coppo i Dezani.

(Var) T'(z:0)Fx:0o (W THFM:w
F(x:o)F-M:71 '-M:0c—-57 I'EN:o
(Abs) (App)
'FXxeM:o0—=r71 I'FMN:t
'-rM:0 TEM:7 'EM:o
(1) () ——— (@ <7)
'EM:onT 'eM:r

Reguta (NI) jest zwana regula wprowadzania iloczynu. Regula (Abs) jest czesto nazywana
regula wprowadzania strzalki, a reguta (App) regula eliminacji strzatki. Eliminacja iloczynu,
to taki szczegdlny przypadek reguly (<):

I'EM:o1Noy
I'EM:o;

(NE)

Jedli osad I' - M : 7 ma wyprowadzenie w systemie BCD, to piszemy I' Fgcp M : 7 lub po
prostu ' M : 7. JedliI' = @, to zamiast I' = M : 7 piszemy - M : 7, lub wrecz M : 7.

Przyklad: Nastepujace osady sa wyprowadzalne w systemie BCD:2!
o FAzxx:tN(t—s)—s;
ekF2:(t—=s)N(s—=r)—=(t—=1);

e FK:t—>s—t;

oSt os—or)=> " —=s)= ' Nt")—>r

Zauwazmy, ze typowanie termu zalezy tylko od jego zmiennych wolnych.

20Quasiporzadek to relacja zwrotna i przechodnia.
21 Takze wtedy, gdy zamiast reguly (<) uzywamy tylko stabszej reguly (NE).
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Lemat 19.1  Niech I' = M : 7 i niech Ulpyay = {(z : T'(z)) | * € FV(M) i I'(x) okreslone}.
Wtedy Ulgpyy = M @ 7.

Dowdd: Dowdd jest przez tatwa indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie I' = M : 7. |

Poprawnos$c redukcji

Naszym celem jest teraz pokazanie, ze typy termow zachowuja sie przy redukcjach. Niestety
musimy zaczaé¢ od nieprzyjemnych lematéw. Notacja (1S, gdzie S = {p1,...,pn} oznacza
iloczyn p1 N --- N pp.

Lemat 19.2 Jezeli w # p oraz (Mo, = |1 € I} < ptop=({§ = ¢ |Jje J} da
pewnego J i pewnych &j, (.

Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na definicje nieréwnosci. |

Lemat 19.3 Jezeli (\{o; > 7 | i€ 1} <o — T, oraz 0 — T # w, to zbidr {1; | o < 0;} jest
niepusty, oraz ({1 | 0 < o;} < 7.

Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na definicje nierownosci. |
Lemat 19.4 JesliI'FM :0 i <I'(z), toT'(z:7)F M : 0.
Dowdd: Latwa indukcja ze wzgledu na wyprowadzenie I' - M : o. |

Lemat 19.5 (o generowaniu)

1. Jesbk ' MN :0, toT'FM:7— 0 iI' N : 7 dla pewnego 7.
2. JesliT + x : o, gdzie x jest zmienng, to I'(x) < o.

3. JeSliTHF e M :0i0#wtoo=({oi— 7 |i€l} dlapewnego I i pewnych o;,T;,
PrZY CYm T; E w.

4. JesliTHXeM:0—71,tol (x:0) M : 7.

Dowéd: (1) Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na rozmiar wyprowadzenia I' = M N : o
(liczbe wierzchotkéw w dowodzie). Mamy kilka przypadkéw w zaleznosci od tego, ktéra
regula zostala uzyta w wyprowadzeniu jako ostatnia. Jesli jest to regula (App), to teza
jest oczywista. Przypus$émy, ze jest to reguta (<). To znaczy, ze konkluzje I' H MN : o

otrzymali$my z wcze$niej wyprowadzonego osadu I' = M N : ¢/. Dowdd tej ostatniej jest
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mniejszy, wiec mozemy zastosowaé zatozenie indukcyjne. Otrzymujemy I' = M : 7 — o
il' N :7. Poniewaz 7 — o/ < 7 — o, wiecc ' F M : 7 — o tak jak chcemy. Jesli
ostatnia zastosowana regula byla reguta (NI), to mamy o = o1 Nog oraz I' = MN : o1
il'F MN : o9, przy czym rozmiary tych wyprowadzen sa mniejsze. Z zalozenia indukcyjnego
'-M:m —-01,il’' FM:17 —>0gorazl' N :7q i’ N : 1. Stad wnioskujemy, ze
'N:mNmoraz ' M : (11 — o1) N (12 — 02). Poniewaz

(Tl‘)O'l)ﬂ(TQ*)O‘Q) S(TlﬂTQ—)Ul)ﬂ(TlﬂTgﬁdg) S(TlﬂTQ—)Ulﬂdg),
wiec ostatecznie ' - M : 7y N1 — 01 No2 i tez jest dobrze.

Ostatnia regula nie moze by¢ ani regula (Abs) ani (Var). Pozostaje wiec tylko ta mozliwosé, ze
cale wyprowadzenie polega na przywolaniu aksjomatu (w). Ale wtedy TF N :w il F M : w.
Poniewaz w < w — w, wiec mamy tez ' - M : w — w.

(2) Dowdd jest podobny, a nawet prostszy.

(3) Postepujemy przez podobna indukcje, korzystajac z lematu 19.2. Zauwazmy tu tylko, ze
warunek 7; % w wynika stad, ze 0 — w = w dla dowolnego o. ,,Niedobre” czlony iloczynu
mozna wiec pomijac.

(4) Dowéd jest znowu przez indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie. Nieoczywisty przypadek
jest tylko jeden: gdy konkluzje I' F Ax.M : ¢ — 7 otrzymano z I' F Axz.M : p za pomoca
reguly (<). Z czesci 3 wynika, ze typ p jest postaci (\{o; — 7; | ¢ € I[}. Mozemy zastosowaé
zalozenie indukcyjne do kazdego czlonu tego iloczynu, otrzymujac I'(x : o) H M : 7; dla
wszystkich i € I. Na mocy lematu 19.4 zachodzi tez I'(x : o) = M : 7; dla wszystkich i € I,
dla ktérych o < ;. Stad dalej wnioskujemy, ze I'(z : o) = M : ({7 | ¢ < 05} i do pelni
szczescia brakuje nam tylko nieréwnosci (\{7; | o < 0;} < 7. Poniewaz jednak p < o — 7,
wiec nieréwnos¢ ta wynika z lematu 19.3. [ |

Lemat 19.6 JesliI'(x : o) F M : 7 orazT'F N :o, toT' - M|z := N]: 7.

Dowdd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na budowe termu M i wykorzystuje lemat
o generowaniu. Na przyktad jesli M = PQ to ',z : o - M : 7 implikuje ', x : o - P :p — 71
ilx : o @Q : p. Mozna wiec zastosowaé zalozenie indukcyjne do P i @, otrzymujac
' Plz:=N]:p—7ilF Q[zr:= NJ: p, skad tatwo wynika teza. Pozostale przypadki sa
podobne (¢éwiczenie). [

Twierdzenie 19.7 (poprawno$é¢ redukcji) Jesli I' = M : 7 oraz M —g, N, to ' N : 7.

Dowéd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na definicje redukcji. Przypadki nietrywialne
maja miejsce gdy M jest beta- lub eta-redeksem.

Jesli M = (Az.P)Q —3 Pz := Q] = N, to z lematu 19.5 otrzymujemy I' - \e.P : 0 — 7
il'FQ:0 Wtedy 'z : 0 & P : 7 (znowu z lematu o generowaniu) i pozostaje uzy¢
lematu 19.6.

Niech wiec M = Ax.Nx —, N (gdzie x ¢ FV(M)). Bez straty ogdlnodci mozna zalozyc,
ze T # w. Z lematu o generowaniu typ 7 jest wiec iloczynem postaci (\{o; — 7 | i € I}
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i na dodatek I';z : 0; - Nz : 7; dla wszystkich ¢ € I. Stosujac dalej lemat o generowaniu
otrzymamy 'z : o, F N : & — 1 oraz 'z : oy o 1 . Wtedy o; < &;, skad wynika, ze
I'N'z:0;F N :0; — 7. Z lematu 19.1 wnioskujemy, ze I' - N : 0; — 7, a skoro tak jest dla
wszystkich ¢, to wreszcie I' - N : 7. |

System typow iloczynowych BCD jest w tym wyjatkowy, ze zachodzi nastepujace twierdzenie
(nieprawdziwe dla wiekszosci innych systeméw):

Twierdzenie 19.8 Jezeli M —g N, to warunki I'=M :7 i I'= N : 7 sq réwnowasne.??

Dowdd: Implikacja z lewej do prawej to oczywiscie twierdzenie 19.7. Dla dowodu implikacji
odwrotnej potrzebna nam taka wtasnosé:

Jesli '+ Mz := N : 7, to istnieje taki typ o, 26 ' N:oil,x:0b M : T,

czyli twierdzenie odwrotne do lematu 19.6. Dowdd tej wlasnosci przebiega przez indukcje
ze wzgledu na budowe termu M, z pomoca lematu o generowaniu (lemat 19.5). Przypadek
M =y # x wymaga odwotania sie do stalej w. |

Whniosek 19.9 Jezeli M =g N, to termy M i N majq te same typy w kazdym otoczeniu.

Cwiczenia
1. Czy twierdzenie 19.7 pozostanie prawdziwe, gdy z definicji < usuniemy warunek w < w — w?

2. Wskazaé¢ przyklady termow, ktore nie maja zadnego typu prostego, ale maja typy iloczynowe,
nie zawierajace (a) stalej w, (b) stalej w ani iloczynu.

3. Czy z tego, ze term M ma typ w otoczeniu I' wynika, ze I'(x) jest okreslone dla wszystkich
zmiennych x € FV(M)?

4. Czy twierdzenie 19.8 uogélnia sie dla n-redukcji?

5. Sformutowaé¢ i udowodnié lemat o generowaniu dla systemu, w ktérym regute (<) zastapiono
regula (NE).

6. Typy iloczynowe wedtug Scotta zbudowane sa z dwoch stalych typowych w i k za pomoca
spéjnikéw — i N (nie ma zmiennych typowych). Relacja < jest poprawiona przez dodanie
nowego aksjomatu k = w — k, reguly wnioskowania pozostaja te same. Pokazac, ze dla tak
okreslonego systemu zachodza lematy 19.2-19.6 i twierdzenia 19.7-19.8.

20 Model z filtrow

Wracamy do semantyki typéw, ale tym razem iloczynowych. Znaczenie typdéw przy wartos-
ciowaniu typowym & definiujemy jak poprzednio, dodajac jeszcze dwie klauzule.

22 Subject conversion property
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[s]e = &(s), gdy s jest zmienng typowa;,
[wle = D;
[oN7]e = [ole N 7]e:

lo = 7]e = [o]e = [7]e-

Terminologia i notacja pozostaje taka jak dla typéw prostych. Twierdzenie o poprawnosci
pozostaje prawdziwe.

Lemat 20.1 Jesli o < 7, to [o]¢ C [7]¢ dla dowolnego &.
Dowéd:  Cwiczenie. [
Twierdzenie 20.2 (o poprawnosci) Jesli'HM 0, toT' =M : 0.

Dowdéd: Podobny do dowodu twierdzenia 18.1. Przypadek reguly (<) wynika wprost
z lematu 20.1. |

Teraz zabieramy sie za dowdd petnosci. Podzbiér F' C T nazywamy filtrem, jezeli spelnione
sa takie warunki:

e F’ jest niepusty;
e Jezelio, T € F,tooNT € F|

e Jezelioce Fio<rt,toT€F.

Przykladem filtru jest kazdy zbidér postaci o1 = {7 | ¢ < 7}, nazywany filtrem gtdwnym.
W zbiorze F wszystkich filtréw okreslamy operacje aplikacji:

Fy,-Fy={7r |0 — 7€ F dla pewnego o € F»}.

Wartosciowanie v : V' — F przypisuje kazdej zmiennej = pewien filtr v(x). Nieformalnie, jest
to filtr ztozony z typéw ,,dozwolonych” dla x. Méwimy, ze otoczenie I' jest zgodne z wartos-
ciowaniem v, gdy I'(z) € v(x) dla wszystkich z, dla ktérych I'(x) jest okreslone.

Definiujemy teraz znaczenie termu M w zbiorze F (przy wartosciowaniu v), jako zbiér typéw
,dozwolonych” dla M:

[M]y={c |TF M : o, dla pewnego I' zgodnego z v}.

W nastepnym dowodzie (i nie tylko) przyda sie nastepujaca definicja. Jesli T'; i I's sa oto-
czeniami, to przez ['1&I's oznaczamy otoczenie, ktérego dziedzina jest suma dziedzin 'y i Ty,
i ktore jest okreslone tak:

[i(x) NTo(x), jesli I'i(x) i Ta(x) sa okreslone;
(T1&T2) = ¢ T'i(z), jesli tylko I';(x) jest okreslone;
[y (x), jesli tylko T'a(x) jest okreslone.
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Lemat 20.3 Struktura F = (F,- [ ]) jest lambda-modelem.

Dowéd: Naszym zadaniem jest sprawdzenie nastepujacych warunkow:

(a) Jedli @ jest zmienna, to [z], = v();
(b) [PQl = [P]. - [Qlw;
(¢) [\&.Pl, - F = [Plyparsry, dla dowolnego F € F
(d)
)

d) Jedli U|FV(P) = U|FV(P)7 to [[P]]U = [[P]]u
(e) Jedli [Ax.M], =~ [Ax.N], to [Ax.M], = [Ax.N],.

Zaczynamy od (a). Przypu$émy, ze o € [xz],. Z definicji oznacza to, ze I' F = : o dla
pewnego I' zgodnego z v, czyli takiego, ze I'(x) € v(x). Z lematu o generowaniu wiemy, ze
wtedy o > I'(z), wiec tym bardziej o € v(z). Mamy wiec inkluzje [z], C v(z). Inkluzja
odwrotna jest jeszcze latwiejsza, bo dla o € v(x) otoczenie {z : o} jest zgodne z v.

W punkcie (b) pokazemy inkluzje [P], - [Q]s € [PQ]v, ktéra jest mniej oczywista. Zalézmy,
ze o € [P]y-[Q]o- Jest wiec takie ¢ € [Q]y, ze ( — o € [P],. Istnieja zatem otoczenia I'y i T'y
zgodne z v i takie, ze '' - P : { — o oraz I's - @Q : {. Nietrudno sprawdzi¢, ze I'g = I'1 &I
jest zgodne z v, oraz ze o= P:( — o ilgF Q: (. Stad I'o - PQ : 0 i mamy o € [PQ],.

W czesei (¢) ,trudniejsza” jest inkluzja z lewej do prawej. Niech o € [Az. P], - F. Oznacza
to,ze ' Xx.P:7 — ocirT € F, gdzie I' jest zgodne z v. Na mocy lematu o generowaniu
[,z:7F P:o. Poniewaz ',z : T jest zgodne z v[x + F], wiec 0 € [P]ypmp 1 dobrze.

Warunek (d) wynika wprost z lematu 19.1.

Mozemy teraz juz stwierdzié, ze struktura filtréow jest lambda-interpretacja. Pozostaje spraw-
dzenie warunku (e). Niech wiec [Az.M], ~ [Ax.N]y, czyli [\x.M], - F = [Az.N], - F dla
dowolnego filtru F. Przypusémy, ze o € [Az.M],. Wtedy, na mocy lematu o generowaniu,
oc=(Woi—m|i€l}oraz,x:0; M :7; dlai€ I, dla pewnego I', zgodnego z v.

Poniewaz otoczenie I', x : 0; jest zgodne z wartoSciowaniem v[x — o;71], wiec typ 7; nalezy do
filtru [M]yzso,) = M2 M]y - 0:7 = [Ax N]y - 07 = [N]yjzso,q)- A Wiec mamy T = N @ 7,
gdzie I", jest pewnym otoczeniem zgodnym z v[z — o;1]. Ale wtedy I'/(z) > o;, wiec tym
bardziej I';(x — o0;) = N : 7, czyli I'; = Ax.N : 0; — 7;. Poniewaz I'; jest takze zgodne z v,
wiec 0; — 7; € [Az.N]. Ostatecznie o € [Ax.N], bo o to iloczyn wszystkich o; — 7;. [

Lemat 20.4 W modelu F = (F,-,[ ]) okreslamy wartosciowanie typowe {(p) = {F | p € F'}.
Wtedy [r]e = {F | 7 € F}, dla dowolnego typu .

Dowéd:  Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na 7. Przypadek iloczynu jest tatwy, bo
zachodzi réwnowaznosc¢

(ceF)N(peF) < onpeF.

Niech wiec 7 = p — 0. Mamy wykazaé, ze typ p — o nalezy do filtru F' wtedy i tylko wtedy,
gdy F € [p]e = [o]e.
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Implikacja z lewej do prawej jest latwa. Jesli bowiem G € [p]¢, to z zalozenia indukcyjnego
dla p wynika p € G, z zatem ¢ € F - G wprost z definicji aplikacji F' - G.

Na odwrét, przypusémy, ze F € [p]¢ = [o]¢. Poniewaz p € pT wiec z zalozenia indukcyjnego
dla p mamy pt € [p]¢, a stad F - pt € [o]¢, czyli (na mocy zalozenia indukcyjnego dla o)
typ o nalezy do F' - p?T. Istnieje wiec takie u € ptT, ze p — o € F. Wtedy jednak p > p, wiec
p— 0> u—0o,ityp p— o tez nalezy do F. |

Twierdzenie 20.5 (o pelosci) WarunkiI'- M : 0 i |= M : 0 sq rdwnowazne.

Dowéd:  Przypusémy, zeI' = M : 0. W modelu F = (F, -, [ |) definiujemy wartosciowanie v,
przyjmujac v(x) = 71 dla dowolnego (z : 7) € I'. Poniewaz wtedy 7 € v(x), wiec v(x) € [7]¢
(lemat 20.4). Zatem F,v,§ = T, a wobec tego F,v,§ E M : o, gdzie { jest takie jak w
Lemacie 20.4. To oznacza, ze [M], € [o]¢, czyli 0 € [M],. Jest wiec otoczenie I zgodne
z v, takie ze I = M : 0. Poniewaz I" jest zgodne z v, wiec I'(z) € v(x), czyli I'(x) < TV(x)

dla wszystkich z. A wiec tym bardziej I' - M : o. [ |
Cwiczenia

1. Udowodnié, ze jesli F} i Fy sa filtrami, to Fy - F5 jest filtrem.

2. Udowodnié, ze [M], zawsze jest filtrem.

3. Czy model z filtrow jest ekstensjonalny?

4. Przypusémy, ze model D to model Scotta Do, w ktérym Dy = { L, T}. Zdefiniowaé [x], tak aby

zachodzilo twierdzenie o pelosci dla Do, 1 typéw iloczynowych wedlug Scotta (éwiczenie 19.6).

21 Typy iloczynowe bez omegi

System BCD, o ktérym byta mowa do tej pory, przypisywal kazdemu bez wyjatku termowi
Htrywialny” typ w. Jezeli z tego systemu usuniemy aksjomat

T M:w,

to juz nie kazdy term bedzie mial typ. Nabiera wiec sensu nastepujaca definicja. Term M jest
typowalny wtedy i tylko wtedy, gdy I' = M : 7, dla pewnych I" i 7. W istocie, jak si¢ okaze
ponizej, termy typowalne za pomoca typow iloczynowych bez omegi, to dokladnie termy silnie
normalizowalne.

Dla porzadku zacznijmy od definicji. Zbiér typéw Tn definiujemy tak samo jak zbiér Tn.,, ale
z pominieciem omegi:

e Typy atomowe naleza do Tn;

e JeSliociTsawTn, too — 71ioNT tez nalezg do Tn.
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W zbiorze Tn okreslamy relacje < jako najmniejszy quasiporzadek < spelniajacy warunki
cNTt<o, oNt<7, o0<oNo
(c—=>1)N(c—=p)<oc—=>TNp
Jedlio<od'it<7,toonrt<oNiorazo -7<0c— 1.

Bedziemy teraz przypisywaé¢ termom typy za pomocg tych samych regut co poprzednio, ale
z wylaczeniem aksjomatu (w). Dla odréznienia od systemu BCD ten nowy system nazwijmy
systemem An<. Oto aksjomat i reguly systemu An<.

(Var) 'z :obFx:0

Txiob-M:T I't-M:0—-7 T'EFN:o
(Abs) (App)
'-(\eM):0 > '-(MN):T
'M:0 TEFM:71 'EFM:o
(1) (<) —— o<
'-M:onr '=M:r

Osady wyprowadzalne w systemie A< mozemy zapisywac¢ I' = M : o, ale zwykle zamiast
Fn napiszemy po prostu . O ktérym systemie mowa, powinno by¢ wiadomo z kontekstu.

Dla systemu An< zachodzi nastepujacy wariant lematu 19.1.

Lemat 21.1 Jesli ' = M : 7, to I'(z) jest okreslone dla kazdego x € FV(M). Ponadto
Clevan B M 7, gdzie Ulpy ) = {(z: T'(z)) | x € FV(M)}.

Dowéd: Latwa indukcja ze wzgledu na rozmiar wyprowadzenia. |

Roéznica pomiedzy tredcia lematu 21.1 i lematu 19.1 bierze si¢ oczywiscie z braku aksjo-
matu (w). Teraz, aby przypisa¢ typ calemu termowi, trzeba zadeklarowaé typy wszystkich
jego zmiennych wolnych.

Podstawowe wiasnosci systemu A\n< sa podobne do wlasnosci systemu BCD. W szczegdlnodci
pozostaja prawdziwe lematy 19.2, 19.3, a takze lemat 19.5 o generowaniu (z pominieciem
tego, co odnosi sie do omegi). Podobnie jak poprzednio, wyprowadzamy stad lemat o podsta-
wieniu (odpowiednik lematu 19.6) a nastepnie twierdzenie o poprawnosci redukcji. Dowody
tych faktéw pozostaja niezmienione (ale prostsze, bo niepotrzebne sa rozwazania dotyczace
omegi).

Dla systemu An< nie zachodzi jednak twierdzenie 19.8. Na przykiad nietypowalny term KK(2
redukuje sie do typowalnego K.

Silna normalizacja

Udowodnimy teraz twierdzenie o silnej normalizacji dla systemu An<. Nasz dowdd bedzie
niewielks adaptacja dowodu twierdzenia 14.11 o silnej normalizacji rachunku z typami prostymi.
Definicja [7] ma teraz o jeden przypadek wiecej:
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e [p] := SN, gdy p jest atomem;

o [t > o] :={M|VN(N € [r]= MN € [o])}.

o [rNno]:=[r]N[o].
Lematy 14.7 i 14.9 pozostaja prawdziwe dla tej definicji, a ich dowody pozostaja praktycz-
nie bez zmian (przypadek iloczynu to natychmiastowe zastosowanie zatozenia indukcyjnego).

Dowéd lematu 14.10 ulega tylko dwu drobnym zmianom. Po pierwsze, w przypadku zmiennej
musimy sie odwola¢ do takiej dodatkowej wlasnosci:

Lemat 21.2 Jesli 7 < o, to [7] C [o].

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na definicje relacji <. |

Po drugie, w przypadku abstrakcji zamiast zwyklego o — p mamy iloczyn ({o; — p; | i € I},
gdzie I,y : o; & P : p; dla i € I, i musimy pokazaé, ze M[N /Z] jest stabilny dla wszystkich
typow o; — p;. Trzeba wiec cierpliwie podopisywaé wszedzie indeks i. Otrzymamy w koncu

Twierdzenie 21.3 (o silnej normalizacji) System An< ma wtasnos¢ silnej normalizacji: kazdy
term typowalny jest SN.

Cwiczenia
1. Sprawdzi¢, ze lematy 19.3-19.6 i twierdzenie 19.7 dla systemu BCD przenosza sie na system An<.

2. Udowodni¢ lemat 21.2.

3. Rozpatrzmy system An powstaly z systemu An< przez zamiane reguly (<) na regule

I'EM:o01Noy
I'-M:o;

(NE)

Pokazaé, ze termy typowalne w obu systemach sa takie same.
4. Czy w systemie A\n zachodzi twierdzenie o poprawnosci eta-redukcji?

5. System An, to rozszerzenie systemu An o dodatkowa regule

'eM:0, M-, N
I'-N:o

n)

Pokazaé, ze w systemach An, i A\n< wyprowadzalne sg dokladnie te same osady typowe.

Twierdzenie Pottingera

Twierdzenie o silnej normalizacji zachodzi dla wielu systeméw przypisania typow. Jest to
wrecz uwazane za dos$é podstawowa wlasnosé takich systeméw, a system BCD z regula (w)
stanowi raczej wyjatek, uzasadniony swoimi semantycznymi korzeniami.
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Sposrdd systeméw o wiasnosci SN, typy iloczynowe stanowia mechanizm najsilniejszy w tym
sensie, ze twierdzenie o silnej normalizacji jest dla tego systemu odwracalne: kazdy term
o wlasnosci SN jest typowalny. Pierwszy dowdd tego faktu opublikowal w 1980 roku G. Pot-
tinger. Ten dowdd i inne poézniejsze dowody zawieraly rézne usterki. Pierwszy poprawny
dowéd (niepublikowany) podata w latach dziewieédziesiatych B. Venneri. Ponizszy dowdd,
miejmy nadzieje, tez jest poprawny.

Naturalna idea dowodu jest oczywiscie taka: Zaczaé od typowania postaci normalnych i do-
wodzi¢ twierdzenia przez indukcje ze wzgledu na dtugos$é redukeji termu do postaci normalne;j.
Ale zauwazylidmy juz, ze dla systemu An< nie zachodzi twierdzenie 19.8. W szczegdlnosci nie
zachodzi twierdzenie odwrotne do lematu 19.6. Mamy jednak nieco stabsza wlasnosé.

Lemat 21.4 JesliT'F M[x := N]: 7 orazT'F N : p, to istnieje taki typ o, 2e T' = N : 0 oraz
'z:obM:T,

Dowéd: Cwiczenie. |

Lemat 21.5
1. Term xNy ... Ny jest typowalny wtedy i tylko wtedy, gdy N1, ..., N sq typowalne.

2. Abstrakcja Ax N jest typowalna witedy i tylko wtedy, gdy term N jest typowalny.

Dowéd:  Udowodnimy implikacje z prawej do lewej w czesci (1). Zatézmy, ze I'; B N; @ 7
dlai=1,....,k. Wtedy I'1 & -+ &Tv & {x : 71 — 74 — p} F zN;... Ni : p. Pozostale
czesci sg oczywiste. ]

Whiosek 21.6 Kazdy term w postaci normalnej jest typowalny.

Dowdd:  Indukcja ze wzgledu na budowe termu z pomoca lematu 21.5. |

Twierdzenie 21.7 (Pottinger) Term jest typowalny w systemie \n< wtedy i tylko wtedy, gdy
jest silnie normalizowalny.

Dowdéd: Implikacja z lewej do prawej to twierdzenie 21.3 o silnej normalizacji. Dowdd
implikacji odwrotnej przebiega przez indukcje ze wzgledu na maksymalna mozliwa dhugosé
ciagu redukcji danego termu M, ktéra oznaczymy przez d(M). Jesli §(M) = 0, czyli mamy do
czynienia z postaciag normalna, to stosujemy wniosek 21.6. W kroku indukcyjnym zaktadamy,
ze kazdy term N o wlasnosci 6(N) < n jest typowalny i dowodzimy, ze jesli (M) =n to M
jest typowalny. Dowdd jest przez ,lokalna” indukcje ze wzgledu na budowe termu M.

Niech M —; M'. Wtedy 6(M') < n, zatem M’ jest typowalny.
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Przypadek 1: M = Mz N —p AxN' = M'. Term M’ jest typowalny, wiec na mocy
lematu 21.5(2) takze N’ jest typowalny. Z ,lokalnego” zalozenia indukcyjnego term N jest
typowalny, wiec abstrakcja M = Ax N tez jest typowalna.

Przypadek 2: M = zN;...N;... N, = oNy...N/...N, = M’, gdzie N; —1, N]. Skoro
term M’ jest typowalny, to takze termy Ny,...,N/,..., Ni sa typowalne. Z zalozenia induk-
cyjnego wynika, ze N; jest typowalny, i z lematu 21.5(1) dostajemy typowalnosé M.
Przypadek 3: Przyszedl czas na przypadek redeksu czotowego:

M = (Az.P)QN; ... Ny, = Plz :== Q|Ny... Ny = M.

Stosujac k-krotnie pierwsza cze$é lematu o generowaniu, wnioskujemy, ze IV = N; : p; oraz
I"F Plx:=Q]:p1 — -+ — pr — 7 dla pewnych p; i 7. Ponadto term @ jest silnie norma-
lizowalny, jako podterm silnie normalizowalnego termu M. Poniewaz M ma redeks czolowy,
wiec najdluzsza mozliwa redukcja termu M jest dtuzsza przynajmniej o jeden krok od kazdej
redukcji termu Q. Zatem 6(Q) < d(M), skad @ jest termem typowalnym, np. I'' F Q : .
Niech T' = I"&I. Wtedy nadal T'+ Plx := Q] : p1 — --+ — px — 7 oraz Q ma typ w I
Z lematu 21.4 dostajemy I' - Q : coraz 'z : o - P : py — --- = pp — 7, dla pewnego
typuo. StadT'HFXe.P:oc—py — - = pp,—7,idalej ' M : 7. |

Whiosek 21.8 Problem typowalnosci dla typow iloczynowych jest nierozstrzygalny.

Dowdd:  Wynika to wprost z twierdzenia 21.7 i z nierozstrzygalnosci silnej normalizacji
(wniosek 7.11). [

Wnhiosek 21.9 Problem sprawdzenia typu dla typow iloczynowych tez jest nierozstrzygalny.

Dowéd: Redukujemy problem typowalnosci do problemu sprawdzenia typu. Niech & beda
wszystkimi zmiennymi wolnymi termu M. Term M jest typowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
x:stHKa(AZM) : s. [

Problem niepustosci typu
Dualny do problemu typowalnosci jest problem niepustosci typu, nazywany tez problemem
inhabitacji, i formulowany tak:
Czy istnieje term zamkniety danego typu?
Nieco ogdlniejsze (ale réwnowazne) sformutowanie jest takie:
Czy dla danych T i T istnieje term M, ktéry ma typ T w otoczeniu I'?

Pokazemy szkic dowodu, ze problem inhabitacji dla typéw iloczynowych jest nierozstrzy-
galny. Jest to nowy dowdd, podany przez S. Salvatiego w 2009 roku. Polega on na redukcji
problemu definiowalnosci w skoriczonych modelach (twierdzenie 17.15). Ponizej jest mowa
o systemie A<, ale podobne rozumowanie stosuje si¢ dla innych wariantéw.
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Gléwny pomyst polega na kodowaniu kazdego elementu d w skoniczonym modelu 9(A) jako
typu iloczynowego 74. Robimy to tak:23

o Jeslid e Dg to g =d.

o Jeslid € Doy to 74 = Noep, (Te = Tae)-

Lemat 21.1 Jesli 74 < 7. tod = e.

Dowdéd: Indukcja ze wzgledu na taczny rozmiar typéw 74 i 7.. Jesli ktérys z nich jest
atomem to latwo pokazaé, ze drugi tez musi by¢ atomem i to tym samym. W przeciwnym
razie oba typu sg iloczynami implikacji i mamy d € D,_,g oraz e € D,_,s. Wtedy

ta= () (Ta = Taa) < 7 = Teb,
acDg

gdzie b jest dowolnym elementem D.. Poniewaz lemat 19.3 zachodzi tez bez omegi, wiec

ﬂ Tda < Teb,

a€esS

gdzie S = {a | 7, < 7,} jest zbiorem niepustym. Z zalozenia indukcyjnego mamy a = b, dla
a € S (w szczegélnosci S jest singletonem) oraz db = eb. 7 dowolnosci b wnioskujemy, ze
funkcje d i e naleza do tej samej dziedziny i sa réwne. |

Lemat 21.2 Zaloimy, Ze kazda deklaracja w T' jest postaci x : 14, dla pewnego d € M(A),
1 z2e M jest w postaci normalnej. Wowczas

1. Jesli ' =M 7174 ¢ ' M : 7., dla pewnych d,e € D, to d =e.

2. Jesli T = xMy ... M, : p, gdzie I'(z) =71, i¢c € Dy, toa =1 = -+ = a, — 0, dla
pewnego m > n, i na dodatek:
o dla kazdego i < n istnieje takie e; € Dy, ze I' = M; @ 7¢,;
o dlad=cey...ey zachodzi ' = M : 74, oraz 74 < p.

Dowéd:  Jednoczesna indukcja ze wzgledu na M. Przypadek M = \x. M’ jest latwy. Typy
Tq 1 Te nie moga byé atomowe, wiec d,e musza by¢ funkcjami, tj. « = 8 — ~. Wtedy
Dyx:ite b M 214 oraz T,z i1 B M 2 7, dla wszystkich ¢ € Dg. Z zalozenia indukcyjnego
wynika, ze dc = ec, dla wszystkich ¢, skad d = e.

W przypadku M = zM; ... M, stosujemy pomocnicza indukcje ze wzgledu na n. Dla n =0,
teza wynika tatwo z lematu o generowaniu i lematu 21.1.

Niech wigc n > 0 i niech M’ = xM;y...M,_1, czyli M = M'M,,. Jesi ' = M : p to
'M :0 — p, oraz I' - M, : 0. Z (pomocniczego) zalozenia indukcyjnego dostajemy

23Dla odréznienia, typy proste oznaczamy ponizej przez c, 3,7, 6, a typy iloczynowe przez T, o, p.
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L' M : 714, gdzie 74 < 0 — p. Typ 74 nie moze by¢ atomem (w szczegdlnosci n — 1 < m),
a stad otrzymujemy (,cq Tda < p, gdzie S = {a | 0 < 7,} jest niepuste. Dla wszystkich a € S
mamy I' - M : 7,, wiec z gléwnego zalozenia indukcyjnego wynika, ze S = {e}. Stad 74 < p,
co koriczy dowdd czesci drugiej. Z niej i z lematu 21.1 wynika czesé pierwsza. |

Dla danego wartosciowania v w modelu M(A), przyjmijmy 'y (z) = 7(z)-

Lemat 21.3 Dla dowolnego termu M w postaci normalne;j:

[M], =4d wtedy 1 tylko wtedy, gdy LM : 7y

Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na M, z lewej do prawej zupeklie rutynowa. W kierunku
odwrotnym, jesli M jest abstrakcja Ax. M, to ',z : 74 = M’ : 74,, dla wszystkich a w odpowied-
niej dziedzinie D,,. Z zalozenia indukeyjnego, [M'], (34 = da, dla kazdego a, skad [M], = d.
Jesli M = xM; ... M,, gdzie I'(x) = 7, to stosujemy lemat 21.2(2) i indukcje. Wniosku-
jemy, ze [M;] = e;, aplikacja ce; ... e, jest mozliwa, i daje w wyniku wartosé¢ [M],. Zatem
Teey..en < Td, skad d = cey ... e, = [M],. [ ]

Twierdzenie 21.4 Problem inhabitacji dla typow iloczynowych jest nierozstrzygalny.

Dowéd:  Aby sprawdzié czy element d modelu 9M(A) jest definiowalny, wystarczy zbadacd,
czy typ 74 jest niepusty. Na mocy twierdzenia 17.15 niepustosé nie moze by¢ rozstrzygalna.

Cwiczenia
1. Udowodni¢ wniosek 21.6. Wskazowka: term M jest w postaci normalnej, wtedy i tylko wtedy,

gdy zachodzi jedna z trzech mozliwosci: (a) M jest zmiennna, (b) M = Ax.N, gdzie N jest
w postaci normalnej, (¢) M = zN , gdzie N sa w postaci normalnej.

2. Czy w dowodzie twierdzenia 21.7 mozna wzmocnié¢ zalozenie indukcyjne do warunku:
Jesli 6(M) =n oraz M —p M i przy tym T M’ : 7, toTH M : 72

3. Czy w dowodzie twierdzenia 21.7, w zalozeniu indukcyjnym mozna zastapi¢ warunek M —p M’
przez M — M'?

22 Logika drugiego rzedu

Przez logike drugiego rzedu zazwyczaj rozumie sie system powstaly przez rozszerzenie ra-
chunku predykatéw (logiki pierwszego rzedu) o kwantyfikatory przebiegajace zbiory i relacje.
7 konstruktywnego punktu widzenia, celowo$é¢ takiego rozszerzenia jest watpliwa. Interpre-
tacja BHK nadaje bowiem taki sens kwantyfikatorowi ogélnemu:

Konstrukcja (dowodem) formuly VR W (R) jest metoda przeksztatcenia dowolnego
znaczenia R zmiennej R w konstrukcje stwierdzenia W(R).
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Aby jednak wykonaé¢ konstrukcje dla W(R) trzeba na ogdl znaé sam zbiér R, tj. umieé¢ go
zdefiniowad, a to nie zawsze jest mozliwe, bo kazda nieskonczona dziedzina ma nieprzeliczalnie
wiele podzbioréw. Dlatego konstruktywne rozumienie kwantyfikatora drugiego rzedu jest inne:
zmienna relacyjna przebiega predykaty definiowalne formulami. W intuicjonistycznej logice

drugiego rzedu przyjmuje sie wiec (z grubsza?*) takie reguly:
I'-VvX o(X) 'k e(X) ]
_ —————— (X niema wT)
' (o) I'FVX ¢o(X)

Uwaga: Systemy klasycznej logiki drugiego rzedu, w ktérych kwantyfikatory przebiegaja
dowolne zbiory, nie sg efektywnie aksjomatyzowalne. Tak nie jest w przypadku intuicjonistycz-
nej logiki drugiego rzedu, ktora jest aksjomatyzowalna i dlatego rekurencyjnie przeliczalna.

Jak powiedzielismy, w logice drugiego rzedu obok kwantyfikatoréw relacyjnych wystepuja
takze elementy zwyklego rachunku predykatéw: wyrazenia i kwantyfikatory indywiduowe.
Okazuje sie jednak, ze te ostatnie nie zawsze sa istotne, a wiele wlasnosci logiki drugiego
rzedu mozna bada¢ w oderwaniu od jej aspektu indywiduowego. Jezeli w formutach rachunku
predykatéw drugiego rzedu zaniedbaé wszystko to, co odnosi sie do indywidudw, to otrzy-
mamy formuly zdaniowe z kwantyfikatorami. Na przyklad rozpatrzmy formule N(z), ktéra
definiuje liczby naturalne:

VR(Vz(R(z) — R(sz)) — R(0) — R(x))
Usuniecie z niej informacji o indywiduach daje kwantyfikowana formute zdaniowa:
VR(R— R) - R — R),

w ktorej jednoargumentowa zmienna relacyjna R zostala zastapiona zmienna zdaniowa. W po-
dobny sposéb mozna kazda formute przeksztalcié w formule zdaniows z kwantyfikatorami.
Okazuje sie, ze ten zabieg, znacznie upraszczajac skladnie, nie zmienia wielu istotnych wias-
nosci naszej logiki.

Zdaniowa logika drugiego rzedu

Na razie zatem bedziemy sie zajmowaé tylko zdaniowa logika drugiego rzedu, i to wylacz-
nie fragmentem implikacyjno-uniwersalnym. Zaczynamy od sktadni. Formutlami nazywamy
zmienne zdaniowe p, ¢, 7, . .. 1 wyrazenia (o6 — 1), Vpo, gdzie o 1 7 sa formutami. Przez FVT(p)
oznaczamy zbiér zmiennych zdaniowych wystepujacych wolno w formule . Definiujemy go
tak: FVT(p) = {p}, FVT(c — 7) = FVT(0) UFVT(7), oraz FVT(Vpo) = FVT (o) — {p}.
Podstawienie formuty o do formuly ¢ w miejsce wolnych wystapien zmiennej p oznaczamy
przez [p := o] (lub przez ¢[o/p]). Podstawienie jest definiowane przez indukcje:

e p[p:=0]| =0 oraz q[p := o] = ¢;
¢ @il =vlpi=o] > rlpi= o
o (Vpy)[p = o] = Vpi);

24Pomijamy tu $cisla, definicje wyrazenia ¢ (o).
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o (Yqu)lp := o] =VYqlp:= o], gdy ¢ € FVT(0);

Utozsamiamy (alfa-konwersja) formuly rézniace sie tylko wyborem zmiennych zwiazanych.
Reguly naturalnej dedukcji dla naszej logiki sg takie:

(Ax) I'p k@
(—>I) ok (_>E)F}—<p%¢ 'k
'Fe—v '
~ 'Y
(V) — 2 (p ¢ FVT(I)) (vE) — 2%
I'EVpe T'Fplp:=1]

Uwaga: Znaczeniem zmiennej zdaniowej moze by¢ dowolna formula, zob. regule (VE). Te
wiasno$¢ czasem nazywa sie full comprehension. Znaczenie formuly ¢ = Vp1) jest wyznaczo-
ne przez wszystkie mozliwe podstawienia ¥ [p := o]. Ale poniewaz w roli ¢ moze wystapi¢
samo ¢, wiec znaczenie formuly w sposéb uwiklany zalezy od niej samej. Inaczej méwiac,
nasza logika jest impredykatywna. Konsekwencja tej wlasnosci jest utrudnione definiowanie
i dowodzenie wlasnosci przez zwykls indukcje ze wzgledu na ,,budowe formuty”.

Twierdzenie 22.1 (L6b, Gabbay/Sobolew) Intuicjonistyczna logika zdaniowa drugiego rzedu
jest nierozstrzygalna (nierozstrzygalne jest pytanie czy dana formula jest twierdzeniem,).

Powyzszy wynik kontrastuje ze znanym twierdzeniem z teorii zlozonosci: klasyczna logika
kwantyfikowanych formut boole’owskich jest PSPACE-zupelna. Zauwazmy jednak, ze w logice
klasycznej, opartej na zerojedynkowej semantyce, kazdy kwantyfikator mozna wyeliminowaé
(kosztem wykladniczego wydtuzenia formuty). Klasyczny rachunek zdan jest funkcjonalnie
zupelny: kazda funkcje zerojedynkowa mozna zdefiniowaé formuta. W przypadku intuicjonis-
tycznym tak nie jest. Na przyklad formuly p — Vg(q¢V —¢q) i =——p — J¢((p = —q V q) — p)
nie sa réwnowazne zadnej formule zdaniowej ¢(p) bez kwantyfikatoréw.

Cwiczenia

1. Pokazaé, ze formuta Vp(qV —p) — ¢V Vp—p jest twierdzeniem zdaniowej logiki intuicjonistycznej
drugiego rzedu (reguty dla alternatywy sa takie same jak zwykle). Czy kazda formuta postaci
Vp(q V ¢(p)) = ¢V Vpo(p) bedzie twierdzeniem?

2. Pokazaé, ze formuta Vr((p — r) — (¢ — r) — r) jest w zdaniowe] logice intuicjonistycznej
drugiego rzedu réwnowazna alternatywie p V gq.

3. Jak zdefiniowaé reguly naturalnej dedukcji dla zdaniowego kwantyfikatora szczegdtowego?

23 System F

Zgodnie z interpretacja BHK, konstrukcja dla Vp ¢ jest metoda, ktéra dla dowolnej formuly o
pozwala otrzymaé konstrukcje dla ¢[p := o]. Taka konstrukcja jest wiec funkcja okreslona
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na zbiorze formul, ktora dla kazdego o przyjmuje wartosé ze zbioru konstrukeji ¢[p = o].
Zbiér takich konstrukcji odpowiada (nieformalnie) produktowi Il,cpropp[p := o]. Jesli wiec
utozsamiaé¢ formuly i typy to formuta uniwersalna jest typem produktowym. Patrzac na to
z innej strony, mozemy powiedzie¢, ze term typu Vp ¢ reprezentuje procedure polimorficzna,
z (formalnym) parametrem typowym p. Przekazanie do takiej procedury parametru aktual-
nego o ustala typ biezacej aktywacji jako p[p := o].

System rachunku lambda, w ktérym typy sa formulami zdaniowymi drugiego rzedu nazy-
wamy polimorficznym rachunkiem lambda, rachunkiem lambda drugiego rzedu, polimorficz-
nym rachunkiem lambda drugiego rzedu lub systemem F. Ponizsze reguly sg zaroéwno regutami
przypisania typow, jak tez definicja sktadni. Wyrazenie I' H M : ¢ czytamy ,w otoczeniu I’
term M ma typ o”, gdzie otoczenie jest rozumiane jak zwykle. Przez FVT(I') oznaczamy
sume (J{FVT(y) | (x:~) € I, dla pewnego z}.

(Var) T(z : o) Fz:

(Abs) D(rx:p)F M : (App)I‘I—M:go—MZJ 'EN:p
- Oz M) g — 1 T+ (MN): 9
(Gen) —— M2 g Bvn(D)) (Inst) —EVPE
' (ApM):Vpop ' Mo : ¢[p := o]

Sktadnie systemu F zdefiniowaliSmy w stylu Churcha, tj. tak, ze typy stanowia integralna
czes¢ termow. Przy ustalonym otoczeniu, deklarujacym typy zmiennych wolnych, kazdy term
ma dokladnie jeden typ, ktéry mozna bez trudu ustalié.

W termach moga wystepowaé zaréwno zmienne przedmiotowe jak typowe (zdaniowe). Ope-
ratorami wiazacymi zmienne sa obie lambdy i kwantyfikator wystepujacy w typach. Symbol
FVT( ) odnosi si¢ do zmiennych wolnych zdaniowych, a symbol FV do zmiennych wolnych
przedmiotowych. Definicje sg indukcyjne:

o FV(z) = {z};

e FV(A\z:p M) = FV(M) — {x};

°
e

(
(
e FV(MN) =FV(M)UFV(N);
V(Ap M) = FV(M);

(

e FV(Mo) =FV(M);
o FVT(z) =

o FVT(Az:¢o M) = FVT(p) UFVT(M);

(
(
e FVT(MN) = FVT(M) UFVT(N);
e FVT(Ap M) =FVT(M) — {p};

(

e FVT(Mo) =FVT(M)UFVT(0).
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Operacja podstawienia wystepuje w dwoch wersjach: podstawienie typu (formuly) za zmienna
typowa (zdaniowa) i podstawienie termu za zmienna przedmiotowa. Definiujemy je, zaklada-
jac, ze zmienne zwiazane sg tak dobrane, aby nie doszlo do konfuzji, tj. stosujemy w razie
potrzeby domyslng wymiane zmiennej zwiazane;j.

(
(
o (M7)[p:= 0] = Mlp:=olr[p:=o];
(
(

Przez I'[p := o] oznaczymy otoczenie I', w ktérym kazda deklaracja (z : 7) zostala zastapiona
przez (z : 7[p := o).

Lemat 23.1
(1) JesliT' = M : ¢, toU[p:=o]F M[p:= o] : ¢[p :=0].
(2) Jeslil,x:7=M:p orazl'FP:7 toI' - Mz := P] : .

Dowé6d:  Indukcja ze wzgledu na budowe M. Cze$é (2) wymaga lematu podobnego do
lematu 13.1. |

Ponizej mamy kilka przyktadéw terméw i ich typéw (zamiast Az : 7 piszemy czesto Az"):

o b AgAzPPP) 3(q — q)(xq) : Va(VYp(p — p) = ¢ = q);
o EAp AfPTPARP f(fz) :Vp((p — p) = (P — P));

o = AfYPP=a=P) ApAaP. f(g—p)(fpz) : Vp(p — ¢ — p) = Vp(p — ¢ — ¢ — D).

Twierdzenie 23.2 Dla dowolnego typu T nastepujgce warunki sq rownowazne:

1) Istnieje term zamkniety typu T;
2) Formula T jest twierdzeniem intuicjonistycznej logiki zdaniowej drugiego rzedu.
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Dowdd:  Oczywiste. |

Definicja 23.3 Przez beta redukcje w systemie F rozumiemy najmniejsza relacje —g w zbiorze
termoéw zawierajaca:

o (A\z:T.M)N —p5 Mz := NJ;
o (Aa.M)r —5 Mo := 7],
i zamknieta ze wzgledu na konteksty, tj. M —g N implikuje MP —g NP, PM —3 PN,

et M —g Ae:m.N, ApM —g ApN oraz Mt —5 N7, o ile odpowiednie wyrazenia sa
poprawnymi termami.

Jak zwykle w takich przypadkach, symbol — g oznacza domkniecie przechodnio-zwrotne relacji
redukcji — 3. Indeks g czesto jest pomijany. Najwazniejsze wlasnosci redukeji sg takie:

Twierdzenie 23.4

1) JesliT' =M :7 oraz M —g N toI' - N : 7.

2) Wtasnosé Churcha-Rossera: Jezeli M —g Ny oraz M —3 Ny to Ny —g P i Ny -3 P,
dla pewnego P.

3) Silna normalizacja: Nie istnieje nieskoriczony ciag redukcji rozpoczynajacy sie od jakie-
gokolwiek (poprawnego) termu.

Dowéd:  Czesé (1) wynika z lematu 23.1. Czesci (2) 1 (3) zostawiamy na razie bez dowodu. B

Uwaga: Dla terméw systemu F mozna tez rozwazaé relacje eta-redukcji, zadana regutami:

o \u:T.Mx —pg M (gdy x € FV(M));

o Ap.Mp —35 M (gdy p ¢ FVT(M)).

Liczby naturalne

Niech w = Vp((p — p) — (p — p)). Liczby naturalne sa reprezentowane przez termy
zamkniete typu w.

n=ApAf:(p—=pAz:pf(f(--f(z)))
Na przyklad 2 = Ap. AfP7PzP f(fx).

Méwimy, ze funkcja f : N¥ — N jest definiowalna w systemie F, gdy istnieje taki term
M : wk — w, ze dla dowolnych nq, - - - ny zachodzi Mnj ... ng —g f(ng,...,ng).

Na przyktad dodawanie, mnozenie i potegowanie definiujemy tak:
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o Add = dmn.ApAfx.mpf(npfz);
o Mult = dmn.Ap A fx.mp(npf)x;

e Exp = Amn.Ap Afx.m(p — p)(np)fz.

Mozna tez zdefiniowa¢ poprzednik i to typu w — w. A wiec odejmowanie i réwnosé tez sa,
definiowalne (por. wniosek 17.14).

Spojniki zdaniowe
W logice zdaniowej drugiego rzedu falsz mozna zdefiniowaé tak:

1L =Vpp

Nietrudno zauwazy¢, ze z falszu wszystko wynika. Jesli M : L, to M7 : 7.

Mozna tez zdefiniowaé pozostate spéjniki zdaniowe. Przypomnijmy odpowiednie reguty natu-
ralnej dedukcji wraz z przypisaniem termoéw:

Komiunkeja: i@ TEN:¢ g LTEM:oAg o TEM:pND
I'E(M,N): oA CEm(M):p ['Emy(M)
Alternatywa: LEM:¢ W) LEM:y
I'Finlyyy (M) : oV I'Finrgyy (M) @V

'M:oVvey T(x:p)FP:09 T(y:Y)FQ:0
't case M of [z|P, [y]Q : ¥

(EV)

Redukcje zwiazane z koniunkcja i alternatywa sa nastepujace:

T ((M,N)) = M,

mo((M,N)) = N
case inl(P) of [z|M,[y]N — Mz := PJ;
case inr(Q) of [z]M,[y]N — Nly:=Q).

Definicje alternatywy w systemie F otrzymamy, jesli sprobujemy wyrazi¢ w logice drugiego
rzedu pojecie sumy jako najmniejszego zbioru zawierajacego oba sktadniki:

r€ AUB&VP(ACP—-BCP—xeP),
lub inaczej:
(AU B)(@) & YP(¥y(A(y) — P(y)) — Yy(B(y) — P(y)) — P(x)).
Po usunieciu informacji o indywiduach otrzymujemy definicje alternatywy:

oV1=VYp((oc =p)—=(r—p)—p),
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gdzie zmienna p jest nowa, tj. p € FVT(0) UFVT(7). Pozostaje sprawdzié¢, ze nasza definicja
jest dobra. Wystarczy w tym celu zdefiniowaé inl, inr i case w taki sposéb, zeby reguty (IV)
i (EV) byly poprawne. Robimy to tak:

e inl, M = ApAu®7PAv™ 7P uM;
e inr,y, M = Ap \u® 7P v 7P oM,
e case M of [2]P?,[y]Q” = MI(\z.P)(\y" Q).
Nietrudno sprawdzi¢, ze typowanie jest poprawne, co w szczegdlnosci oznacza, ze nasza defini-

cja speia reguty wnioskowania dla alternatywy. W istocie speliony jest silniejszy warunek:
takze redukcje sa zgodne z oczekiwaniami, chociaz moga wymagac¢ wiecej niz jednego kroku:

case inl(P) of [z]M,[y]N — Mlx:
case inr(Q) of [z]M,[y]N — Nly:

Pl;
Ql.

Koniunkcje definiujemy tak:
oANT=Vp((c = T —p) — D),
gdzie zmienna p jest nowa (patrz wyzej), a pare i rzuty tak:
o (M,N)= Ap\y”"P.yM N,
o II;(M) = Mo(Ax"\y™.x);
o IIx(M) = M1(Az7 Ay .y).
Definicja koniunkcji jest wzorowana na réwnowaznosci:

re€ ANB<VP(Vylye A»yeB—yeP)—xeP).

Latwo widzie¢, ze ta definicja spelnia zaréwno reguly typowania jak i redukcji.

Kwantyfikator szczegolowy

Zdaniowy kwantyfikator szczegétowy drugiego rzedu ma takie reguty naturalnej dedukcji:

't olp:=T7]

|
S I'Hdp.o

'Fdp.o T'kp
I'okFp

(3E) (p ¢ FVT(I') UFVT(p))

Interpretujemy go tak: typ dp. o jest typem abstrakcyjnym, w ktérym zmienna p reprezentuje
typ prywatny. Na przyklad, jesli

stos(p) =px (p = p) X (p = w) X (WX p = p),
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to typ Jp stos(p) jest abstrakcyjnym typem struktury stosowej, w ktérej mamy stos pusty
jako stala oraz operacje pop, top i push.)

Operacja pack tworzy obiekt typu abstrakcyjnego ukrywajac prywatna czes¢ typu:
'FM:op:=r7]
I'-pack M,7 todp.o:3dp.o

(pack)

Taki obiekt moze by¢ uzyty tam, gdzie implementacja typu prywatnego nie ma znaczenia:

'-M:3p.c T'(x:0)FN:p
(unpack) (p € FVT(I') UFVT(p))
I'-let M bex,pin N :p

Nastepujaca reguta redukcji mowi o tym, co sie wtedy dzieje:
let (pack M,7 to dp.c) be z,p in N — g Np :=7|[z := M].

Definicja kwantyfikatora szczegdtowego w systemie F przypomina definicje alternatywy, i moze
by¢ objasniona w podobny sposéb. Mamy tu ,,wytarcie” definicji sumy uogdlnionej wyrazonej
w jezyku drugiego rzedu. Taka suma to najmniejszy zbiér zawierajacy wszystkie skladniki.
Ponizej, zmienna ¢ musi by¢ nowa, tj. ¢ € FVT(o) U {p}.

po =Vq(vVp(o = q) = q).

Zauwazmy, ze powyzsza definicja jest wzmocnieniem definicji klasycznej przez prawo de Mor-
gana:
—Vp-o =Vp(lc - L) — L

Teraz mozemy zdefiniowaé pack i let:
e pack M, 7 to Ip.o = Ag\z"P7=D 27 M

e let M be x,p in N” = Mp(ApAz?.N).

i sprawdzié, ze wszystko dziata jak trzeba.

Cwiczenia
1. Zdefiniowaé¢ w systemie F funkcje wyktadnicza, poprzednik, dzielenie catkowite, etc.

2. Zdefiniowaé¢ w systemie F funkcje Ackermanna.

3. Czy da sie zdefiniowa¢ kazdqg funkcje obliczalna?

24 System F w stylu Curry’ego

Wariant systemu F w stylu Curry’ego okreslony jest przez nastepujace reguly przypisania
typéw dla terméw ,czystego” rachnku lambda. (Typy i otoczenia typowe okreslone sa tak
samo jak dla wersji Churcha.)

MNze:m)Fa:7
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(APP)FI—N:T—>U '-M:7 MNz:7)FM:o (ABS)
I'ENM:o 'kFXxeM:7—o0

(@EN) LMoo ey LM :Ypo g
I'FM:Vpo 'EM:olp:=r]

Reguly dla abstrakcji i aplikacji sa takie same jak dla rachunku z typami prostymi w stylu
Curry’ego. Reguly wprowadzania i eliminacji kwantyfikatora ogélnego (zwane odpowiednio re-
gulami generalizacji and instancjacji) reprezentuja idee polimorfizmu implicite: obiekt o typie
uniwersalnym Vp 7 ma wszystkie typy postaci 7[p := o].

Definicja 24.1 Operacja wycierania typow jest okreslona rownaniami:

z| =«
|MN| = [M]|N|
|Az:o. M| = Azx.|M|
|Ap. M| = |M]
|Mr| = [M]

Fakt 24.2 Osqd I' = M : 7 jest wyprowadzalny w stylu Curry’ego wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki term My w stylu Churcha, ze |My| = M, oraz 't My : 7.

Dowdd:  Latwy. |

O termie N w stylu Churcha mozna mysleé¢ jak o wyprowadzeniu typu dla termu | N|. Nastepu-
jace twierdzenie w istocie stwierdza, ze kazda redukcja w | N| odpowiada pewnej redukeji w N.

Twierdzenie 24.3 Jesli I' - M : 7 w styly Curry’ego, oraz M —pg M’ to ' M' : 7.

Zanim zajmiemy sie dowodem twierdzenia 24.3, zauwazmy, ze sprawa wcale nie jest taka
oczywista.
Przyklad 24.4 Rozpatrzmy nastepujace przypisanie typu:
x:p—=Ve(g—=q FIy.xy:p—q—q.
Chociaz mamy eta-redukcje \y. xy —, , to jednak:
x:p—=Ye(q—qFx:p—qg—q.

Zauwazmy, ze termowi Ay.zxy odpowiada w naszym przyktadzie term Churcha Ay:p. zyq,
ktéry nie jest eta-redeksem. A wiec przyczyna tego, ze system F w stylu Curry’ego nie jest
zamkniety ze wzgledu na n-redukcje jest to, ze wycieranie typéw odstania ,nowe” redeksy.
John Mitchell pokazal, ze okreslajac odpowiednia relacje C i rozszerzajac system o regule

I'-M:m, 7Co
'-M:o,

otrzymuje sie rachunek zamkniety ze wzgledu na n-redukcje.
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Dowéd twierdzenia 24.3

Na rozgrzewke mamy takie proste obserwacje:

Lemat 24.5 Dla termow w stylu Churcha:

1. |M[p:=7]| = |M]| oraz |M|[x := N]| = |[M|[z := |N|];

2. Jesli M —g N to |[M| —5 |N|.

Dowdéd twierdzenia 24.3 wymaga oczywiscie odpowiedniego lematu o generowaniu. Aby taki
lemat sformulowaé potrzebujemy pewnej pomocniczej relacji na typach. Piszemy o < 7,
gdy typ o jest postaci Vp'o’', gdzie Vp jest ciagiem kwantyfikatoréw uniwersalnych, typ o’ nie
zaczyna sie od kwantyfikatora, oraz zachodzi réwnosé T = Vq.o'[p := p], dla pewnych typéw g,
i pewnych zmiennych ¢, nie wystepujacych wolno w 0. Wtedy I' - M : ¢ implikuje I' - M : 7
i wystarcza do tego reguty (GEN) i (INST). Mamy tez nieco stabsze twierdzenie odwrotne:

Lemat 24.6 Jesli osqd I' = M : 7 otrzymano 2z I' = M : 0 za pomocq ciggu zastosowarn regut
(GEN) 7 (INST), to Vpo <XVqT, gdzie p=FVT(c) — FVT(I') oraz §=FVT(r) — FVT(T).

Dowédd: Indukcja ze wzgledu na liczbe krokéw. |
Lemat 24.7 JesliT'- M : 7 to U[p:=p| = M : 7[p := p].

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na rozmiar wyprowadzenia I' = M : 1 |

Lemat 24.8 (o generowaniu)

1. JesliTHx:7 toT(x) X 7.

2. Jesk ' MN : 7 toT' M : 90— o orazl' = N : o dla pewnych o © o, takich zZe
Vpo < 1, gdzie p=FVT (o) — FVT(T).

3. JesiT'EXxM : 1, toT =Vplo— o), gdzie'(x:0) - M : o, a p nie sq wolne wT.

Dowé6d:  Wyprowadzenie typu dla zmiennej zaczyna sie zawsze od aksjomatu I' - x : T'(x),
po ktérym nastepuje ciag zastosowan ,stacjonarnych” regul (GEN) i (INST). Teza wynika
wiec bezposrednio z lematu 24.6. Podobnie jest dla aplikacji. W przypadku abstrakcji trzeba
dodatkowo skorzystaé¢ z lematu 24.7. |

Ponizsze reguly tworza system przypisania typéw, ktéry jest ,syntaktycznie zorientowany”
w takim sensie: ostatnia reguta uzyta w wyprowadzeniu typu dla termu M jest wyznaczona
przez postaé termu M.



18 kwietnia 2024, godzina 16: 26 strona 101

(VAR’) F'Faz:7 jesli (z:0)isinTio <7
'-M: I'EN:
(APP’) - TFT ]\ZV) T jedli Vip < o, gdzie f = FVT(p) — FVT()
o
MNz:7) FM:0o

(ABS")

jesli pNFVT(I) = @
I' - Xz M :Vp (1t — o)

Konsekwencja lematu o generowaniu jest:

Lemat 24.9 OsqdI'+ M : o jest wyprowadzalny wF wtedy i tylko wtedy, gdy jest wyprowadzalna
w systemie jak wyzej.

Dowéd twierdzenia: Przypusémy teraz, ze I' = (Ax.M)N : 0. Na mocy lematu 24.9 mamy
et = M @ poraz I' F N : 7, dla pewnych 7 i p. Na dodatek Vpp < o, gdzie p =
FVT(p) — FVT(T'). Stad nietrudno wywnioskowa¢ I' = Mz := N] : p a to z kolei implikuje
'k M[z:= N]:o.

Termy typowalne i nie

Uzywajac polimorfizmu, mozna przypisywaé typy rozmaitym termom, ktore nie sa typowalne
w typach prostych. Na przyklad termy Az.zz i 2K sa teraz typowalne. Jak si¢ zaraz okaze,
termy typowalne maja wtasno$é¢ SN, ale nie na odwrot: kontrprzykladem jest silnie normali-
zowalny term

Azy.y(21) (zK))(A\x. zz),

ktory nie jest typowalny w systemie F. Przyczyna jest niemoznos¢ znalezienia takiego typu dla
(Az. zz), ktéry ,pasowalby” zaréwno do argumentu I jak i K. Innym przykltadem jest 22K.
Zauwazmy jednak, ze term 2(2K) jest typowalny.

Niestety, zachodzi nastepujace twierdzenie:

2

Twierdzenie 24.10 (Wells) Problem typowalnosci®> i problem sprawdzenia typu®S sq dla sys-

temu F nierozstrzygalne.

Cwiczenia
1. Pokazaé, ze kazda postaé¢ normalna jest typowalna w systemie F.

2. Wyprowadzié typy dla terméw Ax. zz, 2K oraz 2(2K).

3. Czy w czesci 2 lematu 24.8 mozna zada¢ aby o =< 77

ZDany term M, czy istnieja takie T'i 7, z2e T'F M : 77
2Dane sa I, Mit. Czy T M : 77
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25 Silna normalizacja

Naiwna préba uogdlnienia metody Taita na typy polimorficzne polega na zdefiniowaniu:

IVpr] = ﬂ{[[T[p :=o0]] | ¢ — dowolny typ}.

Ale ta definicja nie jest dobrze ufundowana: nie da sie zdefiniowaé [Vp 7] bez wczesniejszego
zdefiniowania np. [7[p := Vp7]], co z kolei wymaga definicji [Vp7]. Pomyst Girarda, ktéry
wykorzystamy, zwany ,,metoda kandydatéw”, polega na tym, aby nie definiowaé zbioréw [7]
w spos6b ,absolutny”, w szczegdélnosci nie przyjmowaé z géry [p] := SN dla zmiennych.
Zamiast tego nalezy okresli¢ warunki jakie zbiory [7] powinny spemiaé i rozwazaé dowolne
wybory zbioréw [p], jak gdyby to byly ,,wartosciowania” zmiennych typowych.

Powiemy wiec, ze zbiér terméw X jest kandydatem®’ (albo, ze jest nasycony, jest rodzing
normalng), jezeli X ma trzy wlasnosci z lematéw 14.7-14.9:

1) X CSN.

2) Jesli Ny,...,Np € SNtoxzN;...N, € X.

3) Jesli M[x = N()]Nl ...N, € X, oraz Ny € SN to ()\JZ‘M)NoNl ...Np e X.
Niech G bedzie rodzing wszystkich kandydatéw. Nietrudno zauwazyé, ze SN € G a zatem

G # @. Wartosciowaniem w G nazwiemy dowolna funkcje £ : U — G. Teraz dla dowolnego
wartosciowania £ i dowolnego typu 7 definiujemy zbiér [7]¢:

[p]e = {(p);
lo — 7]e¢ {M |VN(N € [o]¢ = MN € [r]¢)};
[Vpole = Nxeglolepx)-

Lemat 25.1 Dla dowolnych & i 0 zachodzi [o]¢ € G.

Dowéd:  Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na 7. Jedli 7 jest zmienna to [7]¢ = SN € G
i dobrze. Przypadek 7 = Vpo wynika z prostej obserwacji: iloczyn rodziny kandydatéw jest
kandydatem. Niech wiec 7 = 0 — piniech M € [o — p]e. Wezmy zmienna x : 0. Z zalozenia
indukcyjnego (2) mamy x € [o]¢, wiec z definicji Mz € [p]e. A wiec Mz € SN, z zalozenia
indukecyjnego (1). Tym bardziej Mz € SN. Pokazalismy (1).

W punkcie (2) mamy pokazaé¢, ze x Ny ... NP € [p]e¢, dla kazdego P € [o]¢. Ale P € SN
z zalozenia indukcyjnego (1), wiec teza wynika z zalozenia indukcyjnego (2) dla p.

Zostaje warunek (3). Niech wiec M[z := No|N;...Nj € [0 — p]¢, oraz Ny € SN. Mamy po-
kazaé, ze dla P € [o]¢ musi zachodzi¢ (Ax.M)NoNi ... NP € [p]e. Ale to wynika z zalozenia
indukcyjnego (3) dla p. [ |

2TOryginalna nazwa: candidat de reductibilité
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Lemat 25.2

o [olp = 7]le = [o]eos (110 -
e [ole = [o]e, gdy £(p) = &'(p) dlap € FVT(0).

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na o. |

Lemat 25.3 Niech I' = M : 7 oraz FV(M) = {x1,...,x,} i przy tym N; € [I'(x;)]e, dla
i=1,...,k. Wtedy Mz := Ni,...,x = Ni| € [7]e.

Dowdd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie I' = M : 7, przez przy-
padki w zaleznosci od ostatniej uzytej reguty.

(VAR) Przypusémy, ze I' + z; : I'(z;). Wtedy term Mz, := Ni,...,z := Ni] to po
prostu N;, wiec teza wynika wprost z zalozenia.

(ABS) Przypu$émy, ze I' - Ax.M : 0 — p otrzymano z przestanki I';x : o = M : p. Niech
P € [o]e. Mamy pokazaé, ze ((Az.M)[x1 := Ni,...,xp := Ni])P € [p]¢. Poniewaz mozemy
zalozy¢, ze x nie jest wolne w termach NV;, wiec mamy

(Ax.M)[z1 := Ni,...,zp = Ni] = Ae.M[x; := Ny, ..., x5 := N
7 zalozenia indukcyjnego
Mzy := Ny,...,xp := N[z := P| = M[x1 := Ni,..., 21 := Np,x := P] € [p]e,
wiec teza wynika z warunku (3) definicji kandydata.

(APP) Przypu$émy, ze I' H M N : 7 otrzymano z przestanek ' - M : 0 - 7i'F N : 0.
Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze Mxy := Ni,...,zp := Ni] € [o — 7]¢ a takze
Nlzy:= Ni,...,zp := Ni] € [o]¢. Stad (MN)[zq := N1,...,x = Ni] € [7]e.

(GEN) Przypusémy, ze I' = M : Vpr otrzymano z przestanki I' = M : 7, 1 przy tym p nie nalezy
do FVT(I'). Niech M’ = M(xy := Ni,...,x := Ny, gdzie N; € [['(x;)]¢, dlai =1,... k.
Z zalozenia indukcyjnego M’ € [7], przy dowolnym v, spemiajacym warunek N; € [I'(z;)],,
dlai = 1,...,k. Skoro p & FVT(I'(x;)) to [['(x;)]e = [I'(@i)]¢(px), dla dowolnych 7, X.
Zatem M' € [7]¢(px) dla dowolnego X € G, a wiec M’ € [Vp7]e.

(INST) Przypusémy, ze I' = M : o[p := 7] otrzymano z I' = M : Vpo. Z zalozenia induk-
cyjnego Mxy := Ni,...,zp := N3] € [Vpole, a wiec takze Mz := Ny,...,x = Ni] €
[o]epsire) = lolp := 7]le 1 juz. n

Twierdzenie 25.4 System F w wersji Curry’ego ma wtasnosé silnej normalizacyi.

Dowdd: Jedli I' - M : 7 dla pewnych I' i 7 to z poprzedniego lematu wynika, ze dla
dowolnego { mamy M € [7]¢, bo x € [I'(z)]¢ dla dowolnej zmiennej x. Teza wynika wiec
stad, ze [r]¢ C SN. [
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Twierdzenie 25.5 System F w wersji Churcha ma wtasnosé silnej normalizacji.

Dowéd:  Przypusémy, ze mamy nieskonczony ciag redukcji
M =My — My — My — ---
Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy
|M| = |Mo| > [My] > [Ma] > -

gdzie |M;| sa jak w definicji 24.1, a symbol > oznacza zawsze — lub =. Poniewaz termy
typowalne w systemie F w wersji Curry’ego maja wlasnosé SN (twierdzenie 25.4) wiec poczy-
najac od pewnego miejsca, termy |M,| musza by¢ identyczne. To znaczy, ze prawie wszystkie
redukcje w naszym ciagu sa ,typowe”, tj. postaci (Ap.N)T —, N[p := 7]. Skoro kazdorazowo
znika jedno wystapienie symbolu A, to nasz ciag nie moze by¢ nieskonczony. |

Twierdzenie 25.6 System F ma wtasnosé Churcha-Rossera.”®

Dowé6d:  Wtasnosé Churcha-Rossera wynika z lematu Newmana (silna normalizacja wraz ze
staba wlasnoscia Churcha-Rossera implikuje wlasno$é Churcha-Rossera). |

Cwiczenia

1. Czy twierdzenie 25.6 wynika w oczywisty sposéb z twierdzenia Churcha-Rossera dla beztypowego
rachunku lambda?

2. Czy réwnosé dwéch terméw systemu F w stylu Churcha jest rozstrzygalna? A w stylu Curry’ego?

26 System F|,

O typie 7, ktéry ma zmienna wolna p, mozna mysle¢ jak o operacji Ap 7, ktora zaaplikowana
do argumentu o daje w wyniku pewien typ 7(o). Ten sposéb myslenia zostal zalegalizowany
w systemie F,, zwanym polimorficznym rachunkiem lambda wyzszego rzedu. Taka opera-
cje A\pT nazywamy tutaj konstruktorem typowym. Raz dopusciwszy operacje na typach, nie
widzimy nic zdroznego we wprowadzeniu takze operacji na konstruktorach, operacji na takich
operacjach itd.

Formalizacje powyzszego zaczynamy od pojecia rodzaju (ang. kind). Mamy stala * (rodzaj
wszystkich typéw) a ponadto jesli Vi i Vg sa rodzajami, to Vi = V3 jest rodzajem. Dla
kazdego rodzaju V, definiujemy konstruktory tego rodzaju przez indukcje:

o Zmienna konstruktorowa rodzaju V jest konstruktorem rodzaju V.

Z8W obu wersjach.
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o Jedli ¢ jest konstruktorem rodzaju Vi = Vg i 7 jest konstruktorem rodzajuVi, to o1
jest konstruktorem rodzaju V.

e Jesli « jest zmienna konstruktorowa rodzaju Vi i 7 jest konstruktorem rodzaju Vs, to
Aa 7 jest konstruktorem rodzaju Vi = Va.

e Jedli « jest zmienng konstruktorowa dowolnego rodzaju i 7 jest konstruktorem rodzaju
*, to Va7 jest konstruktorem rodzaju .

e Jedli 7 i o sg konstruktorami rodzaju *, to 7 — o jest konstruktorem rodzaju .
Piszemy 7 : V na oznaczenie tego, ze 7 jest konstruktorem rodzaju V. Konstruktory rodzaju *

nazywamy typami. Jak dla F podstawienie (konstruktora na zmienna konstruktorowa) defi-
niujemy przez indukcje.

(
(
e (Vao)la :=¢| =Vao;
o (VBo)a:=¢|=VBo0,jesli a & FV(o);
e (VBo)la:=¢|=VBola:=¢y], jeslia € FV (o) iB & FV(p);
e Nad)a:= ¢ = Aat;
o (AB0)[a =] = ABY, jesli a & FV(9);
o (ABV)[a =] = A8V :=¢], jesli v € FV(I) 1 B & FV(¢);

Zauwazmy, ze mamy teraz dwie operacje wigzace zmienne konstruktorowe i typowe: lambde
i kwantyfikator. Alfa-konwersja jest okreslona warunkami

o Va1 =, VB (T[a := f]), gdzie [ nie jest wolne w 7;
o \aT =, \G (7| := ]), gdzie B nie jest wolne w 7; B does not occur free in 7;
o T p=,7 = p iVar =, Va1 gdzie T =, 7' i p =, p;
e Tp=o TP idaT =4 NaT/, gdzie T =4 71 p=0a/p;
Oczywiscie utozsamiamy alfa-réwnowazne konstruktory.
Na konstruktorach okresla sie beta-redukcje:
(B) (A o)1 = ola:=7].

7Z silnej normalizacji dla typéw skoriczonych tatwo wywnioskowaé, ze kazdy konstruktor jest sil-
nie normalizowalny. Wlasnosé Churcha-Rossera tez zachodzi. Przez nf (o) oznaczymy postaé
normalng typu o.
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Termy Churcha

System F, w wersji Churcha rézni sie od systemu F tym, ze zamiast aplikacji i abstrakcji
typowej mamy aplikacje i abstrakcje konstruktorowa. Jesli wiec M : Vao, gdzie a : V,
to dopuszczamy termy postaci My : nf(ola := ¢]), gdzie ¢ jest dowolnym konstruktorem
rodzaju V. A jedli zmienna konstruktorowa « : V nie wystepuje wolno w typie zadnej zmien-
nej wolnej termu M, to mozemy utworzy¢ polimorficzna abstrakcje Aa M typu Vo M. Tak
okreslony rachunek ma witasno§¢é Churcha-Rossera i wiasnosé silnej normalizacji.

Termy Curry’ego

System F,, w wersji Curry’ego jest zadany nastepujacymi regutami przypisania typow.

VAR 'z:0o gdy TI(z)=o0
'-M:0—r71 '-N:o
APP '(MN):7
MNzx:o0)F-M:T
ABS
' M):o0—T
I'EM:Vao
INST
' M :nf(ola:=T7])
I'EM:o
GEN TE M Voo a g FV(D)

Zamiast normalizacji typu w regule (INST) mozna przyja¢ dodatkowa regute konwers;ji:

I'EM:o
CNV TEMr ely o=s7

Przyklad

Rozpatrzmy nastepujacy term
M = (\z xz2K)2,

gdzie K = Azy.x 12 = Afy. f(fy). Ten term jest typowalny w F,, a jedyne nietrywialne
rodzaje jakich potrzebujemy to * = % i x = * = x. Uwaga: ten przykiad jest trudniejszy niz
term 22K, bo mamy tylko jedna dwdjke.

Ponizej p i g sa zmiennymi typowymi, d, v i 8 sa zmiennymi konstruktorowymi rodzaju * = x,
a £ jest zmienng konstruktowsa rodzaju * = % = .

Niech
k=Ypd(p—q—p),
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1 niech
L = Vpy (€p(¥pd (p — vp)) — §(Bp)(Vpd (p — v(7p))))-

Rozpatrzmy otoczenie ztozone z deklaracji:

{y:&pr, f: L}

W tym otoczeniu wyprowadzimy

fy:&(Bp)(Ypd (p — q — q — p)),

bo zmienna v w typie f moze by¢ zastgpiona konstruktorem Ap. ¢ — p. Inna mozliwosé¢ to
podstawienie na 7 konstruktora Ap. ¢ — ¢ — p, oraz podstawienie Sp na p. To pozwala
wyprowadzié

f(fy) - £&(B(Bp))o,
gdzie
o=Vpi(p—q—q—q—q—p).

Zauwazmy, ze p i v nie sa wolne w L, wiec w pustym otoczeniu mamy:

2:¥EpB (L — Vpy (Epr — £(B(Bp))o).

Oznaczmy powyzszy typ przez 7. Chcemy znalezé typ dla termu xzK w otoczeniu, w ktérym
zmienna x ma typ 7. Typem K bedzie oczywiscie k. Typ drugiego wystapienia x otrzy-
mamy jako instancje 7: podstawimy na & rzutowanie typowe Apips.p1. Otrzymamy typ

VpB (Vpy (p — Bp) — Yoy (p — B(Bp))), alfa-réwnowazny typowi

T2 = Vpy (VP (p — vp) — (Vpd (p — v(7p))))-

Pierwsze wystapienie x otrzyma typ otrzymany z 7 przez podstawienie drugiego rzutowania
Ap1p2. p2, @ mianowicie typ VpS (12 — Vpy(k — Vpd (p = ¢ — ¢ — ¢ — g — p))). Pozostaje
pozby¢ sie z tego typu poczatkowych kwantyfikatoréw (za pomoca trywialnego podstawienia)
i mamy taki typ dla x:

T =T2 = Vpy(k — 0).

Poprawne typowanie dla xzK jest juz tatwe.

Drugi przykiad

Teraz (juz bez dowodu) przyklad termu, ktéry ma wlasnosé silnej normalizacji, ale nie jest
typowalny w F,,. Oto on:

(Az. z(21)(21") (\y. yyy)

Powyzej 1 oznacza Afu. fu, a 1’ oznacza Avg. gv.
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Nierozstrzygalnosé

Fakt 26.1 Nastepujace problemy sq nierozstrzygalne dla systemu F,:

o Sprawdzanie typu: dane I', M, T, pytamy czy ' M : 77

o Typowalno$c: dane M, pytamy czy istniejq takie U7, zZe ' M : 77

Szkic dowodu czesci pierwszej: Skorzystamy z nierozstrzygalno$ci problemu unifikacji dru-
giego rzedu (twierdzenie 16.6). Wiadomo, ze problem ten jest juz nierozstrzygalny dla syg-
natury zlozonej z jednego dwuargumentowego symbolu funkcyjnego — (w notacji infiksowej)
i dwéch statych a i 8. Co wiecej, bez straty ogdlno$ci mozna ograniczy¢ sie do pojedynczych
réwnan postaci 7 = p, gdzie niewiadome (dla uproszczenia wszystkie niewiadome sa dwuargu-
mentowymi symbolami funkcyjnymi) wystepujace w T i p tworza roztaczne zbiory. (Zauwazmy
bowiem, ze dla dwuargumentowych niewiadomych ¢ i ¢/, réwnania (af = ('af i (Sa = ('fa
,wymuszaja’ réwno$é ¢ = (', tj. odpowiednie wspéhrzedne kazdego rozwiazania musza byé
réwne).

Zalézmy wiec, ze dane jest réwnanie 7 = p, gdzie niewiadome (i,...,(r wystepuja w T,
a niewiadome (g1, ..., (, Wystepuja w p. Pytanie o rozwiazanie tego réwnania sprowadzamy
do pytania o to, czy termowi Ky(x(xy)) mozna przypisaé¢ typ p w otoczeniu zlozonym
z deklaracji (y : Vpp) i (x : V(1,...,Cu(T — p)). Jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy mozliwa
jest taka instancjacja zmiennych (;, przy ktorej mozliwe jest skladanie x ze soba, tj. wtedy,
gdy nasze réwnanie ma rozwiazanie. |

Twierdzenie 26.2 Problem niepustosci typu w systemie F, jest nierozstrzygalny.

Dla dowodu twierdzenia 26.2 przypomnimy pojecie automatu dwulicznikowego. Mozna go
zdefiniowa¢ jako tréjke uporzadkowana M = (Q, qo, ¢, 9), gdzie Q to oczywiscie zbiér stanéw,
go i gy to stan poczatkowy i konicowy, a funkcja przejscia ¢ przypisuje kazdemu stanowi
(oprécz qy) pewng instrukcje. Instrukcje moga by¢ takie (dla i = 1,2 oraz p,p’ € Q):

1. ¢1 :=c1 + 1; goto p;

2. ¢ :=cg + 1;goto p;

3. ¢1 :=c1 — 1;goto p;

4. ¢y :=cg — 1;goto p;

5. if ¢; = 0 then goto p else goto p';

&

if ¢co = 0 then goto p else goto p'.
Konfiguracja automatu to tréjka (g, m,n), gdzie ¢ € Q oraz m,n € N. Konfiguracja poczatkowa
ma postac (qo,0,0), a konfiguracje postaci (g, m,n) sa koricowe. Relacja przejscia — ¢ mie-

dzy konfiguracjami jest okreslona tak:

® (¢;m,n) = (p,m+1,n), gdy 6(q) jest postaci (1);
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g, m,n) —m (p,m,n+1), gdy 6(q) jest postaci (2);

g,m+1,n) —pnm (p,m,n), gdy 6(q) jest postaci (3);

¢, m,n+1) = (p,m,n), gdy 6(q) jest postaci (4);

g,m+1,n) = (p'ym+1,n), gdy 0(q) jest postaci (5);

(
(
(

* (g,0,n) = (p,0,m), gdy (q) jest postaci (5);
(
(¢,m,0) = (p,m,0), gdy 0(q) jest postaci (6);
(

o (gym,n+1) = (p/,m,n+ 1), gdy §(q) jest postaci (6);

Jak wida¢, wykonanie instrukcji (1) i (2) jest niemozliwe w przypadku gdy odpowiedni licznik
ma wartos¢ zero. Jak zwykle — 4 oznacza domkniecie przechodnio-zwrotne relacji — .
Méwimy, ze maszyna M zatrzymuge sig, gdy (qo,0,0) = (g, m,n), dla pewnych m,n.

Twierdzenie 26.3 Problem stopu dla automatéw dwulicznikowych (czy dany automat sie za-
trzymuge?) jest nierozstrzygalny.

Szkic dowodu: Naturalnym uogdlnieniem pojecia automatu dwulicznikowego jest automat z
dowolng liczba licznikéw. Nietrudno pokazac, ze obliczenie dowolnej maszyny Turinga moze
by¢ symulowane przez pewien automat licznikowy (przy pomocy odpowiedniego kodowania
zawartosci tasmy, polozenia glowicy itd. jako liczb naturalnych). Pozostaje wiec pokazaé, jak
zastapi¢ np. piec licznikow przez dwa.

Najpierw zauwazmy, ze uzywajac drugiego licznika do celéw pomocniczych mozemy pomno-
zy¢ wartosé licznika pierwszego przez ustalong liczbe, na przyklad 7. W tym celu najpierw
zmniejszamy licznik drugi az do zera, a potem powtarzamy taka czynnosé: odejmujac 1 od
licznika pierwszego, dodajemy 7 (tj. siedmiokrotnie dodajemy jedynke) do licznika drugiego.
Tak postepujemy az do wyzerowania pierwszego licznika. Podobnie mozemy dzieli¢ przez 7,
a takze sprawdzié, czy wartos¢ licznika jest podzielna przez 7.

Piatke liczb naturalnych (zawartosé pieciu licznikéw i, j, k, [, m) reprezentujemy za pomoca
liczby 2¢375%7111™, ktéra przechowujemy jako warto$é jednego z dwéch licznikéw. Drugi
licznik stuzy do celéw pomocniczych. Powiekszeniu lub pomniejszeniu o 1 licznika [ odpowiada
teraz pomnozenie lub podzielenie naszej liczby przez 7. Mozemy takze sprawdzié, czy | = 0.
W ten sposéb obliczenie uzywajace pieciu licznikéw zrealizujemy z pomoca dwéch. B

Przejdzmy do rzeczy. Piszemy I' - 7, gdy I' = M : 7, dla pewnego M. W szczegdlnosci F 7
oznacza, ze typ 7 jest niepusty, tj. istnieje zamkniety term M typu 7. Interesuje nas problem
niepustosci typu, czyli pytanie ,Czy istnieje term zamkniety danego typu?”. Latwo widziec,
ze ten problem jest rownowazny zadaniu ,,Czy I' F 7, dla danych I', 777

Problem stopu dla automatéw dwulicznikowych sprowadzimy do pytania: Dane I' ¢ 7, czy
I' - 72 Zalézmy, ze dany jest automat M = (Q,qo,qn,9), gdzie @ = {qo,-..,qn}. Na
poczatek ustalmy takie zmienne konstruktorowe:

Q; : * = *x = *, dla dowolnego i = 1,..., N;

f:x=x% 0:x%, 0K:=*
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Teraz zbudujemy pewne otoczenie I', reprezentujace automat M. Z kazda instrukcja d(q)
zwiazemy jedng lub dwie zmienne deklarowane w I'. Typy tych zmiennych sa nastepujace:

o Voy(Qzy — Q;(fz)y), gdy d(qi) = »c1 == c1 + 1;goto ¢;;”

»C2 1= c2 + 1;goto g¢;;”

)

zy(Qiry — Qjz(£y)), edy d(q
) »C1 := c1 — 1;goto ¢;;”
)

(Q (¢:)
zy( (¢:)
o Vay(Qi(fr)y — Qjzy), gdy ()
(Qi (¢:) =

Vay(Qz(fy) — Qjzy), gdy d(q = ¢ — 1;goto ¢;;”

Vy(Q;0y — Q;0y) oraz Vay(Q;(fz)y — Qx(fz)y),
gdy 0(¢;) = ,,if co = 0 then goto g; else goto g;”

V(Q;z0 — Q;x0) oraz Vay(Qz(fy) — Qe (fy)),
gdy 0(¢;) = ,,if ca = 0 then goto ¢; else goto ¢.”

Na koniec do otoczenia I' doktadamy jeszcze deklaracje zmiennych takich typdw:
Q000 oraz Vzy(Qnzy — 0K)
Oczywiscie nazwy zadeklarowanych zmiennych tak naprawde sa bez znaczenia.

Na potrzeby tego dowodu wprowadzmy jeszcze oznaczenie m = £¥(0). Oczywiscie, m : *.

Lemat 26.4 Jesli (q;,m,n) - (qn,m’',n') to T,Q; mn + OK.

Dowod: Indukcja ze wzgledu na dlugosé obliczenia rozpoczynajacego sie od konfigura-
cji (gi,m,n). Jedli to juz jest konfiguracja koncowa, to nalezy wykorzysta¢ zmienna typu
Vay(Qnazy — 0K). W kroku indukcyjnym nalezy zauwazy¢, ze jesli (g;, m,n) —am (g, m',n’)
to,Qmnt Qm'n. ]

Lemat 26.5 Jesli I' - Q;mn, to (go,0,0) = (g, m,n).

Dowéd:  Istnieje taki term M, ze I' = M : Qj mn. Mozna zaklada¢, ze M jest w postaci
normalnej. Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na rozmiar M. Z powodu swojego typu, M
nie moze by¢ abstrakcja. Musi to by¢ zmienna lub aplikacja. Jedyny typ w I', ktéry zaczyna
sie od konstruktora reprezentujacego stan, to zmienna Qp00. Ale jesli to ma byé typ M, to
znaczy, ze m =n = j = 0 i teza zachodzi w sposéb trywialny.

Jedli M jest aplikacja, to ma postaé zN , gdzie z jest zmienng deklarowana w I, a N jest
ciagiem typéw i terméw. Typ zmiennej z ma postaé¢ Vz(--- — Qjuv) lub Vay(--- — Qjuv)
i odpowiada zastosowaniu pewnej instrukcji automatu M. Przypusémy na przyklad, ze z jest
zmienng typu Voy(Q;z(fy) — Qjzy), odpowiadajacego instrukeji d(¢;) = c2 := c2 — 1; goto g;.
Wtedy M = zmnM’ gdzie T' = M’ : Q; m(£fn). Z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze
(90,0,0) =g (gi,m,n +1). Ponadto oczywiscie (g;, m,n + 1) = (gj, m,n), wiec ostatecz-
nie (go,0,0) - (gj, m,n), jak mialo by¢. Podobnie postepujemy w przypadku pozostatych
instrukcji. ]

Dowéd twierdzenia 26.2: 7 lematow 26.4 i 26.5 tatwo otrzymujemy réwnowaznosé:
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Automat M zatrzymuje sie wtedy i tylko wtedy, gdy I' - OK.
To konczy dowdd twierdzenia 26.2. |

Uwaga: Zauwazmy, ze w dowodzie wykorzystalismy tylko zmienne konstruktorowe rodzaju x,
* = % 1 % = * = %, przy czym tylko zmienne rodzaju * byly wiazane kwantyfikatorami.

Cwiczenia
1. Udowodnié, ze wszystkie termy postaci 22...2K sa typowalne w F,.
2. Czy term (Azzx)(Ax zx) jest typowalny w F,,?
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27 Dodatki

Dodatek A: Inny dowdd twierdzenia 7.9

Ten dowdd polega na reprezentacji obliczen (deterministycznej) maszyny Turinga w rachunku
lambda. Przyjmijmy tu, Ze maszyna Turinga to krotka postaci M = (Q, A, B, q,qy,9),
gdzie @ to zbiér stanéw, A to alfabet, B € A jest symbolem pustym, qo i ¢¢ to stan poczatkowy
i koncowy, i wreszcie § : @ — {qr} x A = A x {-1,0,1} x @ to funkcja przejécia. Réwnosé
0(q,a) = (b,x,p) interpretujemy tak: widzac litere a w stanie ¢, maszyna pisze b, przesuwa
glowice o = klatek w prawo i przechodzi w stan p. Dla uproszczenia zaktadamy, ze maszyna
nigdy nie wpisuje pustego symbolu w miejsce ,,prawdziwej” litery, tj.

Jesli 6(q,a) = (B,z,p) toa=Biz=—1.

Konfiguracje maszyny zdefiniujemy jak zwykle jako tréjki postaci (w, ¢, v), gdzie ¢ € @ oraz
w,v € (A —{B})*. Ale interpretujemy je troche niestandardowo: zawartoscia tasmy nie jest
stowo wv ale stowo wtv. Glowica, jak zwykle, ,patrzy” na pierwszy symbol stowa v.

Relacje zmiany konfiguracji C; — Co definiujemy z grubsza jak zwykle, pamietajac jednak
o ,odwrotnej” interpretacji tasmy. Na przyktad jesli §(¢,a) = (b, +1,p) i d(¢, B) = (a, +1,p),
to (w, q,av) — (bw,p,v) oraz (w,q,e) — (aw,r ). Nie okreslamy co sie ma sta¢ w konfigu-
racji (g, q,av) dla §(gq,a) = (b, —1,7) (préba wyjscia poza tasme).

Zalézmy teraz, ze z € A—{B}. Konfiguracje C[n] = (g, qo, 2") nazywamy poczgtkowq, a konfi-
guracje (w, ¢f,v) to konfiguracje koricowe z wynikem |w|. Méwimy, ze maszyna zatrzymuge sie
dla wejscia n z wynikiem £k, jezeli C[n] — C dla pewnej konfiguracji koricowej C z wynikiem k.

W ten sposdb maszyna Turinga oblicza funkcje czeSciowa ¢ : N —o— N, gdzie
o(n) = k wtedy i tylko wtedy, gdy M zatrzymuje sie dla n z wynikiem k.

Aby uniknaé technicznych klopotéw, zaktadamy, ze maszyna M obliczajaca funkcje ¢ nigdy
nie usituje wyjsé poza tasme. (Cwiczenie: pokazaé, ze dla kazdego ¢ taka maszyna istnieje.)

Przez superkonfiguracje maszyny rozumiemy czwoérke (w, ¢, v,n), gdzie (w, q,v) jest konfigu-
racja i n = |w|. Relacja — przenosi sie w oczywisty sposéb na superkonfiguracje.

Teraz przejdzmy wreszcie do lambda-termow.

Kodowanie maszyny w rachunku lambda: Elementy a; skoficzonego zbioru {a1, ..., ax} przed-
stawiamy w rachunku lambda jako rzuty a; = Axy...x.x;. Zauwazmy, ze pozwala to na
zdefiniowanie instrukcji wyboru case x of Pi,..., P, po prostu jako aplikacji zP; ... P,.
Stany qo,q1, --.,qr 1 symbole ay, ..., ap, alfabetu maszyny tez bedziemy reprezentowaé za po-
moca odpowiednich rzutéw qo,q1,...,qr i a1,...,am-

Przyjmujemy teraz, ze nil = (blank,I), gdzie blank jest rzutem odpowiadajacym symbolo-
wi B. oraz a :: ¢ = (a,l), gdzie para jest zdefiniowana jak w rozdziale 7. Mamy funkcje
head = \x. xmy i tail = Ax. xmy. Uwaga: przy naszych definicjach head(nil) = blank,

Stowo w utozsamiamy z lista w jego liter, a liczby naturalne z liczebnikami Churcha, a wiec
superkonfiguracja (w, q,v,n) moze by¢ identyfikowana z termem (w,q,v,n) = Az.zwqvn.
Takie czworki mozna ,,rozbiera¢” na czesci z pomoca rzutowan w; = A\r1Tox3%4. T;.
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Aby napisa¢ lambda-term przedstawiajacy zmiane superkonfiguracji maszyny, potrzebujemy
operacji poprzednika.

Lemat A.6 Funkcja p okreslona réwnaniami p(n+1) = n, p(0) = 0 jest lambda-definiowalna.

Dowé6d: Niech pred = An.(nStep(0,0))ms, gdzie Step = Ap.(succ(pmi),pmi). Wtedy
aplikacja pred n prowadzi do m-krotnej iteracji operacji Step. Otrzymujemy kolejno pary
(0,0), (1,0), (2,1), i tak dalej, az do (n,n — 1). [

Napiszemy teraz term Next opisujacy zmiane konfigracji w jednym kroku maszyny.

Next = M. twoR° ... R",
gdzie R?,... R" to instrukcje wyboru okreslajace zachowanie maszyny w stanach qq, ..., ¢,

R' = head(tws)RY ... RY,.
Zauwazmy, ze (W,q,v,n)wwy = q oraz, ze head((w,q,v,n)ws) przedstawia pierwsza litera
stowa kodowanego przez v. A jeli v = nil, to dostaniemy tu blank.
Trzeba wiec podefiniowaé¢ sktadowe R; Zal6zmy najpierw, ze a; # B (wtedy tws # nil, wiec
tail(twg) jest poprawnym kodem slowa) a stan g; nie jest koncowy. Jedli 6(g;, a;) = (b,0,p),
to definicja jest latwa: R;- = (tw1, p, (b, (tail(tws))), tws). Jezeli 6(gi,a;) = (b,+1,p), to
mozemy przyja¢ R; = ((b, (tww1)), p, tail(tws), succ(twy)). Wreszcie dla (g, a;j) = (b, —1,p)
definiujemy R; = (tail(tw1), p, (head(tw), (b, (tail(tws)))), pred(tws)). Poprawnosé tej de-
finicji wynika z zalozenia, Zze nasza maszyna nie zrobi kroku w lewo na lewym konicu tasmy.
Dla a; = B nalezy zamieni¢ tail(twg) na nil. Drugim wyjatkiem jest stan koncowy (zal6zmy,
ze f jest po prostu jego numerem), dla ktérego funkcja § jest nieokreslona, a jako R mozna
przyjac cokolwiek.
Potrzebujemy teraz jeszcze trzech funkcji pomocniczych. Pierwsza z nich jest funkcja

In = A\z. (nil, qo, z(Ay. (z,y))nil, 0),

ktora kazdemu liczebnikowi n przypisuje (super)konfiguracje poczatkowa C[n]. Druga funkcja
Out = At.twy odezytuje wynik, a trzecia to test na stan koncowy: Koniec = At.twady .. . d,,
gdzie dy = true i d; = false dla i # f.

Teraz mozemy juz stwierdzi¢, ze funkcja ¢ jest definiowana termem \z.W (In z)W, gdzie
W = At.if Koniec(t) then A\w.Out(t) else Aw.w(Next(t))w.

Uzasadnimy to podobnie jak w dowodzie twierdzenia 7.9.
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Dodatek B: Inny dowéd twierdzenia 14.11%°
Definiujemy klase terméw S w nastepujacy sposob:

o JeSli Ny,...,. Ny €S,toxN;... N, € S;
e JeSli N e S, to e N € S;

o Jesli Q € Soraz Plz:=Q|N;...N, €S, to (Az P)QN;y...Np € S.

Symbol |M| oznacza rozmiar (dtugo$é) termu M, podobnie |7| to rozmiar typu 7. Jesli
M € SN to ¢(M) oznacza maksymalng dtugosé ciagu f-redukeji dla termu M.

Lemat B.1 Term M nalezy do S wtedy i tylko wtedy, gdy jest silnie normalizowalny.

Dowéd: (=) Indukcja ze wzgledu na definicje S. Pierwsze dwa przypadki sa oczywiste,
trzeci to w istocie lemat 14.8.

(<) Indukcja ze wzgledu na dwa parametry: pierwszy to ¢(M), drugi to |M|. Przypusémy
najpierw, ze term M € SN ma redeks czolowy, tj. M = (Az P)QN; ... Ni. Wtedy Q € S z za-
lozenia indukcyjnego (drugi parametr mniejszy, pierwszy nie wiekszy). Zalozenie indukecyjne
stosuje sie takze do termu Pz := Q]Ny ... N € S (pierwszy parametr mniejszy). Zatem oba
te termy sa w S, skad M € S.

Jesli M nie ma redeksu czotowego, to albo M jest abstrakcja, albo ma posta¢ xNy ... Ng.
Oba te przypadki wynikaja tatwo z zalozenia indukcyjnego. |

Powiemy, ze podstawienie M|z := P] jest jednostajne, gdy I'yz:7+ M : 0 iT'F P : 7, dla
pewnych I' i 7 (tj. gdy podstawienie w stylu Churcha jest poprawne.)

Lemat B.2 Jesli podstawienie M[x := P] jest jednostajne i M, P € S, to M[x := P] € S.

Dowéd: Zatézmy, ze 'x:7+ M : 0 i I' - P : 7. Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu
na trzy parametry: |7|, /(M) oraz |M| (rozwazamy leksykograficzny porzadek w N?). Mamy
pie¢ przypadkow.

Przypadek 1: M = Az N. Wtedy M|z := P] = Az N[z := P] € S, z zalozenia indukcyjnego
dla N (pierwszy parametr bez zmian, drugi nie wiekszy, trzeci mniejszy).

Przypadek 2: M = yN;...Ni. Wtedy M[z := P| = yNi[z := P]...Ng[z := P] € S,
z zalozenia indukcyjnego dla Ny, ..., Ng.

Przypadek 3: M = 2. Wtedy Mz := P] = P € S z zalozenia.

Przypadek 4: M = xzQN;...N,. Wtedy M|z := P| = PQ[x:=P|Ni[z:=P]... Ny[z:=P].
Skoro M € S, to M € SN, wiec takze Q,Ny... N € SN, czyli Q,N1... Ny € S. 7Z za-
lozenia indukcyjnego tatwo wynika Q[x := P|, Ny[z := P],..., Ng[z := P] € S.

2Wedlug René Davida.
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Wystarczy pokazaé, ze M|z := P] € SN. Rozpatrzmy wiec dowolny ciag redukcji rozpoczy-
najacy sie od M[z := P]. Jedli ten ciag sklada sie wylacznie z redukcji odbywajacych sie
wewnatrz terméw P, Q[x := P], N[z := P],..., N[z := P] € § = SN, to musi sie skonczy¢.
W przeciwnym razie mamy redukcje

PQ[z:=P]Ni[z:=P]... Ny[z:=P] - (A\y R)Q'N{ ... N, = Rly :== Q'|N{... N, — - --

gdzie P — Ay R oraz Q[z := P] - @', a takze N;[z := P] - N/ dla i < k. Redukcja
zachowuje typy, wiec I' = Ay R : 7, co oznacza, ze T = 71 — T2 1 term Q" musi mieé typ 7. Ale
typ 71 jest krétszy niz 7, wiec do (jednostajnego!) podstawienia R[y := Q'] mozna zastosowaé
zalozenie indukcyjne. Stad R[y := Q'] € S.

Teraz zauwazmy, ze term Ry := Q| N{ ... N} mozna (wprowadzajac nows zmienng z typu 72)
przedstawi¢ w postaci

Rly := Q'|N{...N;, = (2N{...N])[z := Ry := Q']]

Poniewaz termy Nj...N;, jako redukty Ni,..., N, € SN, sa silnie normalizowalne (czyli
nalezg do §), wiec zN{...N; € S. A poniewaz typ 7 jest krétszy niz 7, wiec ponownie
stosujac zalozenie indukcyjne dostaniemy (zN7...Nj)[z := Rly := Q']] € S = SN. No to
nasz ciag redukcji musi sie skoniczy¢.

Przypadek 5: M = (AzR)QN; ... Ni. Term tej postaci moze naleze¢ do S tylko pod warun-
kiem, ze @ € S oraz R[z := Q]N;... N € S. Mamy wtedy

M|z := P] = (AzR[x := P|)Q[z := P]Ni[z := P]... Ni[z := P)]

i wystarczy pokazaé, ze Q[z := P] € S (co latwo wynika z zalozenia indukcyjnego), oraz, ze
R[x := P|[z := Q[z := P]|N1[x := P]... Ng[x := P] € §. Ten ostatni term to nic innego niz
R[z := Q|[z := P]Ni[z := P]... Ng[z := P], czyli (R[z := Q]N1...Ny)[z := P]. Zauwazmy
jednak, ze M — R[z := Q|Ni...Ng, wiec {(R[z := Q|N1...Ni) < £(M). Mozna wiec

zastosowaé zalozenie indukeyjne (tym razem pracuje drugi parametr). |

Dowdd twierdzenia: Zatézmy, ze I' = M : 7. Przez indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie
typu, dowodzimy, ze M € S. Jesli M jest zmienna, to teza jest oczywista. Dla abstrakcji teza
wynika bezposrednio z zalozenia indukcyjnego. W przypadku aplikacji M = PQ stosujemy
lemat B.2 do podstawienia M = (zQ)[x := P], gdzie = jest nowa zmienna, ]
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Dodatek C: System T

System Godla T to w istocie rachunek lambda z typami prostymi, rozszerzony o typ int liczb
naturalnych (wraz z ,, gotowymi” liczebnikami) oraz operator rekursji. Scislej:

e Typy systemu T to stata typowa int i typy postaci (1 — o), gdzie 7 i ¢ sa typami.3’
e Termy sa jak w rachunku z typami prostymi w stylu Churcha, ale moga zawieraé stalte:
— 0:int;
— s:int — int;
- R;:(int 57— 7) > 17— (int — 7), dla dowolnego 7.
e Oprécz zwyklej beta-redukcji w systemie sa dwie reguty dla rekursora:
- R, MN(sP) = MP(R,MNP);
- R.MNO= N.

Relacje redukcji oznaczamy przez — , znaki = i = rozumiemy jak zwykle.

Liczebniki konstruujemy za pomoca statych 0 i s: przez  oznaczamy term s(s(---s(0)---)),
w ktérym s uzyte zostalo n razy. Mozemy teraz méwi¢ o definiowaniu funkcji. Powiemy, ze
funkcja f : N¥ — N jest definiowalna w systemie T, jezeli istnieje kombinator F : int* — int,
taki ze dla f(ni,...,ng) = m zachodzi Fn, ...n, =1 m.

Jako pierwszy przyktad rozpatrzmy zastosowanie rekursora Rins do termu M = Azz.sz. Dla
dowolnych m,n otrzymamy Rine M7 —7 n + m. Oto kilka dalszych przykladéw:

e Funkcja warunkowa if x = 0 then y else z jest definiowalna wyrazeniem Rint (Auv.2)yz.
e Funkcja poprzednika jest definiowalna wyrazeniem Az.Rint(Auv.u)0z.

e Niech funkcja f bedzie okreslona przez rekursje prosta,

fO,ny,...,nK) =gny,...,nK);
f(s(m),ny,...,nK) =h(m,ny,...,ng, f(m,ny,...,ng)),
gdzie g, h sa definiowalne odpowiednio przez termy G i H. Wtedy f jest definiowalne
termem F = Azy.Rint (Auv. Hugv)(Gy)x. Jak widaé, uzycie rekursora R,y odpowiada
zwyklej rekursji proste;j.

e Niech fo(n) =n+11iniech frr1(n) = fi(n), dla dowolnych k i n. Wszystkie funkcje fj
sa definiowalne. Rzeczywiscie, niech M = \fz.Rjne(Auv. fo)xx. Jesli teraz Fy, definiuje
funkcje fr to term Fy1 = M Fj, definiuje fri1.

e Wreszcie niech f,(n) = fn(n). Funkcja f,, jest pewnym wariantem funkcji Ackermanna.
Nie jest to funkcja pierwotnie rekurencyjna. Niemniej, jest definiowalna w systemie T
za pomoca termu F,, = Az.Rint—int(AOy.Moyy)szx. Istotnie, operator Aoy.M ¢yy
przytozony do Fj daje Fjyq. Iterujemy go n-krotnie, a wynik aplikujemy do n.

39Mozna dodaé zmienne typowe, sa nieszkodliwe, ale w tym kontekécie malo przydatne.
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e Rozpatrzmy pozaskonczony ciag funkcji fo, w ktérym fo41(n) = f2(n), a dla liczby gra-
nicznej B przyjmujemy fg(n) = fgpn)(n), gdzie B[n] jest odpowiednio dobranym ciagiem
rosnacym, takim ze sup f[n] = 8. Na przykltad fo«(n) = fun(n). Ta definicja ma sens
dla a < €y, gdzie €y jest najmniejsza liczba porzadkows o wlasnodci w® = ¢y, czyli
granica ciagu ag = w, an+1 = w*. Kazda z funkcji f, jest definiowalna w T, ale juz
dla o = w* potrzebny jest rekursor R (int—int)— (int—sint)-

Arytmetyka pierwszego rzedu: Dzi§ mozna powiedzieé, ze system T to pewien specyficzny
jezyk programowania. Ale wymys$lono go po to, zeby udowodnié¢ niesprzeczno$é arytmetyki
Peana. Bo zwiazek systemu T z arytmetyka pierwszego rzedu jest bardzo $cisty. Zeby go
zauwazy¢, przypomnijmy sobie aksjomaty arytmetyki Peana w ich ,tradycyjnej” postaci:

e A; :int(0).

o Ay :Vr(int(x) — int(sz)).

o A3 :Vz(int(x) — int(y) — sz = sy — z =y).

o Ay :Vz(int(x) — —(sz = 0)).

A? :Va(int(z) — p(x) = o(sz)) = ©(0) = Vz(int(z) — p(x)).

Tutaj int(z) jest jednoargumentowym predykatem, ktéry czytamy “x jest liczba naturalna’.
Aksjomaty A; 1 As jawnie wprowadzaja kanoniczne obiekty typu int: zero i nastepniki obiek-
téw typu int. Aksjomaty As i Ay gwarantuja, ze kazdorazowe zastosowanie operacji nastep-
nika tworzy nowa liczbe naturalna, rézna od wszystkich poprzednich. Wreszcie aksjomat As
to w istocie nie jeden aksjomat, ale schemat indukcji. Te same aksjomaty przyjmujemy dla
intuicjonistycznej arytmetyki, ktéra nazywamy arytmetyke Heytinga. Jedynym aksjomatem
zawierajacym negacje jest A4, czasem zastepowany przez nieco slabsza ,,pozytywng” wersje:

o A :Va(int(x) — sz =0 — Vy(int(y) — y = 0)).

Poniewaz ogdlnie nie lubimy formul negatywnych, wiec my tez poprzestaimy na A). Nie
tracimy na tym nic istotnego, jak dlugo zajmujemy sie formutami pozytywnymi.

Woycieranie zalezno$ci: Dla takiego pozytywnego jezyka arytmetyki okreslimy operator wyciera-
nia zalezno$ci k, ktéry dowolnej formule ¢ arytmetyki pierwszego rzedu przypisuje formule
zdaniowa k(). Otrzymujemy ja z ¢ przez ,wytarcie” wyrazen i kwanyfikatoréw indywid-
uowych. Przy tym predykat int staje sie po prostu wyrdznionym symbolem zdaniowym
(stala typowa), a réwnosé tlumaczymy na stala logiczna T (typ jednostkowy). Jesli bowiem
ignorujemy indywidua, powinniémy tez ignorowa¢ réwnania pomiedzy nimi.

Koniunkcje i alternatywe pominelismy, zeby nie komplikowaé sprawy. Zobaczmy co zostaje
z aksjomatéw Peana po wytarciu zalezno$ci:
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o

[ ]
X

(Ap) : i
e r(A2) : int — int.
o k(A3):int —int - T — T).
(A} : (int - T) = (int - T).
(A5) :

(int 57— 7) > 7—int -7, gdzie T = k(p):

o k(A)
o r(AY
Formuly-typy k(As) i k(A}) nie sa zbyt ciekawe: kazda ma tylko trywialne inhabitanty. Ale
typy pozostatych aksjomatow to dokladnie typy statych systemu T. A skad sie wziely re-
guly redukcji dla rekursora? Skoro rekursor ma taki typ jak aksjomat indukcji, to w mysl
izomorfizmu Curry’ego-Howarda, uzycie rekursora reprezentuje dowdd przez indukcje.

Dowéd indukeyjny tezy Vz(int(x) — ¢(x)) sklada si¢ z dwéch czesci: kroku bazowego Dy
(dowodu formuty (0)) i kroku indukcyjnego D; (dowodu dla Vz(int(x) — ¢(z) — ¢(sx))).
Mozemy tu napisa¢ Dy : ¢(0) 1 Dy : Va(int(z) — ¢(x) = ¢(sz)), a caly dowdd indukcyjny
oznaczy¢ jako AZD1Dy : Vr(int(z) — ¢(x)). Mozliwy sposéb uzycia takiego dowodu to
zaaplikowanie go do konkretnej liczby naturalnej, a scislej do wyrazenia arytmetycznego ¢ oraz
(uwagal!) dowodu P : int(t), uzasadniajacego, ze t przedstawia liczbe naturalna. Dostajemy
wtedy dowéd AL D1 Dot P : int(t). W tej konwencji, dowodem formuly ¢(0) jest AY D1 Dy0A;,
a dowodem formuly ¢(2) jest AY D1 Dg(s(sx))A21(A20(A1)), bo przeciez 1 = s0 i 2 = s(s0).

Ale z takich dowoddéw indukcja moze by¢ wyeliminowana. Na przyklad, nie ma potrzeby
dowodzi¢ Vz(int(z) — ¢(x)), jesli tak naprawde mamy wyprowadzi¢ ¢(0). To znaczy, ze
powinnidémy mie¢ regule upraszczania dowodéw

AngD()OAl = Dy.

Oczywiscie mozna takze wyeliminowaé¢ np. z dowodu formuty ¢(4). Mozna ja zastapié czte-
rokrotna aplikacja kroku indukcyjnego do kroku bazowego. Taki dowdd jest dluzszy, ale
niewatpliwie bardziej elementarny. Oto regula, ktéra takie uproszczenie umozliwia:

AL Dy Dy(st)(Agt Pt0)int(st) — D1t P(AZ Dy Dot P) : p(st)

Skoro mozna wyciera¢ zaleznodci z formul, mozna je tez wyciera¢ z dowoddéw. Usunmy
z powyzszych regul wszystko to co indywiduowe, a dla lepszego efektu zamienmy A;, As, As
odpowiednio na 0,s,R. Co dostajemy? Tak, reguty redukcji dla rekursora!

Morak: Termy systemu T to ,schematy” czy ,szkielety” (konstruktywnych) dowodéw w jezyku
arytmetyki, a reguly redukcji w T modeluja normalizacje dowodéw w arytmetyce.3!

Silna normalizacja

Dowdd silnej normalizacji systemu T przeprowadzimy metoda Taita, tak jak dowod twierdze-
nia 14.11. Definicja stabilnosci jest w zasadzie taka sama.

e [int] := SN;
e [r—o]={M:7—= 0 |VYN(N€|[r] - MN € [o])}.

31 Ale zauwazmy, ze liczebnik 77 = s(s(- - -s(0) - - - )) nie powstaje z wyrazenia arytmetycznego s(s(... (0)...)),
ale z dowodu Asn—1(Aan—2(--- A2(0A;) - -)) stwierdzajacego, ze term n przedstawia liczbe naturalna,.
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Tres¢ i dowody lematow 14.7-14.9 pozostaja bez zmian. Potrzebujemy jeszcze jednego.

Lemat C.1 Stale systemu T sq stabilne w odpowiednich typach:

1. 0 € [int];
2. s € [int — int];

3. R e(int -7 —7)—=>7— (int - 7)]

Dowéd: (3) Wystarczy udowodnié, ze jesli termy M, N, P sa stabilne w odpowiednich
typach, to term R MNP jest stabilny w typie 7. Poniewaz P jest stabilny, to ma postaé
normalng Py = s"(Pj), gdzie n > 0, a term P; nie zaczyna si¢ od nastepnika. Dzialamy
przez indukcje ze wzgledu na n. Jesli 7 = 1 — .-+ — 7 — int, to wystarczy pokazaé, ze
R, MNPN;j ... Ny jest silnie normalizowalny, jesli tylko Ni,... Ny sa stabilne.

Rozpatrzmy dowolny ciag redukcji zaczynajacy sie od R,MNPNi...Ng. Z powodu sil-
nej normalizacji wszystkich sktadowych, musi sie w tym ciagu pojawi¢ redeks, tj. mamy
RMNPN;...N, -1 RM'N'P'Nj... N}, gdzie P jest zerem lub zaczyna si¢ od nastep-
nika. Jesli P’ = 0, to dalsza redukcja prowadzi do N'N7 ... N;. Ten term mozna tez otrzymac
przez redukowanie stabilnego termu NNy ... N, a wiec nalezy on do SN. Jesli za§ P’ = sP”
to otrzymujemy term X = M'P"(R.M'N'P")N7 ... Nj. Aby pokazaé, ze X € SN wystarczy
sprawdzi¢ silna normalizacje termu Z = MP"(R;MNP")Ny ... Ni, ktéry tez redukuje sie
do X. To wynika z zalozenia indukcyjnego. Bo po pierwsze P’ — sP” wiec P” € SN = [int].
A po drugie postaé¢ normalna P” ma na poczatku tylko n — 1 nastepnikéw.

A wiec w kazdym przypadku redukcja R MNPN; ... N prowadzi do termu w SN. ]

7 powyzszego wynika, ze lemat 14.10 pozostaje prawdziwy dla systemu T, a zatem dostajemy:
Twierdzenie C.2 System T ma wlasnosé¢ silnej normalizacyi.

Twierdzenie C.3 System T ma wtasnosé Churcha-Rossera.

Dowdd: Mozna to udowodnié korzystajac z Twierdzenia C.2 i z Lematu Newmana. |

System T i arytmetyka: Korzystajac z twierdzenia o silnej normalizacji dla systemu T
mozna udowodnié, ze kazde twierdzenie arytmetyki Heytinga ma dowdd w postaci normal-
nej, tj. dowdd o szczegdlnie prostej strukturze. Pomijajac wyjasnienia co to dokladnie znaczy,
powiedzmy tylko, ze jedynym normalnym dowodem réwnosci pomiedzy dwoma liczebnikami,
tj. réwnosci postaci s(s(...s(0)...)) = s(s(...s(0)...)) jest aksjomat A;, co oznacza w szcze-
gblnosci, ze po obu stronach musi by¢ ten sam liczebnik. Nie ma wiec dowodu formuty
0 = s(0), a zatem intuicjonistyczna arytmetyka jest niesprzeczna. Klasyczna arytmetyka
Peana tez musi by¢ niesprzeczna, bo mozna ja ,,zanurzy¢” w arytmetyce Heytinga za pomoca
tzw. translacji Kolmogorowa. Pamietamy jednak z logiki, ze niesprzecznosci arytmetyki Peana
nie da sie udowodni¢ w arytmetyce Peana. Okazuje sie, ze jedyna czescia naszkicowanego



18 kwietnia 2024, godzina 16: 26 strona 120

wyzej dowodu niesprzecznosci, ktéra nie daje sie sformalizowaé¢ w jezyku arytmetyki, jest
wiasnie twierdzenie C.2.

Wiasnosé silnej normalizacji systemu T mozna wypowiedzie¢ tak: Dla kazdego termu M
istnieje takie n, ze kazdy skonczony ciqg redukcji rozpoczynajacy sie od M ma diugosé co naj-
wyzej n. Jesli umowimy sie, ze termy i ich skoniczone ciagi sa reprezentowane jako liczby natu-
ralne za pomocy jakiego$ ustalonego kodowania, to powyzsze zdanie mozna wyrazi¢ w jezyku
arytmetyki. Mamy wiec konkretny przyklad zdania w jezyku arytmetyki, ktére jest od niej
niezalezne. Jakiego aparatu logicznego wymaga wiec dowdd twierdzenia C.27

W dowodzie definiowali$émy dwuargumentowy predykat M € [r], przez indukcje ze wzgledu
na typ 7. Definicja indukcyjna to jednak definicja ,uwiklana”. Nie umiemy natomiast zdefi-
niowaé tego predykatu ,,wprost”, tj. nie umiemy napisa¢ formuty ¢(M, 7) réwnowaznej warun-
kowi M € [r]. Jesli wiec chcemy w jezyku logiki formalnej zapisa¢ np. tre$¢ lematu 14.7(1)
to musimy postuzy¢ sie taka konstrukcja: Dla dowolnego dwuargumentowego predykatu X,
spetniajgcego warunki

e VM (X (M,int) & M € SN);
o YMVTVo(X (M, 7 — 0) < VN(X(N,7) = X(MN,0))},

zachodzi VMNT (X (M,7) = M € SN). Ta konstrukcja uzywa jednak kwantyfikatora VX,
gdzie X przebiega relacje, a nie indywidua. Takie kwantyfikatory sa dozwolone w logice
i arytmetyce drugiego rzedu. I tego sie nie da poprawié: arytmetyka pierwszego rzedu nie
wystarczy.

Twierdzenie C.4 Twierdzenie o silnej normalizacji systemu T jest niezaleine od arytmetyki
Peana.
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Dodatek D: Jeszcze o modelu D,

Poniewaz model D, jest izomorficzny z przestrzenia funkcji ciaglych [Doo — Do) (a zatem
takze z przestrzenia [[Dso — Doo] = [Doc — Dwol]), wiec elementy Do, mozna utozsamiaé
z funkcjami ciagtymi z Doy do Du, @ nawet z [Doy — Dso| do [Dsy — Doo|. Powoduje to
schizofreniczna dwuznacznosé notacyjna, na szczescie nie prowadzaca do zadnej konfuzji. Jesli
bowiem funkcje f : Do — Doo utozsamimy z elementem f' = G(f), to zachodza réwnosci
fla) = F(G(f))(a) = F(f")(a) = f"-a. A wiec wartos¢ funkcji f na argumencie a jest tym
samym co wynik dziatania f’-a w modelu (ktéry zwykle zapiszemy po prostu jako f - a).
Podobnie, jesli ¢ jest funkcja ciagla z [Doo — Doo] do [Doo — Do), a f jest jak poprzednio,
to mozemy utworzy¢ az trzy rézne aplikacje ¢ do f. Jedna to ¢(f) € [Doc — Do), druga
to ¢'(f') € Deo, gdzie ¢’ = G o o F, i wreszcie trzecia to G(¢') - f'. 1 znowu wszystkie
trzy oznaczaja (z dokladnoscia do odpowiednich utozsamienl) ten sam element modelu, bo

np. ¢'(f") = G(e(F(G(1)))) = G(e(f))-

D.1 Kombinator Y w modelu D,

Wartoscig termu B = Azyz.y(xz) w modelu Dy jest element b’ = [B'], spemiajacy dla
dowolnych a,b,¢ € Dy, warunek b’ -a-b-¢c = b- (a-c¢). Element ten, zgodnie z ogdlna
schizofrenia, utozsamiamy z funkcja b’ : Doy — Do 0 whasnosci b’(a) -b-¢=b- (a-c). Niech
teraz id = [I]. Wtedy idg = L, oraz id,,+1 =idp,, dlan € N.

Lemat D.1 Element id € Dy, jest jedynym punktem statym funkcji b'.

Dowéd:  Nietrudno zauwazyé, ze id jest punktem stalym b’, pozostaje pokazaé, ze b’ ma
tylko jeden punkt staly. Zalézmy wiec, ze € jest punktem stalym, tj. ze e -b-c=0b-(e-¢),
dla dowolnych b i ¢. Przypusémy, ze x € D,,11 1y € D, i policzmy co to jest (¢ - x - y)n.
Ot6z z lematu 11.6(3) wynika, ze (¢ -z - y)n = (€ - T)n+1(y) = ens2(z)(y). Z drugiej strony
mamy (€ -z -y), = (x- (€ Y))n, bo to punkt staly, a poniewaz z lematu 11.6(1) wynika
z-(e-y) =xz((e-y)n), wiec wyrazenie (z - (¢ - y)), mozna zapisaé jako (z((€ - y)n))n- To sie
dalej upraszcza do z((¢ - y)n), bo z((e - y)n) € Dy. Ale (¢ -y)n = ent1(y), bo y € D, wiec
w koricu wychodzi réwnosé (e -z - y)n = x(en+1(y)). Mamy wiec dla wszystkich n € N:

ent2(2)(y) = 2(Ent1(y))- (*)

Teraz przez indukcje ze wzgledu na n pokazemy, ze €, = id,. Dla n = 0 i dowolnego d € Dy,
podstawiajac * = Nz.d iy = L do (*), dostajemy réwnosé¢ ea(Nz.d)(L) = d, ktérej lewa
strona to nie co innego niz ¥;(e2)(d) = e1(d). A wiec po prostu e1(d) = d czyli &1 = id;.
Dalej mamy juz latwa indukcje. Jesli e,41 = idp41 to enp2(x)(y) = x(y), czyli epqo(x) = 2.
Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze g = e1(L) =idy (L) = L. [ |

Niech teraz f € [Doo — Do 1 niech p(y) = f (pamietamy o utozsamieniu f = G(f) € D).

Przyjmijmy oznaczenie Ay = [Az.y(zx)],. Wtedy As-a = f(a-a), dla kazdego a. Przez
Ifp(f) oznaczymy najmniejszy punkt staty funkcji f.

Lemat D.2 Jeslie <id oraze-Ay-Ay <1p(f), to tezb'(e) <id orazb’(e)-Ay-Ay < Ip(f).
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Dowé6d:  Liczymy najpierw tak: b'(e)(z)(y) = = - (e-y) < z -y = z(y), a potem tak:
b(e) - Ap-Ap=Ap-(e-Af) = fle-Ap-(e-Ap)) < fle- Ap-Ap) < f(ip(f)) = lp(f). =

Whniosek D.3 W modelu Dy znaczeniem kombinatora punktu statego Y jest operator naj-
mniejszego punktu statego A flfp(f). Scislej, [Y] -a = G(lfp(F(a))), dla a € Duo.

Dowéd:  Niech ¢ = 1 i e"™! = b'(e?), dla n € N. Na mocy lematu D.2 mamy dla
wszystkich n nieré6wnosé e”-Ar-Ay < Ifp(f), skad na mocy ciaglosci aplikacji wynika, ze takze
id = lfp(b’) spetnia warunek id - Ay- Ay < Ifp(f). Inaczej méwiac, [Y]- f = Ap- Ay <1p(f).
Oczywiscie [Y] - f jest punktem stalym, bo jestesmy w lambda-modelu. [

D.2 Peka abstrakcyjnos¢ modelu D,

Naszkicujemy teraz schemat dowodu twierdzenia 11.11, pomijajac co trudniejsze jego frag-
menty. Postuzymy sie drzewami Bohma, dowodzac w istocie ,,przy okazji” twierdzenia 8.9.
Razem dostaniemy to:

Twierdzenie D.4 Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. Termy M i N sq obserwacyjnie réwnowazne;
2. BT (M) ~, BT(N);
3. Do =M = N.

Implikacja (1) = (2) to w istocie nieznaczne uogélnienie znanego nam twierdzenia Bohma 8.1.
Implikacje (3) = (1) nazywamy adekwatnosciq modelu, a implikacja (1) = (3) nosi nazwe
petnej abstrakcyjnosci. Adekwatnosé mozna uwazaé za ,staba pemos¢” (bo nie twierdzimy,
ze M =g N a tylko, ze M = N), natomiast pelna abstrakcyjnos¢ to ,mocna poprawnos¢”,
stwierdzajaca, ze termy nieodréznialne obliczeniowo (nawet niekoniecznie réwne) sa interpre-
towane w ten sam sposéb.

Dowéd twierdzenia D.4 wymaga pewnych poje¢ pomocniczych. Wprowadzimy dwie relacje dla
drzew Bohma. Napis B C B’ oznacza, ze B’ powstaje z B przez wstawienie jakich$ poddrzew
w miejsca, w ktérych w B wystepuje Q. Relacja B <,, B’ zachodzi za$, gdy istnieje (skonczony
lub nieskonczony) ciag eta-ekspansji B = By < By 4 Ba 4 B3 ;4 --- zbiezny do B'.
Oczywiscie B =, B’ oznacza, ze B <, B” ;> B’ dla pewnego B". Notacje =, i ~, stosujemy
tez dla terméw; mamy wtedy na mysli ich drzewa Béhma.

Aproksymant to skoniczone drzewo Bohma (inaczej: term w postaci normalnej, w ktérym
moze wystepowaé stata Q). Dla dowolnego termu M, mamy zbiér aproksymantéw termu M:

A(M) ={A | A jest aproksymantem oraz A C M}

W analogiczny sposéb definiujemy A(7T') dla dowolnego drzewa T'. Przyjmujac, Ze znaczeniem
stalej € jest L, mozemy przypisaé kazdemu aproksymantowi warto$¢ w modelu Dy,. Dalej
mozemy przyjac definicje [T, = sup{[A], | A € A(T)}.
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Najwazniejszy fakt, z ktérego wszystko wynika (w szczegdlnosci réwnosé [M], = [BT(M)],),
i ktorego dowdd teraz opudcimy, to nastepujace twierdzenie o aproksymac;ji:

Twierdzenie D.5 (o aproksymacji) Wartos¢é dowolnego termu jest kresem gdornym wartosci
jego aproksymantéw, tj. [M], = sup{[A], | A € A(M)}.

Lemat D.6 Term M jest rozwiazalny wtedy i tylko wtedy, gdy [M], # L przy pewnym p.

Dowéd:  Najpierw zauwazmy, ze jesli A jest aproksymantem, to [A], # L, dla pewnego p,
gdy tylko A # Q. Jesli bowiem A = A\Z.yB, gdzie y jest zmienna wolna, to wystarczy wziaé
p(y) = Ad.d, gdzie d # L. A jesli A = \Z.x;B, to nalezy uzy¢ Ad.d jako i-tego argumentu.

Poniewaz [M], = sup{[A], | A € A(M)}, wiec z powyzszego wynika [M], # L, jesli tylko M
ma cho¢ jeden nietrywialny aproksymant, tj. gdy BT (M) # . Przypomnijmy za$, ze term
jest rozwiazalny wtedy i tylko wtedy, gdy ma nietrywialne drzewo Béhma (istnieje czolowa
postaé¢ normalna). 1

Whiosek D.7 (adekwatno$é¢) Jesli [M], = [N], dla dowolnego p, to M = N.
Dowéd:  Jesli [M], = [N], to takze [C[M]], = [C[N]], dla dowolnego C[ ]. Jesli wiec

[C[M]], # L toi [C[N]], # L, czyli z rozwigzalnosci C[M] wynika rozwiazalnos¢ C[N]. n

Teraz udowodnimy pela abstrakcyjnos¢ modelu D,,. Na poczatek taki prosty lemat:

Lemat D.8 Niech 11 =, T>. Wowczas:

1. Dla dowolnego A € A(T) istnieje takie B € A(T5), Ze B —, A.
2. Dla dowolnego B € A(T5) istnieje takie A € A(Ty), ze B —, A.

Dowé6d: (1) W nieskoniczonym ciagu eta-ekspansji od 77 do Th, tylko skoriczenie wiele
krokéw dotyczy wierzchotkéw nalezacych do aproksymanta A. Te eta-ekspansje przeksztal-
caja A w pewnego aproksymanta drzewa T5.

(2) Analogicznie, tylko skonczenie wiele eta-ekspansji pozostawia swéj slad w drzewie B.
Odpowiadaja one pewnej eta-redukcji z B do jakiegos aproksymanta drzewa T17. |

Lemat D.9 Jesli T =, T to [T1], = [T2],, dla kaidego p.

Dowéd:  Przypomnijmy, ze [T1], = sup{[A], | A € A(T1)} i podobnie dla T5. Poniewaz
eta-réwne termy sa réwne w modelu, wiec z lematu D.8 wynika od razu, ze odpowiednie kresy
sa rowne. x
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Stad natychmiast otrzymujemy:

Whiosek D.10 (pelna abstrakcyjnosé) Jesli M = N, to [M], = [N], dla dowolnego p.

Dowéd:  Skoro M = N, to BT(M) ~, BT(N), czyli BT(M) =<, T ,= BT (N). Z le-
matu D.9 wynika od razu, ze [BT(M)], = [BT(N)],- A z twierdzenia o aproksymacji
otrzymujemy, ze takze wartosci [M], i [IN], musza by¢ réwne. [
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Dodatek E: System \Y

Do rachunku lambda z typami prostymi w wersji Churcha (z jedna stala typowa 0 i beta-eta-
redukcjami) dodajemy stale Y, : (6 — o) — o, dla wszystkich o, wraz ze schematem redukcji
Y, — M. f(Yof). Tak otrzymany rachunek nazwiemy systemem AY. Mozna pokazaé, ze
system \Y ma wiasnoéé Churcha-Rossera,3? chociaz oczywiscie nie ma wlasnosci SN.

Okazuje sie, ze dodanie operatorow rekursji nie zwieksza sity wyrazu: nadal mozna definiowaé
tylko wielomiany warunkowe (twierdzenie E.4).

W dowodzie tego faktu wykorzystamy pomocniczy system A2: jest to rozszerzenie rachunku
typéw prostych (6n) o stale €, : o, bez dodatkowych regul redukcji. Ten rachunek ma
oczywiscie wlasnosé SN.

Termy ,zwyklego” rachunku lambda (bez nowych stalych) bedziemy nazywaé termami wtas-
crwyms.

Zastosujemy metode nazywana flow analysis lub strictness analysis: interpretujemy termy
w modelu, ktéry rozréznia tylko wartosci okreslone i nieokreslone. Sciélej, niech Oy = {L, T},
gdzie L < T idalej Oypyr = [O5 — O] (zbidr funkeji ciaglych). Taka hierarchie oznaczymy
przez O i to bedzie nasz model. Znaczenie nowych stalych w modelu O definiujemy tak:

— [©25] to najmniejszy element dziedziny Oy, ozn. L ,;
— [Y,] to operator najmniejszego punktu stalego: [Y,]d =1fp d € O, gdy d € Op—ss .

Znaczenie pozostalych terméw definiujemy ,, jak zwykle”. Ponizszy lemat o poprawnosci sto-
suje sie zaréwno do Y jak i A\Q.

Lemat E.1 Jesli M =g, N, to [M], = [N], dla dowolnego wartosciowania p.

Wszystkie dziedziny O, sa skorficzone, w szczegdlnosci istnieja takie stale h(o), ze kazdy
taiicuch w O, ma co najwyzej h(o) elementéw. Dlatego punkty stale sa zawsze osiagane po
skoniczonej liczbie krokéw: dla d € Oy, zachodzi réwnosé sup,, d"(Ly) = dh(")(J_c,). Opera-
tor Y, mozna wiec w modelu O zastapié¢ taka aproksymacja Y = Af. f"(9)(Q,) i bedziemy
mieli [Y,] = [Y2]. Dalej kazdy A\Y-term M mozemy aproksymowaé A\Q-termem M® otrzy-
manym z M przez zamiane kazdego Y, na Y.

Lemat E.2 Dla dowolnego M i dowolnego p zachodzi rownosé [M], = [M*®],.

Teraz wykonamy nasza ,,analize rzetelnosci”. Dla dowolnego typu o =01 — -+ — 0, — 0
zdefiniujemy funkcje t, : O, — {L, T} ielement s, € O, przez indukcje:

te(d) =dsg, ... 5q,, dlad € Oy;
Sgd1 ...d, = inf; tgi(di), dla d; € o;.
W szczegdlnosci to(e) = e, dlae € Ogp = {L, T}, oraz so = T, bo T = inf @.

Zauwazmy tez pozyteczna tozsamosé: tr(dsy) = to—r(d).

321 atwo ja popsué, przyjmujac inny schemat redukcji: Y, F — F(Y,F).
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Intuicja: s, jest ,wzorcem rzetelnosci”, ktéry ewaluuje kazdy swéj argument, natomiast ¢, (d)
testuje d na wzorcowych argumentach. Te intuicje uscidla nastepujacy lemat: to czy AQ2-term
ma wlasciwa posta¢ normalna, (bez ygrekéw i omeg) zalezy tylko od jego wartosci w modelu Q.

Lemat E.3 Term zamkniety M w jezyku AQ ma wta$ciwg postaé normalng wtedy i tylko wtedy,
gdy to([M]) = T.

Dowadd: Wystarczy udowodni¢ teze dla terméw, ktére juz sa w postaci normalnej i to
dtugiej. Niech M : o, gdzie 0 = 01 — - -+ = 0, — 0 bedzie takim termem. Dowdd jest przez
indukcje ze wzgledu na rozmiar M.

Przypadek 1: M = A\f1... fn. QrMy... My, gdzieT =71 — -+ = 7, > 0. Wtedy M nie jest
termem wlasciwym, oraz t,([M]) = [M]sq, ... So, = L [Mi], - - [Mg],, gdzie p(fi) = 5o,
Przypadek 2: M = Af1... fn. fj My ... My, oraz 0j =11 — --- — 7 — 0. Liczymy:
o (IM]) = [Mso, - - 50, = 80y [M1], - (Ml = it £, ([Mi],),

gdzie p jest takie, ze p(fi) = s5,. Ale wtedy [M;], = [Af1 ... fa- Mi]so, - .. 50, , Wiec

te([M]) = inf; t,([Nf1- .- fo- Mi]Soy - - - So,) = I0fi to, oo —sr ([Af1 - oo froe Mi])-
Pozostaje zauwazy¢, ze
— To ostatnie infimum jest rowne T wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazy sa réwne T.
— Term M jest wlasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie termy Afy ... f,.. M; sa wladciwe.

— Sa one krétsze od M, wiec stosuje sie do nich zalozenie indukcyjne. ]

Twierdzenie E.4 (Plotkin, 1982) Funkcje catkowite N¥ — N definiowalne w \Y to tylko wielo-
miany warunkowe.

Dowédd:  Dla uproszczenia ograniczymy sie do funkcji jednoargumentowych. Niech F' bedzie
AY-termem typu w — w i niech Fn — m. W modelu O mamy [Fn] = [F*n] = [m] = [m*],
bo (Fn)®* = F*n oraz m = m®. Skoro m jest termem wlasciwym, to na mocy lematu E.3
postaé¢ normalna AQ2-termu F°n jest wlasciwa; jest to jakis liczebnik 1. Ale stale 2 nie odgry-
waja zadnej roli w redukcji F*n — 1; w istocie niczym sie nie réznia od zmiennych wolnych.
W miejsce kazdej stalej {2, mozna wiec podstawié cokolwiek i rezultat (posta¢ normalna 1)
bedzie taki sam. No to zamiast kazdego Y w termie F'®* wstawmy z powrotem Y, i dosta-
niemy Fn — 1. Skoro wiemy, ze F'n — m, to musi byé¢ m = [.

A zatem dla kazdego n term F*n redukuje sie do tego samego liczebnika co term Fn. Czyli
aproksymant F'® definiuje te sama funkcje co F. Pozostaje wstawi¢ cokolwiek w miejsce
omeg33 i otrzymamy term wlasciwy tez definiujacy te sama funkcje. |

Moral: Sama rekursja to za malo. Potrzebna jest operacja poprzednika. Poprzednik plus
rekursja to jezyk PCF (tez czasem nazywany systemem AY). A poprzednik plus rekursja
prosta (iteracja) to system T Gédla.

33Cwiczenie: no dobrze, ale co konkretnie mozna wstawié?
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Podzigkowania

Dzigkuje Pani Malgorzacie Maciejewskiej i Panom: Tomaszowi Domanskiemu, Stanistawowi
Findeisenowi, Krzysztofowi Gerasowi, Danielowi Hansowi, Szczepanowi Hummelowi, Woj-
ciechowi Jaworskiemu, Szymonowi Kitowskiemu, Michatowi Kotowskiemu, Radostawowi Ku-
jawie, Michalowi Misiakowi, Filipowi Murlakowi, Lukaszowi Osipiukowi, Pawlowi Parysowi,
Jakubowi Pochrybniakowi, Michalowi Rutkowskiemu, Aleksemu Schubertowi, Adamowi Slas-
kiemu i Mateuszowi Zakrzewskiemu za wykrycie rozmaitych bltedéw we wczesniejszych wers-
jach tych notatek.



