
Temat X

Funkcje ci ↪ag le c.d.

1. Zbadać, które z poniższych funkcji s ↪a ograniczone. Które osi ↪agaj ↪a swój kres górny,
które osi ↪agaj ↪a swój kres dolny?

a) f(x) =
1

1 + x2
; Df = R.

b) f(x) =
2

ex + e−x
; Df = R.

c) f(x) =
ex − e−x

ex + e−x
; Df = R.

d) f(x) = x
√

1− x2; Df = (−1, 1).

e) f(x) =
2 + x− x2

(x− 1)2
; Df = (1,+∞).

f) f(x) =
x2 + x− 1
x− 1

; Df = (1,+∞).

g) f(x) =
x2 + x− 1
x− 1

; Df = R \ {1}.

h) f(x) = cos 1
x ; Df = R \ {0}.

i) f(x) = e−x cosx; Df = (0,+∞).

j) f(x) = e−x cosx; Df = [0,+∞).

2. Zbadać, czy funkcja f(x) posiada funkcj ↪e odwrotn ↪a. Określić dziedzin ↪e funkcji
odwrotnej (wtedy, gdy istnieje). Zbadać ci ↪ag lość funkcji odwrotnej na jej dziedzinie.

a) f(x) = x2; Df = [−2, 1].

b) f(x) = x2; Df = [−2,−1].

c) f(x) = x3; Df = R.

d) f(x) = 2x3
; Df = R.

e) f(x) = ctgx; Df = (−2π,−π).

f) f(x) =
ax+ b

cx+ d
, c 6= 0; Df = R \ {−d

c}.

g) f(x) =
ex − e−x

2
; Df = R.

h) f(x) =
ex + e−x

ex − e−x
; Df = R \ {0}.

3. a) Wykazać, że funkcja f(x) = 1
x spe lnia warunek Lipschitza na każdej pó lprostej

(ε,+∞), ε > 0, natomiast nie spe lnia warunku Lipschitza na pó lprostej (0,+∞.)
b) Wykazać, że funkcja f(x) = x2 spe lnia warunek Lipschitza na każdym przedziale
ograniczonym, natomiast nie spe lnia warunku Lipschitza na żadnej pó lprostej.
c) Wykazać, że funkcja f(x) określona na przedziale ograniczonym i spe lniaj ↪aca na
swojej dziedzinie warunek Lipschitza ma ograniczony zbiór wartości.

4. Podać przyk lad funkcji ci ↪ag lej f(x) , określonej na dziedzinie Df = [0, 1), takiej, że
obrazem przedzia lu [0, 1) jest:

1



a) (0, 1], b) [0, 1], c) (0, 1);

d) [0,+∞), e) (0,+∞), f) (−∞,+∞).

5. a) Uzasadnić, że wśród trójk ↪atów wpisanych w okr ↪ag o promieniuR istnieje taki,którego
pole jest maksymalne.
b) Turysta, wyruszaj ↪ac z bazy w l ↪acza stoper i w ↪edruje na szczyt. Po dotarciu do celu
resetuje stoper i natychmiast rusza w drog ↪e powrotn ↪a (tym samym szlakiem). Wykazać,
że istnieje na szlaku takie miejsce, że wskazanie stopera w tym miejscu by lo takie samo
w drodze ‘tam’ jak i z powrotem.
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