
Temat III

Indukcja matematyczna, dwumian Newtona, nierówności.

1. Wykazać, że dla n ≥ 5 zachodzi

2n > n2 .

2. Wykazać, że dla wszystkich n naturalnych liczba n7 − n jest podzielna przez 7.

3. Wykazać, że dla wszystkich n naturalnych liczba n7 − n jest podzielna przez 42.

4. Wykazać, że

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n (n + 1)

2
.

5. Wykazać, że

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n (n + 1) (2n + 1)

6
.

6. Znaleźć wzór wyrażaj ↪acy sum ↪e

3 · 7 + 7 · 11 + 11 · 15 + · · · + (4n− 1)(4n + 3) .

7. Wykazać, że dla każdej liczby ca lkowitej dodatniej n zachodzi

1
3 · 7

+
1

7 · 11
+

1
11 · 15

+ · · ·+ 1
(4n− 1) (4n + 3)

=
n

3 (4n + 3)
.

8. Korzystaj ↪ac z dwumianu Newtona dla (a + b)4 wypisać wzory na

(1 + 1)4 = · · ·
(2 + 1)4 = · · ·
(3 + 1)4 = · · ·

...
(n + 1)4 = · · ·

a nast ↪epnie, wykorzystuj ↪ac rezultaty zad.zad. 4 i 5 , wyprowadzić wzór na sum ↪e

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 .

9. Przyjmuj ↪ac, że znane s ↪a już wzory na sumy pot ↪eg kolejnych liczb naturalnych

S1(n)
def
= 11 + 21 + 31 + · · ·+ n1

S2(n)
def
= 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

S3(n)
def
= 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3

...
Sk(n)

def
= 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk

wyprowadzić wzór na sum ↪e

Sk+1(n)
def
= 1k+1 + 2k+1 + 3k+1 + · · ·nk+1.
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10. Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi:

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n .

11. Wykazać, że dla dowolnej dodatniej liczby ca lkowitej n zachodzi:

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
= 0 .

12. Dla dowolnej liczby naturalnej n, obliczyć wartość wyrażenia

−1
(

n
1

)
+ 2

(
n
2

)
− 3

(
n
3

)
+ · · · + (−1)n−1(n− 1)

(
n

n− 1

)
+ (−1)n(n)

(
n
n

)
.

13. Wywnioskować nierówność Bernouliego z dwumianu Newtona dla dowolnego natu-
ralnego wyk ladnika n, oraz dowolnej nieujemnej liczby rzeczywistej x.

14. Wywnioskować nierówność Bernouliego z dwumianu Newtona dla dowolnego natu-
ralnego wyk ladnika n, oraz dowolnej liczby rzeczywistej x > −1.
Wskazówka: warto podzielić przedzia l (−1, 0) na dwa podprzedzia ly i osobno rozpatrywać
przypadki x ∈ (−1, a] oraz x ∈ (a, 0). Jak ↪a należy wybrać wartość a ?

15. Wykazać, że dla dowolnych dwu liczb nieujemnych a, b zachodzi nierówność

a + b

2
≥
√

ab .

16. Udowodnić dowolnym sposobem (np. metod ↪a indukcji matematycznej) nierówność
pomi ↪edzy średni ↪a arytmetyczn ↪a a średni ↪a geometryczn ↪a dla uk ladów n liczb nieujem-
nych.

17. Wykazać, że dla dowolnych liczb dodatnich x i y nierówność

(x + y)n ≤ 2n−1 (xn + yn)

jest spe lniona dla wszystkich liczb naturalnych n.

18. Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierówność

1
1 · 2

+
1

2 · 3
+

1
3 · 4

+ · · ·+ 1
n · (n + 1)

< 1 .

19. Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierówność

1
12

+
1
22

+
1
32

+ · · ·+ 1
n2

< 2 .

20. Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest nierówność

1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n

>
√

n .

21. Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierówność

1
2
· 3

4
· 5

6
· · · 2n− 1

2n
<

1√
2n

.
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