Temat IV+.

Srednia wazona. Kresy zbior6éw liczbowych i nieré6wnosci miedzy srednimi.
Procent skladany, wartosé biezaca, funkcja wykladnicza, logarytm.

Wynike liczbowe nalezy podawac w przyblizeniu, z doktadnoscia do dwoch miejsc po prze-
cinku.

1. Do zasilania awaryjnego podlaczamy dwie maszyny. Wiadomo, ze jesli uruchomimy
tylko druga, to bedzie pracowaé przez 10 godzin. Jedli wlaczymy je razem, to paliwa wy-
starczy na 4 godziny. Na ile czasu wystarczy rezerwa energii, jesli uruchomimy wytacznie
pierwsza maszyne?

2. Do zasilania awaryjnego podiaczamy dwie maszyny. Moc pierwszej mozna regulowaé,
a drugiej nie. Wiadomo, ze jesli uruchomimy tylko druga, to bedzie pracowaé¢ przez 10
godzin. Jesli wlaczymy je razem i pierwsza nastawimy na pelna moc, to paliwa wystar-
czy na 4 godziny. Jak nalezy zredukowaé¢ moc pierwszej maszyny, by wlaczone razem
pracowaly przez 6 godzin?

3. a) Wyznaczy¢ kres gérny zbioru wszystkich liczb postaci

a n b n c
b+c cH+a a+b
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takich, ze liczby a, b, ¢ speliaja ukltad nieréwnosci a < b+c, b<c+a, c < a-+b,
(tzn. istnieje tréjkat o bokach dlugosci a, b, c) .

b) Wyznaczy¢ kres dolny zbioru wszystkich liczb postaci

a . b N c
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gdzie a,b,c sa dowolnymi liczbami dodatnimi.

4. a) Przez dwa kolejne dni notowari indeks gietldowy wzrastal po 10% dziennie, a przez
kolejne dwa dni spadal po 10% dziennie. Jaka byla procentowa zmiana wartosci tego
indeksu po czwartym dniu notowan?

b) Przez dwa kolejne dni notowan indeks gieldowy spadal po 10% dziennie, a przez ko-
lejne dwa dni rést o 10% dziennie. Jaka byta procentowa zmiana wartosci tego indeksu
po czwartym dniu notowan?

c¢) Pierwszego dnia indeks wzrést o 10%, drugiego dnia spadt o 10%, trzeciego dnia
znéw wzrést o 10% 1 czwartego dnia ponownie odnotowal dziesiecioprocentowy spadek.
Jaka byla procentowa zmiana wartosci tego indeksu po czwartym dniu notowan?

d) Przez kolejnych 10 dni roboczych indeks rést codziennie o 10% . Jaka byla procen-
towa zmiana wartosci tego indeksu po dziesigtym notowaniu?

e) Przez kolejnych 10 dni roboczych indeks spadal codziennie o 10% . Jaka byta procen-
towa zmiana wartosci tego indeksu po dziesigtym notowaniu?

5. Gospodarka pewnego kraju przez ostatnich 100 lat rozwijala sie w stabilnym tem-
pie 2% rocznie. W tym czasie gospodarka sasiada przez pdt wieku takze rozwijala sie
stabilnie w takim samym tempie, ale oprécz tego zaznala 11 lat ostrego kryzysu, kiedy
PKB zmniejszato sie o 4% rocznie, 21 lat stagnacji bez zmiany PKB, oraz 18 lat dyna-
micznego rozwoju, z corocznym wzrostem PKB po 8% . Poczatkowo oba kraje staly na
tym samym poziomie rozwoju gospodarczego. Ktéry z nich jest obecnie zamozniejszy?



6. Pewna planete zamieszkuje 7 miliardéw - uwazajacych sie za rozumnych - mieszkancéw.
Przyjmujac, ze roczny przyrost naturalny bedzie w kolejnych latach utrzymywal sie na
poziomie 1,2% obliczy¢ wielkos¢ populacji po

a) 5 latach,

b) 10 latach,

c) 20 latach.

Po jakim czasie wielko$¢ populacji ulegnie podwojeniu? A kiedy przekroczy 20 mi-
liardow?

Nominalna stawka oprocentowania (stopa procentowa) wktadu lub kredytu podawana jest
w stosunku rocznym, bez uwzglednienia kapitalizacji odsetek. Oprocentowanie efektywne
— takze wyrazane w procentach w stosunku rocznym — uwzglednia liczbe kapitalizacji od-
setek w ciagu roku. Jesli np. lokujac wktad Ay po roku mamy kwote Ay = (1 4+ 1)Ap,
to znaczy, Ze efektywna roczna stawka oprocentowania dla tej lokaty wynosi .

Przy naliczaniu odsetek w sposéb ciagly sume A; zgromadzong na lokacie o nominalnej
stopie procentowej r, po uptywie t lat, oblicza sie wedtug wzoru A; = Age™, gdzie Ag jest
wktadem poczatkowym.

7. a) Fundusz oferuje nominalne oprocentowanie wedtug stawki 8% i kapitalizacje od-
setek co kwartal. Jakie jest oprocentowanie efektywne?

b) Fundusz stosujacy comiesieczna kapitalizacje odsetek reklamuje sie, ze efektywna
stawka oprocentowania oszczednosci wynosi 10%; wklady przyjmuje jednak tylko na
okres 3 miesiecy. Ile zyskuje deponent (procentowo, w stosunku do wysokosci wkiadu)
po uplywie trzymiesiecznej umowy?

c) Przeliczy¢ ponownie przyktady z podpunktéw a) i b) przy dodatkowym zalozeniu, ze
kazdorazowo w momencie doliczania odsetek odciagany jest 19% podatek od dochodéw
7 0szczednosci.

8. a) Przy jakiej wysokosci nominalnej stopy procentowej, z odsetkami doliczanymi
jeden raz na koniec kazdego roku, wktad podwoi sie po 10 latach?

b) Przy jakiej wysokosci nominalnej stopy procentowej z odsetkami doliczanymi co
miesiac, wklad podwoi sie po 10 latach?

¢) Przy jakiej wysokosci nominalnej stopy procentowej z odsetkami doliczanymi codzien-
nie (365 razy rocznie, nie uwzledniamy przestepnosci lat), wktad podwoi sie po 10 latach?

9. a) Bank reklamuje “lokate dynamiczna — oprocentowanie lokat nawet do 12%”, ale w
istocie stosuje progresywne oprocentowanie wkladu, po kazdym miesiacu podnoszac je
o 1 punkt procentowy i zaczynajac od 1% w pierwszym miesiacu. Kapitalizacja odsetek
nastepuje co miesiac. Jakie jest oprocentowanie efektywne?

b) Przeliczy¢ ponownie przyktad z punktu a) z uwzglednieniem podatku Belki, tak jak
w zadaniu 5c).

10. Bank udziela kredytu wedlug nominalnej stopy 8%. Kredyt ma by¢ sptacony w 12
rownych comiesiecznych ratach. Odsetki, obliczane od wartosci zadluzenia we wlasdnie
koriczacym sie miesiacu, doliczane sa ostatniego dnia miesigca, po czym nastepuje
zaplata raty. Klient zaciaga kredyt na 100 000 ziotych. Ile wyniesie suma zaptaconych
przez niego rat?

11. Wktad 10 000 zlotych zostat zdeponowany na lokacie o stopie nominalnej 8% , przy
czym odsetki naliczane sa w sposéb ciagly. Ile wynidst sredni roczny przychdd, jesli
umowa podpisana byla na okres 5 lat? A ile, jesli na 20 lat?



12. Chcemy zdeponowaé na lokacie taka sume, by za dwa lata mie¢ do wyplacenia
milion zlotych. Jaka sume trzeba wplaci¢ dzis, jesli nominalna stopa procentowa wynosi
10%, a odsetki naliczane sa:

a) rocznie,

b) co pét roku,

c) co miesiac,

d) w sposéb ciagty?

Wyliczone dla takich inwestycji wielkosci poczatkowe, ekonomisci nazywaja czasami
biezaca wartoscia kwoty pieniedzy podanej dla okreslonej chwili w przysztosci.

13. Dla pewnej inwestycji, wartos¢ biezaca kwoty Vi, ktéra moglibySmy otrzymac za t;
lat, jest taka sama jak wartosé¢ biezaca kwoty Vs, do zainkasowania za to lat. Wykazaé,
ze dla tej inwestycji wartosé biezaca kwoty Vi do odbioru za t; 4+ k lat, jest taka sama
jak wartos¢ biezaca kwoty Vo, otrzymanej za to + k lat.

14. Badania rynkowe wykazaly, ze po zaniechaniu reklamy produktu, zmniejszenie
jego sprzedazy nastepuje w taki sposéb, ze po uplywie ¢ miesiecy mozna z dobrym
przyblizeniem wielko§é¢ sprzedazy wyrazié wzorem S(t) = Spe ™, gdzie A jest pew-
nym wspolczynnikiem charakterystycznym dla danego produktu, zas za Sg przyjmu-
jemy wielkosS¢ sprzedazy w ostatnim miesigcu wspierania sie reklama. Firma zaprze-
stala reklamy jednego ze swoich produktéw i planuje wznowi¢ kampanie reklamowa,
gdy sprzedaz tego produktu spadnie o 25% . Po pierwszym tygodniu sprzedaz spadla o
5% . Po jakim czasie firma bedzie musiata wznowié reklame tego produktu?

15. Don Giovanni ma pozyczy¢ komu$ 1 mln euro na rok, przy (lichwiarskim) nominal-
nym oprocentowaniu 100% rocznie. Czy moze ustalié¢ liczbe okreséw odsetkowych (czyli
takich, po ktérych nastepuje kapitalizacja odsetek) o rownej dlugosci tak, by uzyskaé
po roku co najmniej

a) 2,5 mln euro; b) 2,7 mln euro; ¢) 3 mln euro.

W przypadku odpowiedzi pozytywnej podaj wzér, za pomoca ktérego Don Giovanni,
dysponujac kalkulatorem, moégtby szybko ustali¢ te liczbe.

16. W chwili narodzin dziecka zakladamy mu osobne konto oszczedno$ciowe, na poczet
przysztych wydatkéw na studia. Nominalne oprocentowanie wynosi 6% . Bedziemy z
duza, réwnomierna czestoscia dokonywaé jednakowych, drobnych wptat (tak, ze prak-
tycznie odsetki skladaja sie w sposéb ciagly) w takiej wysokosci, by lacznie w ciagu
kazdego roku suma naszych wplat wyniosta P zlotych. Planujemy do momentu osiagniecia
przez dziecko pelnoletniosci usktadaé¢ na tym koncie 30 000 zlotych, liczac razem z od-
setkami. Jaka powinna by¢ wartos¢ P ?
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