
Temat V

Ci ↪agi I.

1. Które z podanych ci ↪agów s ↪a ograniczone:
a) an = sin π

n ,

b) an = sin n ,

c) an = 1−n
1−2
√
n

,

d) an = 1+ 99√n
1+ 100√n .

2. Wykazać, że ci ↪ag

an =
n3 + 4n2 + n− 1

n4 + n3 + 2n2 − 2n− 1
jest ograniczony. Wskazać (jakiekolwiek) ograniczenie górne i dolne zbioru wyrazów
tego ci ↪agu.

3. Wyznaczyć najmniejszy wyraz ci ↪agu:
a) an = n2 − 5n + 6 ,

b) an = |n2 − 5n + 6| ,

c) an = |n2 − 5n + 1| ,

d) an = |n2 − 13| − 2000n ,

e) an =
√

n2 − 3n + 6.

4. Wyznaczyć najmniejsze n0 takie, że dla wszystkich n ≥ n0 zachodzi an+1 > an,
lub an+1 < an, jeśli:
a) an = n2 − 8n + 7 ,

b) an = − 1
3n+17 ,

c) an =
(
1− 5

n

)n
,

d) an = n
√

n.

5. Rozstrzygn ↪ać, czy podane ci ↪agi s ↪a monotoniczne:

a) an = 2n+3n+1

2n+1+3n ,

b) a1 = 1 , an+1 = −1
2a2

n + 2an ,

c) a1 = 3 , an+1 = −1
2a2

n + 2an ,

d) a1 = 5 , an+1 = −1
2a2

n + 2an.

6. Wykazać, że ci ↪ag

a1 =
√

5 ,

a2 =
√

5 +
√

5 ,

a3 =

√
5 +

√
5 +
√

5 ,

...
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an =

√
5 +

√
5 +
√

5 + ...︸ ︷︷ ︸
n pierwiastków

jest ci ↪agiem ścísle rosn ↪acym i ograniczonym (z góry i z do lu).

7. Ci ↪ag (Fn), nazywany ci ↪agiem Fibonacciego, określony jest nast ↪epuj ↪aco:
F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn dla n = 1, 2, 3, . . . .
Metod ↪a indukcji matematycznej wykazać, że

Fn =
1√
5

[(
1 +
√

5
2

)n
−

(
1−
√

5
2

)n]
.

Zbadać, czy ci ↪ag an = Fn+1

Fn
jest monotoniczny.

Wykazać, że ci ↪agi bn = F2n
F2n−1

oraz cn = F2n+1

F2n
s ↪a monotoniczne.

8. Wyznaczyć bezpośredni wzór (tzn. funkcj ↪e argumentu n ∈ N) na n−ty wyraz ci ↪agu
zadanego rekurencyjnie:
a) an+2 = an+1 + an + n2, a1 = 1, a2 = 2;
b) an+2 = 4an+1 + 4an, a1 = 1, a2 = 2;
c) an+2 = 4an+1 + 4an + 2n, a1 = 1, a2 = 2;
d) an+2 = 2an+1 − an, a1 = 1, a2 = 2;
e) an+2 = 2an+1 − an + n, a1 = 1, a2 = 2.
f) an+2 = an, a1 = 1, a2 = 2.
g) an+2 = an + n, a1 = 1, a2 = 2.
h) an+2 = an + (−1)n, a1 = 1, a2 = 2.
i) an+2 = 1

2an+1 + 1
2an, a1 = 0, a2 = 1.

9. Wykorzystuj ↪ac rezultaty zadań 4, 5, 8 i 9 z ćwiczeń nr 2, obliczyć granice

a) lim
n→∞

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

n2
,

b) lim
n→∞

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n3
,

c) lim
n→∞

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3

n4
,

d) lim
n→∞

1k + 2k + 3k + · · ·+ nk

nk+1
.

10. Obliczyć granic ↪e ci ↪agu (an)∞n=1 o wyrazie ogólnym

an =
12

n3
+

32

n3
+

52

n3
+ · · ·+ (2n− 1)2

n3
.

11. Korzystaj ↪ac z twierdzenia o trzech ci ↪agach obliczyć granic ↪e ci ↪agu (an)∞n=1 o wyrazie
ogólnym

an =
n2 + (−1)n · n

(n +
√

3)2
.
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