
Temat XII.

Twierdzenie Lagrange’a, badanie przebiegu funkcji.

1. Niech f : R → R b ↪edzie funkcj ↪a różniczkowaln ↪a. Czy prawd ↪a jest, że dla każdego
x0 ∈ R istnieje para punktów a < x0 < b taka, że f ′(x0) = f(b)−f(a)

b−a ?

2. Korzystaj ↪ac z twierdzenia Lagrange’a wykazać, że:
a) x

x+1 < ln(1 + x) < x, dla x > 0.

b) |arctg x− arctg y| ≤ |x− y|, dla x, y ∈ R.

3. Znaleźć przedzia ly monotoniczności nast ↪epuj ↪acych funkcji:
a) f(x) = x3

x−2 .

b) f(x) = x · ln x, x > 0.
c) f(x) = ex cos x.

4. a) Wykazać, że f(x) = x + sin x jest funkcj ↪a ścísle rosn ↪ac ↪a na ca lej prostej rzeczywi-
stej R.
b) Wywnioskować st ↪ad, że istnieje funkcja odwrotna f−1 : R→ R.
c) Określić, dla jakich argumentów y ∈ R istnieje pochodna funkcji odwrotnej, (f−1)′(y)
(skończona; niew laściwa).

5. Wyznaczyć ekstrema lokalne funkcji f(x) = x + sin 2x.

6. Wykazać, że ze wszystkich prostok ↪atów o zadanym sta lym obwodzie najwi ↪eksze pole
ma kwadrat.

7. Wyznaczyć d lugości kraw ↪edzi prostopad lościennego pojemnika bez pokrywy, o kwa-
dratowym dnie i pojemności 0,5 metra sześciennego, aby na jego wykonanie zużyć jak
najmniej materia lu.

8. Wykazać, że dla promienia świetlnego, poruszaj ↪acego si ↪e ze sta l ↪a pr ↪edkości ↪a c od
punktu A do punktu B, z odbiciem od powierzchni lustra w takim punkcie, by czas
przebycia tej trajektorii by l minimalny, spe lniona jest zasada ‘k ↪at padania jest równy
k ↪atowi odbicia’. Porównać uzyskany rezultat z prawem za lamania świat la przy przecho-
dzeniu z jednego ośrodka do drugiego.
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