
Temat XIX

Funkcje wielu zmiennych c.d. Ci ↪ag lość.

1. Zbadać istnienie nast ↪epuj ↪acych granic:

a) lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2√
x2 + y2

; b) lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
; c) lim

(x,y,z)→(0,0,0)

xyz

x2 + y2 + z2
;

d) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

xy + yz + zx

x2 + y2 + z2
.

2. Funkcja f : R2 \ {(0, 0)} → R. zadana jest wzorem

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
.

Wykazać, że

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)

= 0 = lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

ale granica lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) nie istnieje.

3. Niech

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
dla x2 + y2 6= 0;

0 dla x = y = 0.

Wykazać, że funkcja f nie jest ci ↪ag la w punkcie (0, 0).

4. Funkcja f zadana jest wzorem

f(x, y) =

{
x2y

x4+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

Wykazać, że funkcja ta obci ↪eta do dowolnej prostej przechodz ↪acej przez punkt (0, 0)
jest na takiej prostej funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a, natomiast punkt (0, 0) nie jest punktem ci ↪ag lości
funkcji dwu zmiennych f : R2 → R.

5. Zbadać ci ↪ag lość nast ↪epuj ↪acych funkcji:

f1(x, y) =


x− y

x3 − y
dla y 6= x3,

1 dla y = x3;
f2(x, y) =


x3 + y3

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0);

f3(x, y) =


x3y + xy2

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0);
f4(x, y) =


2xy3 + x2y3

x4 + 2y4
dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0).

6. Znaleźć granice

lim
h→0

f(x + h, y)− f(x, y)
h

oraz lim
k→0

f(x, y + k)− f(x, y)
k

dla nast ↪epuj ↪acych funkcji:
a) f(x, y) = x + y, b) f(x, y) = xy; c) f(x, y) = x2 + y2; d) f(x, y) = x2y3 − 2x.

1



7. Wykazać, że w przestrzeni kartezjańskiej Rk iloczyn skalarny (dowolny!) jest funkcj ↪a
ci ↪ag l ↪a swoich argumentów, tzn. jeśli ~v1, ~v2, ~v3, . . . oraz ~w1, ~w2, ~w3, . . . s ↪a ci ↪agami wek-
torów w Rk i zachodzi lim

n→∞
~vn = ~v oraz lim

n→∞
~wn = ~w , to również lim

n→∞
〈~vn , ~wn〉 = 〈~v , ~w〉.

8. Wykazać, że funkcja f : Rk → R jest ci ↪ag la w każdym punkcie swojej dziedziny
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego otwartego podzbioru G ⊂ R zbiór{

(x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk : f(x1, x2, . . . , xk) ∈ G
}

jest otwartym podzbiorem Rk .

Krzysztof Barański i Waldemar Pa luba
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