Temat XXV.

Lokalna odwracalno$é funkcji. Twierdzenie o funkcji uwiklanej.
Plaszczyzna styczna.

1. Jakie jest rownanie plaszczyzny stycznej do powierzchni o réwnaniu:

a) Vo + ¢y + ¥z =1, w punkcie P = (1,-1,1),
b) zyz + 2% —3y? + 22 =14, P = (5,-2,3)?

2. Znalez¢ wszystkie punkty na powierzchni o réwnaniu z = f(z,y), w ktérych plaszczyzna
styczna jest pozioma, gdzie:

a) f(z,y) = -2 — y? + 8z — 6y + 10,

b) f(z,y) =2 +y° - 3y.

3. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktorych plaszczyzna styczna do powierzchni zadanej
réwnaniem

jest pozioma (réwnolegta do plaszczyzny z = 0). Ktére z tych punktéw sa lokalnymi
ekstremami funkcji z = z(x,y)?

4. Oznaczamy S = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}. Niech L bedzie odwzorowaniem
liniowym, L : (z,y) — (z +y,y). Niech E = L(S5).

a) Opisaé zbiér E réwnaniem algebraicznym.

b) Znalezé max x, min x, max y, min y.

(z,y)eE  (zy)EE  (zy)EE  (x,y)EE

c¢) Kiedy warunek (x,y) € E pozwala okresli¢ funkcje y = y(x)? Kiedy mozna okresli¢
funkcje z = x(y)?

d) Znalez¢ w zbiorze E punkty najbardziej i najmniej odlegte od punktu (0,0).

e) Wykazaé, ze E jest elipsa o srodku w poczatku uktadu wspéhrzednych. Uwaga:
elipsa to miejsce geometryczne (zbidr) punktow, ktérych suma odlegtosci od pewnych
dwdch ustalonych punktéw Fy, Fy (ognisk) jest stata i wigksza od dtugosci odcinka FyFy.

f) Napisa¢ réwnanie stycznej do tej elipsy przechodzacej przez punkt (xg,yo) € E.

g) Wykazaé, ze promien $wiatla wychodzacy z ogniska Fj, po odbiciu od elipsy w
punkcie (xg,y9) € E zgodnie z zasada “kat padania réwna sie katowi odbicia” (kat
mierzymy do stycznej przechodzacej przez punkt (xg,yo)) przechodzi przez ognisko Fy.
h) Symbolem “x” oznaczymy standardowy iloczyn skalarny w R?, tj. (vq,va)x(w1,ws) =
v1w1 + vows. Sprawdzié, ze macierz

1 -1
R
jest macierza pewnego iloczynu skalarnego, tzn. dzialanie “x” okreslone wzorem: ¥ =
U x (AwW) spelia wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego.
i) Wyznaczy¢ “okrag jednostkowy” w sensie iloczynu skalarnego okreslonego w poprzed-
nim podpunkcie, tzn. zbiér S = {(z,y) € R? : (z,y) * (z,y) = 1}.
j) Wyznaczy¢ proste 1 1 j przechodzace przez punkt (0, 0), ktére sa prostopadte do siebie

Wy

jednoczes$nie w sensie iloczynu skalarnego “x” i standardowego iloczynu skalarnego “x”.

5. a) Wykazaé, ze dla kazdego = € R istnieje dokladnie jedno y = y(x) speliajace
réwnanie 3z +e* =y + €Y.

b) Wykazaé, ze okreslone powyzszym warunkiem odwzorowanie = — y(z) jest dyfe-
omorfizmem klasy C?.

¢) Obliczy¢ pochodna dyfeomorfizmu odwrotnego y — z(y) w punkcie y = 0.



6. Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C' taka, ze dla pewnego 0 < k < 1 przy
wszystkich € R zachodzi |f'(z)| < k. Wykazaé, ze odwzorowanie y = = + f(z) jest
dyfeomorfizmem klasy C*.
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