Temat XVII
Normy i iloczyny skalarne.

Te ¢wiczenia maja charakter bardziej teoretyczny niz zwykle. W zasadzie nie ma ¢wiczen
rachunkowych. Zadania to uzupelienia lub dowody faktéw poznanych na wykladzie.
We wszystkich ponizszych zadaniach rozwazamy normy (ozn. || -||) i iloczyny skalarne
(ozn. (-,-)) w n—wymiarowej przestrzeni kartezjanskiej R".

1. Korzystajac z nieréwnosci tréjkata wykazaé, ze
Hzll =Nyl < |z —yl|.
2. Wykazaé, ze tzw. norma euklidesowa, zadana w przestrzeni R? wzorem

Iz, z2)|| = y/2% + 23

speia warunki definicji normy (w szczegélnosci nier6wnosé tréjkata).

3. Wykazaé, ze tzw. norma euklidesowa, zadana w przestrzeni R” wzorem

||($1,l'2, afEn)H = \/SU% +.’E% —+ .- —f—l‘%

spelia warunki definicji normy (w szczegdlnosci nieréwnosé tréjkata).
Wskazowka. Mozna na przyktad skorzystaé¢ z nieréwnosci Schwarza z wykladu.

4. Wykazaé, ze iloczyn skalarny indukuje norme, tzn. wyrazenie

spelia warunki z definicji normy.

5. Wykazaé, ze kazda norma indukowana przez pewien iloczyn skalarny (tak jak w
poprzednim zadaniu) spelia tzw. warunek réwnolegtoboku:

15+ ]| + 17— ]| = 2(/|5]]* + [|3])-

6. Wykazaé, ze jesli norma || - | indukowana jest przez pewien iloczyn skalarny (-,-), to
zachodzi:

R -
(0, @) = (17 + @l|* = |7 = a]?).

7. Przyjmijmy bez dowodu, ze jesli pewna norma || - || spelnia warunek réwnolegloboku,
to wyrazenie z zadania 6 poprawnie okresla pewien iloczyn skalarny. Wykazaé, ze
woéwezas norma indukowana przez tak zdefiniowany iloczyn skalarny jest identyczna

z wyjsciowa norma || - ||, tzn.
VAT, 0) = [|7]].

8. [Poréwnywanie norm.] Majac okreslone w przestrzeni R” dwie normy: || - ||V i
|- 1®®), méwimy, ze norma | - ||(?) jest mocniejsza (ew. niestabsza) od normy ||- ||V, gdy

istnieje takie C' > 0, ze dla kazdego wektora @ zachodzi: ||7]|(") < C'||7]|®. Wykazaé,

ze tzw. mnorma maksimum |[[(z1,..., Zpn )| max = max(|x1], ..., |zn|) jest niestabsza od

dowolnej innej normy w R"™.



9(x). Wykazaé, ze dowolna norma w R™ jest mocniejsza od normy || - || max. (Z zadan 8
i 9 lacznie wynika twierdzenie z wykladu, ze kazde dwie normy w R” sa réwnowazne.)

10. Wykazaé, ze dwie normy: || - [|(V 1 || - ||® sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciagu wektoréw vy, Us, ... zachodzi

lim ||7,]|" =0« lim ||,]® =o.

11. a) Wykazaé, ze kula jednostkowa w dowolnej normie jest zbiorem wypuktym.
b) Niech W bedzie zbiorem wypuklym w R™ takim, ze:

e dla kazdego U € R istnieje ¢ > 0 takie, ze ¥ € tW, gdzie tW = {tw : & € W}

e dla kazdego wektora W € W wszystkie wektory postaci rw, gdzie r € [—1,+1],
naleza do W

e istnieje takie R > 0, ze dla kazdego @ € W w? + ... + w2 < R.
Wykazaé, ze wyrazenie:

|0]| = inf{t >0: 7 € tW}

spelia wszystkie warunki z definicji normy (w szczegélnosci wykazaé nieréwnosé tréjkata).
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