Temat XXIII.

Ekstrema funkcji wielu zmiennych II.

1. Niech

~—

W) dla (2,y) # (0,0

fla,y) :{ 0m2+y2 dla (z,y) = (0,0).

Wykazaéd, ze:
a) Punkt (0,0) jest punktem krytycznym funkcji f.
2 2 2
b) W punkcie (0,0) istnieja pochodne czastkowe drugiego rzedu 82:8];7 (figy, 88y<9fa: i
%f 9 f *f
oyoy?’ ale 0xdy 7& oyox”
c¢) Punkt (0,0) nie jest ekstremum lokalnym funkecji f.

2. Niech f(z,y) = (y — 2%)(y — 32?).

a) Wykazaé, ze 5£(0,0) =0 = £(0,0).

b) Pokazaé, ze funkcja f po obcieciu do dowolnej linii prostej przechodzacej przez
poczatek ukladu wspoélrzednych ma w tym punkcie lokalne minimum.

c) Pokazaé, ze punkt (0,0) nie jest lokalnym minimum funkeji f.

3. Niech A = {(z,y,2) € R®: 22 — 3y + 2z = 1}. Znalez¢ punkt (z,y,2) € A potozony
najblizej punktu (3,—-2,1).

4. Zmalez¢ maksymalna mozliwa objeto$é naczynia w ksztalcie cylindra (walca), dla
ktorego suma wysokosci i obwodu podstawy nie przekracza 108 cm.

5. Znalez¢ maksymalna mozliwa objetos¢ prostopadlosciennego naczynia, dla ktérego
suma wszystkich trzech wymiaréw (dlugosé, szeroko$é, wysokosé) nie przekracza 108
cm.

6. a) Drut dlugosci 120 cm zostaje rozciety na 3 kawalki o dilugosciach: =z, y,
120 — (z+y). Z kazdego z trzech kawalkéw formujemy kwadratowa ramke. Niech f(z,y)
oznacza sume pol tych kwadratow. Wykazac, ze jedyny punkt krytyczny funkcji f jest
jej lokalnym minimum. Czy da sie mimo to zmaksymalizowa¢ sume tych pél? Wyjasnié
dlaczego.

b) Drut dlugosci 120 cm zostaje rozciety na co najwyzej 3 kawaltki o dtugosciach: x, y,
120 — (z+y) i z kazdego z kawalkéw formujemy kwadratowa ramke. Jak nalezy dokonaé
tego podzialu, aby zminimalizowaé¢ sume pdl tak uzyskanych kwadratéow, a jak by ja
zmaksymalizowaé?

7. Znalez¢ i sklasyfikowaé (lok. min/lok. maks./brak lok. ekstremum) punkty krytyczne
funkcji:

a) f(z,y) =2 +y3 +32zy+3, b) fla,y) =322 + 62y + 29> + 122 — 24y,

¢) fla,y) =e "V, d) f(a,y) = 2* — 3zy’.

8. Znalez¢ i sklasyfikowaé (lokalne maksimum, lokalne minimum, brak lokalnego eks-
tremum) wszystkie punkty krytyczne nastepujacych funkcji:

a) f(z,y) =%y — 3wy

b) f(z,y) = (z —y)(zy — 1);
9. Pokazaé, ze funkcja f(z,y) = 2%(1 + y)® + y?> ma dokladnie jeden punkt kry-
tyczny, w ktérym ma minimum lokalne wiasciwe, ale sup(, ,)cgr2 f (r,y) = +oo oraz

inf(Ly)eRQ f(.%', y) = —0OQ.
Istnieje nieskorczenie wiele funkcji o takiej wtasnosci.
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