Temat XXVI.

Ekstrema zwiazane (warunkowe). Mnozniki Lagrange’a.
Twierdzenie Kuhna-Tuckera.

1. Niech E = {(z,y) € R? : 22 — 2zy + 2y? = 1.} Zastosowaé metode mnoznikéw La-
grange’a do wyznaczenia najbardziej i najmniej odlegtego punktu zbioru E od poczatku
uktadu wspétrzednych.

2. Zastosowaé metode mnoznikéw Lagrange’a do znalezienia tych punktéw na elipsie
22 + 2y% = 1, ktére sa polozone najblizej i najdalej od prostej x +y = 2.

3. Znalez¢é kres gérny i dolny funkcji f(z,y, z) = 22 — yz na sferze 22 + y? + 22 = 1.

4. a) Znalez¢é maksymalna warto$é funkcji f(z,y, 2) = z+y+2 na sferze 22 +y>+22 = a?.

b) Wywnioskowaé stad nieréwnos$¢ miedzy srednia arytmetyczna a $rednia kwadratowa,

tzn.
[ 2 2 2
dla z,y,z2 >0 m+§+2§ z +%+Z.

5. a) Z okragtego pniaka, ktérego przekrojem jest koto o promieniu r = 1 decymetr
wycinamy belke o przekroju prostokatnym (wpisanym w obwdéd pniaka) tak, by pole tego
przekroju bylto maksymalne. Wykazaé, ze przekrdj takiej belki musi by¢ kwadratem.

b) Po wycieciu belki jak w punkcie a), z kazdego z czterech pozostalych skrawkéw
wycinamy dluga deske tak, aby jej pole przekroju poprzecznego bylo maksymalne (tj.
tak, by zoptymalizowaé¢ wykorzystanie drewna). Jakie sa wymiaru przekroju takiej
deski?

6. Plaszczyzna x +y + 2 = 12 przecina paraboloide z = 22 4+ y?. Wyznaczy¢ najwyzej i
najnizej potozony punkt tego przekroju.

7. Stozek 2% = x? + y? przecinamy plaszczyzna x + 2y + 3z = 3. Na otrzymane;j elipsie
znalez¢ punkty polozone najblizej i najdalej od poczatku uktadu wspétrzednych.

8. a) Wyznaczy¢ kres dolny i kres gérny zbioru wartosci funkcji f(z,y, z) = 22 +y? — 2
na zbiorze S = {(z,y,2) € R® : 22 +y? — 22 = 0,22 + y*> + ( — 2)? = 2}.

b) Wyznaczyé kres dolny i kres gérny zbioru wartoéci funkcji f(z,y,2) = 22 + % — 2
na zbiorze S = {(z,y,2) € R3 : 2?2 + ¢y + (2 —2)2 = 2,2 = 1}.

¢) Wyjasnié réznice stosowalnosci metody mnoznikéw Lagrange’a pomiedzy punktami
a)ib).
9. Wyznaczy¢ kres dolny i kres gérny zbioru wartosci funkeji f(z,y) na zbiorze S C R? :

a) fz,y) =2 —y*  S={(x,y) eR®:2® +y* =4},

b) flz,y) =2>+y*  S={(x,y) € R®: 22+ 3y = 6};

c) fz,y) = zy S ={(z,y) e R? : 4a® + 9y* = 36};

d) fz,y) =42* +9y* S ={(z,y) e R®:2® +y* =1}

e) f(z,y) = 2%y’ S={(z,y) eR*:2” + 4y? = 4}.

10. Znalezé punkty zbioru S = {(z,y) € R? : 22 4+ 122y + 6y* = 130} polozone najblize]
poczatku uktadu wspéirzednych.



11. Znalezé punkty zbioru S = {(z,y) € R? : 422 + 9y? = 36} polozone najblizej i
najdalej od punktu (1,0).

12. Wyznaczy¢ kres dolny i kres gérny zbioru wartosci funkeji f(z,y, z) na zbiorze
SCR3:

a) f(z,y,2) =3z +2y+2 S={(a,y,2) ER:a® +y* +2° = 1}

b) f(z,y,2) =a?+y* + 22 S={(x,y,2) €R®: 30+ 2y + 2 =6};

0 F(z.y,2) = Ty S ={(5,9,2) ER 0?42 422 = 1)
d) f(z,y,2) = zyz S={(z,y,2) eR®: 2?2 +y?*+ 22 =l +y+2z=1}
e) f(z,y,2) = zyz S={(r,y,2) ER3: 22+ + 22 < L,o+y+2z=1};

£) flz,y,2) =22+ +22 S={(z,y,2) ER3:2+y+2z=1,2+2y+32=06};

13. Korzystajac z twierdzenia Kuhna-Tuckera, wyznaczy¢ maksimum funkeji f(z,y) =
x + ay na zbiorze M = {(z,y) € R? : 22 +y?> < 1,z +y > 0} (wspélczynnik a jest
parametrem).
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