
Temat XXVIII

Ca lki wielokrotne. Podstawienie biegunowe. Ca lka Poissona.

1. Wyprowadzić wzór na obj ↪etość i pole powierzchni:

a) stożka o tworz ↪acej ` i promieniu podstawy r.

b) torusa, powsta lego przez obrót wokó l osi OZ ko la po lożonego w p laszczyźnie{
(x, y, z) ∈ R3 : y = 0

}
, o środku w punkcie (2, 0, 0) i promieniu r = 1 .

2. Obliczyć:

a)
∫ 3

2

(∫ 1

0
6xy dx

)
dy;

b)
∫ 3

1

(∫ 1

−2
(4x3 + 6xy2) dy

)
dx;

c)
∫ 1

0

∫ π
2

0
(ey + sinx) dxdy;

d)
∫ 1

0

∫ π

0
ex sin y dydx;

e)
∫ 1

0

∫ 1

0
ex+y dxdy;

f)
∫ 2

1

∫ 3

1

(
x

y
+
y

x

)
dydx;

g) lim
n→∞

∫ 1

0

∫ 1

0
xnyn dxdy;

h)
∫ ∫

D
xy2 dxdy , gdzie D jest zwartym podzbiorem R2 ograniczonym krzywymi

y = x2 oraz y = x3 .

i)
∫ ∫

D
(6x+2y2) dxdy , gdzie D jest zwartym podzbiorem R2 ograniczonym parabol ↪a

y = x2 oraz prost ↪a x+ y = 2 .

j)
∫ 1

0

∫ x3

0
e
y
x dydx;

k)
∫ 1

0

∫ 1

y
e−x

2
dxdy;

l)
∫ π

0

∫ π

x

sin y
y

dydx;

m)
∫ 1

0

∫ 1

y

1
1 + x4

dxdy;

3. Obliczyć obj ↪etość zwartego podzbioru R3 (bry ly) ograniczonej p laszczyznami
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = 0
}
,{

(x, y, z) ∈ R3 : z = x
}
, oraz powierzchni ↪a boczn ↪a walca

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 4

}
.

4. Używaj ↪ac wspó lrz ↪ednych biegunowych obliczyć:

a) obj ↪etość zwartego podzbioru R3 (bry ly) ograniczonej p laszczyzn ↪a
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = 0
}

1



oraz powierzchni ↪a boczn ↪a paraboloidy
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = 25− x2 − y2
}
.

b) pole zwartego podzbioru R2 (figury) ograniczonej od wewn ↪atrz okr ↪egiem
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1
}

zaś od zewn ↪atrz krzyw ↪a, której równanie we wspó lrz ↪ednych biegunowych ma postać
r = 2 + cosϕ .

5. Wiedz ↪ac, że
∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π . obliczyć:

a)
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−
x2

2 dx;

b)
1√
2π

∫ ∞
−∞

xe−
x2

2 dx;

c)
1√
2π

∫ ∞
−∞

x2e−
x2

2 dx;

d)
1

σ
√

2π

∫ ∞
−∞

x2e−
x2

2σ2 dx , gdzie σ > 0;

e)
1

σ
√

2π

∫ ∞
−∞

xe−
(x−2)2

2σ2 dx;
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