
Temat XXVI.

Ekstrema zwi ↪azane (warunkowe). Mnożniki Lagrange’a.
Twierdzenie Kuhna-Tuckera.

1. Niech E = {(x, y) ∈ R2 : x2 − 2xy + 2y2 = 1.} Zastosować metod ↪e mnożników La-
grange’a do wyznaczenia najbardziej i najmniej odleg lego punktu zbioru E od pocz ↪atku
uk ladu wspó lrz ↪ednych.

2. Zastosować metod ↪e mnożników Lagrange’a do znalezienia tych punktów na elipsie
x2 + 2y2 = 1, które s ↪a po lożone najbliżej i najdalej od prostej x + y = 2.

3. Znaleźć kres górny i dolny funkcji f(x, y, z) = x2 − yz na sferze x2 + y2 + z2 = 1.

4. a) Znaleźć maksymaln ↪a wartość funkcji f(x, y, z) = x+y+z na sferze x2+y2+z2 = a2.
b) Wywnioskować st ↪ad nierówność mi ↪edzy średni ↪a arytmetyczn ↪a a średni ↪a kwadratow ↪a,

tzn.

dla x, y, z ≥ 0
x + y + z

3
≤

√
x2 + y2 + z2

3
.

5. a) Z okr ↪ag lego pniaka, którego przekrojem jest ko lo o promieniu r = 1 decymetr
wycinamy belk ↪e o przekroju prostok ↪atnym (wpisanym w obwód pniaka) tak, by pole tego
przekroju by lo maksymalne. Wykazać, że przekrój takiej belki musi być kwadratem.

b) Po wyci ↪eciu belki jak w punkcie a), z każdego z czterech pozosta lych skrawków
wycinamy d lug ↪a desk ↪e tak, aby jej pole przekroju poprzecznego by lo maksymalne (tj.
tak, by zoptymalizować wykorzystanie drewna). Jakie s ↪a wymiaru przekroju takiej
deski?

6. P laszczyzna x + y + z = 12 przecina paraboloid ↪e z = x2 + y2. Wyznaczyć najwyżej i
najniżej po lożony punkt tego przekroju.

7. Stożek z2 = x2 + y2 przecinamy p laszczyzn ↪a x + 2y + 3z = 3. Na otrzymanej elipsie
znaleźć punkty po lożone najbliżej i najdalej od pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych.

8. a) Wyznaczyć kres dolny i kres górny zbioru wartości funkcji f(x, y, z) = x2 + y2− z
na zbiorze S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 0, x2 + y2 + (z − 2)2 = 2}.

b) Wyznaczyć kres dolny i kres górny zbioru wartości funkcji f(x, y, z) = x2 + y2 − z
na zbiorze S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z − 2)2 = 2, z = 1}.

c) Wyjaśnić różnic ↪e stosowalności metody mnożników Lagrange’a pomi ↪edzy punktami
a) i b).

9. Wyznaczyć kres dolny i kres górny zbioru wartości funkcji f(x, y) na zbiorze S ⊂ R2 :

a) f(x, y) = x2 − y2 S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4};

b) f(x, y) = x2 + y2 S = {(x, y) ∈ R2 : 2x + 3y = 6};

c) f(x, y) = xy S = {(x, y) ∈ R2 : 4x2 + 9y2 = 36};

d) f(x, y) = 4x2 + 9y2 S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1};

e) f(x, y) = x2y2 S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + 4y2 = 4}.

10. Znaleźć punkty zbioru S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + 12xy + 6y2 = 130} po lożone najbliżej
pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych.
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11. Znaleźć punkty zbioru S = {(x, y) ∈ R2 : 4x2 + 9y2 = 36} po lożone najbliżej i
najdalej od punktu (1, 0) .

12. Wyznaczyć kres dolny i kres górny zbioru wartości funkcji f(x, y, z) na zbiorze
S ⊂ R3 :

a) f(x, y, z) = 3x + 2y + z S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1};

b) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 S = {(x, y, z) ∈ R3 : 3x + 2y + z = 6};

c) f(x, y, z) = xyz S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1};

d) f(x, y, z) = xyz S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 1};

e) f(x, y, z) = xyz S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x + y + z = 1};

f) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 S = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + z = 1, x + 2y + 3z = 6};

13. Korzystaj ↪ac z twierdzenia Kuhna-Tuckera, wyznaczyć maksimum funkcji f(x, y) =
x + ay na zbiorze M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1 , x + y ≥ 0} (wspó lczynnik a jest
parametrem).
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