
Temat XX.

Pochodne cz ↪astkowe. Różniczkowanie funkcji wielu zmiennych.

1. Niech

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
dla x2 + y2 6= 0;

0 dla x = y = 0.

Zbadać istnienie pochodnych cz ↪astkowych ∂
∂xf(0, 0) oraz ∂

∂yf(0, 0).

2. Obliczyć pochodne cz ↪astkowe nast ↪epuj ↪acych funkcji:

a) f(x, y) = xy, b) f(x, y, z) = x2y3z4, c) f(x, y, z) = x2 + y3 + z4,

d) f(x, y, z) = exyz e) f(x, y, z) = x4 − 16yz, f) f(x, y, z) = xey + yez + zex,

f) f(x, y, z) = x2ey ln z, h) f(x, y) = arctg (x
y ), i) f(x, y, z) = (1− x2 − y2 − z2)e−xyz.

3. Znaleźć tak ↪a funkcj ↪e f(x, y), by zachodzi lo

∂

∂x
f(x, y) = 2xy3 + ex sin y

oraz
∂

∂y
f(x, y) = 3x2y2 + ex cos y + 1.

4. Zbadać różniczkowalność nast ↪epuj ↪acych odwzorowań:

a) f(x, y) =

{
xy x2−y2

x2+y2 dla x2 + y2 > 0,

0 dla x2 + y2 = 0,
b) f(x1, ..., xk) =

√
x2

1 + ... + x2
k,

c) f(x, y) =
{

(x2 + y2) sin 1
x2+y2 dla x2 + y2 > 0,

0 dla x2 + y2 = 0,
d) f(x, y) = 3

√
x3 + y3,

e) f(x, y) =
{ 1

y sin(xy) dla y 6= 0,

x dla y = 0,
f) f(x, y, z) =

√
xyz.

5. Zróżniczkować odwzorowanie z lożone g ◦ f, gdzie:

a) f : R+ → R2, f(x) = (x,
√

x), g : R2 → R, g(x1, x2) = e−(x2
1+x2

2);

b) f : R→ R2, f(x) = (cos 2x, sin 2x), g : R2 \ {(0, 0)} → R, g(x1, x2) = 1
x2
1+x2

2
;

c) f : R2 → R3, f(x, y) = (x− y, x + y, 2
√

xy), g : R3 \ {(0, 0, 0)} → R,
g(x1, x2.x3) = ln(x2

1 + x2
2 + x2

3);

d) f : R2 → R3, g : R3 → R,
f(x, y) = (x2 − y2, x2 + y2, x2y2), g(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x3 + x3x1;

e) f : R2 → R2, g : R2 → R2,
f(x, y) = (x− y, x + y), g(x1, x2) = (ex1 cos x2, e

x1 sin x2).
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