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Funkcje wielu zmiennych

Ekstrema warunkowe

Ekstrema warunkowe
Niech f : A — R dla otwartego A C R*. Szukamy ekstreméw funkcji f ograniczonej do
zbioru M C A, ktéry nie jest otwarty w R* (np. jest rozmaitodcia wymiaru mniejszego niz

Przyktad. Niech

f:R?\ {(0,0)} — R, flz,y) = a2 + y?
(odlegto$é od punktu (0,0)). Wtedy f jest klasy C!, grad f(z,y) # (0,0) dla wszystkich

(z,y) i f nie przyjmuje maksimum i minimum.
Niech M = {(z,y) : (x —2)*> +y* = 1} (okrag o $rodku w (2,0) i promieniu 1). Wtedy f|
przyjmuje maksimum (réwne 3) w punkcie (3,0) i minimum (réwne 1) w punkcie (1,0).

Metoda Lagrange’a

Twierdzenie. Niech M bedzie d-wymiarowq rozmaitosciq klasy Ct wyznaczong przez funk-
cje g A — R™ dla A otwartego podzbioru R¥, k> m, d =k —m (tzn. M = {x € A :
g(z) = 0} # 0, g klasy C' i grad g,(z),...,grad g,,(x) liniowo niezaleine dla kazdego
x € M). Niech f : A — R klasy C*. Wtedy, jesli flyr ma ekstremum lokalne w punk-
cie ¢y € M, to istniejg liczby A, ..., A\ € R (mnozniki Lagrange’a), takie ze dla funkcji
Lagrange’a

L(z) = f(2) + Mg1(@) 4+ - + Amgm(2),

1



gdzie g = (g1, - -, 9m), zachodzi
grad L(zg) = 0.
Uwagi
e Zamiast \; mozna wzia¢ —\;.

o grad L(zg) = 0 <= grad f(zg) = —Ai1grad g1(xg) — - -+ — A\ grad gm (x0). Zatem,
warunek ten jest réwnowazny temu, ze grad f(xg) € N, M, czyli grad f(zo) jest
ortogonalny do wszystkich wektoréw stycznych do M w punkcie .

e Twierdzenie Lagrange’a ma charakter lokalny, tzn. zamiast M mozna wzia¢ M NU
dla dowolnego otoczenia U C R¥ punktu .

e Twierdzenie Lagrange’a daje warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego, ktory

nie musi by¢ warunkiem dostatecznym.

Whiosek. Aby znaleZé mozliwe punkty lokalnie ekstremalne dla f|y, nalezy rozwigzaé
uktad rownan

He(x) =0
Fac(x) =0
gi(x) =0

gm(x) = 0.

Jest to uktad k + m rownan z k + m niewiadomymi.

Przyktad. Znalez¢ maksimum i minimum funkcji f(z,y,2) = 2z 4+ 3y — 2z na zbiorze
M={(z,y,2) > +y*+ 22 =14, v +y + 2 = 0}.

Niech g : R® — R? g(z,y,2) = (22 + 9> + 2% — 14,2 + y + 2z). Wtedy ¢ klasy C* i
M = {(z,y,2) : g(x,y,z) = 0}. Jest jasne, ze M # () (M jest okregiem w plaszczyznie o
réwnaniu x + y + z = 0). Poza tym,

gradgl(x7y7z) - (2.T, 29722)7 grade(%yyZ) - (]-) 17 1)7

wiec grad g1(z, v, 2), grad go(z, y, 2) sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy gdy z =y = z.
Dla (z,y,z) € M ten warunek daje

32?2 =14

3x =0,

czyli sprzecznosé. Wektory grad g1 (z, v, 2), grad go(x,y, z) sa wiec liniowo niezalezne dla
kazdego (x,y,z) € M.



Zatem, M jest 1-wymiarowsg rozmaitoécig klasy C!' wyznaczong przez funkcje g. Poza
tym, funkcja f jest klasy C! na R2 Sa wicc spelione wszystkie zalozenia twierdzenia
Lagrange’a. Funkcja Lagrange’a jest réwna

L(z,y,2) =20+ 3y — 2z + M\ (22 +y* + 22 — 14) + \o(a +y + 2).

Zatozmy, ze f|ys osiaga ekstremum lokalne w pewnym punkcie (g, yo, 20) € M. Z twierdze-
nia Lagrange’a, istniejg takie liczby A1, Ay € R, ze grad L(xo, yo, 20) = 0. Wraz z réwnaniami
okreslajacymi M daje to nastepujacy uktad réwnan:

2+)\1-2x+>\2:0
34+ 20+ X =0
—24+X-224+X=0
2yt +22=14
r+y+z=0.

Odejmujac stronami drugie réwnanie od pierwszego i trzecie od drugiego, otrzymujemy

2M(x—y) =1
2M(y — z) = 5.

W szczegdlnosei, wynika stad Ai(y — z) # 0. Zatem,

=Y

y—z 5

Stad bx — by = z — y, czyli br — 4y — 2 = 0. Wraz z czwartym i piatym réwnaniem daje to

5 —4dy —2=20
P+t + 22 =14
r+y+z=0.

Dodajac stronami pierwsze i trzecie rownanie, otrzymujemy 6z — 3y = 0, czyli y = 2z, a z
trzeciego rownania z = —3x. Podstawiajac to do drugiego réwnania, dostajemy 2 + 4x% +
922 = 14, co daje 142? = 14, a wiec z = %1.

Ostatecznie otrzymujemy dwa rozwiazania: (1,2, —3) i (=1, -2, 3). Funkcja f|y moze wiec
przyjmowac ekstrema lokalne tylko w tych dwoch punktach. Z drugiej strony, M jest zwar-
ty i f ciagla, wiec f|y przyjmuje maksimum i minimum. Poniewaz f(1,2,—-3) = 14,
f(=1,-2,3) = —14, funkcja f przyjmuje maksimum réwne 14 w punkcie (1,2, —3) i mini-
mum réwne —14 w punkcie (—1, -2, 3).

Przyktad. Znalez¢é maksimum i minimum funkeji f(z,y,2) = = + y + z na zbiorze M =
{(my.2) e +y?+22 =1, 2® +y* =1}



Niech g(z,y,2) = (2® +y*+ 22 — 1,22 + y?> — 1). Wtedy g klasy C' na R®* i M = {(x,y, 2) :
9(x,y,2) = 0} # 0. Mamy

grad g1 (l’, Y, Z) - (21’, 2y7 22)7 grad 92(1:7 Y, Z) - (21;7 2y7 0)

Zatem, wektory grad ¢1(x, y, z), grad g2(x, y, z) sa liniowo zalezne w punktach postaci (z,y, 0),
a zatem w punktach z M. Nie sg wiec spelnione zatozenia twierdzenia Lagrange’a.
Funkcja Lagrange’a jest w tym przypadku réwna

L(z,y,z) =z +y+z+ M@ +y>+2° = 1)+ Xa(a® +y* — 1),

wiec odpowiedni uktad rownan

grad L(z,y,z) =0
g(x,y,2) =0

jest postaci
142 M2+ 2 2 =0
1+ 2)\1y + 2)\2y =0

2 +yP+22-1=0
?+yt—-1=0.

Jest to uktad sprzeczny, bo z czwartego i1 piatego réwnania wynika, ze z = 0, co jest
sprzeczne z trzecim réwnaniem. Z drugiej strony, funkcja f jest klasy C*, a zbiér M jest
zwarty, wiec f|y musi przyjmowaé¢ maksimum i minimum.

Aby skorzysta¢ z metody Lagrange’a, zauwazamy, ze poniewaz z réwnan g(x,y,z) = 0
wynika z = 0, to M mozna przedstawi¢ w postaci

M ={(z,y,2) : g(z,y,2) = 0}

dla
g(I‘,y,Z) = (I2 + y2 - 17’2)’
Funkcja § jest klasy C! na R® oraz

gradgl(x,y,z) - (2'1;’2y70)7 gradgg(x,y,z) - (0707 1)

Zatem, wektory grad ¢;(x,y, ), grad gz(x, y, z) sa liniowo niezalezne dla kazdego (z,y, z),
wiec M jest rozmaitodcig 1-wymiarowa klasy C' wyznaczong przez funkcje g i mozemy
zastosowac twierdzenie Lagrange’a.

Funkcja Lagrange’a jest teraz rowna

Lz, y,z) =2z 4y + 24+ M(@® +1% = 1) + hoz.



Uktad réwnan

grad L(z,y,2) =0
9(x,y,2) =0

jest postaci

1+2Mz =0
14+2My =0
1+ X =0

2yt =1
z=0.

Odejmujac drugie réwnanie od pierwszego, otrzymujemy = = v, co daje 222 = 1, czyli
T = :I:g.
Mamy zatem dwa rozwigzania: (?, %, 0) i (—ﬁ — 2 0). Poniewaz, jak powiedzieliSmy,

20 T2
flar przyjmuje maksimum i minimum oraz
2 V2 2 2
P22 O s (2 V20 L e
2 2 2 2
V2 V2
2 9 9
— minimum réwne —/2.

to w punkcie ( 0) funkcja f przyjmuje maksimum réwne v/2, a w punkcie (—¥%2, —%, 0)

Twierdzenie Kuhna—Tuckera

Twierdzenie. Niech g : A — R™, h : A — R! klasy C', gdzie A otwarty podzbiér R* i
niech,

M={xeA:qg1(x)=0,...,9n(x) =0,hi(z) <O0,...,hx) <0},
gdzie g = (g1, 9m), h = (h1,..., ). Zalozmy, ze M # () i dla kazdego x € M wektory
grad g1(x), ..., grad g, (x), grad by, (x), ..., grad h;_ (x) sq liniowo niezalezne, gdzieiy, . .. i
sq tymi indeksami i, dla ktérych hi(z) = 0.
Niech f: A — R klasy C*. Wtedy, jesli f|y ma minimum lokalne w punkcie xo € M, to
istniejg liczby A1, ..., Ay € R, pq, ..., = 0, takie Ze dla funkcy

K(r) = f(z) + Agi(z) + - + Angm(2) + paha(x) + - - + ph(z)

zachodzi
grad K (zp) =0 oraz  puhi(zo) + -+ phi(xe) = 0.
Poza tym, jesli dodatkowo zbior M wypukly i funkcja fly $cisle wypukla (tzn. f(tx, +

(1 —t)zo) < tf(z1) + (1 —t)f(xe) dla x1,29 € M, 21 # xa,t € (0,1)), to f|lu przyjmuje
minimum w doktadnie jednym punkcie xo okreslonym powyzszymi réwnaniams.

Uwaga. Aby otrzymaé¢ odpowiedni warunek dla maksimum lokalnego funkcji f, nalezy
zastosowa¢ twierdzenie Kuhna-Tuckera dla funkcji —f.



