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Rachunek catkowy

Funkcja pierwotna — calka nieoznaczona

Calkowanie funkcji wymiernych

Definicja. Funkcja wymierna to funkcja postaci f(z) = gg;, gdzie P, () sa wielomianami.

Twierdzenie o rozkladzie wielomianu
Kazdy wielomian Q(z) o wspétczynnikach rzeczywistych mozna jednoznacznie zapisaé w
postaci

Qz) = afr — al)kl e (2 — am)km(a:2 + byx + cl)l1 (2 by + cn)l",

gdzie a; pierwiastek rzeczywisty wielomianu @ krotnodci k; oraz tréjmiany 22 + bz + ¢;
nie maja pierwiastkow rzeczywistych.

Stwierdzenie. Kazdg funkcje wymierng mozna przedstawié w postaci f(x) = W (x)+ ggg ;

gdzie W, P, Q) sq wielomianami, deg P < deg Q (gdzie deg oznacza stopier wielomianu) oraz
P, Q nie majg wspolnych czynnikow (w rozkladzie z poprzedniego twierdzenia).



Twierdzenie o rozkladzie funkcji wymiernej
Niech f(z) = gg;, gdzie P, (Q sa wielomianami bez wspoélnych czynnikéw i deg P < deg Q.
Wtedy f(x) mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy funkeji (tzw. utamkdéw pro-

stych) postaci

A
(x —a;)"
Bj x4+ Cj
(22 + bjx + ¢;)*
dla pewnych statych rzeczywistych A, ,, B, s, C; s, gdzie QQ(x) ma rozktad

1=1,....m, r=1,...,k oraz

Jj=1...,n, s=1,...,1,

Qr) = alz —a)™ - (z — @)™ (@ + by + )" - (22 + bw + )"

Whniosek. Problem catkowania funkcji wymiernych sprowadza sie do catkowania utamkow
prostych.

L dz.
— 523 + 922 — Tx + 2
Rozktadamy wielomian Q(z) = z* — 523 + 92% — 7x + 2 na czynniki. Sprawdzamy, ze 11 2
sa pierwiastkami wielomianu Q. Dzielac Q(z) przez x — 1 1 x — 2, otrzymujemy

Q(z) = (z — 1)(x — 2)(2* — 22 + 1),

Przyktad. Obliczyé catke / -
xXr

skad mamy
Qx) = (z = 1)*(z - 2).

Z twierdzenia o rozktadzie funkcji wymiernej, wiemy ze

1 A B C D
@—1P@—2) -1 (@=12 (@—17 2-2

dla pewnych A, B,C, D € R. Mnozac to réwnanie przez (x — 1)3(z — 2), otrzymujemy
=A@ -1z -2)+Bx—1)(z—2)+C(x —2)+ D(z — 1)%.

To réwnanie jest spetnione dla kazdego = € R. Podstawiajac kolejno za x liczby 1, 2, 0, 3,
dostajemy C = -1, D=1, A=Bi4A+2B = —6. Stad A = —1, B = —1. Mamy zatem

1 I R D S
vt =513 4+922 —Tr+2 -1 (z—-12 (z—-13 z-2
skad
1 1 1 1 1
d:—/ d—/id—/id /7d
/m4—5x3+9w2—7$+2 ’ z—1 (x —1)2 v (x —1)3 v z—2"
Injz— 1]+ ! + ! +1In|z — 2|
= —In|lx — n\r—
r—1 2x—-1)2
1 n 1 4 x—Q'
= n .
r—1 2xz—1)2 T —
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1

dx.
zt+1 v

Przyktad. Obliczy¢ catke /

Rozktadamy wielomian Q(x) = z* + 1 na czynniki. Mamy
4 l=@2+1)? -2 =@ = V22 + 1)@+ V22 +1).

Zatem,
I Axr+ B n Cx+ D
41 22— V2r+1 22+V22+1

dla pewnych A, B,C, D € R. Mnozac przez x* + 1, otrzymujemy

1=(Az+B)(@*+V22+1)+ (Cx+D)(a? —V2z+1),
co po uporzadkowaniu ma postaé
(A+C)* +(V2A+B—-V2C+D)i* +(A+V2B+C—+V2D)x+B+D—1=0.

Poniewaz ta rownos¢ ma miejsce dla kazdego x € R, wszystkie wspotczynniki po lewej
stronie réwnania musza by¢ rowne 0. Otrzymujemy zatem uktad rownan

A+C=0
V2A+B—-y2C+D=0
A+vV2B+C—-vV2D=0
B+D-1=0.

Podstawiajac C' = —A i D =1 — B do dwoch pozostalych réwnan, mamy

2V2A+1=0
2v2 B —+2=0,
skad A= -2, B=1, =% D=1
Zatem,
1 —%x + % ?1‘ + %
/47 dx = dx —l—/ dx.
zt+1 2 —V2zx+1 24+V2x+1
o)
Policzymy najpierw druga calk / dx. Mam
ymy najp gaealke | T y
24l V2 2+4/2 1 1

P2+ V20+1 8 22+2a+1 A2+ V2z+1
V2 20 +42 1 1

T8 2422 +1 2(V2x+12+1




. 20 + V2 . . . .
Liczac / z+ V2 dz, stosujemy podstawienie y = 22 4+ v/2  + 1. Poniewaz dy

22 +V2zx+1
(22 4 V/2)dz, otrzymujemy
20 + /2 1
d:c:/fd —Iny=In(z2+vV2x+1).
/x2+\/§x+1 Y Y Y ( )
1
W calce/ dz stosujemy podstawienie y = /2 x + 1 1 dostajemy d
Vi1l jemy p y =2 jemy dy

V2 dz,

1
= = — = — 2x+1).
/(\/5$+1>2+1 dx / dy 5 arctgy 5 arctg(\/_a: )

Reasumujac, mamy

V2 1
Ty V2, V2
r=—~"In(z®> +V2x+1)+ ~ arctg(v2 z + 1).
/932+\/§$—|—1 8 ( ) 4 8( )
Liczac pierwsza catke, podstawiamy y = —x i mamy dy = —dx,
V2 1 V2 1
—it T dx:_/ aYta
22 —2zx+1 P2+V2y+1

= —\{fln(yQ%—\/Ey—i-l) - \ffarctg(\/gy—i- 1)

= —\fln(ac2 —V2z+1)— \farctg(—ﬂm +1)

przy pomocy wzoru na druga catke.
Ostatecznie otrzymujemy
/ 1 y V2 | 24+V2z+1 V2
=—1In

— + ~Z(arctg(V2 x + 1) — arctg(—v2 z + 1)).
el PR g 4(arc g(vV2z+1) — arctg( x+1))

Catlka oznaczona

Calka oznaczona (Newtona)
Niech
f:la,b] — R,

gdzie a,b € R, a < b, bedzie funkcja ciagta.

Definicja. Calkg oznaczong (Newtona) funkcji f na przedziale [a, b] nazywamy liczbe

b
| f@) da = F) = F(a) 2 [F@)]
gdzie F jest funkcjg pierwotng funkcji f.

Uwaga. Wartos¢ calki oznaczonej nie zalezy od wyboru funkcji pierwotne;j.
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Podstawowe wlasnosci calki oznaczonej

Twierdzenie. Niech f,g : [a,b] — R ciggle. Wtedy:

[ )+ o) de= [ @ydes [ gt

/abcf()dx—c/ f(z) dx dla c € R.

Twierdzenie. Niech f,g : [a,b] — R ciggle oraz f(zx) < g(z) dla x € [a,b]. Wtedy

Twierdzenie o catkowaniu przez czesci dla calki oznaczonej
Jedli funkcje f, g : [a,b] — R sa klasy C*, to

/ab f,(l')g<33) dr = [f(aﬁ)g(x)]z — /abf(‘r)g/(x) dr.

Twierdzenie o calkowaniu przez podstawienie dla calki oznaczonej
Niech g : [a,b] — R bedzie funkcja klasy C* i niech f bedzie funkcja ciagla okreslong na
przedziale zawierajacym ¢([a, b]). Wtedy

[ rtotang @) e = [ )y

(a)
Uwagi

a b
e Przyjmujemy konwencje / f(z) dx = —/ f(z) dz.
b a

b b
e W odréznieniu od calki nieoznaczonej, mozemy napisaé / f(z) de = / fly) d

b
f(t) dt etc. (wedlug definicji, wartosé catki oznaczonej zalezy tylko od przedziatu
[(;, b i funkcji f).

b
Przyklad. / dr = [7]° =b—a.

2 2 2
Przyktad. / lnxdx:/ 1-lnxde = M[:Uln:z:]f—/ dr =2In2 — 1.
1 1 przez czesci 1
10 1
Przyklad. / x2 e = /1 , dy=n Y11 = In 10.



Wzér Taylora z reszta w postaci catkowej

Twierdzenie. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjq klasy C™. Wtedy n-ta reszta Taylora
funkcji f w punkcie xo € (a,b) ma postaé

x (n+1)
ey = [y

Funkcja gérnej granicy catkowania

Twierdzenie. Niech f : [a,b] — R, gdzie a,b € R, a < b, bedzie funkcjq cigglq. Wtedy
funkcja

Dowad. 7 definicji catki oznaczonej, funkcja F' jest funkcja pierwotng funkcji f. [



