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Funkcje wielu zmiennych

Granica i ciggloéé w RF

Twierdzenie. Zbiér A C R¥ jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego zbieznego
ciggu punktow z A jego granica nalezy do A.

Dowdd. Zatézmy, ze zbior A jest domkniety. Niech ciag punktow z, € A bedzie zbiezny
do y € R¥. Gdyby y ¢ A, to z otwartoéci R \ A istnialoby ¢ > 0, takie ze B(y,e) N A = 0.
Ale z definicji granicy ciagu, ||z, — y|| < € dla prawie wszystkich n, wiec x,, € B(y,e) N A,
co daje sprzecznosé. Zatem, y € A.

Zatézmy teraz, ze kazdy zbiezny cigg punktow z A ma granice w A. Gdyby A nie byt
domkniety, to R* \ A nie bylby otwarty, wiec istniatby punkt y € R¥ \ A, taki ze dla
kazdego n € N kula B(y,1/n) przecinalaby A. Wybierajac punkt =, € AN B(y,1/n),
mielibySmy ||z, — y|| < 1/n — 0. To daje z, € A, x, — y, a Wicc sprzecznosé z
zatozeniem. Zatem, A jest domkniety. ]

Whniosek. Zbiér A C R* jest domknicty wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera wszystkie swoje
punkty skupienia.

Twierdzenie Bolzano—Weierstrassa
7 kazdego ciagu ograniczonego w R¥ mozna wybraé podciqq zbieiny do pewnego punktu w
RE.

Twierdzenie. Zbiér A C R* jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu punktéw
z A mozna wybrac podcigg zbieiny do punktu z A.



Dowod. Wynika z dwoch poprzednich twierdzen. O

Twierdzenie. Niech f,g: A — R™, A C R*, a € R* punkt skupienia A. Jesli istniejg
skoriczone granice lim f(x), lim g(x), to:

o lim(f(@) £ g(a)) = lim f(o) & lim g(a).

r—a

o lim(tf(z)) = t lim f(x) dla t € R.

r—a

Ponadto, jeslim =1, to

o lim(f(x)g(x)) = lim /(x) lim g(a),

r—a r—a r—a

lim f(z)
o lim 58 - gf;;g(x) o ile lim g(x) # 0.

Uwaga. Twierdzenie o trzech funkcjach przenosi sie na przypadek funkcji skalarnych okre-
$lonych na podzbiorach R*.

Przyktad.
2
lim =

(z,9)—(0,0) T° + Y
Dowad.

?y | a? <

x2+y2 - x2+y2|y| = |y|7

wiec w definicji e-0 wystarczy przyjac¢ 6 = e. ]
Przyktad.

lim nie istnieje.
(@) —(0,0) 2% + 1>

Dowdd. Niech (2,,y,) = (0, 1). Wtedy (., 9) — (0,0), (20 0) # (0,0) i

=0.

Niech teraz (x7,,y;,) = (5. ;). Wtedy (27, 47,) — (0,0), (z7,,95) # (0,0) i

LQ 1
/ / _n =
f(xﬂﬂyn) - 2# 2
Zatem, z definicji Heinego, granica f w (0,0) nie istnieje. [



Ciagloéé funkcji w R¥

Definicja. Niech f : A — R™ dla A C R¥ i niech a € A punkt skupienia A. Méwimy, ze
f jest ciaggta w punkcie a, jesli lll)r(ll f(z) istnieje i jest réwna f(a).

W przypadku, gdy a jest punktem izolowanym zbioru A, przyjmujemy zawsze, ze f jest
ciagta w a.

Funkcja f jest ciagta, jesli jest ciagta w kazdym punkcie a € A.

Definicja otoczeniowa ciggloéci funkcji w R”

Funkcja f : A — R™, gdzie A C R¥ i a € A punkt skupienia A jest ciggla w punkcie a,
jesli dla kazdego otoczenia U C R™ punktu f(a) istnieje otoczenie V' C R* punktu a, takie
ze jeSliz € ANV, to f(z) € U.

Definicja Cauchy’ego (e-9) cigglosci funkcji w R”
Funkcja f : A — R™, gdzie A C R*¥ i a € A punkt skupienia A jest ciggla w punkcie a,
jesli

Ves0 Jo50 Vaea o —al| <0 = [[f(z) — fo)]| <e.

Uwaga. Definicja Heinego (ciggowa) ciggltodci funkcji w R* jest taka jak dla funkcji jednej
zmiennej.

Uwaga. Wszystkie te definicje sa réwnowazne.

Zbiory spdjne

Definicja. Drogg taczaca punkty x1, 2o € R¥ nazwiemy dowolng funkcje ciagla f : [0,1] —
R taka, ze f(0) = a1, /(1) = 5.

Definicja. Zbior A C RF jest spdjny, jedli istnieje droga taczaca kazde dwa punkty z,y € A.
Ponadto zbior otwarty i spéjny nazywamy obszarem.

Uwaga. Ogélnie, méwimy ze dowolny zbiér A C R jest spéjny, jeéli nie mozna go podzielié
na niepuste roztgczne podzbiory X, Y, takie ze X = ANU,Y = ANV, gdzie U,V otwarte
w RF.

Wtasnosci funkcji ciggltych w R”

Twierdzenie. Suma, réznica i zlozenie funkcji cigglych sq ciggle (w swoich dziedzinach).
Tak samo jest dla iloczynu i ilorazu funkcji ciggtych skalarnych.

Twierdzenie Weierstrassa
Jedli f: A — R ciagla, gdzie A C R¥ zwarty, to f osiaga maksimum i minimum.

Twierdzenie. Jesli f : A — R™ ciggla, gdzie A C R zwarty, to f(A) zwarty.



Twierdzenie. Jesli f : A — R™ ciggla, gdzie A C R* spdjny, to f(A) spéiny.

Whiosek. Jesli f : A — R ciggla, gdzie A C R¥ spéjny, to dla kazdego x,y € A, jesli c
lezy pomiedzy f(x) i f(y), to istnieje z € A, takie Ze f(z) = c.

Innymi stowy, ciggle funkcje skalarne okreslone na spéjnych podzbiorach R* majq wlasnosé
Darbouz.

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : A — R™ dla A C R* spelnia warunek Lipschitza ze
statg L > 0, jedli dla kazdego x,y € A zachodzi

1f () = F)ll < Lllz = yl|

Stwierdzenie. Jesli funkcja f : A — R™ dla A C R spetnia warunek Lipschitza, to jest
ciggta.

Przyktad. Funkcja f : R¥ — R, f(x) = ||| spelnia warunek Lipschitza ze stala 1.

Dowdd.
1f (@) = F)I = ]l = [lylll <z -yl

z warunku trojkata w definicji normy. ]

Funkcje wypukle wielu zmiennych

Definicja. Niech A C RF zbiér wypukly. Funkcja f : A — R jest wypukla, jesli dla
kazdych z,y € Ait € [0,1] zachodzi

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+(1—-1)f(y)

Scista wypuktoséc, wklestosé i Scistyg wklestoéé definiujemy tak, jak dla funkeji jednej zmien-
nej.

Uwaga. Nieréwnos¢ Jensena zachodzi rowniez w przypadku funkcji wypuktych wielu
zmiennych.



