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Funkcje wielu zmiennych

Rézniczkowalnosé funkcji w R*
Pochodne kierunkowe i czastkowe

Definicja. Niech f : A — R™ gdzie A C RF otwarty i niech x € A, h € R*\ {0}.
Moéwimy, ze funkcja f ma pochodng kierunkowq w punkcie x w kierunku wektora h, jesli
istnieje (skonczona) granica
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Pochodna kierunkowa (czyli te granice) oznaczamy %(x) lub f7(x).
Uwaga. Pochodna kierunkowa w punkcie = jest wektorem w R™.

Uwaga. Pochodna kierunkowa w punkcie x jest pochodna funkcji jednej zmiennej po-
wstatej przez obciecie f do prostej przechodzacej przez x w kierunku wektora h, tzn.

81 (x) = ¢'(0) dla g(t) = f(z +th), gdzie ¢’ = (g}, ..., gh)-

Definicja. Pochodna czgstkowa funkcji f wzgledem i-tej zmiennej (i = 1,. .., k), oznacza-

na g—a{i(x) lub f; (), to pochodna kierunkowa f w kierunku i-tego wersora

e;=(0,...,0, 1,0,...,0), tzn.
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Uwaga. W oznaczeniu %(w) symbol z; nie oznacza i-tej wspotrzednej punktu x, tylko
rozniczkowanie po i-tej zmienne;j.

Uwaga. Pochodna czastkowa f wzgledem i-tej zmiennej to pochodna f jako funkcji jednej
zmiennej x; przy ustalonych innych zmiennych.

Przyktad. Niech f(z,y) = (¢*" 1’ sinz cosy). Wtedy

0
af(x, y) = (2ze” Y cosz cosy),
x
o .
af(x, y) = (3y2¢” Y —sinzsiny).
)
Twierdzenie. Niech f : A — R™, gdzie A C R* otwarty i niechx € A, h € RF\{0}. Wtedy
pochodna kierunkowa %(x) istnieje wtedy @ tylko wtedy, gdy istniejg pochodne kierunkowe

Gi(z),..., Ye(x), gdzie f = (fr,..., fm) i wtedy
9 0 fi 0 fm
@ = (G ).

W szczegdlnosci, to samo zachodzi dla pochodnych czgtkowtych, czyli

g;;(x) = (gg(:c),...,%i";(x)> ’

i=1,... k.

Gradient funkcji

Definicja. Niech f: A — R, gdzie A C R* otwarty, bedzie funkcja skalarna i niech € A.
Gradientem funkcji f w punkcie z nazywamy wektor

arod f0) = 52 @)oo gL ).
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Uwaga. grad f(r) jest wektorem w R*.
ﬂ
Inne oznaczenia gradientu to V f(z), V f(x).

Macierz Jacobiego

Definicja. Niech f : A — R™, gdzie A C R* otwarty i niech x € A. Zalézmy, ze f
ma w punkcie x pochodne czastkowe wzgledem wszystkich zmiennych. Macierzq Jacobiego
funkcji f w punkcie x nazywamy macierz

Ohy . Ok,
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Przykltad. Macierza Jacobiego funkcji
[R2—=R?  f(x,y) = (e cosy, e siny)

jest macierz
e*cosy —e’siny
esiny e“cosy |

MJf(x,y)Z[

Uwaga. Istnienie pochodnych czgstkowych nie jest dostatecznie silng wtasnoscig wystar-
czajaca do zdefiniowania rozniczkowalnosci funkeji wielu zmiennych.

) = 0 gdy x=01uby=0,
1 gdy z,y #0.

Przyktad. Niech f(z,
Wtedy af(O 0) = 8—f(0 0) = 0, a funkcja f nie jest ciaglta w (0,0).

Uwaga. Wtasciwe pojecie rézniczkowalnosci funkcji wielu zmiennych jest zwigzane z moz-
liwoscia dobrego przyblizania funkcji f w otoczeniu danego punktu przez przeksztatcenie
liniowe.

Definicja. Niech f : A — R™, gdzie A C R* otwarty i niech € A. Méwimy, ze f jest
rézniczkowalna w punkcie z, jedli istnieje przeksztatcenie liniowe L : RF — R™, takie ze

o JE ) = f@) = L)
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=0.

Wtedy takie przeksztatcenie liniowe L jest wyznaczone jednoznacznie i nazywamy je roz-
niczkg lub pochodng funkcji f w punkcie z. Oznaczamy je D f(x) (inne oznaczenia to D, f,

df (x)).

Uwaga. Przeksztalcenie liniowe L : R¥ — R™ jest rézniczky funkeji f w punkcie x wtedy
i tylko wtedy, gdy f(z +h) = £(z) + L(h) + a{h), gdzie limy_o %0 = 0.

Uwaga. Dla k = m = 1 funkcja f jest rézniczkowalna <= f jest rozniczkowalna wedtug
definicji z rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej i wtedy Df(x)(h) = f/'(x)h dla
h € R.

Twierdzenie. Jesli [ jest rézniczkowalna w punkcie x, to f jest ciggla w punkcie x.

Twierdzenie (Warunek konieczny rézniczkowalnosci). Jesli f jest rézniczkowalna w punk-
cie z, to f ma pochodne kierunkowe w punkcie © we wszystkich kierunkach h € R\ {0}

Z 01 01 +hkaf

Df@)(k) = G (x) = hig (@) + - + by (@)

dla h = (hl,...,hk).



Whiosek. Jesli f jest rézniczkowalna w punkcie z, to macierz rézniczki D f(x) jako prze-
ksztalcenia liniowego jest macierzq Jacobiego M J f(x). Innymi stowy,

(grad fi(x), h)
Df(x)(h) =MJf(z)-h= : ,

(grad fn(z), h)

gdzie f = (f1,--., fm). W szczegdlnosci, jesli m = 1 (czyli [ jest skalarna), to

Df(x)(h) = (grad f(z), h).

Whniosek. Aby sprawdzic rozniczkowalnosé funkcji f w punkcie x, nalezy obliczyé jej po-
chodne czqstkowe w punkcie x (jesli nie istniejg, to f nie jest rézniczkowalna w x), na-
stepnie napisaé kandydata” na rézniczke L(h) = S8, hi%(az) i sprawdzié, czy granica z
definicyi rozniczki istnieje 1 jest rowna 0. l

Przyktad. Zbadaé rézniczkowalnosé funkeji f : R? — R,
1

JemE dla (x,y) £ (0,0)
f(z,y) = 0 dla (z,y) = (0,0)
w punkcie (0,0).

Obliczamy najpierw pochodne czastkowe.

of F0+1,0) = £(0,0) e
t

Podobnie, %(07 0) = 0. Kandydatem na rézniczke jest wiec przeksztatcenie L(h) = L(hy, ho) =

0hy + 0he = 0.

Sprawdzamy istnienie granicy z definicji rézniczki.

™
|

f(O+ h1,0+ he) — £(0,0) — L(hy, he)

lim = lim _—
(h1,h2)—(0,0) /h%+h% (h1,h2)—(0,0) /h%—i-h% t—0 ¢

Zatem, funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie (0,0) i Df(0,0) = 0.




