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Funkcje wielu zmiennych

Ekstrema funkcji w R¥

Formy kwadratowe

Definicja. Niech M = [am]ﬁ ;=1 bedzie symetryczng macierza kwadratowa wymiaru k x k
o wpotczynnikach rzeczywistych (tzn. a; ; = a;; € R). Formgq kwadratowg (symetryczna) o
macierzy M nazywamy funkcje ¢ : R¥ — R zadang przez

k
o(h) = K" Mh = (h, Mh) = > 2 aighih;,

i=1j=1

gdzie h = (hy, ..., hg).
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Przyktad. M = [3 9

17 to QD(hl, hg) = h% + 6h1h2 - 2]’L%

Definicja. Niech ¢ : R¥ — R bedzie forma kwadratowa o macierzy M. Méwimy, ze ¢:

e jest nieujemnie okreslona lub dodatnio pétokreslona, jesli p(h) > 0 dla kazdego h €
R,

e jest niedodatnio okreslona, lub ujemnie pétokreslona, jesli p(h) < 0 dla kazdego h €
RE,

e jest dodatnio okreslona, jesli p(h) > 0 dla kazdego h € R* h # 0,



e jest ujemnie okreslona, jedli p(h) < 0 dla kazdego h € R*, h # 0,

e zmienia znak, lub jest nieokreslona, jesli nie jest ani nieujemnie, ani niedodatnio
okreslona, czyli istnieja hi, hy € R¥, takie ze p(hy) > 0, p(hy) < 0.

Uwaga. Zawsze zachodzi ¢(0) = 0.

Definicja. Niech M macierz wymiaru k x k i niech | € {1,... k}. Minorem gléwnym
macierzy M stopnia [ nazywamy wyznacznik macierzy wymiaru [ X [ powstatej z M przez
skreslenie pewnych k — [ wierszy i k — [ kolumn o tych samych numerach, co wiersze.
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Przyktad. Obliczy¢ wszystkie minory gtéwne macierzy |2
3

S Ot

Minory gtéwne stopnia 1:
det[1] =1, det[4] = 4, det[6] = 6

(det oznacza wyznacznik).
Minory gléwne stopnia 2:

4 5
5 6
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det[ 3 6

1—4~6—5~5——1, det[ 1—1~6—3-3——3,

1 2
det[2 4] =1-4-2-2=0.

Minor gltéwny stopnia 3:
3
5

1
det |2 =1-4-64+2-5-3+3-2-5-3-4-3-5-5-1-6-2-2=—1.
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Twierdzenie (kryterium Sylvestera). Niech ¢ : R* — R (symetryczna) forma kwadratowa
o macierzy M = [a; ;15 ,_,. Wtedy:
e © nieujemnie okreslona <= kazdy minor gtowny macierzy M jest nieujemny,

e ¢ niedodatnio okreslona <= kazdy minor gléwny macierzy M stopnia | (dla | =
1,...,k) pomnozony przez (—1)! jest nieujemny.

ay1 - arg
e © dodatnio okreslona <= dla kazdegol=1,... k,det | : .. | >0.

arp --coa



ari - aiy
o © uwjemnie okreslona <= dla kaidegol =1,...,k, (=1)tdet | : .. | >0.
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Uwaga. Punkt drugi kryterium Sylvestera <= wszystkie minory gtéwne stopnia parzy-
stego sa nieujemne, a stopnia nieparzystego — niedodatnie.

Podobnie, punkt czwarty kryterium Sylvestera <= det [am]é’jzl jest dodatni dla [ parzy-
stych, a ujemny dla [ nieparzystych.

a

Przyktad (kryterium Sylvestera w wymiarze 2). M = [b

IC)], to det M = ac — V?,
©(hy, ho) = ah? + 2bhihy + ch3. Wtedy ¢ jest:

e nicujemnie okrelona <= a > 0,c > 0,ac —b* > 0,

e niedodatnio okredlona <= a < 0,c<0,ac —b* > 0,

e dodatnio okreslona <= a > 0,ac —b*> > 0,

e ujemnie okreslona <= a < 0,ac — b > 0.

Whniosek. Jesli det M = ac — b? < 0, to ¢ zmienia znak.

Definicja. Niech f : A — R dla A C R* bedzie funkcjg rzeczywista klasy C? w pewnym
otoczeniu punktu x € int A. Formg drugiej rézniczki funkcji f w punkcie x nazywamy
(symetryczna) forme kwadratowa, ktérej macierz jest macierza Hessego funkcji f w punkcie
x, czyli forme

p(h) = D*f(x)(h,h) = 303" == —

gdzie h = (hq, ..., hg).

Twierdzenie (warunki konieczne istnienia minimum i maksimum lokalnego). Niech f :
A — R dla A C R* bedzie funkcjq rzeczywistq klasy C? w pewnym otoczeniu punktu
x € int A, takim Ze grad f(x) = 0. Wtedy:

o jesli f ma w punkcie x minimum lokalne, to forma drugiej rézniczki f w punkcie x
jest nieujemnie okreslona,

e jesli f ma w punkcie x maksimum lokalne, to forma drugiej rozniczki f w punkcie x
jest niedodatnio okreslona.

Whiosek. Jesli grad f(x) = 0 i forma drugiej rézniczki f w punkcie x zmienia znak (punkt
x nazywa sie wtedy punktem siodlowym), to f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie x.

Twierdzenie (warunki wystarczajace istnienia minimum i maksimum lokalnego). Niech
f:A—RdlaACRF bedzie funkcjg rzeczywistg klasy C* w pewnym otoczeniu punktu
x € int A, takim Ze grad f(x) = 0. Wtedy:



o jesli forma drugiej rozniczki f w punkcie x jest dodatnio okreslona, to f ma w punkcie
x (silne) minimum lokalne,

o jesli forma drugiej rozniczki f w punkcie x jest ujemnie okreslona, to f ma w punkcie
x (silne) maksimum lokalne.

Uwaga. Przypadek watpliwy jest wtedy, gdy forma drugiej rézniczki f w punkcie x jest
nieujemnie (niedodatnio) okreslona, a nie jest dodatnio (ujemnie) okreslona (np. wtedy,
gdy ta forma jest zerowa).

Rozpatrzymy teraz kilka prostych przyktadéw zachowania funkcji f : R? — R w otoczeniu
punktu (0,0). We wszystkich tych przyktadach mamy grad f(0,0) = 0.

Przyklad. Niech f(x,y) = 2% + y*. Mamy grad f(z,y) = (2z,2y), wiec macierz Hessego

(2) (2) . Z kryterium Sylvestera, forma drugiej rézniczki w
(0,0) jest dodatnio okreslona, zatem f ma w (0,0) (silne) minimum lokalne (i globalne)
rowne 0.

funkcji f w (0,0) jest réwna

Przyklad. Niech f(z,y) = —2? — y*. Mamy grad f(z,y) = (—2z,—2y), wigc macierz

_02 _02 . Z kryterium Sylvestera, forma
drugiej rézniczki w punkcie (0,0) jest ujemnie okre$lona, zatem f ma w punkcie (0,0)
(silne) maksimum lokalne (i globalne) réwne 0.

Hessego funkcji f w punkcie (0,0) jest réwna




Przyklad. Niech f(x,y) = 2? — y*. Mamy grad f(x,y) = (2z, —2y), wigec macierz Hesse-

go funkcji f w punkcie (0,0) jest réwna . Z kryterium Sylvestera, forma drugiej
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rézniczki w punkcie (0, 0) zmienia znak, zatem f ma w punkcie (0,0) punkt siodtowy i nie
ma ekstremum lokalnego.

Przyktad. Niech f(z,y) = x?. Mamy grad f(x,y) = (2x,0), wiec macierz Hessego funkcji

(2) ol Kryterium Sylvestera nie rozstrzyga o istnieniu eks-
tremum lokalnego. Z postaci funkcji widaé, ze f(0,y) =01 f(z,y) > 0 dla  # 0, wiec f
ma w punkcie (0,0) (stabe) minimum lokalne (i globalne) réwne 0.

f w punkcie (0,0) jest réwna

Przyklad. Niech f(x,y) = 22+y*. Mamy grad f(x,y) = (2, 4y?), wiec (jak w poprzednim

przykladzie) macierz Hessego funkcji f w punkcie (0,0) jest réwna . Kryterium

2

00
Sylvestera nie rozstrzyga o istnieniu ekstremum lokalnego. Z postaci funkcji widaé¢, ze
£(0,0) =01 f(x,y) > 0 dla (z,y) # (0,0), wiec f ma w punkcie (0,0) (silne) minimum

lokalne (i globalne) réwne 0.




Przyktad. Niech f(z,y) = 2% —y*. Mamy grad f(z,y) = (2z, —4y?), wigc (jak w poprzed-
nich dwéch przyktadach) macierz Hessego funkcji f w punkeie (0,0) jest réwna [(2) 8}

Kryterium Sylvestera nie rozstrzyga o istnieniu ekstremum lokalnego. Z postaci funkcji
widaé, ze f(0,0) = 0, f(z,0) > 0dlaxz # 01 f(0,y) < 0 dla y # 0, wiec f nie ma w
punkcie (0,0) ekstremum lokalnego.




