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Funkcje wielu zmiennych

Twierdzenie o funkcji uwiktanej

Funkcyjne rozwigzywanie réwnan

Przyklad. Rozwazamy réwnanie
.1'2 4 y2 =1

dla z,y € R. Traktujemy y jako niewiadoma. Dla danego punktu (zg,y0) € R? spelniaja-
cego to réwnanie szukamy rozwiazania y jako funkeji y(z), takiej ze y(xg) = yo.

e Dla kazdego (xo,y0) # (£1,0) istnieje nieskonczenie wiele takich funkeji y(z) okre-
Slonych w pewnym otoczeniu punktu zg (przedziale (zo — 9, ¢ + 0)). Funkcje te sa

postaci
y(x) = q(z)v1 —a?,
gdzie q(z) = £1 (niezaleznie dla réznych z).

e Dla kazdego (zg,y0) # (%1, 0) istnieje doktadnie jedna taka funkcja ciagta y(z) okre-
slona w pewnym otoczeniu punktu zy. Ta funkcja jest postaci

y(x) = V1 —2a?
(gdzie znak =+ ustalony tak samo dla wszystkich z) i jest funkcja klasy C*.

e Dla (z9,y0) = (£1,0) nie ma takiej funkcji okreslonej w otoczeniu zq (jest okreslona
w jednostronnym otoczeniu z i nie jest rézniczkowalna w xo).



Twierdzenie o funkcji uwiklanej (wersja uproszczona)

Niech f : A — R bedzie funkcjg klasy C*, dla otwartego zbioru A C R¥*! gdzie wspot-
rzedne punktéw zapisujemy jako (z,y) dla z = (z1,...,2;) € R¥ i y € R. Rozwazamy
rownanie

f(z,y) =0.

0
Zatézmy, ze pewien punkt (zg,y0) € A jest rozwigzaniem tego réwnania i af(xo, yo) # 0.
Lo y 2o

Wtedy istnieje otoczenie U C R* punktu zg, otoczenie V' C R punktu y oraz (dokladnie
jedna) funkcja y : U — V klasy C', taka ze y(zo) = yo 1 f(z,y(z)) = 0 dla kazdego z € U.
Co wiecej, dla1=1,...,k,

0f
oy, __du, (z,y(z))
P Sy

Uwaga. Wzér na %(g) wynika ze wzoru na pochodna czastkows ztozenia funkcji przy

rézniczkowaniu réwnania f(z,y(z)) = 0 po zmiennej ;.

Uwaga. Twierdzenie o funkcji uwiktanej uogélnia sie na przypadek rownan z wicksza
liczba niewiadomych vy, ..., Ypm.

Przyktad.
T+ Yy + sin(xy) = Oa (x07 yO) = (07 O)

Rownanie jest postaci

flz,y) =0 dla  f(x,y) =z + y + sin(zy).

Funkcja f jest klasy C! na R% Punkt (x9,%0) = (0,0) spelnia réwnanie f(z,y) = 0. Poza
tym,

of
—(z,y) = 1+ x cos(zy),
5 y( y) (zy)
wiec %(xo,yo) =1 # 0. Zatem, dla punktu (z,yo) sa spelnione zalozenia twierdzenia o

funkcji uwiktanej, czyli istnieje funkcja y(z) klasy C' okreslona w pewnym otoczeniu U
punktu zo = 0, taka ze y(0) =0 i

2 + y(x) + sin(zy(z)) = 0

dla kazdego z € U. Poza tym,

J(z) = _gﬁ(x, y(@)) _ _1+y(w)cos(ry())
53 (2, y(z)) 1+ x cos(zy(x))
W szczegdlnodci, v (zo) = v/ (0) = —% = —1, co daje nam pierwsze przyblizenie Taylora

funkcji y w otoczeniu 0.



Rozmaitosci wyznaczone przez funkcje

Rozmaitosci

Rozmaitosci d-wymiarowe to zbiory, ktére lokalnie ,,przypominaja’ przestrzen d-wymiarowa
przestrzen euklidesowg R?, np. okrag i sinusoida to rozmaitoéci 1-wymiarowe, sfera i torus
(,detka”) to rozmaitosci 2-wymiarowe (powierzchnie) etc.

Torus i wstega Mdobiusa (powierzchnia jednostronna)

Definicja. Niech
g: A—R"

bedzie funkcja klasy C*, gdzie A jest otwartym podzbiorem R* i k > m. Niech
M={zreA:g(x) =0}

Zalézmy, ze M # 0 i rézniczka Dg(x) jest odwzorowaniem na R™ dla kazdego x € M.
Oznaczmy d = k—m. Wtedy M nazywamy d-wymiarows rozmaitoscig klasy C* wyznaczong
przez funkcje g.

Uwaga. Dg(x) jest odwzorowaniem na R™ <= macierz Jacobiego M Jg(x) ma rzad m
<= gradienty grad g,(z), ..., grad ¢,,(z) sa liniowo niezalezne, gdzie g = (g1,...,9m). W
szczegdlnoscei, jesli m = 1, to ten warunek jest rownowazny temu, ze grad g(z) # 0.

Uwaga. Warunek M = {z € A: g(x) = 0} mozna zastapi¢ przez M = {z € A: g(z) = ¢}
dla pewnego ¢ € R™. Taki zbiér nazywamy poziomicg funkcji g.

Definicja. Niech M bedzie d-wymiarowsg rozmaitosciag wyznaczong przez funkcje g : A —
R™, gdzie A otwarty podzbiér R¥ i niech € M. Przestrzeniq styczng do M w punkcie
r nazywamy d-wymiarowa podprzestrzen liniowa T, M przestrzeni R¥ réwna KerDg(x).
Innymi stowy,

T,M = {v € R¥ : Dg(z)(v) = 0}.

Elementy przestrzeni stycznej T, M nazywamy wektorami stycznymi do M w punkcie x.

Uwaga. Przestrzen stycznag do rozmaitosci M w punkcie x mozna zdefiniowaé¢ geome-
trycznie jako przestrzen liniowa rozpieta na wektorach, ktorych kierunki sg granicznymi
kierunkami prostych siecznych przechodzacych przez z i inne punkty M.



Uwaga. Przestrzen styczna z definicji jest przestrzenia liniowa. Definiuje sie tez afiniczng
przestrzen styczng do M w punkcie x (,zaczepiona” w punkcie z) jako

TwM+z={v+x:veT, M}

Definicja. Dwa wektory v, w € R* s ortogonalne (prostopadte), jesli (v, w) = 0.

Definicja. Przestrzenig normalng (prostopadta) do rozmaitosci M w punkcie x € M (ozn.
N, M) nazywamy dopekienie ortogonalne przestrzeni stycznej 7, M, czyli m-wymiarowa
podprzestrzen liniowa przestrzeni RF zlozona ze wszystkich wektoréw prostopadtych do
wektoréw stycznych do M w punkcie z. Innymi stowy,

N, M = {v € R* : Vyer, s (v, 0) = 0}.
Twierdzenie. Przestrzen normalna N, M do rozmaitosci M wyznaczonej przez funkcje g
jest rozpieta na wektorach grad g;(x), ..., grad g,(x).
Przyktad. Sfera S(a,r) w R¥ jest k — 1-wymiarowa rozmaitoécia klasy C*.

Mamy
S(a,r) = {z € R* : ||z — a|* = r*}.

Zatem S(a,r) = {z € R* : g(z) = 0} dla g(z) = ||z — a||?> — r%. Funkcja g jest klasy C*.
Mamy S(a,r) # 0 oraz
22 (@) = 2001 — )

dla z = (z1,...,2%), a = (a1, ..., a;). Zatem
grad g(z) = 2(z — a),

wiec grad g(x) # 0 dla x € S(a,r). Wynika stad, ze S(a,r) jest k — l-wymiarowa rozma-
itogcig klasy C' wyznaczong przez funkcje g.
Poza tym, dla = € S(a,r), przestrzen normalna N,S(a,r) to l-wymiarowa przestrzen
liniowa wyznaczona przez wektor x — a, tzn.

N.S(a,r) ={t(x —a) : t € R},
a przestrzen styczna 7,5 (a,r) ma réwnanie
T.S(a,r) = {v e R*: (v, 2 —a) = 0}.

Np. w R? plaszczyzna styczna do sfery z* +y? + 22 = r* w punkcie (zg, ¥, 20) ma réwnanie
{(u,v,w) : uzy + vyo + wzo = 0}.



Przyklad. Niech
g:R* =R, gl,y) =2y’

i niech
M. = {(z,y) 1 g(w,y) = ¢} = {(w,y) 1 2” —y* = ¢}
dla ¢ € R. Mamy grad g(z,y) = (2z, —2y), wiec
grad g(z,y) = (0,0) < (z,y) = (0,0).

Zatem, jesli ¢ # 0, to M, jest 1-wymiarowg rozmaitoscia (tuki hiperboli). Dla ¢ = 0, M,
nie jest rozmaitoscia (jest sumag dwdch prostych y = +z).

Przestrzen styczna do wykresu funkcji

Twierdzenie. Niech f : A — R bedzie funkcjg klasy C*t, gdzie A otwarty podzbior R¥.
Wtedy wykres f, to znaczy zbior

gra’phf = {(ﬂf,f(.’lf)) € Rk+1 T = (xb s ,I'k) S A}
jest rozmaitosciq k-wymiarowq klasy C* oraz dla kazdego a € A,
Tla.s(ay graph f = {(z,y) € R¥ 1 2 € R* y = (grad f(a), )}
= graph Df(a).

Afiniczna przestrzen styczna do wykresu f w punkcie (a, f(a)) ma réwnanie

y=Df(a)(z—a)+ f(a).
Dowdd. Niech
g:AXR—=R, g(z,y) = f(z) —y.
Wtedy graph f = {(z,y) € A xR : g(x,y) = 0}.
Poza tym, g jest klasy C! oraz dla kazdego (z,y) € A x R,

of of
(9733'1 7’M(x)7_1>7£07

wiec MJg(x,y) ma rzad 1. Zatem, wykres f jest rozmaito$cig k-wymiarowa klasy C*
wyznaczong przez funkcje g oraz dla kazdego (a, f(a)) € graph f mamy

grad g(z,y) = ( (z)

T(a,f(a)) graph f = KerDg(a, f(a))
= {(z,y) € R*": (grad g(a, f(a)), (z,y)) = 0}
= {(z,y) e R*': (grad f(a),z) —y = 0}

={(z,y) e R™" 1y = Df(a)()} = graph D f(a).



