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wyktad XIII
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semestr letni

Rachunek catkowy

Calka oznaczona

Calka Riemanna

Definicja. Niech f : [a,0] — R dla a < b. Podzialem odcinka |a,b] o Srednicy § > 0
nazywamy skonczony ciag punktéw zo, ..., zx € [a, b, taki ze

a=Tg<T1 < - <xp_1<xTRL=2>

-----

Twierdzenie (istnienie catki Riemanna). Jesli f : [a,b] — R jest ciggla (lub ma skoriczenie
wiele punktow niecigglosci), to istnieje liczba S € R, taka Ze dla kazdego ciggu podzialow
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o $rednicy 6, takiego ze 0, — 0i dla kazdego tﬁ»n) € [ZL'yi)l, wﬁ»n)], j=1,...,ky,, zachodzi
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Liczbe S nazywamy calke Riemanna funkcji f na przedziale [a,b].

Uwaga. Catka Riemanna istnieje dla znacznie szerszej klasy funkcji.



Geometryczna interpretacja catki Riemanna

Calka Riemanna z funkcji nieujemnej f jest granica sumy pol prostokatéw o podstawach
wyznaczonych przez n-ty podzial odcinka [a,b] i wysokosciach takich, ze gérna krawed?
kazdego prostokata przecina wykres funkcji f.

y=[f(z)
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Whiosek. Jesli f: [a,b] — R ciggla i f >0, to

/ab f(z) dz = pole obszaru {(z,y) : z € [a,b],y € [0, f(2)]}.

Twierdzenie. Jesli f : [a,b] — R jest ciggla, to calka Riemanna jest réwna calce Newtona,

czyli catce
b
| f@) da = [P,
gdzie I jest funkcjq pierwotng funkcji f.
Whniosek. Jesli f : [a,b] — R jest ciggla, to
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W szezegolnosci, jesli f - [0,1] — R jest ciggla, to
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Przyktad. Obliczy¢ granice
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Rozwigzanie. Mamy
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dla f(z) = ——. Zatem, szukana granica jest rowna / n dr =[In(1+z)g=m2 O
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Whniosek (wzér na pole obszaréw normalnych). Jesli

A={(z,y) eR*:x € [a,b],y € [f(x),g(x)]}

dla pewnych funkcji cigglych f, g : [a,b] — R, takich Ze f < g, to

vole 4 = [(g(x) ~ f(x)) da-

Uwaga. Przy pomocy tego wzoru mozemy obliczaé¢ pola figur bedacych skonczonymi su-
mami zbioréw, ktére sa obrazami obszaréw normalnych pod dziataniem pewnych izometrii
(np. obrotéw czy symetrii).

Przyktad. Obliczy¢ pole kota o promieniu r.

Koto K o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu 7 ma postaé

K={(z,y) eR*:x € [-r 1],y € [-Vr2 — a2, vVr? — 22}

poleKzQ \/ —xde—Qr/ \/1—

f / V1 —1t2dt = 2r? {2arcsmt+ t\/l—t2]

:27”2(1—1-1):7?7".

Zatem,

Definicja. Krzywa w R¥ to przeksztalcenie ciggle v : P — R*, gdzie P przedzial w R.
Krzywa nazywamy tez zbiér punktow ~(P).

Uwaga. Ta definicja jest bardzo szeroka, np. kwadrat jest krzywa wedtug tej definicji
(tzw. krzywa Peano). Zwykle zaktada sie pewne dodatkowe warunki. W naszym przypadku
zakladamy zwykle, ze funkcja ~ jest réznowartoséciowa i klasy C*.

Uwaga. Dhugos¢ krzywej mozna zdefiniowac jako gorny kres dtugosci tamanych wpisanych
w te krzywa.

Twierdzenie (wzér na dlugo$é krzywej). Niech v : [a,b] — R?, gdzie a,b € R, bedzie
krzywq réznowartosciowq klasy Ct. Wtedy

dhugoséy = / \/ 5(t))? dt,

gdzie v = (7y1,72). Analogicznie, jesli v : [a,b] — R3 jest krzywq réznowartosciowq klasy
Ct, to

dtugosty = [ JOAOP + (a0 + (402 dr,

gdzie v = (71,7%2,73)-



Uwaga (i uogélnienie na przypadek krzywych w R¥)
Ten wzér (w obu przypadkach) mozna zapisaé jako

b
dugoscy = [/ (1) .

Whniosek. Jesli f : [a,b] — R jest klasy C', to

b
dtugosé wykresu funkeji f = / V31+ (f(x))? de.

Przyktad. Obliczy¢ dtugosé krzywej (tzw. linii $rubowej) v : [0,47] — R3, y(t) =
(cost,sint,t) .

Przeksztalcenie v jest réznowartoéciowe i klasy C'. Mamy
71 (t) = —sint, Y5 (t) = cost, v5(t) = 1.

Zatem,

47 4
dhugoséy = / J(=sint)? + cos?t + 1 dt = / V2 dt = 4v/2r.
0 0

Twierdzenie (wzor na objetosé bryty obrotowej). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjg cig-
glq, takq ze f > 0. Niech V C R? bryla obrotowa powstala przez obrét obszaru domknietego
{(z,y) :x € [a,b],y € [0, f(x)]} wokdl osi OX. Wtedy

b
objetos¢ V = 7T/ (f(z))? dx.

a

Twierdzenie (wzér na pole powierzchni obrotowej). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjq
klasy C1, takq ze f > 0. Niech S C R?® powierzchnia obrotowa powstata przez obrét wykresu
funkcji f wokot osi OX. Wtedy

pole S = 27 /bf(x) 1+ (f'(x))? dx.

Przyktad. Obliczy¢ objetosé kuli w R?® o promieniu 7.

Dla kuli (domknigtej) B C R? o $rodku w punkcie (0,0, 0) i promieniu r mamy

B ={(x,y,2) 2?2+ y>+ 22 <r}.

Zatem, B powstaje przez obrét potkola K+ = {(x,y) : © € [—r,r],y € [0, Vr? — %]} wokét
osi OX. Objetos¢ B jest wiec réwna

r 51" 2 4
W[T(TQ —2)dr =7 lr% — g;] r =273 — §7T7"3 = §7W3'
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Przyktad. Obliczy¢ pole powierzchni sfery w R? o promieniu 7.

Sfera S C R? o $rodku w punkcie (0,0, 0) i promieniu r ma réwnanie

S={(z,y,2) : 22+ y>+ 22 =71}

Zatem, S powstaje przez obrét wykresu funkeji f(x) = Vr?2 — 2%, x € [—r,r] wokdl osi
OX. Mamy f'(z) = — T Pole powierzchni S jest zatem rowne

r 2 r
27r/ \/r2—x2\/1+%d1’:2ﬂ/ rdx = 4nr?.
- r—-=x -

Przyktad. Obliczy¢ objetosé stozka obrotowego w R? o promieniu podstawy r i wysokosci
h.

Taki stozek mozemy przedstawié¢ jako bryte V' C R? opisang przez

V= {(x,y,z) Y2+ 22 < %x, T € [O,h]}.

Zatem, V powstaje przez obrot trojkata {(m,y) cx € |0,h],y € {O, %x] :} wokot osi OX.
Objetos¢ V jest wiec rowna
h 2 P2 (23" 1 9
s ; ﬁx dx—wﬁ [3]0 = gm" h,

co jest réwne jednej trzeciej objetosci walca obrotowego o tym samym promieniu podstawy
i wysokoci.

Przyktad. Obliczyé¢ pole powierzchni bocznej stozka obrotowego w R® o promieniu 7 i
wysokosci h.

Powierzchnia boczna takiego stozka ma réwnanie

S = {(Jc,y,z) YR+ 22 = %x, x € [O,h]}.

Zatem, S powstaje przez obrot wykresu funkcji f(r) = 7o, x € [0, h] wokét osi OX. Mamy
f'(x) = ;. Pole powierzchni S jest zatem réwne

/h2 2
27r/ —x“l—i—ﬁd e +T [2] =mrvh?+r?=mrl,

0

gdzie [ jest dtugosciag tworzacej stozka.



