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Funkcje wielu zmiennych

Ekstrema funkcji w R¥

Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Definicja. Niech f : A — R dla A C R* i niech 2, € A. Méwimy, ze funkcja f osiaga
w punkcie zg maksimum (minimum) réwne f(xo), jesli f(z) < f(zo) (f(z) = f(z0)) dla
kazdego x € A.

Méwimy, ze f osiaga w punkcie zq € int A maksimum (minimum) lokalne, jesli istnieje
otoczenie U punktu xg, takie ze f|y osiaga w punkcie zp maksimum (minimum).

Innymi stowy, f osiaga w punkcie xy maksimum (minimum) lokalne, jesli istnieje r > 0,
takie ze f(x) < f(zo) (f(z) = f(x)) dla kazdego = € B(xo,r).

Méwimy, ze ekstremum (tzn. maksimum lub minimum) jest wlasciwe (silne), jesli odpo-
wiednia nieréwnos$¢ pomiedzy warto$ciami funkcji jest ostra w przypadku z # zg.

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego

Twierdzenie. Niech f: A — R dla A C R* i niech ¢ € int A, taki Ze f jest rézniczko-
walna w xo. Wtedy, jesli f ma ekstremum lokalne w punkcie xo, to Df(xg) = 0 (co jest
réwnowazne grad f(zo) =0).

Whiosek. Jesli f : A — R rézniczkowalna na zbiorze int A, to ekstrema lokalne funkcji f
mogq znajdowad sie tylko w tych punktach wnetrza zbioru A, gdzie zeruje sie grad f lub w
punktach brzegu A.



Uwaga (przypomnienie). Warunek konieczny istnienia ekstremum nie jest dostateczny.
Jesli A jest zwarty i f ciagla na A, to f przyjmuje maksimum i minimum (w innych
przypadkach niekoniecznie).

Przyktad. Znalezé maksimum i minimum funkcji f(x,y) = sinz + siny — sin(x 4+ y) na
zbiorze A, ktéry jest trojkatem (domknietym) o wierzchotkach (0,0), (27,0), (0,2m).

Zauwazmy, ze
A={(r,y) eR*:2>0, y>0, x+y < 27},

wiec
int A= {(z,y) €eR?*:2>0,y>0, v+y<2n}
oraz
OA={(z,y) eR*:2=0, 0< y <271}
U{(z,9) €eR?:y =0, 0< 2 < 27}
W{(z,y) eR*:2>0, y>0, z+y=2r},
czyli

0A={(0,y):0<y<2r}U{(z,0):0< e <2r}U{(z,2r —z): 0 < x < 27}.

Funkcja f jest r6zniczkowalna na int A. Liczymy pochodne czastkowe w punktach (z,y) €

int A: o/ o/
%(x, y) = cosx — cos(z + y), a—y(x, y) = cosy — cos(x + y).

Rozwiazujemy réwnanie grad f(z,y) = 0, czyli uktad dwéch réwnan:

GL(a,y) =0,
%(m,y) = 0.

Mamy uktad rownan

cosz — cos(x +y) =0,
cosy — cos(z +y) = 0.

Odejmujac rownania stronami, otrzymujemy
COS T = COS Y,

co daje x = y lub z = 27 — y. Poniewaz drugi warunek nie jest spetniony dla punktéw z
wnetrza A, mozemy zalozy¢ x = y. Wtedy nasze rownania daja

COS T = COS 2.



2

Poniewaz cos 2z = cos? z — sin® x = 2cos? x — 1, otrzymujemy réwnanie kwadratowe

2¢cos?x —cosz — 1 =0.

Rozwiazujac to réwnanie, dostajemy
cOST = —3 lub cost = 1.

Biorac pod uwage nieréwnosci opisujace int A, widzimy ze jedyny punkt (z,y) € int A
spelniajacy te warunki to (%”, %’T) Mamy f(%’r, %’r) 3\f

Teraz musimy obliczy¢ maksimum i minimum funkcji f obcietej do brzegu A. Robimy to
oddzielnie dla kazdego boku trojkata A.

Na boku {(0,y) : 0 < y < 27} mamy f(z,y) =sin0+siny —sin(0 + y) = 0. Podobnie, na
boku {(x,0) : 0 < < 27} mamy f(z,y) = 0. Na trzecim boku {(z,27 —z) : 0 < z < 27}
mamy f(x,y) = sinz + sin(2r — x) — sin 27 = 0. Zatem, maksimum i minimum funkcji f
na brzegu jest réwne 0.
Podsumowujgc, mamy max f =
wszystkich punktach brzegu A).

3\[ (przyjete w punkcie (37, 27)) i min f = 0 (przyjete we

Pochodne wyzszych rzedéw

Definicja. Niech f : A — R™, gdzie A otwarty w R¥ i niech z € A. ZaloZmy, ze i-ta
pochodna czastkowa 5 af istnieje w pewnym otoczeniu punktu x. Jesli funkqa ma j-ta
pochodng czastkowa w punk01e x, to te pochodng nazywamy pochodna czadstkowa drugiego
rzedu funkeji f w punkae 2 1 oznaczamy 86283: (x) lub f” ().

Jesli i = j, to piszemy - 2( ) lub f” ().

Uwaga. Definicja zalezy od kolejnosci i, j, tzn. moze by¢ 83251,_ (x) # 65_25;_ (x).
j O T 10T

Uwaga. W ten sam sposob definiujemy pochodne kierunkowe drugiego rzedu.

Uwaga. Podobnie, indukcyjnie mozemy zdefiniowaé¢ pochodne czastkowe n-tego rzedu
ﬁ(m) i, ogélniej, pochodne kierunkowe n-tego rzedu.

in i1
Przyklad. Dla f(z,y) = 2% + 2y + y* mamy 9L (z,y) = 32° +y, 8y(:l: y) = x + 4y3, wiec

2 2
S l(wy) =62, LL(zy) =1=2L(zy), Thr.y) =12"

Definicja. Niech f : A — R™, gdzie A otwarty w R*. Mownny, ze funkCJa f jest klasy C?,
jesli wszystkie pochodne czacstkowe rzedu drugiego 3 dla 1,7 = 1,...,k istnieja i sa

ciggle na A. Piszemy wtedy f € C? lub f € CQ(A).




Twierdzenie Schwarza o symetrii drugich pochodnych

Niech f : A — R™, gdzie A C RF otwarty i niech z € A. Jezeli wszystkie pochodne
czastkowe drugiego rzedu funkcji f istnieja w kazdym punkcie pewnego otoczeniu punktu
x i sa ciaglte w punkcie x, to

T (= 0T
81’jal’i _8:1713% '

Whiosek. Jesli f jest klasy C? na A, to 32-2in = agng na A.

Definicja. Niech f : A — R, gdzie A C R* otwarty, bedzie funkcja skalarna i niech
x € A. Zalézmy, ze funkcja f ma w punkcie = wszystkie pochodne czgstkowe drugiego
rzedu. Macierzq Hessego (hesjanem, macierzq drugiej rézniczki) funkeji f w x nazywamy
macierz

0 f 0 f 0 f
8735%@) 0x1 02 v aazlaxk(x)
0 f o f 0 f
0901y o 87333(1;) 090 xy, v
0 f 0 f 0 f
| Oz 01 o 0 x1, 0 X o Tx,ﬁ(g})

Whiosek. Jesli f jest klasy C?, to macierz Hessego jest symetryczna.

W2zér Taylora dla funkcji wielu zmiennych

Definicja. Niech f : A — R, gdzie A C R* otwarty bedzie funkcja skalarng klasy C?
i niech x € A. Wielomianem Taylora drugiego rzedu funkcji f w punkcie x nazywamy
wielomian

_ Eoof 1 & 92f
Taf(h) = f(z) + 2 9w (z) hi + 2;:)1 a0, (z) hih;

dla h = (hy,...,hy) € R*. Liczbe r9(h) = f(z + h) — Tof(h) nazywamy drugq resztq w
punkcie z.
Mamy wigc
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Wzér Taylora drugiego rzedu z reszta w postaci Peano
Niech f: A — R, gdzie A C R* otwarty bedzie funkcja skalarng klasy C? i niech z € A.

Wtedy .
lim ra(h)

= 0.
h=0 [|h]]?




Uwaga (r6zniczki wyzszych rzedéw). Indukeyjnie mozna zdefiniowaé dla n € N rézniczke

n-tego rzedu funkcji f : A — R™ w punkcie z € A dla A otwartego w R¥. Rézniczka n-tego

rzedu jest wtedy przeksztalceniem n-liniowym D" f(z) : RF x ... x R¥ — R™, takim ze
—_—

n razy

D f(x)(hY, ... AW =

dla B, ... K™ e RF,

Wzér Taylora n-tego rzedu dla funkcji wielu zmiennych
Jesli f jest funkcjg klasy C™ (tzn. majacq ciagle pochodne czgstkowe n-tego rzedu), to

Df(x)(h) D*f(x)(h,h) D”f(iv)(hn myh)
fa+h)=f(z) + ——5=—+ TR T +ra(h),
rn(h) » . o ‘
gdzie hm SR~ = 0. Wartosé D" f(z)(h, ..., h) mozna obliczy¢ wedtug symbolicznego wzoru
,,opemtomwego
D" f(h h)y=|h 0 +h 9 nf
3oy 161’1 k@wk
gdzie h = (hy, ..., hg), np. dla k =2 mamy (z rozwiniecia w dwumian Newtona)

an(h,h)—<hlaa +h2(‘3x2> f= Z( )hna 833{9%



