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Rachunek rézniczkowy

Elastycznosé i asymptoty
Elastycznosé¢ funkcji
Definicja. Flastycznoscig funkcji f rézniczkowalnej w punkcie z, gdzie f(x) # 0, nazywa-
my liczbe
/
)
f(x)

Elastycznosé funkeji mierzy wzgledny przyrost funkcji f przy (malej) wzglednej zmianie
argumentu funkcji.

Ep(z) =

@) feta) - @)
1Bylw) = vy (@)

dla ¢ =~ 0.

Np. jesli popyt na pewien produkt w zaleznosci od ceny ma elastycznos¢ £ = —3, to przy
wzroscie ceny o 1% popyt zmniejszy sie o okoto 3%.

Wtasnosci elastycznosci funkcji
Twierdzenie. Jesli funkcje f, g sq rozniczkowalne w punkcie x oraz f(x), g(x) # 0, to:
o Eypy(x) = Ef(z) + Eg(2),

o Lp/y(w) = Ep(z) — Ey(2),

o Epig(x) =



Asymptoty

Definicja. Mowimy ze prosta y = ax + b dla a,b € R jest asymptotq wykresu funkcji
f (e, +00) = R w 400, jesli

lim (f(z) — (ax +0)) =0.

T—-+400

Jesli a # 0, to méwimy o asymptocie ukosnej, a jesli a = 0 — o asymptocie poziome;.
Podobnie definiujemy asymptoty w —oo.

Definicja. Prosta x = xy jest asymptota pionowq prawostronna (lewostronna) wykresu
funkeji f : (o, 20 +9) — R (f : (xg — 0,20) — R), jesli lim,, f(z) (hmx—»xg f(z)) jest
rowna +00.

Stwierdzenie. Jesli y = ax + b jest asymptotq ukosng lub poziomq wykresu funkcji f w
to0, to
f(z)

a= lim —=, b= lim (f(z)— ax).

r—+oco g r—300
Poza tym, jesli f rozniczkowalna 1 istnieje skonczona granica lilin f'(z), to a jest réwne
tej granicy.
Wypuktosé funkcji
Funkcje wypuktle

Definicja. Funkcja f : P — R, gdzie P przedzial w R, jest wypuktla, jesli dla kazdych
punktéw z1, 9 € P iliczby t € [0, 1] zachodzi

Fltay + (1 — O)a) < tf(x1) + (1 — £) f(22).

Funkcja f jest scisle wypukta, jesli ta nier6wnosc¢ jest ostra dla xy # x5, t # 0. Funkcja f
jest wklesta (Scisle wklesta), jesli funkcja —f jest wypukta (Scisle wypukta).

Uwaga. W sensie geometrycznym, f jest (Scisle) wypukla, jesli dla kazdego x1,xo € P
czesé wykresu f pomiedzy punktami (xq, f(z1)) i (22, f(22)) lezy pod prosta sieczna prze-
chodza przez te punkty lub na tej proste;j.

Podstawowe wtlasnosci funkcji wypuktych
Twierdzenie. Niech P przedziat w R.
o Jesli f,g: P — R sq wypukle, to f + g oraz max(f,g) sq wypukle.

o Jesli f : P — R jest wypukla oraz g : Q — R, gdzie Q przedzial zawierajgcy f(P),
jest rosngca 1 wypukta, to g o f jest wypukia.



o Jesli f : P — R jest wklesta oraz g : Q — R, gdzie Q przedzial zawierajgcy f(P),
jest malejgca i wypukta, to g o f jest wypukta.

Twierdzenie. Jesli f : P — R, gdzie P przedzial otwarty w R, jest wypukia, to jest
ciggta i ma pochodne jednostronne w kazdym punkcie x € P. Poza tym, [ spelnia warunek
Lipschitza na kazdym przedziale postaci |a,b] zawartym w P.

Twierdzenie. Jesli f : P — R, gdzie P przedzial otwarty w R, jest rozniczkowalna,
to f jest wypukla (Scisle wypukia) wtedy i tylko wtedy, gdy f' jest funkcjq rosngceq (Scisle
rosngcq). Jest to réwnowazne temu, Ze dla kazdego xo € P wykres f lezy nad prostq styczng
do wykresu w punkcie (xq, f(xo)) lub na tej prostej.

Przypomnienie
Prosta styczna do wykresu funkcji f w punkcie (xg, f(z¢)) ma réwnanie

y = f'(zo)(x — @0) + f (o).

Twierdzenie. Jesli f : P — R, gdzie P przedzial otwarty w R, jest dwukrotnie roznicz-
kowalna, to f jest wypukia wtedy i tylko wtedy, gdy f"(x) > 0 dla kazdego v € P. Jesli
f"(x) > 0 dla kazdego x € P, to f jest $cisle wypukia.

Uwaga. Analogiczne twierdzenia (z przeciwnymi znakami nieréwnosci) zachodza dla funk-
cji wklestych (Scisle wklestych).

Przyktad. Funkcja f(x) = e*, x € R jest $cisle wypukta, bo f”(z) = e¢” > 0. Podobnie
Scigle wypukta jest funkcja f(z) = 2%, z € R.
Natomiast funkcje f(z) =Ilnz, x > 01 f(z) = /z, > 0 sa $cisle wkleste.

Przyktad. Poniewaz funkcja f(x) = e” jest Scisle wypukla na R, a styczna do jej wykresu
w punkcie (0,1) ma réwnanie y = x + 1, otrzymujemy nieréwnosé

e >r+1, x € R,

przy czym réwnosé zachodzi tylko dla x = 0. Podobnie, z wklestodei funkeji f(z) = Inx
otrzymujemy nierownosé
nz<xr—1 x>0,

przy czym réwnosé zachodzi tylko dla x = 1.

Twierdzenie. Jesli f : P — R, gdzie P przedzial otwarty w R, jest scisle wypukta, to albo
jest scisle monotoniczna, albo osigga minimum w doktadnie jednym punkcie przedziatu P.

Uwaga. Ze wzgledu na powyzsze wlasnosci, funkcje wypukte maja duze znaczenie w za-
gadnieniach optymalizacyjnych (np. w modelach ekonomicznych).

Przyktad. Funkcja zysku (ang.: profit function) w klasycznych modelach ekonomicznych
jest funkcje wypukta.



Wypuklosé w teorii wyboru konsumenta

Definicja. Zbior budzietowy (ang.: budget set) (przeciecie wszystkich ograniczen budzeto-
wych), to zbiér wszystkich mozliwych koszykéw (kombinacji) débr i ustug, na ktére kon-
sument moze sobie pozwoli¢ przy danych cenach i dochodach.

Przyklad. Zbiéor budzetowy w klasycznych modelach mikroekonomicznych jest zbiorem
wypuklym (np. wielokatem).

Funkcja uzytecznosci

Definicja. Funkcja uzytecznosci (ang.: utility function) u(zx) okresla uzytecznosé posia-
dania przez osobe lub instytucje pewnej wartosci (pienieznej) x. Zwykle zaklada sie, ze
funkcja uzytecznosci ma wlasnosé nienasycenia (ang.: non-satiation), co oznacza u' > 0
(funkcja uzytecznosci jest scile rosnaca). Méwimy, ze funkcja uzytecznosci ma wlasnosé
awersji do ryzyka (ang.: risk aversion), jesli u” < 0 (funkcja uzytecznosci jest wklesta).

Przyktad. Jako funkcja uzytecznosci z awersja do ryzyka w modelach ekonomicznych jest
uzywana m.in. funkcja u(x) = Inz.

Preferencje konsumenta i krzywe obojetnosci

Definicja. Krzywe obojetnosci (ang.: indifference curve) to zbiory takich koszykéw débr i
ustug, ktore sprawiaja konsumentowi jednakowe zadowolenie (dostarczaja mu takiej samej
uzytecznosci catkowitej).

Przykltad. Wypukte preferencje konsumenta dotyczace doboru koszykéw débr i ustug od-
powiadaja strategii ,$rednia jest lepsza niz ekstrema”. Prowadzi to do wypuktosci krzywych
obojetnodci.

Nieré6wnos¢ Jensena

Definicja. Funkcja f : P — R, gdzie P przedzial w R spelnia nieréwnos¢ Jensena, jesli
dla kazdego n > 2, kazdych punktéw zi,...,x, € P iliczb t,...,t, € [0,1], takich ze
ti +---+t, =1 zachodzi

f(tlxl + -+ tnIn) < tlf(xl) + o+ tnf(xn>

Twierdzenie. Funkcja f : P — R, gdzie P przedzial w R jest wypukla wtedy 1 tylko wtedy,
gdy spetnia nierownosé Jensena.

Poza tym, f jest scisle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy speinia nierownosé Jensena z
ostrym znakiem nierownosci poza przypadkiem t, = 1 dla pewnego k lub x1 = ... = x,.



Uwagi

e Analogiczne twierdzenie (z przeciwnymi znakami nieréwnosci) zachodzi dla funkcji
wklestych ($cisle wklestych).

e Dla n = 2 nieré6wno$¢ Jensena jest nieréwnoscig z definicji wypuktosci funkcji.

Przyktad. Poniewaz f(z)
Jensena dlat;y =---=1t, =

= —Inz, x > 0 jest funkcja Scisle wypukta, to z nieréwnosci
% otrzymujemy

et 1
—lnu<——(lnx1+-~+lnxn) dla z,...,2, >0,
n n

co daje
Tt

n

2 /L1 Ty,

czyli nier6wno$¢ o sredniej arytmetycznej i geometryczne;.

Punkty przegiecia

Definicja (jeden z wariantéw). Punkt = € P, gdzie P przedzial otwarty w R, jest punktem
przegiecia wykresu funkcji f: P — R, jesli istnieje 6 > 0, taka ze f jest $cisle wypukta na
przedziale (x — ¢, x), a $cisle wklesta na przedziale (x,z 4 §) lub odwrotnie.

Twierdzenie. Jesli x jest punktem przegiecia wykresu funkcyi f @ f dwukrotnie rézniczko-
walna w z, to f"(x) = 0.

Twierdzenie. Jesli [ jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie x dla pewnego n > 2 oraz
0=f"(z)=---=f""V(x), [(x)#0,
to:
e jesli n nieparzyste, to x jest punktem przegiecia wykresu funkcji f,
e jesli n parzyste, to x nie jest punktem przegiecia wykresu funkcji f.

Dowdd. Rozwinigcie Taylora. ]



