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Roéownania rézniczkowe

Definicja. Réwnaniem réiniczkowym zwyczajnym w RF w postaci normalnej nazywamy
rownanie

y, = f(t,y),

gdzie f: A — R* dla pewnego zbioru otwartego A C R*! = {(t,y) : t € R, y € R*}.
Rozwigzaniem (trajektorig) tego rownania nazywamy funkcje rézniczkowalna y(t) o warto-
ciach w R*, okreslong na pewnym przedziale otwartym P C R, taka ze

y(t)=f(tyt)) dlateP,
tzn. y5(t) = fi(t, pu (D), ..., un(t)) dla j =1,... k, gdzie
y=W--sux)s [=frs fo)
Uwaga. Réwnanie rézniczkowe w R¥ nazywa sie tez uktadem k réwnan rézniczkowych.

Uwaga. Rozpatruje si¢ tez rownania rézniczkowe n-tego rzedu, gdzie wystepuja pochodne
wyzszych rzedow o, y", ..., y™.

Przyktad. Rozwigzaniami rownania y' = ¢(t), gdzie ¢ : P — R ciagla, P przedziat
otwarty w R, sa funkcje y(t) = [¢g(t) dt + ¢, c € R.



Przyklad — r6wnanie opisujagce rozpad promieniotworczy
Przyjmuje sie, ze przy rozpadzie pierwiastka promieniotworczego ilos¢ substancji radioak-
tywnej maleje z predkoscig wprost proporcjonalng do ilosci tej substancji w danej chwili.
Prowadzi to do réwnania

y = —ay,
gdzie a jest pewna stata dodatnia, a y(t) iloscia substancji radioaktywnej w chwili ¢ (zmien-
na ¢ interpretujemy jako czas).
Rozwiazania tego rownania sa postaci

y(t) =ce ™, ceR.

Przyklad — mechanika Newtona
Wedlug zasad mechaniki Newtona, punkt materialny o masie m porusza sie w polu sit F’
po trajektoriach y(t), ktére sa rozwiazaniami réwnania

i

my —F.

Przyklad — ruch planet wokét Stonca

Storice o masie M znajduje sic w poczatku uktadu wspétrzednych w R3. Planeta o masie
m (przy czym m jest duzo mniejsze od M) porusza sie wokét Stonica pod dziataniem sity
grawitacji

F= —GmML?’,
1yl

gdzie G stata grawitacji, y € R3 polozenie planety. Rozwigzaniami réwnania Newtona
sa funkcje opisujace elipsy o jednym z ognisk w poczatku uktadu wspoétrzednych (jest to
tzw. pierwsze prawo Keplera).

Réwnanie o zmiennych rozdzielonych

Definicja. Réwnanie postaci
y' = g(y)h(),

gdzie g : (a,b) — R, h : (¢,d) — R funkgcje ciagte oraz g # 0, nazywamy réwnaniem o
zmaennych rozdzielonych.

Stwierdzenie. Rozwigzania tego rownania sq¢ postaci
y(t) =G (H(1)),

gdzie G jest funkcjg pierwotng funkcji ;, a H jest funkcjg pierwotng funkcji h, czyli

y(t) ds t
/ — = / h(s) ds dla pewnych tq, yo.
v 9(s) to
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Zagadnienie Cauchy’ego
Definicja. Zagadnieniem Cauchy’ego nazywamy problem znalezienia dla réwnania
y = ft,y),

gdzie f : A — R* A C R*! otwarty, rozwigzania y(t), takiego ze y(ty) = yo dla danych
warunkow poczgtkowych (to, yo) € A.

Twierdzenie (Cauchy, Picard, Lindelof). Niech (to,yo) € A. Jesli f ciggla i spetnia waru-
nek Lipschitza wzgledem zmiennej y w pewnym otoczeniu (to, yo), to istnieje dokladnie jedno
rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego z warunkami poczgtkowymi (to, yo). W szczegdlnosci,

zachodzi to dla funkcji f klasy C*.
Réwnania liniowe o stalych wspétczynnikach

Definicja. Réwnaniem liniowym o stalych wspétczynnikach w R* nazywamy réwnanie
postaci
y = Ay, yeR",

gdzie A jest macierzg rozmiaru k x k.
Stwierdzenie. Jesli B macierz rozmiaru k X k, to istnieje macierz

> B" B\"
B_y Y
<= n!_nlggO<I+n) ’

n=0
gdzie I jest macierzq identycznosciowq.
Twierdzenie. Rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla réownania
y = Ay, ycRF
przy warunkach poczgtkowych (tg, yo) € R¥ jest funkcja
y(t) = A0y,

Twierdzenie. Niech A macierz rozmiaru k X k i niech Ay, ..., A\, bedg wartosciami wia-
snymi macierzy A o krotnosciach, odpowiednio, ki, ..., ky,,, gdzie ky+---+k,, = k. Wtedy
rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla rownania

y =Ay, yeRF

przy warunkach poczgtkowych (tg, yo) € R¥ jest funkcja

A (t—to) L (t— to)? »
y(t) =) e > T (A = XiI) o5,
=1 p—0 :

gdzfie Yo = Zgnzl Yo,55 Yo,j € Ck, (A — /\]I)k’yo,g = 0.
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Przyktad — model rynku pracy

Model pochodzi z ksigzki W. Dubnicki, J. Ktopotowski, T. Szapiro, Analiza Matematyczna.
Podrecznik dla ekonomistow, PWN 2010.

Rozwazamy rynek pracy dla grupy N osob. Kazda osoba moze pracowac legalnie, nielegalnie
(w tzw. szarej strefie) lub by¢ bezrobotna. Zatozenia modelu:

e Wsrdd oséb zatrudnionych legalnie, odsetek tych, ktére traca zatrudnienie wynosi a.

e Wirdd osodb bezrobotnych, odsetek tych, ktorzy sa sktonni podjaé prace legalnie
Wynosi €.

Wiérod oséb bezrobotnych sktonnych podjac¢ prace legalnie, odsetek tych, ktorzy znaj-
duja te prace wynosi [3.

Wszyscy bezrobotni, ktorzy nie znajduja legalnej pracy, przechodza do szarej strefy.

Wiérod oséb pracujacych w szarej strefie, odsetek tych, ktorzy legalizujg prace wynosi
0.

Powyzsze zalozenia prowadza do nastepujacego uktadu rownan:

Y1 = -y + oy
Yo = eBy1 — ays + dy3
ys = (1 —ef)yr — dys,
gdzie y1,ys, Y3 oznaczaja, odpowiednio, liczbe osdb bezrobotnych, zatrudnionych legalnie

i w szarej strefie. Uktad ten jest liniowym uktadem réownan o statych wspoédtczynnikach o
macierzy

-1 a 0
A=| 0 —a 90
l—eB 0 =9

Rozwiazania uzyskuje sie stosujac wzory podane w poprzednim twierdzeniu.



