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Funkcje wielu zmiennych
Ekstrema funkcji w R¥
Przyklad. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 2z + y* — 22 — 2¢?%, (z,y) € R%

Liczymy pochodne czastkowe funkcji f:

9f
ox

(z,y) = 8z° — 2z, gg(fv, y) = 4y° — 4y.

Rozwiazujemy réwnanie grad f(z,y) = 0, czyli uktad réwnan
gh(z,y) =0
0
a—?];(x, y) =0.

8x3 —2x =0
4y — 4y = 0,

Mamy

co daje x = 0, i% iy =0,%1. Jest wiec 9 punktéw, w ktérych moga by¢ ekstrema lokalne:
(0,0), (0,£1), (£3,0), (£3,£1).
Liczymy teraz pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f:

9% f

o (z,y) =
dxdy"’ Oyow

dx?

(z,y) = 242% — 2,




or
dy?
Macierz Hessego funkcji f jest wiec réwna

l24x2 —2 0 ]

(z,y) = 12y — 4.

0 12y% — 4]

W punkcie (0,0) mamy macierz [ 0

B 4], wiec f ma tu lokalne maksimum (réwne 0).

o 0]

W punktach (0,41) mamy macierz 0 3

, wiec sa to punkty siodtowe i f nie ma tam
lokalnego ekstremum.

W punktach (j:%, 0) mamy macierz , wiec sg to punkty siodtowe i f nie ma tam

0 —4
lokalnego ekstremum. ) _

W punktach (+3,+1) mamy macierz [4

0 8]’ wiec f ma tam lokalne minima (wszystkie

rowne —3).

Uwaga. Mamy f(z,y) = g(z) + h(y) dla g(z) = 2z* — 22, h(y) = y* — 2y*. Funkcje g, h sa

ciggte na R i lirin g(x) = lirin h(y) = +00. Wynika stad, ze funkcja f jest ograniczona z
r—300 y—+too

dotu i jej cztery lokalne minima sa minimami globalnymi. Z drugiej strony, lirin f(z,0) =

+00, wiec funkcja f nie jest ograniczona z goéry i nie ma maksimum globalnego.
Przyklad. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 328 + 8z3y> + 338, (z,y) € R2.

Obliczamy pochodne czastkowe funkcji f:

af 7 2,3 af 3,2 7
= = 24z 4 24 = = 24ay? + 24y".
5 & Y) = 24z + 2427y, ay(:v,y) Yy Y

Rozwiazujemy rownanie wektorowe grad f(z,y) = 0, czyli uktad réwnan

2427 + 242?13 = 0
2423y% + 249" = 0.

Zauwazmy, ze jesli x = 0, to y = 0 1 punkt (0, 0) jest rozwiazaniem uktadu. Zat6zmy teraz
x # 0 (wtedy réwniez y # 0). Dzielac réwnania odpowiednio przez x? i y?, otrzymujemy

z

co daje (7)° :

= (%)3? wige (



Jedli z =y, to 2° = —a3, wigc 22 = —1, co nie ma rozwigzan (rzeczywistych). Jesli x = —y,
to 2% = 2°, wiec 22 = 1, co daje x = £1. Podsumowujac, mamy trzy rozwigzania: (0,0),

(1,—1), (—=1,1). Obliczamy teraz pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f:

8 f % f

7 (z,y) =
dxdy" Oyowx

02

(z,y) = 24(72° + 2zy°), (z,y) = 24 - 32°y°,

82
ayé(% y) = 24(22%y + 7y°).

Macierz Hessego funkcji f jest zatem réwna

24(72°% + 2zy3) 24 - 3x%y?
24 - 31%y? 24223y + Ty%) |

W punktach (1, —1) i (—1,1) ta macierz ma postacé ;i g gj ? . Forma kwadratowa o
tej macierzy jest dodatnio okreslona, wiec w tych punktach funkcja f ma lokalne minima

(oba réwne —2).

W punkcie (0,0) macierz Hessego ma postaé ], wiec nasze kryteria istnienia lub

0
00
nieistnienia ekstremum lokalnego nie dziataja (sa speinione warunki konieczne, a nie sa
spelnione warunki dostateczne). W tej sytuacji trzeba bezposrednio zbadaé¢ zachowanie
funkeji f w otoczeniu punktu (0,0).

Mamy f(0,0) = 0 i f(x,0) = 32®, co jest wicksze od 0 dla x # 0. Zatem, funkcja f
przyjmuje pewne wartos$ci dodatnie w kazdym otoczeniu punktu (0, 0), wiec nie ma w tym
punkcie maksimum lokalnego. Z drugiej strony, mamy

f(z,—x) = 62° — 82° = 25(62* — 8),

co jest mniejsze do 0 dla =z # 0, |z| < % Zatem, funkcja f przyjmuje pewne wartosci
ujemne w kazdym otoczeniu punktu (0, 0), wiec nie ma w tym punkcie minimum lokalnego.
Zatem, f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie (0, 0).

Uwaga. Mamy |231?| < #, wiec f(z,y) > 3a° — 42° + 3y® — 445, Korzystajac z tego,
w ten sam sposob co w poprzednim przyktadzie pokazujemy, ze f jest ograniczona z dotu
i dwa minima lokalne funkcji f sa minimami globalnymi. Z drugiej strony, funkcja f nie

jest ograniczona z gory, wiec nie ma maksimum globalnego.

Odwracalno$¢ funkcji wielu zmiennych i dyfeomorfizmy

Definicja. Niech f : A — B, gdzie A, B otwarte podzbiory R*. Méwimy, ze f jest dyfe-
omorfizmem klasy C*, jedli f jest wzajemnie jednoznaczna (tzn. réznowartosciowa i ,na’)
oraz funkcje f, f~! sg klasy C*.



Uwaga. W takiej sytuacji rézniczka D f(z) jest liniowym automorfizmem R* i D(f~1)(f(z)) =
(Df(x))! dla kazdego = € A.

Dowdd (1d oznacza przeksztalcenie identycznosciowe). Z twierdzenia o rézniczce ztozenia
funke;ji,

D(f)(f(x)) o Df(z) = D(f 7" o f)(x) = D(Id4)(x) = Idgs .
Podobnie, Df () o D(f~)(f(x)) = Idge. Zatem, D(f~)(f(z)) = (Df(x))™". O
Twierdzenie o lokalnej odwracalnosci funkcji
Niech f: A — RF, gdzie A otwarty w R* bedzie funkcjg klasy C! i niech x € A. Zatézmy,

ze Df(x) jest liniowym automorfizmem R*. Wtedy istnieje otoczenie U C A punktu z,
takie ze

e [ jest roznowarto$ciowa na U,
o V = f(U) jest otwarty w R,

o f|y jest dyfeomorfizmem klasy C' z U na V.

Uwagi

e Df(z) liniowy automorfizm R¥ <= macierz Jacobiego MJf(z) jest odwracalna
(ma rzad k) <= jakobian Jf(z) jest niezerowy.

e Twierdzenie nie implikuje, ze f jest roznowarto$ciowa w catej dziedzinie.

Przyklad. Funkcja f : R? — R2, f(x,y) = (e®cosy, e®siny) jest lokalnie odwracalna w
otoczeniu kazdego punktu (z,y) € R?, ale nie jest globalnie odwracalna (réznowartoscio-
wa).

Dowéd. Funkcja f jest klasy C*. Macierz Jacobiego tej funkcji ma postaé

_ |ePcosy —esiny
MJf(wy) = efsiny e“cosy |

Jakobian funkcji f jest réwny Jf(z,y) = €* cos?y + e**sin? y = €2* #£ 0.

Zatem, z twierdzenia o lokalnej odwracalnosci, funkcja f jest odwracalna w otoczeniu
kazdego punktu (x,y) € R?. Z drugiej strony, f(z,y + 27) = f(z,y), wiec funkcja f nie
jest réznowartosciowa na R2. ]

Whniosek. Niech f : A — B, gdzie A, B otwarte podzbiory R*. Jedli f jest wzajemnie
jednoznaczna, klasy C* i Df(x) jest liniowym automorfizmem RF dla kaidego x € A, to f
jest dyfeomorfizmem klasy C*.

Definicja. Zbiory otwarte A, B C RF nazywamy dyfeomorficznymilub C'-dyfeomorficznymi,
jedli istnieje dyfeomorfizm f klasy C*' przeksztalcajacy A na B.
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Przyktad. Wszystkie kule w R¥ sg dyfeomorficzne.

Dowéd. Niech xy,z5 € R i niech ri,ry > 0. Wtedy funkcja f(z) = %(m — x1) + 29
przeksztalca wzajemnie jednoznacznie kule B(z1,71) na kule B(xza,79) (bo || f(z) — 29| =
2z — x1)). Jest oczywiste, ze funkcje f, f~' sa klasy C". O

Przyklad. Kwadrat bez brzegu i koto bez brzegu sg dyfeomorficzne.

Dowéd. Funkcja f(z,y) = (x,v/1— 22 y) jest dyfeomorfizmem klasy C! kwadratu bez
brzegu {(z,y) € R*: |z|, |y| < 1} na kolo bez brzegu {(z,y) € R? : 2? + y* < 1}. O

Przyklad. Ptaszczyzna i kwadrat bez brzegu sa dyfeomorficzne.

Dowdd. Funkcja f(z,y) = (2 arctgxz, 2 arctgy) jest dyfeomorfizmem klasy C* plaszczyzny
R? na kwadrat {(x,y) € R?*: |z|,|y| < 1}. O

Przyktad (wspétrzedne biegunowe). Niech
f:]0,4+00) x R — R?, f(r, @) = (rcosp,rsinp).

Wtedy dla kazdego ¢y € R funkcja f przeksztatca dyfeomorficznie zbior (0, +00) X (¢o, ©o+
2m) na R?\ L, gdzie L, jest (domknieta) polprosta zaczynajaca sie w poczatku ukladu
wspoétrzednych i tworzaca kat g z osig OX.
Jakobian f jest rowny

Jf(r,p) = rcos® ¢+ rsin’p = r.

Przyklad (wspotrzedne sferyczne). Niech f : [0, +00) x [0,27) x [-Z, Z] — R?,
f(r,p,0) = (rcospcosf, rsinpcosd, rsind).

Wtedy f przeksztalca dyfeomorficznie zbior (0, +o00) x (0,27) X (—
x > 0}.
Jakobian f jest rowny

,5) na R\ {(,0,2) :

SIE]

Jf(r,p) = r?cos?.

Uwaga. Przy ustalonym r > 0 katy ¢ i 6 to odpowiednio dlugos¢ i szerokosé geograficzna
na sferze S(0, 7).



