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Rachunek catkowy

Calki niewtlasciwe

Calki niewlasciwe

Definicja. Niech f : (a,b) — R, gdzie a € RU{—o0}, b € RU {400}, a < b bedzie
funkcja ciggta i niech F' funkcja pierwotna funkcji f. Zatézmy, ze istniejg skoniczone granice
jednostronne lim+ F(z), hl})l_ F(z). Wtedy méwimy, ze istnieje calka niewla$ciwa z f na

przedziale (a, b) i piszemy

/abf(x) dr = lim F(z)— lim F(z) = [F(2)]
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Przyktad. Sprawdzié, czy istnieje calka niewlasciwa z funkeji f: R — R, f(x) =

Funkcja pierwotna funkcji f jest réwna F(x) = arctgx + ¢. Mamy wiec

/+oo 1 d [ ¢ rroo I ¢ ( ) i ¢ ( ) s ( 7T)
——— dx = |arctgx = lim arc r)— lim arc r)=——|(—=)=m.
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Przyktad. Sprawdzié¢, dla jakich a € R istnieje catka niewtasciwa z funkcji f : [1,+00) —

R, f(x) = i

xa
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Funkcja pierwotna funkcji f jest réwna F(x) = 1:v dlaa#1iF(x) =Inz dlaa=1.
-«
Zatem,
0 dlaa > 1 L dl 1
lim F(x)= aa ,  lim F(z)=41" aa
z—+00 +oo dlaa<1l a1t 0 dla o = 1.
Mamy wigc
/Jrooldx_ %' N dla oo > 1
I nie istnieje dla a < 1.

Twierdzenie (kryterium calkowe zbieznosci szeregdw). Jesli funkcja f : [1,+00) —
[0, +00) jest malejgca, to szereq Y f(n) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje calka
n=1
“+oo

niewtasciwa f(z) dx.
1

Przyktad. Poniewaz f(z) = x% dla @ > 0 jest dodatnia i malejaca na przedziale [1, +00)
oraz (jak sprawdzilismy),

“+oo
catka niewtasciwa / — dx istnieje <—= a > 1, to
1

<1
szereg Z — jest zbiezny <— a > 1.
na

Funkcje wielu zmiennych

Struktura wielowymiarowej przestrzeni euklidesowej

Przestrzen euklidesowa

Definicja (k € N). Przestrzen euklidesowa (kartezjanska) k-wymiarowa to zbidr
Rk — {<$17'--7$k> X1, , Tk € R}’

czyli zbior k-elementowych ciggdéw liczb rzeczywistych, z odpowiednig strukturg opisang
ponizej. Liczba z; (dla j =1,...,k) to j-ta wspélrzedna punktu z = (z1,...,x;) € RF.

Uwaga. Przestrzen euklidesowa ma naturalna strukture przestrzeni liniowej (wektorowe;j)
wymiaru k nad ciatem liczb rzeczywistych, jedli dla x = (z1,...,21), y = (y1,...,yr) € RF
it € R zdefiniujemy

r+y= (1 +y,.. T+ Ur), tr = (tzy, ..., txg).



Norma w R*

Definicja. Norma (dtugoéé wektora) w R¥ to funkcja || - || : R* — R, taka ze dla kazdego
z,y € RF t € R,

e |z]| > 0oraz ||z]| =0 <= z=0=(0,...,0),
o [[tz]| = [¢[[|=]],
o [lz+yll <zl + lyll

Ostatni warunek nazywa sie warunkiem trojkqta.

Definicja. Norma euklidesowa (standardowa) to norma w R* zdefiniowana przez

gdzie v = (z1,...,2) € R*.

Uwaga. W przestrzeni R” istniejg tez inne normy, np. p-ta norma
g Ja Y

3=

]l = (lza]” 4 - - - =+ [ax]?)
dla p € [1,+00) oraz norma maksimum

|]| 0o = max(|z1], ..., |x]).
Uwaga. Elementy przestrzeni euklidesowej mozna traktowac jak wektory lub punkty.

Definicja. Dla danej normy w R* mozemy zdefiniowaé¢ metryke o (odlegtoéé miedzy punk-
tami), indukowang przez te norme, kladac

oz,y) =z —y|  dlazyeR"

Definicja. Metryka euklidesowa (standardowa) to metryka w R* indukowana przez norme
euklidesowsq, czyli

o(x,y) = /(w1 —y0)? + -+ (21 — y)?,
gdzie v = (z1,...,2%),y = (Y1, ..., yr) € RF,
Iloczyn skalarny

Definicja. Iloczyn skalarny w R* to funkcja (-,-) : R* x R¥ — R, taka ze dla kazdego
z,y,2 € RF t €R,

o (v +y,2)=(r,2)+(y,2),

o (tx,y) =t(z,y),



o (y,2) = (z,y),
o (z,x) > 0oraz (z,x) =0 < x=0.

Uwaga. 7Z warunkoéw pierwszego, drugiego i trzeciego wynika

(x,y +2) = (z,9) + (v,2),
(z,ty) = t(z,y).

Definicja. Fuklidesowy (standardowy) iloczyn skalarny jest zdefiniowany jako
(z,y) = 21y1 + -+ + Tal,
gdzie x = (21, ..., 2k), ¥y = (Y1, - -, Yg)-
Twierdzenie. Jesli (-,-) iloczyn skalarny w R*, to
x| = \/{x, x) dla v € RF
jest normg w R*. Norme te nazywamy normg indukowang przez ten iloczyn skalarny.

Uwaga. Norma euklidesowa jest indukowana przez euklidesowy iloczyn skalarny.

Nieré6wnosé Schwarza

Twierdzenie. Jesli || - || norma w R* indukowana przez pewien iloczyn skalarny, to

(=, )| < [l - lyll-

Dowdd.
Mozna zatozyé x # 0. Dla kazdego z,y € R*, t € R mamy

0< (tr +y,tx+y) =t*(z,z) + 26z, y) + (y,y)
= t*||z||* + 2t{z, y) + ||ly|*-

To wyrazenie przy ustalonych z,y jest funkcja kwadratowa f(t) zmiennej ¢t € R przyjmu-
jaca tylko wartosci nieujemne. Zatem wyréznik A réwnania kwadratowego f(x) = 0 jest
niedodatni, czyli

A =4z, y)* = 4ll|*[lylI* <o,
co daje nieréwnos¢ Schwarza. [

W szczegdlnosci, dla euklidesowego iloczynu skalarnego otrzymujemy:



Twierdzenie (Klasyczna nieréwnos$¢ Schwarza). Dia kazdego xq,...,Tg,y1,...,yr € R
zachodzi

j=1  j=1

2
k
(lejyj) < Ziﬁf >y
j:

Uwaga. Przy pomocy iloczynu skalarnego mozna zdefiniowaé katy miedzy wektorami
z,y # 0

_ A{r,y)
os( (2. 9)) = Tl

W szczegdlnosci, wektory x,y sa prostopadie (ortogonalne), jesli (x,y) = 0.

Definicja. Kula (otwarta), kula domknieta i sfera o $rodku w punkcie z € R* i promieniu
r > 0 w normie || - || to, odpowiednio, zbiory

B(z,r)={y e R": |z —y[| < r},
B(xz,r)={y e R": |z —y[| < r},
S(z,r)y={y eR": |z —y|| =},

Uwaga. Dla normy euklidesowej mamy

B(QZ,T) :{?JERk : (;1:1 —91)2+"'+($k—yk)2 <7n2}7
B(z,r) ={y € R : (z1 —y1)” + - + (zx —gn)> <77},
S(x7r):{y€Rk:('rl_y1>2+"'+(xk—yk>2:7"2}7

gdzie v = (z1,...,21),y = (Y1,...,yr) € R,

Przyklady
Dla normy euklidesowej:

e w R! = R kule to przedzialy otwarte, a sfery to zbiory dwupunktowe,
e w R2 kule to kola otwarte, a sfery to okregi,
e w R3 kule i sfery to zwykte kule i sfery.

Uwaga. Od tej pory bedziemy rozpatrywaé¢ wylacznie euklidesowa norme i euklidesowy
iloczyn skalarny w R*.



