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Rachunek catkowy

Catka z funkcji wielu zmiennych
Calka podwdjna na prostokacie

Definicja (twierdzenie Fubiniego). Niech f: P — R, gdzie P = [a,b] X [c, d] prostokat w
R? bedzie funkcja ciaglta. Wtedy catke z f na P (tzw. calke podwdjng) definiujemy jako

//Pf(fay) drcdy:/ab (/Cdf(:c,y) dy) d:c:/cd (/abf(x,y) d:c) dy

(dwie ostatnie cafki, tzw. calki iterowane sa réwne). Catka podwdjna na prostokacie jest
wiec rowna catce iterowanej, ktorej warto$é nie zalezy od kolejnosci catkowania.

Przyktad. Obliczy¢ catke podwéjng z funkcji f(x,y) = 2% siny na prostokacie P = [0, 1] x
0.2]

Z definicji,

//Pf(a:,y) drdy = /0’5 (/OlQOsiny dw) dy
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Catka podwdéjna na obszarze normalnym

Definicja. Jedli f : A — R jest funkcja ciagly, gdzie A = {(x,y) € R?* : x € [a,b],y €
[h(z),g(x)]} dla pewnych funkeji ciagtych h,g : [a,b] — R, takich ze h < g, to calke
podwdjng z f na A definiujemy jako

[ st sy = [ ([ st dn) e

Podobnie, jesli A = {(x,y) € R*: y € [¢,d],z € [h(y), g(y)]} dla pewnych funkcji ciagtych
h,g: e, d] — R, takich ze h < g, to calke podwdjng z f na A definiujemy jako

([ st sty = [ ([ a0y as) ay

Uwaga. Tutaj nie mozemy zmienia¢ kolejnosci catkowania po dz i dy.

Definicja. Jesli f : A — R jest ciggla, gdzie A C R? jest sumg skonczonej liczby obszaréw
domknietych Ay, ..., A, oroztacznych wnetrzach, postaci takiej jak w poprzedniej definicji,
to catke podwdjng z f na A definiujemy jako

//Af(x,y) da:dyzg;//mf(x,y) dzdy.

Uwaga. Podobnie jak catke podwdjna, mozna zdefiniowaé catke potrojng z funkcji ciagtej
okreslonej na odpowiednim obszarze domknietym w R3 (np. prostopadtoscianie), a takze
catki w R* dla & > 3.

Uwaga. Calke podwdjna i potrojna mozna tez zdefiniowac jako catke Riemanna, np. catke
z funkcji cigglej f na prostokacie P = [a,b] x [c,d] deﬁniuje sie jako granice (przy n —

00) sum wa( iy ,yz(z)) - pole P(J , gdzie (z 5]),%(?)) ” ) a {P(n }en | sa rodzinami
prostokatow dzielacymi prostokat P na coraz drobniejsze fragmenty.

Whniosek. Niech A C R? bedzie domknietym obszarem normalnym lub sumgq skonczonej
liczby takich obszaréw o rozlgcznych wnetrzach i niech fi, fs : A — R bedq funkcjami
ciggltymai, takime ze f1 < fo. Witedy

objetosé¢{(z,y,2) € R*: (z,9) € A, z € [fi(z,y), fo(z,y)]} = //A(fg(x,y)—fl(:v,y)) dxdy.

Calka podwdjna jako pole

Twierdzenie. Jesli A C R? jest domknietym obszarem normalnym, tzn.
A={(z,y) eR*: 2 € [a,b],y € [h(z), g(z)]}

dla pewnych funkcji cigglych h, g : [a,b] — R, takich ze h < g, to

poleA:// dxdy.
A

To samo zachodzi, gdy A jest sumg skonczonej liczby domknietych obszarow normalnych o
roztgcznych wnetrzach.



Dowod.

//A drdy = /ab (/,jz) dy) dr = /ab(g(x) — h(z))dx = pole A.

Twierdzenie o zamianie zmiennych w calce wielowymiarowej

Twierdzenie. Niech ¢ : A — B dyfeomorfizm klasy C', gdzie A, B otwarte w R?. Niech
f:C — R ciggla, gdzie C' zwarty podzbior B. Wtedy

//c flz,y) dedy = /L_I(C) flo(u,v)|Jo(u,v)| dudv

(gdzie Jo oznacza jakobian ¢). Analogicznie twierdzenie zachodzi dla calki potrdjne;.

Whiosek (Biegunowa zamiana zmiennych w calce podwéjnej).
2t rR
//7 f(z,y) dedy = / / r f(rcos,rsinf) drdf.
B(0,R) o Jo

Calka Eulera—Poissona

o0 2
Przyktad. Obliczy¢ catke niewtasciwa / e " dx.

Obliczmy najpierw catke podwodjna // e~ Y dxdy na kwadracie Q,, = [—n,n|x[—n,n] C
Qn
R? n € N. Mamy

// e~ Y dxdy = /n </n e~ %Y d:l:> dy = /n eV’ (/n e d:v> dy
n 9 n 5 n 9 2
:/ e " d:c/ eV dy:(/ e ” da:').
Zatem,
oo 2 . n 2 . 9 9
/ exdx:nhjgo exdx:JLrglo\/// e~ =Y dady

gdzie B, = B(0,n) C R2.

Obliczamy teraz [z e **v* dxdy. Stosujemy zamiane zmiennych na wspolrzedne biegu-
nowe ¢(r,0) = (rcosf,rsinf) dlar € [0,n], € [0,27]. Funkcja ¢ przeksztatca prostokat
[0,n] x [0,27] na koto B, i jest dyfeomorfizmem klasy C' na wnetrzu tego prostokata.
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Okazuje sig, ze w tej sytuacji mozemy stosowaé twierdzenie o zamianie zmiennych w catce
podwojnej.
Mamy Jo(r,0) = r, wiec

| e deay = [ g~ (reost)’=(rsind)?y gy g
Bn [0,n]x[0,2n]

n 27
= // e drdf = / (/ e d9> dr
[0,n]x[0,27] 0 0

—p2qn
= 27?/ e rdr =2 [_e ] —m(l—e™).
0 2 ],

W takim razie,

400
/ e do = \/nhi& // e~V dxdy = \/7115{)10 (1l —e ) = /7.

Uwaga. Catka Eulera—Poissona odgrywa wazng role w rachunku prawdopodobienstwa.

22
Wykres funkcji f(z) = \/%6_7, zwany krzywg Gaussa, opisuje tzw. rozktad normalny

zmiennej losowe;.

Funkcja gamma Eulera

Definicja. Funkcje
+oo
[(x) = / t" et dt dlaz >0
0

nazywamy funkcjq gamma Fulera lub funkcjg Eulera drugiego rodzaju.

Uwaga. Catka w powyzszej definicji to catka niewtasciwa, ktéra istnieje dla kazdego x > 0.

Witasnoéci funkcji I’

Twierdzenie. Dia kaidego x > 0 zachodzi I'(x 4+ 1) = zI'(x).



Dowaod. Caltkujac przez czesci, otrzymujemy:

+oo 400
Mx+1) = /0 the Tt dt = [—tTe S — /0 (—at* e ") dt = aT'(z).

]
Twierdzenie. I jest funkcjqg dodatniq klasy C*°. Poza tym, InT" jest funkcjq wypukiq.
Stwierdzenie.
['(n)=(n-1)! dla kazdego n € N.
Dowdd (indukcyjny). Mamy
+oo
D)= [ et dt=[—e 5 =1
0
oraz I'(n 4+ 1) = nI'(n). O
r(3)=vr
Stwierdzenie.
Dowdad.
r<1) [T - 2/+°° g —/M ~ du = /7
5) =/ \/%u:—\/z[)e u=| e u = /7.
O

Twierdzenie (Wzor Eulera—Gaussa).

T

n'n
P(z) = li .
@) = e D e+

Uwaga. Funkcja ' ma zastosowanie w wielu galeziach matematyki, a takze w statystyce
(tzw. rozklad gamma).



