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Rachunek catkowy

Funkcja pierwotna — calka nieoznaczona

Funkcja pierwotna
Niech
f:P—R,

gdzie P przedzial otwarty w R.

Definicja. Funkcja F': P — R jest funkcjq pierwotng (calkq nieoznaczong) funkcji f, jesli
F jest rézniczkowalna i F' = f.

Stwierdzenie. Jesli F jest funkcjg pierwotng funkcji f, to funkcja F+c, gdzie c jest stalg
rzeczywistq, tez jest funkcjq pierwotng funkcyi f.

Odwrotnie, jesli F' jest funkcjg pierwotng funkcyi f, to kazda inna funkcja pierwotna funkcyi
f gest postaci F' + ¢, gdzie ¢ jest stalq rzeczywistq.

Dowdéd. Jesli F' = f, to (F+c¢) = F' + 0= F', wigc F' 4 ¢ jest funkcja pierwotng funkeji
f. Odwrotnie, jesli F,G funkcje pierwotne funkcji f, to oznaczajac H = F' — (G, mamy
H =F —G = f— f=0. Zatem, z twierdzenia Lagrange’a, dla kazdego x,y € P istnieje
z € P, takie ze H(z) — H(y) = H'(2)(x —y) =0 (z —y) = 0, wiec H jest funkcja stala.
Oznacza to, ze G jest postaci F' + ¢, gdzie c jest stala rzeczywista. ]



Oznaczenie
Oznaczamy przez / f(z) dzx zbioér wszystkich funkeji pierwotnych funkeji f, tzn.

[ f@) de = Pla) +c.
gdzie ¢ jest dowolng stata rzeczywista (czasami litere ¢ bedziemy opuszczad).

Uogo6lnienie
Jedli funkcja f jest okreslona na sumie roztacznych przedziatéw otwartych, to funkcje pier-
wotng okreslamy oddzielnie na kazdym przedziale. Wtedy poprzednie stwierdzenie nie za-

1 dlaz >0 T+ dlaz >0
mamy F(x) =
-1 dlaxz<0 —x+c dlax<0

dla dowolnych statych ¢y, cy € R.

chodzi, np. dla f(z) =

Przyktad.

xa+1
/xo‘ dr = +c

a+1

dla a € R\ {—1} (na odpowiednim przedziale okreslonosci funkcji). W szczegdlnosei,
/ dr =z +c.

1 dlax>0
Przyktad. Funkcja f: R — R, f(z) = ot nie ma funkcji pierwotnej.
-1 dlaz <0

Dowaod. Zatézmy, ze F': R — R jest funkcja pierwotng funkcji f. Wtedy

Fla) = T+ dlaz >0
—x+c dlax <0

dla pewnych ¢, ¢ € R. Funkcja F jest ciggta (bo jest rozniczkowalna), wiec ¢; = lirgl+ F(z) =
lim F(x) = co. Stad, F(z) = |z| + ¢; dla 2 € R, wiec F nie jest rézniczkowalna w 0 —

z—0~

sprzecznosc. O

Twierdzenie. Jesli f : P — R ciggla, gdzie P przedzial otwarty w R, to f ma funkcje
pierwotng.
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Przyktad. Funkcja pierwotna funkcji f(x) = e nie jest funkcja elementarna.

Twierdzenie. Jesli f,g: P — R ciggle, gdzie P przedziatl otwarty w R, to:

JU@) +g(@) do = [ f(a) do + [ ga) da,
/af(x)dx:a/f(x) dx dla a € R.
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Calki pewnych funkcji elementarnych

a+1

a+1
lnx—{—c dla z >0

xz

x* dr = +c dla o # —1

X
a”

dlaa > 0,a#1

dez = ¢e* +c

[z
[
IS
/smx dr = —cosx +c
/
| =

CcoS T dx =sinx + ¢

= arcsinx + ¢

\/1—5(]2
/1+x2 dr = arctgzr + ¢

Twierdzenie o calkowaniu przez czesci
Jesli funkcje f,g: P — R, gdzie P przedzial otwarty w R, sg klasy C!, to

| F@g(a) de = f()g(a) ~ [ fla)/(@) da

Dowdd. Wynika ze wzoru (fg)'(x) = f'(x)g(z) + f(x)g (x). O
Przyktad. Obliczy¢ catke / xcosx dx.
Niech f(x) =sinz, g(z) = . Wtedy f'(z) = cosz, ¢'(z) = 1, wiec

/xcosx dx :xsinx—/sinx dr = xsinx + cosz + c.

Twierdzenie o calkowaniu przez podstawienie

Niech g : P — R, gdzie P przedzial otwarty w R, bedzie funkcja klasy C! i niech f bedzie
funkcja ciagla okreslona na przedziale otwartym zawierajacym ¢(P). Oznaczmy przez F
funkcje pierwotna funkcji f. Wtedy

[ Fa@)g () de = Flg(x)) + ¢



Uwaga. Jesli przyjmiemy oznaczenie y = g(z), to powyzsze twierdzenie mozemy zapisaé
W postaci

[ flo@)g'(@) da = [ 1) dy.
dg d

_ay , ‘s ,
—=, to ta roOwnos¢ ma postac

- dx(x) Cdx

[ 1) de = [ ) dy

Mozemy tu postugiwaé sie (formalnymi) napisami postaci dy = ¢'(x)dz (maja one Sciste
uzasadnienie matematyczne, o ktérym nie bedziemy tu méwic).

Jedli zapiszemy ¢'(z)

Przyktad. Obliczy¢ catke /tgw dr dla z € (0, 7).

Piszemy
dy

dx

Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie, otrzymujemy

i —d
/tgacdx:/smx dx:/—y:—lny—l—c:—lncosx—i-c.
Y

Yy = CoST = —sinx dy = —sinx dx.

COoS T
Uwaga. Znalezienie dobrego podstawienia jest w wielu przypadkach trudne i moze wyma-
ga¢ duzej pomystowosci.
Przyktad. Obliczy¢ catke / VI—2drdlaze (~1,1).
Niech z = siny dla y € (-7, ). Mamy

d
T cos v, dxr = cosy dy.
dy

Zauwazmy, ze /1 — 2 = /1 — sin®y = \/cos? y = cosy (bo y € (—%,%)). Zatem, calkujac

przez czesci, otrzymujemy
/\/1 —x?dx = /0032y dy.

1+-cos(2y)
/=22 mamy

Poniewaz cos®y = =5

1 1
/COSQy dy = 5 /dy + 5/005(2y) dy.

1 1
Wiemy, ze 3 / dy = % + ¢. Aby obliczy¢ 3 / cos(2y) dy, stosujemy podstawienie 2y = t.
Wtedy 2dy = dt, wiec

1 1 1
i/cos(Qy) dy = Z/Costdt: Zsint—i—c.

4



Ostatecznie otrzymujemy
1 1
/\/1—1‘2 dx:%—l—zsintjtc: %+Zsin(2y)+c

1 i 1
:%—i—isinycosy—l—c:w—%ix vV1—a22+ec

Przyktad. Obliczy¢ catke /:EQG“ dz.
Niech f(z) = €%, g(x) = 2% Wtedy f'(z) = €%, ¢'(x) = 2x, wiec calkujac przez czesci,
otrzymujemy
/avgex dr = 2%e* — 2/:1:6“”” dz.
Biorac teraz f(x) = €*, g(x) = x i powtdrnie calkujac przez czesci, mamy
/xexdx:xex—/exdx:xex—ex—l—c.
Ostatecznie,

/xQex dr = 2%e” — 2(ze” — ") + ¢ = (2% — 2+ 2)e” +c.
Uwaga. Podobnie mozna obliczy¢ / x"e” dx dlan € N, co pozwala wyprowadzi¢ wzér na

/ W(x)e® du,
gdzie W jest dowolnym wielomianem.
Przyktad. Obliczy¢ catke / e’sinx dz.

Niech f(z) = e, g(x) = sinz. Wtedy f'(z) = €*, ¢'(x) = cosx, wiec calkujac przez czesci,
otrzymujemy

/exsinx dx:e”sinac—/excosx dz.

Biorac f(x) = €%, g(z) = cosz, mamy f'(x) = e*, ¢'(x) = —sinz. Caltkujac powtérnie
przez czesci, mamy
/e’” cosx dr = e* cos T + /exsinx dz.

Otrzymali$my réwnanie

/exsinx dr = e"sinx — e* cosx — /em sinz dx.
Wiedzac, ze /egc sin z dz istnieje (bo funkcja e” sinx jest ciaglta), mamy stad
2/61 sinz dr = e*sinx — e cos x,

wiec
x

/ewsinx dx = eE(simx —cosx) + c.



