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Funkcje wielu zmiennych

Rézniczkowalno$é funkcji w R”

Twierdzenie (Warunek dostateczny rézniczkowalnodci). Niech f: A — R™, gdzie A C R*
otwarty i niech x € A. Jezeli wszystkie pochodne czgstkowe funkcji f istniejg w kazdym
punkcie pewnego otoczeniu punktu x i sq ciggle w punkcie x, to f jest rozniczkowalna w x.

Definicja. Niech f : A — R™, gdzie A C R* otwarty. Méwimy, ze funkcja f jest klasy C*,
jesli wszystkie pochodne czastkowe funkcji f istnieja i sa ciagte w kazdym punkcie zbioru
A. Piszemy wtedy f € C! lub f € C1(A).

Whniosek. Funkcje klasy C' sq réiniczkowalne.

Twierdzenie. Niech f : A — R rozniczkowalna w punkcie x € A oraz grad f(z) # 0.
Rozwazmy pochodne kierunkowe 2L (x ) dla h € R”, ||h|| = 1. Wtedy ah( x) przyjmugje

maksimum (minimum) dla h = Ié)ﬁ{” o1 (h= ”iﬁ’; /-
Dowdd (dla maksimum). Jedli ||h|| = 1, to z nieréwnosci Schwarza,

gi(ﬂf) = Df(x)(h) = (grad f(z), h) < || grad f(2)|[|[2[| = || grad f(z)[],
a dla hy = % mamy [|ho|| =1 i
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Whniosek. Gradient jest kierunkiem najszybszego wzrostu funkcji.

Twierdzenie. Jesli f,g: A — R™, A CRF sq réiniczkowalne w punkcie x € A, to:
o D(f+9)(x) =Df(x)+ Dg(z),
e D(tf)(x) =tDf(x) dlat € R.

Whniosek.
0 0
o My = 2Ly 4 22w,
o), o
1. (x) = aIZ( x) dlat e R
dlai=1,... k.

Twierdzenie (o rézniczce zlozenia funkcji). Niech f : A — R™, g : B — R, gdzie
A otwarty w R¥ i B otwarty w R™ 4 niech x € A, tak ze f(x) € B. Wtedy, jesli f
rozniczkowalna w punkcie x i g rézniczkowalne w punkcie f(x), to go f rézniczkowalna w
punkcie x 1

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df().
Whiosek.
MJ(go f)(z) = MJg(f(z)) - MJf(x).
Whiosek.
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dy
dlav=1,... )k, j=1,...,1L.

Przyklad. Jesli
h(r,0) = f(rcos@,rsinf)
dla pewnej rézniczkowalnej funkcji f : R? — R, to:

ah df
W(ne) ox

Oh of af
ag(r 0) = ax(rcosé rsinf)(— rs1n«9)+8—y(rcosg ,7sin@)(r cos ).

Przyktad. Jedli f: R — R™ig:R™ — R sg rézniczkowalne, to:
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——(rcosf,rsinf)cosf + ﬁ(rcos& rsin @) sin 0,

dy

(go f)(z)=



Uwaga. Biorac w ostatnim przyktadzie

9 Ym) = Y1 Yo

otrzymujemy

+ fi(@) fo(@) fa(2) - - fr (@),
czyli wzér na pochodng iloczynu m funkcji jednej zmienne;j.

Twierdzenie (o rézniczce funkcji odwrotnej). Niech f : A — B, gdzie A, B otwarte w R¥,
bedzie funkcjg wzajemnie jednoznaczng i niech x € A. Zalozimy, ze zbior B jest otoczeniem
punktu f(z), funkcja f=1 jest ciggla w punkcie f(x), funkcja f jest rézniczkowalna w x i
Df(x) jest liniowym automorfizmem R¥. Wtedy funkcja f=1 jest rézniczkowalna w punkcie
f(z) i

D(f™)(f(z)) = (Df(x))~".

Whiosek.
MJI(fH(f(x) = (MJf(x)) "

Uwaga. Df(z) jest liniowym automorfizmem R* wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik
macierzy Jacobiego (tzw. jakobian) jest rézny od 0.

Twierdzenie (o wartoéci éredniej). Niech f : A — R, gdzie A otwarty w RF, bedzie
funkcjq skalarng i niech x,y € A. Zalézmy, ze odcinek [x,y] jest zawarty w A i funkcja f
jest rézniczkowalna na [x,y]. Wtedy istnieje z € [x,y], takie Ze

f(x) = fly) = Df(z)(z —y).
Uwaga. Dla k =1 jest to twierdzenie Lagrange’a.

Przyktad. To twierdzenie nie zachodzi dla funkcji wektorowych, np. dla f(z) = (cos x, sin x)
mamy f(27) — f(0) = (1,0) — (1,0) = (0,0), ale Df(2)(2r — 0) = (—27sin z, 27 cos z) #
(0,0) dla kazdego z € R.

Twierdzenie. Niech f : A — R™, gdzie A otwarty w R¥ i niech x,y € A. Zaléimy, ze
odcinek [x,y] jest zawarty w A i funkcja [ jest réiniczkowalna na [x,y]. Wtedy

If(x) = f)Il < v/m sup  max | grad f;(2)]| - [l = y].
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