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Funkcje wielu zmiennych

Struktura wielowymiarowej przestrzeni euklidesowej

Zbiory otwarte i domkniete

Definicja. Zbiér A C R* jest:
e otwarty, jesli dla kazdego punktu x € A istnieje r > 0, takie ze B(x,r) C A,
e otoczeniem punktu x € R¥ jesli A otwarty i x € A,

domkniety, jesli R¥ \ A otwarty,

e ograniczony, jesli jest zawarty w pewnej kuli, tzn. istnieje € R*¥ i r > 0, takie ze
A C B(zx,r),

e zwarty, jesli A domkniety i ograniczony.

Przyktad. Przedzial otwarty (a, b) jest zbiorem otwartym w R, a przedziat domkniety [a, b]
jest zbiorem domknietym (i zwartym) w R. Przedzial [a, b) nie jest ani zbiorem otwartym,
ani domknietym w R.

Przyktad. Kula w R¥ jest zbiorem otwartym i ograniczonym, a kula domknieta i sfera
sa zbiorami zwartymi. Punkt w R¥ (zbiér jednopunktowy) jest zbiorem zwartym. Cata
przestrzenn R jest zbiorem otwartym, domknietym i nieograniczonym.

Przyktad. Zbior {(z,0) : x € [0,1]} C R? jest zwarty, a zbiér {(x,0) : z € (0,1)} C R?
nie jest otwarty ani domkniety.



Twierdzenie.
e Suma dowolnej rodziny zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.

e Przeciecie (cze$¢ wspolna) skoriczonej rodziny zbiorow otwartych jest zbiorem otwar-
tym.

o Przeciecie dowolnej rodziny zbiorow domknietych jest zbiorem domknietym.

e Suma skonczonej rodziny zbioréw domknietych jest zbiorem domknietym.
Definicja.

e Wnetrze zbioru A C R* (ozn. int A) to zbi6r

{z € A istnieje otoczenie punktu x zawarte w A}

e Brzeg zbioru A C R* (ozn. 9 A) to zbior

{z € R*: kazde otoczenie punktu x przecina zaréwno A, jak i RF\ A}

e Domknigcie zbioru A C R¥ (ozn. A) to suma wnetrza A i brzegu A.

Uwagi
e int AC ACA.
e int A jest zbiorem otwartym (suma wszystkich zbioréw otwartych zawartych w A), a

A jest zbiorem domknigtym (przecigciem wszystkich zbioréw domknigtych zawiera-
jacych A). Poza tym, 0 A jest zbiorem domknietym.

Stwierdzenie. A jest otwarty <= int A = A.
A jest domkniety < A= A.

Przyktady

e Wnetrzem dowolnego przedziatu o konicach a,b € R jest przedzial otwarty (a,b),
brzegiem zbiér dwupunktowy {a, b}, a domknieciem przedzial domkniety [a, b].

e Brzegiem kuli B(x,7) w R* jest sfera S(z,r), a jej domknigciem — kula domknieta

B(z,r).

e Brzegiem kuli domknietej B(x,7) w RF jest sfera S(z,r), a jej wnetrzem — kula
B(z,r).

e Domknigciem oraz brzegiem zbioru {(x,0) : x € (0,1)} C R? jest zbiér {(z,0) : z €
[0,1]}, a wnetrzem — zbiér pusty.



Zbiory wypuktle

Definicja. Odcinek (domkniety) o koficach x,y € R¥ (ozn. [z, y]) to zbiér {tx + (1 —t)y :
te0,1]}.

Uwaga. Przy tym oznaczeniu mamy [z, y] = [y, z].

Definicja. Zbior A C R* jest wypukly, jesli dla kazdych punktéw z,y € A odcinek [z, y]
jest zawarty w A.

Przyklad. Kula w R* (w dowolnej normie) jest zbiorem wypuktym.
Dowdd. Jedli y,z € B(z,r) it € [0,1], to

Ity + (1 —t)z —af| = [[t(y — =) + (1 = 1)(z — )]

Stly—z|+ A1 =t)|z—z||<tr+ (1 —=t)r=r,

wiec ty + (1 — t)z € B(z, 7). O
Przyktad. Funkcja f : (a,b) — R dla a,b € R jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy
zbior {(x,y) € R? : x € (a,b),y > f(x)} jest zbiorem wypuktym.
Zbiory spdjne

Definicja. famanaw R* to suma skoriczonej liczby odcinkéw [z, 1], [T2, 23], - . ., [Tm_1, Tm)
dla pewnych z1,. .., z,, € R

Definicja. Zbiér otwarty A C RF jest spojny, jeéli kazde dwa punkty z,y € A mozna
potaczy¢ tamang zawarta w A. Zbior otwarty i spéjny nazywamy obszarem.

Uwaga. Ogélnie, méwimy ze dowolny zbiér A C R jest spéjny, jeéli nie mozna go podzielié
na niepuste roztaczne podzbiory X, Y, takie ze X = ANU,Y = ANV, gdzie U,V otwarte
w RF.

Granica i ciggloéé w RF
Granica ciggu w R¥

Definicja. Méwimy, Ze ciagg punktéw z, € R¥ ma granice y € R¥, jedli ||z, — || —=2 0.
Piszemy wtedy 'r}l—{go rn, =y lub x, — Y
Mamy zatem

lim z, =y <= Va0 Jngen Ynsno |70 — Y| < &

n—oo

Twierdzenie. Jesli z, = (Tn1,...,Tnx) ERY iy = (y1,...,y) € RF, to
Tn —= Y = Tnj =Y dlaj=1,... k.

n—oo

(Zbieinosé ciggu w R* jest réwnowazna zbieznosci po wspétrzednych.)
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Dowéd. Wynika 7 twierdzenia o réwnowaznosci norm w R* (dla normy euklidesowej i
normy maksimum). O

lim,, o (C/ﬁ,nsin%,e‘”) = (1,1,0).
Przyktad.

Uwaga. W R* nie mozna zdefiniowaé zbieznosci niewlasciwej ciagu (do +00) w ten sam
sposob jak w R. Zwykle méwi sie, ze ciag x,, dazy do oo, jedli ||x,| dazy do +oc.

Uwaga. Rozszerzamy pojecie ,prawie wszystkie wyrazy ciagu” na przypadek ciagow w
R*. Podobnie, rozszerzamy definicje punktu skupienia i punktu izolowanego zbioru na
przypadek zbioréw w RF.

Funkcje wektorowe i skalarne
Rozpatrujemy funkcje postaci

f:A—R™,

gdzie A C RF dla pewnych k,m € N. Jesli m > 1, to taka funkcje nazywamy funkcja
wektorowq. Piszemy wtedy

f: (flv"’7fm)7

gdzie f; : A — R 1 fj(x) jest j-ta wspéirzedng punktu f(x).

Jesli m = 1, to funkcje f nazywamy funkcja skalarng lub rzeczywista.

Kazda funkcja wektorowa f : A — R™ moze by¢ zatem traktowana jak uporzadkowany
ciag m funkcji skalarnych fy,..., f,.

Granica i ciggloéé funkcji w R¥

Definicja Heinego (ciaggowa) granicy funkcji w RF

Niech f : A — R™ dla A C RF i niech a € R* bedzie punktem skupienia zbioru A.
Mowimy, ze f ma granice b € R™ w punkcie a, jesli dla kazdego ciggu punktéw z,, € A
zbieznego do a i takiego ze z,, # a, ciag f(z,) jest zbiezny do b. Podobnie jak w przypadku
jednowymiarowym, piszemy wtedy glclir(ll f(x) =0blub f(x) — b.

Definicja otoczeniowa granicy funkcji w R”

Niech f: A — R™ dla A C R¥ i niech a € R* bedzie punktem skupienia zbioru A. Wtedy
f ma granice b € R™ w punkcie a, jesli dla kazdego otoczenia U C R™ punktu b istnieje
otoczenie V' C R* punktu a, takie ze jedlix € ANV iz #a, to f(x) € U.

Definicja Cauchy’ego (¢—§) granicy funkcji w R*
Niech f: A — R™ dla A C R¥ i niech a € R* bedzie punktem skupienia zbioru A. Wtedy

f ma granice b € R™ w punkcie a, jesli

Veso J550 Veea 0 < ||z —al| <6 = | f(z) —b]| <e.



Uwaga. Dwie normy wystepujace w powyzsze]j definicji to normy w réznych przestrzeniach
(pierwsza w R¥ druga w R™).

Uwaga. Warunek w powyzszej definicji jest réwnowazny temu, ze

Voo J550 Veca T # a, |z —a;| < 6 dlai=1,....k
= |fi(z)—bj| <edlaj=1,...,m,

gdzie x = (x1,...,2%), a = (a1,...,a), b= (by,...,by).

Uwaga. Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, mozemy rozpatrywaé granice
w przypadku, gdy pewne wspotrzedne x; daza do £o0o. Wtedy w powyzszym wzorze trzeba
warunek 35 0 < |z; —a;| < d zastapié¢ przez Iy x; > M (x; < —M). Robimy tak oddzielnie
dla kazdej wspotrzednej i, mozna wiec rozpatrywac przypadki, gdy pewne wspotrzedne x;
daza do skonczonych wartosci a;, a inne do £o0.

Analogicznie, w przypadku funkeji skalarnej (m = 1) mozna zdefiniowaé¢ granice niewta-
Sciwe (b = £o00).



