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Pytanie
Jak bardzo wzrosnie wartos¢ wktadu na lokacie, jesli odsetki sa naliczane w kazdej chwili
(,,nieskonczenie czesto”)?

Zalézmy najpierw, ze przy poczatkowym wktadzie wg roczne oprocentowanie wynosi 100%
i odsetki sg naliczane n razy w roku. Wtedy warto$¢ wktadu na lokacie po 1 roku wyniesie
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Spéjrzmy na ciag

Liczba e

Na poprzednim wyktadzie udowodnili$my, ze ciag b, jest Scisle rosnacy. (Np. jesli odsetki
sg naliczane raz w roku, to wartos¢ wktadu po 1 roku wynosi 2wy, przy dwukrotnym
naliczaniu 2, 25wy, przy trzykrotnym naliczaniu ok. 2, 37wy etc.)

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze ten ciag jest ograniczony z gory (tzn. wszystkie
wyrazy b, sa mniejsze od pewnej liczby). Stad wynika, ze gdy n jest bardzo duze (dazy



do nieskoniczonosci), to ciag b, dazy do pewnej liczby, ktéra oznaczamy e (liczba Eulera).
(Scista definicja zbieznosci ciagu podana bedzie pdzniej.) Piszemy
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Uwaga. Liczba e jest niewymierna. W przyblizeniu
e ~ 2,71828182845904523536028747135266249775724709369 . . .

Zatem przy oprocentowaniu 100% w skali roku i ciaglej kapitalizacji warto$¢ wkiadu na
lokacie po 1 roku wyniesie ok. 2, Twy.
Podobnie, przy rocznym oprocentowaniu p% i naliczaniu odsetek n razy w roku, wartosé

wktadu po 1 roku wyniesie
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uzyskujemy, ze ciag b, dazy do pewnej liczby dodatniej, ktorg oznaczamy e®. Ogdlnie,
zachodzi to dla wszystkich x € R.

Przyjmujac x = f; 1 badajac ciag

Funkcja wykladnicza (eksponencjalna)

Definicja. Funkcja wykladnicza (ozn. e® lub exp(x)) jest zdefiniowana dla x € R przez

(1 + x) — e”.
n n—00
Witasnoéci funkcji wyktadniczej
e c” >0

e c” jest funkcja Scisle rosnaca (tzn. e*' < e* dla x1 < x9)

o Fi1tT2 — oT1pT2

o =1

Wykres funkcji f(z) = €®



Definicja. Logarytm naturalny (ozn. Inz) liczby dodatniej x to taka liczba y € R, ze
ey =ux.
Funkcja logarytmiczna jest zatem funkcjg odwrotng do funkeji wyktadnicze;j.

Uwaga. Poprawno$¢ definicji wynika z wlasnosci funkcji e”.
Wtasnoséci funkcji logarytmu naturalnego
e Inz jest okreslony dla z > 0

e " =xdlaz>0iln(e®) =z dlazeR.

Inz jest funkcja Scisle rosnaca (tzn. Inzy < lnzs dla x; < z3)

In(z1z2) = Inzy + Inzy

In1=0

Wykres funkcji f(z) =Inzx

Uwaga. Wykres funkcji In jest odbiciem wykresu exp wzgledem prostej y = x.
Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

Potega o podstawie dodatniej

Uwaga (przypomnienie). Wyrazenie a® jest dobrze zdefiniowane m. in. dla a € R, b €
N (wielokrotne mnozenie), dla a € R\ {0}, b € Z (odwrotno$¢) i dla a > 0, b € Q
(pierwiastek).



Pytanie
Jak zdefiniowa¢ a® dla innych a,b € R, np. \/5\/5?

Majac dang funkcje wyktadnicza exp i jej funkcje odwrotng In mozemy zdefiniowaé dowolng
potege o podstawie dodatniej.

Definicja (a,b € R,a > 0).

ab — 6blna

Uwagi
e Dla b € Q ta definicja jest zgodna z poprzednig.
e Zachodzi a”ab? = a"+%2 (ab)%2 = %2 (aya5)° = abad.

e Nie definiujemy potegi o podstawie ujemnej i dowolnym wyktadniku rzeczywistym,
np. nie definiujemy (—v/2)v2.

Funkcja wyktadnicza o podstawie a > 0

Definicja (a € R, a > 0). Funkcje f(x) = a® dla = € R nazgywamy funkcjg wykladniczq
(eksponencjalng) o podstawie a.

Wiasnosci funkcji wyktadniczej o podstawie a > 0
e a® >0

e a” jest funkcja $cisle rosnaca dla a > 1, Scisle malejaca dla a < 1 1 stata (réwna 1)
dlaa=1

o gf1t?2 — %1472



Wykres funkcji f(z) = 2%, Wykres funkcji f(z) = (3)*.

Logarytm przy podstawie a

Definicja (a € R, a > 0, a # 1). Logarytmem przy podstawie a (ozn. log, x) z liczby z > 0,
nazywamy taka liczbe y € R, ze a¥ = x.

Uwagi
e Jak poprzednio, poprawnos$é¢ definicji wynika z wtasnosci funkcji a®.

e Logarytm przy podstawie e to logarytm naturalny.

Wtasnosci funkcji logarytmicznej przy podstawie a
e d°%.% =g dlaz>0ilog,(a”) =z dlaxeR.
e log, x jest funkcja Scisle rosnaca dla a > 1 i Scisle malejaca dla 0 < a < 1.
e log,(x129) = log, x1 + log, 1.
e log,(z%) =blog,z dlabeR.

e log,1=0,log,a=1.

Wzér na zamiane podstawy logarytmu

1
wzlogax dlax >0, a,beR, a,b>0, a,bF# 1.
log, a

Uwaga. Najczesciej uzywane podstawy logarytmu (oprécz e) to 10 i 2.



Przyktad. Funkcja logarytmiczna jest uzywana w modelach ekonomicznych jako funk-
cja uzytecznosci inwestora majaca wtasnosé awersji do ryzyka (ang.: risk aversion utility
function).

Definicja. Skala logarytmiczna to skala pomiarowa uzywajaca logarytmow pewnej wielko-
Sci fizycznej (np. wartosei 1,2, 3, . . . sa zaznaczone na skali w punktach log 1, log 2,1og 3, . . .).

Przyktady
e skala Richtera do okreslania sity wstrzasow sejsmicznych
e skala decybelowa do okreslania wielkosci akustycznych
e skala pH do okreslania kwasowosci i zasadowosci
e interwaly w muzyce

e skala wielkosci gwiazdowych w astronomii

Uwaga. Skala logarytmiczna jest naturalna dla niektorych ludzkich zmystéw, np. stuchu.



