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Ciagi
Twierdzenie Stolza

Twierdzenie Stolza
Zatozmy, ze cigg b, jest scisle rosnqcy i zbieiny do +o0o. Wtedy dla kazdego ciggu a,,, jesli
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Przyklad zastosowania twierdzenia Stolza
Obliczymy granice ciagu

Biorac y,, = In x,, mamy

Niech



Wtedy y, = §*. Poniewaz b, jest ciggiem rosngcym do +oco, mozemy skorzystac z twier-

dzenia Stolza.
Liczymy granice ciagu
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Na mocy twierdzenia Stolza, lim Z—" = —1, czyli lim y, = —1.
Wynika stad, ze z, = e¥» — el = %, a zatem
vn! o1
lim AL —.

Uwaga. Z poprzedniego przyktadu wynika, ze

n n
n!l ~ ()
e
dla duzych n.

Doktadniejsze oszacowanie wzrostu silni daje nastepujacy wzor Stirlinga:

lim ni'n =1.
o )

Tempo zbieznosci ciggu

Szybko$¢ zbieznosci ciggu do granicy

W wielu przypadkach (np. przy stosowaniu przyblizonych obliczen), interesuje nas, jak
szybko dany ciag a, zbiega do granicy g, tzn. jak duza jest wielkos¢ |a, — g| dla danego
n. Znajomos¢ tego pozwala nam oszacowaé, jak duzy btad robimy, zastepujac doktadna
warto$¢ granicy g przez ,n-te przyblizenie” a,,.
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Przyktad. Ciag a, = 577 dazy do g = 1.
Mamy
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ap—gl=|———-1|=—— < —.
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Ciag a, dazy wiec do 1 mniej wiecej w tempie #



Przykltad. Wiemy, ze ciag a,, = (1 + %)n dazy do e. Mozna pokazac, ze
la, —e| < £.
Zatem, biorac a, dla n = 1000 uzyskamy przyblizenie e z doktadnoscig mniej wiecej do
trzeciego miejsca po przecinku.
Istnieja ciggi, ktore duzo szybciej aproksymuja liczbe e. Np. mozna pokazaé, ze ciag
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Zatem, do uzyskania e z doktadnoscig do trzeciego miejsca po przecinku wystarczy wziaé

b, dlan = 6, a dla n = 1000 uzyskujemy przyblizenie z doktadnoscia lepsza niz 2500 miejsc
po przecinku.

Ciagi rekurencyjne

Ciagi okreslone rekurencyjnie (réwnania réznicowe)

Czasami ciag a, nie jest okreslony bezposrednim wzorem, ale zdefiniowany w sposdéb reku-
rencyjny (lub indukcyjny): definiujemy pierwszy wyraz ciagu (lub kilka poczatkowych), a
nastepnie podajemy regule opisujaca, jak nastepny wyraz zalezy od poprzednich.

Przyktady

® a; =a, Gpy1 = ap+q (a,q €R) ciag arytmetyczny
® a; =a, a1 = ayq (a,q € R) ciag geometryczny
e ag=1,a,41 =a,(n+1) silnia
e a4y =ay =1, Apio=0an+ Gnyi1 ciag Fibonacciego

Uwaga. Ciagi okreslone rekurencyjnie wystepuja czesto w modelowaniu matematycznym
zachowania réznych uktadow w czasie, m.in. zjawisk ekonomicznych. Wyraz a,, okresla wte-
dy warto$é pewnej zmiennej (np. produkeji, ceny, kosztu etc.) uktadu w chwili n. Formuta
rekurencyjna moéowi, w jaki sposob wartosé tej zmiennej w chwili n determinuje jej wartosc¢
w chwili n + 1.

Obliczanie granic ciaggéw okreslonych rekurencyjnie

e Czasami mozna tatwo wyliczy¢ bezposredni wzér na n-ty wyraz ciggu zdefiniowanego
rekurencyjnie, np. dla ciggu geometrycznego a; = 1, a,41 = a,q mamy a, = ¢"
(co mozna tatwo sprawdzi¢ indukcyjnie), wiec

0 dla |q| < 1
. dlag=1
lim a, =
n—o0 +00 dlag>1

nie istnieje dla ¢ < —1.

3



e W innych przypadkach obliczanie granic jest trudniejsze, czasami mozna skorzystac
z monotonicznosci ciggu.

Przyklad obliczenia granicy ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie
Zmajdziemy granice ciggu okreslonego rekurencyjnie:

a1 =1, apy1 =V2+a,.

Indukcyjnie tatwo sprawdzamy, ze a,, > 0 dla kazdego n, wiec ciag jest dobrze okreslony.
Zatézmy najpierw, ze ciag a, jest zbiezny do granicy g € R.

Wtedy ciag a,.1 tez jest zbiezny do g, a ciag /2 + a, jest zbiezny do /2 + g, wiec z
formuly rekurencyjnej mamy g = /2 + g, co implikuje

G —g—2=0.
Rozwiazujac to rownanie kwadratowe, uzyskujemy, ze g = 2 lub ¢ = —1. Poniewaz wszyst-
kie wyrazu ciagu a,, sa dodatnie, to g > 0, a wiec
g=2.
Pokazalismy zatem, ze jesli ciagg a,, ma granice skonczona, to jest ona réwna 2.
Pokazemy teraz, ze ciag a,, rzeczywiscie jest zbiezny.

Najpierw sprawdzimy przez indukcje, ze a, < 2 dla kazdego n.
Mamy a; = 1 < 2 oraz

U <2 = a1 =V2Fa,<V2+2=14=2

(bo v/2 4 z jest funkcja rosnaca).
Mamy zatem 0 < a,, < 2 dla kazdego n.
Pokazemy teraz, ze ciag a, jest rosnacy. Zauwazmy, ze:

Api1 > Gp = V24 a, > a, < ai—an—2<0.
Rozwiazujac te nieréwnosé (jest to ta sama funkcja kwadratowa, co poprzednio), otrzymu-
jemy a, € (—1,2).
Pokazalismy poprzednio, ze 0 < a,, < 2 dla kazdego n, zatem nieréwnos¢ ta jest spetniona
i ciag a, jest Scile rosnacy.
Poniewaz kazdy ciagg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny, ciag a, ma granice. Jak
wczesniej pokazalidémy, ta granica jest rowna 2.



Model rynku jednego towaru (ang. cobweb model, Kaldor 1934)

Oznaczenia
n=20,1,2,... czas
P, cena towaru (ang. price) w chwili n
D, popyt na towar (ang. demand) w chwili n
Sh podaz towaru (ang. supply) w chwili n

Zalozenia (o, 3,7,0 > 0 niezalezne od n)

S, =D, producent sprzedaje caly wytwarzany towar,
D, =a— (P, popyt maleje (proporcjonalnie)
w wyniku wzrostu ceny,
Sni1 =7+ 0P, producent zwigksza podaz (proporcjonalnie)

w wyniku wzrostu ceny.

Pytanie
Jak zmienia si¢ cena i podaz towaru w miare uptywu czasu?

Z réwnan opisujacych model uzyskujemy

a—vy 0
— —P,.
B p

Wynika stad, ze model ma sens, jesli @ > 7 (maksymalny popyt jest wigkszy od minimalnej
podazy). W przeciwnym razie cena stawataby sie niedodatnia.

Oznaczajac A = %, B = % mamy P,y = A— BP,.

Indukcyjnie tatwo pokazujemy, ze

Pn+1:

P,=Al-B+B*—--+ (-=1)"'B" )+ (=1)"B"P,,

co daje

_i . n _ A _05_7 _é " _05_7
b=t 8 (PO 1+B>_ﬁ+6+< 6) (PO 6+6>'

Wynika stad, ze mozliwe sa nastepujace przypadki.



Przypadek stabilny (zbiezny)

Jesli B > 0 (popyt jest bardziej wrazliwy niz podaz na zmiane ceny), to dla n — oo
mamy P, — P, = %. Ceng P,, nazywamy ceng rownowagi rynkowej (ang. equilibrium
price). Jedli poczatkowa cena P jest rézna od ceny réwnowagi rynkowej, to P, > P., dla
n parzystych i P, < P, dla n nieparzystych lub odwrotnie. Z réwnan opisujacych model
wynika, ze podaz S,, dla n — oo réwniez dazy do punktu réwnowagi Se, = O‘gi%”, oscylujac
wokot niego.

Jesli poczatkowa cena jest rowna cenie rownowagi rynkowej, to cena, popyt i podaz nie

zmieniaja sie w czasie (stan réwnowagi rynkowej).

Przypadek cykliczny

Jesli 6 = B (popyt jest tak samo wrazliwy jak podaz na zmiane ceny), to mamy P, = Py
dla n parzystych i P, = P; dla n nieparzystych. To samo zachodzi dla S,,. Jesli poczatkowa
cena jest r6zna od ceny rownowagi rynkowej, to cena zmienia si¢ cyklicznie z okresem 2.
Jesli poczatkowa cena jest rowna cenie rownowagi rynkowej, to cena, popyt i podaz nie
zmieniaja sie w czasie.

Przypadek niestabilny (rozbiezny)

Jesli B < § (popyt jest mniej wrazliwy niz podaz na zmiane ceny) i poczatkowa cena
jest r6zna od ceny réwnowagi rynkowej, to dla n — oo mamy |P,| — 400, przy czym
Py, — 400 i Py, 1 — —oo lub odwrotnie. To samo zachodzi dla S,,. Wartosci ceny i
podazy przyjmuja na przemian coraz wicksze i coraz mniejsze wartosci, a po pewnym
czasie wychodzg poza zakres ,rozsadnych” warunkéw, np. staja sie ujemne, co oznacza, ze
model przestaje opisywac realng sytuacje.

Jesli poczatkowa cena jest rowna cenie rownowagi rynkowej, to cena, popyt i podaz nie
zmieniaja si¢ w czasie. Jest to jednak sytuacja teoretyczna, bo dowolnie mate zaburzenie
tego stanu prowadzi do rozbieznych fluktuacji opisanych powyzej.



