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Granica i cigglosé funkcji

Granica funkcji

Wtlasnosci arytmetyczne granicy funkcji

Twierdzenie. Niech f,g: A— R, ACR, a €R (luba= +oo) punkt skupienia A. Jesli
istniejg skoriczone granice imtll f(x), alcmé g(x), to:

o lim(f(@) + g(a)) = lim /(@) + lim (o),

r—a

o lim(f(x) - g(x)) = lim f(2) — lim g(a),

r—a r—a r—a

o lim(f(x)g(x)) = lim f(z) lim g(x),

r—a
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e lim == o ile lim g(z) # 0.
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Uwaga. Twierdzenie zachodzi rowniez dla granic jednostronnych.

Twierdzenie. Poprzednie twierdzenie przenosi sie na niektore przypadki granic niewta-
sciwych, przy nastepujgcych konwencjach:

e +tco+y=y+(+00) =+ dla y € R lub y = +oo,
e —xt+y=y+(—00)=—-00 dlay € R luby = —o0,
o +too-y=1y-(+o0) =+ dla y > 0 lub y = +oo,



e —o0-y=y-(—00)=—00 dlay > 0 lub y = 400,

o +too-y=y-(+o0)=—00 dla y <0 luby = —o0,
e —0-y=y-(—00)=+00 dla y <0 luby = —o0,
o =0 dla y € R.

Uwaga

Sa to tylko konwencje dotyczace tego twierdzenia.

Nie przypisujemy zadnej wartosci symbolom oo — (£00), 0 - (£00), 2, £ Sg to tzw.

symbole nieoznaczone i w tych przypadkach granice moga przyjmowaé rézne wartosci (lub
nie istnie¢) w zaleznosci od konkretnych przyktadéw.

Twierdzenie. Niech f : A — R, A C R, a punkt skupienia A. Jesli glCILIClL f(z) =0 oraz

istnieje otoczenie U punktu a, takie Ze f(x) >0 (f(x) < 0) dla kazdego x € UN A, © # a,

to 1
lim —— = 400 (—00).

(@)

Uwaga. To samo twierdzenie zachodzi dla granic jednostronnych, jesli zamiast U wezmie-
my odpowiednio U N (a,+00) lub U N (—o0, a).
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Przyklad. lim — = 400, lim — = —c.
z—0t T z—0~ X

Twierdzenie. Zaldézmy, ze lim f(x), iln(llg(a:) istniejg oraz f(x) < g(x) dla kazdego x w
pewnym otoczeniu a, takiego ze x # a. Wiedy

lim f(z) < lim g(z).

r—a r—a

W szczegolnoscei, jesli f(x) < ¢ (f(x) > ¢) dla pewnego ¢ € R, to glglircll flz) <c (lim f(z) >

r—a
c).

Twierdzenie o trzech funkcjach

Niech f,g,h : A - R, A C R, a € R (luba = +oo) punkt skupienia A. Jesli istniejg
skoriczone granice lim f(z), 9101_%9(1:) i sq rowne y oraz f(x) < h(z) < g(z) dla kaZdego x
w pewnym otoczeniu a, takiego ze x # a, to 916131(11 h(z) istnieje i jest réwna y.

Granice jednostronne funkcji monotonicznych

Twierdzenie. Niech f : A — R, A C R, a € R prawostronny (lewostronny) punkt
skupienia A. Jes$li istnieje otoczenie U punktu a, takie Ze funkcja f jest monotoniczna na
zbiorze U N (a, +00) (UN(—00,a)), to istnieje (skonczona lub nieskoriczona) jednostronna
granica th(IllJr f(z) (xhlil_ f(z)). Ta granica jest skonczona, jesli funkcja f jest ograniczona

na zbiorze U N (a, +00) (U N (—00,a)).



Wazne przyktady granic

e lim a"=+o00, lim a* =0, liIll log, x = +00 dlaa>1
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Funkcje ciggle

Ciaglos$é¢ funkcji w punkcie

Definicja. Niech f : A — R dla A C R i niech a € A punkt skupienia A. Méwimy, ze f
jest ciggla w punkcie a, jesli lim f(z) istnieje i jest réwna f(a).

Uwaga. Jesli a nie jest punktem skupienia A (czyli jest tzw. punktem izolowanym zbioru
A, to przyjmujemy, ze f jest ciagla w a.

Uwaga (Definicja otoczeniowa ciggtosci funkeji). Ciaglosé f w punkcie a jest réwnowazna
temu, ze dla kazdego otoczenia U punktu f(a) istnieje otoczenie V' punktu a, takie ze jesli
re ANV, to f(z) e U.

Uwaga (Definicja Cauchy’ego (£-0) ciagtosci funkeji). Funkcja f jest ciagta w punkcie a,
jesli
Ves0 J5>0 Vaea | —al <= [f(z) — fla)] <e.

Uwaga (Definicja Heinego (ciagowa) ciagtosci funkeji). Funkcja f jest ciagta w punkcie
a, jesli dla kazdego ciggu punktéw xz,, € A, takiego ze x, — zachodzi f(z,) —_ f(a).

1 dlazeQ,

Przyktad (Funkcja Dirichleta). Niech f: R — R, f(z) =
yklad (Funkj ). Niech /- R — R, [(2) {0 P

Wtedy f nie jest ciggta w zadnym punkcie.



Funkcje ciggle

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : A — R, A C R jest ciggla, jedli jest ciagta w kazdym
punkcie a € A.

Przyktad. Funkcje elementarne (wielomiany, funkcje trygonometryczne, cyklometryczne,
potegowe, wykladnicze, logarytmiczne) sa ciagte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie. Suma, réznica, iloczyn, iloraz i ztozenie funkcyi cigglych sq ciggle.

Definicja. Funkcja f : A — R osiaga w punkcie g € A maksimum (minimum), jesli
f(x) < f(zo) (f(z) > f(xg)) dla kazdego x € A. Maksimum (minimum) funkcji f (czyli
liczbe f(x)) oznaczamy max f (min f).

Uwaga. Nie kazda funkcja ograniczona (nawet ciagla) osiaga maksimum i minimum.
Np. dla f : R — R, f(z) = arctgz mamy —5 < f(r) < § dla kazdego z € R oraz
lim, .+ f(7) = £7, skad wynika, ze f nie osigga maksimum ani minimum.

Twierdzenie Weierstrassa
Niech f : la,b] — R dla a,b € R bedzie funkcjq cigglq. Wtedy f osigga maksimum i
MINIMAUM.

Wlasnosé Darboux

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : [a,b] — R dla a,b € R ma wlasnosé Darbouz, jeshi
przyjmuje wszystkie wartosci posrednie pomiedzy f(a) i f(b), to znaczy dla kazdego y z
przedziatu o koncach f(a) i f(b) istnieje = € [a,b], taki ze f(z) =y.

Twierdzenie. Niech f : P — R bedzie funkcjq cigglq, gdzie P dowolny przedzial w R.
Wtedy f ma wlasno$é Darboux na kazdym przedziale [a,b] C P.

Whiosek. Jesli f: P — R ciggla, gdzie P przedzial w R, to f(P) jest przedziatem.
Stad i z twierdzenia Weierstrassa otrzymujemy:

Twierdzenie. Jesli f : [a,b] — R jest ciggla, to zbior wartosci funkcji f jest réwny
[min f, max f].

Twierdzenie. Niech f : P — R bedzie funkcjq ciggla, gdzie P przedzial w R. Wtedy f
jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest scisle monotoniczna.

Dowod. 7 wlasnosci Darboux. O]

inl dl
Przyktad. Funkcja f: R — R, f(x) = sin azr#0
0 dla x =0

nie jest ciggla, ale ma wlasnos¢ Darboux na kazdym przedziale.



Przyklad zastosowania wlasnos$ci Darboux

Przyktad. W kazdej chwili istnieja na powierzchni Ziemi dwa punkty antypodyczne (tzn.
lezace na jednej prostej przechodzacej przez srodek Ziemi), w ktorych temperatura (albo
cisnienie, wilgotnos¢ etc.) sa takie same.

Dowod. Zaktadamy, ze Ziemia jest kulg o sSrodku w poczatku uktadu wspotrzednych. Wte-
dy punkty antypodyczne sg postaci x, —x. Ustalmy dowolne dwa punkty antypodyczne
xg, —To 1 zalbézmy, ze temperatury w tych punktach sa rézne, np. T'(zg) > T(—x¢). Niech
f(z) =T(x) —T(—z). Wtedy f(zo) > 0. Przechodzac w sposéb ciagly po powierzchni Zie-
mi od punktu z do —z, uzyskujemy na koncu f(—xz¢) = T(—xo) — T(z9) = —f(x) < 0. Z
wtasnosci Darboux, po drodze musial nastapi¢ moment, gdy f(z) =0, czyli T'(z) = T(—x)
dla pewnej pary antypodycznych punktow x, —x. ]

Uwaga. 7Z tzw. twierdzenia Borsuka—Ulama wynika, ze kazdej chwili istnieja na powierzch-
ni Ziemi dwa punkty antypodyczne w ktérych zaréwno temperatura, jak i ci$nienie (albo
inne dwie wielkosci, ktére zmieniaja sie w sposéb ciagly) sa takie same.



