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Rachunek rézniczkowy

Wzér Taylora

N-ta pochodna funkcji

Definicja (indukcyjna)

Méwimy, ze dla n € N funkcja f : (a,b) — R jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie
x € (a,b) (czyli istnieje w tym punkcie n-ta pochodna £ (z)), jesli (n — 1)-sza pochodna
f™=1 istnieje w pewnym otoczeniu z i jest funkcja rézniczkowalna. Wtedy definiujemy
f(@) = (f V) ().

Uwaga. Przyjmujemy f© = f. Piszemy zwykle f” = f®, " = O Jedli f ma n-ta
pochodng dla kazdego n € N, to méwimy, ze f jest rozniczkowalna nieskonczenie wiele
razy.

Przyktady
e Dla f(z) = 2* mamy
fl(z) =22, f'(x) =2, f) () =0dlan > 2.
e Dla f(x) = sinx mamy
f@(z) = (=1)"sinz i f@*+(z) = (=1)"cosz dlan > 0.
Definicja. Méwimy, ze f : (a,b) — R jest klasy C™, jesli f jest n-krotnie rézniczkowalna
oraz n-ta pochodna f™ jest ciggla.

Jesli f nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna, to méwimy, ze f jest klasy C°.
Symbol C° oznacza klase funkcji ciagtych.



Przyktad. Niech f bedzie wielomianem stopnia n, czyli
flz) =a9+a1x+ -+ aza”
dla ag,...,a, € R. Wtedy dla k = 0,...,n mamy f*(0) = kla,, wiec

/ " (n)
PO SO0 SO0,

f(z) = £(0)

Wzér Taylora z resztg w postaci Peano

Twierdzenie. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjg n-krotnie rézniczkowalng w punkcie
xg € (a,b). Wtedy
f(”)(:z:o)

(2 —@o) 4+ (@ = x0)" + 7a(2),

f'(x0)
1!

f// (330)

flw) = flwo) + :

gdzie

(x — ) +

P I CON

= 0.
v=z0 (1 — x9)"

Uwaga. Wielomian 7T),(x) = f(x¢) + @(w —Zo) + - F M(m — 2p)" nazywa si¢

n!
n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie zg, a funkcja r, (x) nazywa sie n-ta resztg

w punkcie zq.
Uwagi
e Reszta 1, () zalezy réwniez od punktu .

e Wielomian T, (z) ma w punkcie xy te same pochodne do rzedu n, co funkcja f(z), to
maczy T (z0) = f®)(z0) dlak =0,...,n.

e Wielomian 7T, (z) jest najlepszym przyblizeniem funkcji f(z) w otoczeniu punktu
xo sposrod wszystkich wielomianéw stopnia co najwyzej n (to znaczy jest jedynym
x)— Wiz
wielomianem W (z) stopnia co najwyzej n, dla ktérego lim f<<>)() =0).
T—x0 T — X n
Wzoér Taylora z resztag w postaci Lagrange’a

Twierdzenie. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjg (n + 1)-krotnie rézniczkowalng. Wtedy
n-ta reszta Taylora funkcyi f w punkcie x ma postac

f(n+1)<y> (.1’ — )n—i-l’

ra(e) = (n+1)!

gdzie y lezy pomiedzy x i xq.

Uwagi
e Punkt y zalezy od zg, x i n.

e Dla n = 0 to twierdzenie jest twierdzeniem Lagrange’a.



Przyktady n-tych rozwinieé¢ Taylora (w punkcie zq = 0)

r 2 x"
. eﬁ”:1+ﬂ+5+m+ﬁ+rﬂ(m),
° sinx:f!—§+§—---+(2(;_}_)711)!$2n+1+7’2n+1($),
° cosx:1—§+i—~~+ ((;Tll§7562n+r2n(37)7
. ln(l—l—x)zf—f—i—i—---+(_1n)n+1$n+7”n<$>,

o (1+x)“:1—|—(Cf)x—ir<;>x2+---+<z>x”+rn(az), a €R,

gdzie r,(x) jest n-ta reszta Taylora.
Uwaga. Dlaa € Rin € NU{0} okreslamy ( ) — ala=-(a=ntl)

7(’1L n!
Warunki istnienia ekstreméw lokalnych

Twierdzenie. Niech f : (a,b) — R i niech zy € (a,b). Zaloimy, Ze f jest n-krotnie
rézniczkowalna w punkcie xo i f'(xg) = --- = fO "V (x) =0, f™(xq) # 0. Wtedy:

o Jezeli n jest nieparzyste, to f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie xy.
o Jezeli n jest parzyste, to:
— f ma w punkcie zo lokalne maksimum dla ™ (xo) < 0,

— f ma w punkcie o lokalne minimum dla f (xq) > 0.

Idea dowodu
Ze wzoru Taylora wynika, ze f(x) — f(xo) ma taki sam znak, jak £ (zq)(2x — x0)". O

Rozwiniecie funkcji w szereg potegowy

Szeregi Taylora

Definicja (r,(x) oznacza n-ta reszte Taylora funkcji f w punkcie x). Jesli f : (a,b) — R
jest rozniczkowalna nieskonczenie wiele razy oraz r,(z) — 0 dla kazdego x w pewnym
otoczeniu punktu zy € (a,b), to

o £ (g,
o) =S L)

|
=0 n.

Moéwimy wtedy, ze f rozwija sie w szereg Taylora w otoczeniu punktu zg.

Uwaga. Nie wszystkie funkcje nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne rozwijaja sie w
szereg Taylora.



Szeregi potegowe (przypomnienie)

Definicja. Szeregiem potegowym o srodku w punkcie ry € R nazywamy szereg postaci

[e.e]
> an(z — zo)"
n=0
dla pewnych a,,z € R, przy konwencji 0° = 1. Szereg potegowy traktujemy jako funkcje
zmiennej x przy ustalonych a,, z.
Twierdzenie. Niech Z%(I — x0)" bedzie szeregiem potegowym. Wtedy istnieje r €
n=0
[0, +00) U {+00}, zwane promieniem zbieinosci tego szerequ, takie Ze szereg jest zbiez-
ny dla kazdego |x — xo| < r, a rozbieiny dla kazdego |v — xo| > r. Przedzial (xg —r,xo+ 1)
nazywa sie przedziatem zbieinosci.
Twierdzenie. Niech Z an(x—x0)" bedzie szeregiem potegowym. Jesli istnieje (skoriczona
n=0
lub nieskoniczona) granica lim {/|a,| = g, to promien zbieznodci tego szerequ jest réwny —
n—oo g

(przy konwencji t = +oo, L= =0).

+oo:
Ap+1

Qn

Podobnie, jesli a,, # 0 1 istnieje (skoriczona lub nieskoriczona) granica lim ‘
n—oo

=g, to
promien zbieznosci tego szeregu jest rowny —.
g

o

Twierdzenie. Niech Z an(x —x9)" bedzie szeregiem potegowym o niezerowym promieniu
n=0
zbieznosci r. Wtedy funkcja
fl@) =3 an(z — o)
n=0

jest rézniczkowalna w przedziale zbieznosci (xg — ryxg + 1) 1

fl(z) = z_: nag(z — )",

przy czym promien zbieinosci tego szerequ potegowego rowniez wWynosi T.

Whiosek. Kazda funkcja

[ee]

f(@) = an(z —x0)"

n=0
0 niezerowym promieniu zbieznosci r jest nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna na prze-
[e.e]

dziale (xg — 1,20 + 1), a szereg Z an(x — x0)" jest jej szeregiem Taylora, czyli

n=0

f(")(ivo)

n!

Ay —



Przyklady funkcji, ktére rozwijajg sie w szeregi potegowe

o ' = x—' x € R,
n=0 n.
: _ = (_1)71 2n+1
.Sll'll'—ngomx ZEGR,
— (=1)" ,
® COST = x " r € R,
2 n)
© (1 n+1
oln(l—l—x)zzimn —1l<x<1,
n=1 n

aceR, —-1<z<l1.
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