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Granica i cigglosé funkcji

Pojecia wstepne
Pojecie funkcji

Definicja. Funkcja f okre$lona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y to przyporzadko-
wanie kazdemu elementowi x € X (doktadnie jednego) elementu y € Y (oznaczanego f(z)).
Piszemy wtedy f : X — Y. Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbior {f(z) : x € X}
(oznaczany f(X)) zbiorem wartosci (przeciwdziedzing) funkcji.

Definicja. Funkcja f: X — Y jest:

e réznowartosciowa, jesli dla kazdych xy, x5 € X, takich ze x; # x5 zachodzi f(z1) #

f(z2);
e naY, jedli dla kazdego y € Y istnieje x € X, taki ze f(z) = y;
e wzajemnie jednoznaczna, jesli jest réznowartosciowa i ,na’”.

Obciecie i zlozenie funkcji

Definicja. Obcieciem funkcji f : X — Y do zbioru A C X nazywamy funkcje
flarA=Y,  fla(@) = f(2).

Definicja. Zlozeniem funkcji f : X — Y i g:Y — Z nazywamy funkcje
gof:X—2,  gof(x)=g(f(z)).
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Definicja. Jedli f: X — X, n € N, to funkcje

f7r X=X, fx)=fo---of(x)

nazywamy n-ta iteracjg funkcji f.

Funkcja odwrotna

Definicja. Jesli f : X — Y jest wzajemnie jednoznaczna, to funkcjg odwrotng do f
(oznaczang f~'), nazywamy funkcje z Y na X, taka ze f~(y) =z < f(z) =y.

Uwaga. Funkcja odwrotna do danej funkcji f jest zawsze roznowartosciowa.

Przyklady
Funkcje logarytmiczne (odwrotnosci funkeji wyktadniczych), funkcje cyklometryczne arc sin,

arc cos, arc tg, arc ctg (odwrotne do funkcji trygonometrycznych na odpowiednich przedzia-
tach), ...
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Rysunek 1: Wykresy funkcji cyklometrycznych.

Funkcje rzeczywiste

Definicja. Funkcje rzeczywiste to funkcje f: X — R.



Przyktady (funkcje elementarne)

e wiclomiany f(x) = apa™ + ap 12" 4+ -+ a1+ ag
e funkcje wymierne flz) = gg;, gdzie P, wielomiany
e funkcje potegowe f(x) =a*
e funkcje trygonometryczne f(z) =sinzx,cosz, tgz, ctgx
e funkcje wyktadnicze f(z) =a"

Definicja. Funkcja rzeczywista f : X — R jest:

e ograniczona z gory (z dotu), jesli istnieje M € R, takie ze f(x) < M (f(z) > M) dla
kazdego x € X;

e ograniczona, jesli jest ograniczona z gory i z dotu, czyli istnieje M > 0, takie ze
|f(z)] < M dla kazdego x € X.

Definicja. Funkcja f : R — R jest okresowa z okresem T € R\ {0}, jesli f(z+T) = f(x)
dla kazdego x € R.

Przyktad. Funkcja f(x) = sinx jest okresowa z okresem 2.

Funkcje monotoniczne
Definicja. Niech f: X — R dla X C R. Funkcja f jest:

e rosngca (Scile rosnaca), jesli dla kazdych xq,z € X, takich ze xy < x5 zachodzi

f(z1) < flaz) (f(z1) < fa2));

e malejgea ($cisle malejaca), jesli dla kazdych xy, x5 € X, takich ze x1 < xo zachodzi

f(x1) = fz2) (f(z1) > f(22));

e monotoniczna ($cisle monotoniczna), jesli jest rosnaca lub malejaca (Scisle rosnaca
lub $cisle malejaca).

Uwaga. Jesli f jest Scisle monotoniczna, to jest réznowartosciowa.



Granica funkcji

Definicja. Punkt a € R (lub a = +00) jest punktem skupienia zbioru A C R, jesli istnieje
ciag punktow z,, € A réznych od a, taki ze x, — a.

n—oo
Uwagi
e Punkt skupienia a € R nie musi naleze¢ do zbioru A, np. 0 jest punktem skupienia

zbioru A={L:neN} ale0¢ A

e Nie kazdy punkt zbioru A musi by¢ punktem skupienia A, np. w poprzednim przy-
ktadzie zaden punkt zbioru A nie jest jego punktem skupienia.

Przyktad. Zbiér punktéw skupienia zbioru (0,1) to [0, 1], zbioru [0, 1] to [0, 1], a zbioru
Q to R (oraz £o0).

Granica funkcji w punkcie

Definicja Heinego (ciagowa) granicy funkcji

Niech f: A — R dla A C Riniech a € R (lub a = +00) bedzie punktem skupienia zbioru
A. Méwimy, ze f ma granice g € R (lub ¢ = +o00) w punkcie a, jesli dla kazdego ciagu
punktéw z,, € A zbieznego do a i takiego ze x,, # a, ciag f(x,) jest zbiezny do g. Piszemy
wtedy lim f(z) =g lub f(z) — 9.

Uwaga. Granica funkcji jest okreslona jednoznacznie. Wynika to z jednoznacznosci granicy
ciggu.

Przyktad. 111% 3 =38,

Dowdd. Niech z,, # 2, z, — 2. Wtedy x3 — 23 = 8, wiec z definicji Heinego granicy

funkcji, liIr% 7 =8, [

1
Przyktad. hH(l) sin — nie istnieje.
T— €T

Dowdd. Niech z, = 50, &, = 27m1+£. Wtedy 2,2, # 01 2,,7, — 0. Poza tym,
2 n—oo
sinx% = sin(27n) = 0 oraz siné = sin(27n + §) = 1. Zatem, definicja Heinego granicy
funkcji nie moze by¢ speliona dla zadnego g. ]
sinx
Przyktad. lim =1.
z—0
Dowéd.
Mamy

siny <z <tgx dlaxe (O, ;T)
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sinz<| x\ |

(patrz rysunek).

Zatem, cosx < % < 1.
Niech z, # 0, x, — 0. Wtedy dla dostatecznie duzych n

: 2

sin x,, o Ty, T
<l—cosx, =2sin’—= <=2

, 2 S 2 oo

0<1-—

Y

wigc z twierdzenia o trzech ciagach, =252 — 1.
n n—oo
sin x

= 1.

Z definicji Heinego granicy funkcji, hH[l)
T— T
O

Definicja. Otoczeniem punktu a € R nazywamy dowolng sume przedzialdow otwartych
zawierajaca a.

Definicja Cauchy’ego (otoczeniowa) granicy funkcji
Niech f: A — R dla A C Riniech a € R bedzie punktem skupienia zbioru A. Méwimy, ze
f ma granice g € R w punkcie a, jesli dla kazdego otoczenia U punktu g istnieje otoczenie
V' punktu a, takie ze jeSliz € ANV iz #a, to f(z) € U.

Uwaga (Definicja e-§ granicy funkcji). Definicja Cauchy’ego jest rownowazna temu, ze
Ves0 3550 Vaea 0 < |z —a| <0 = |f(z) —g| <e.

Uwaga. Analogiczne definicje mozna napisaé¢ dla a,g = do0, jesli umoéwimy sie, ze oto-
czeniami +00 (—00) sa dowolne sumy przedzialow otwartych zawierajace przedzial postaci
(M, +00) ((—o0,—M)) dla M > 0.

Na przyktad, dla a = +00, ¢ € R mamy Iginoof(:c) = g gdy

Veso Inrso Veea > M = |f(x) — g] <,
dla a € R, g = —0co mamy };li%f(.r) = —oo gdy
Vars0 J550 Vaea 0 < |z —a| <6 = f(r) < —-M

etc.

Twierdzenie. Definicje Heinego i Cauchy’ego granicy funkcji sq rownowazne.



Granice jednostronne

Definicja. Punkt a € R jest prawostronnym (lewostronnym) punktem skupienia zbioru
A C R, jesli istnieje ciag punktéw x,, € A, taki ze x, > a (¢, < a) iz, =2 a

Definicja Heinego granicy jednostronnej

Niech f: A — R dla A C Riniech a € R prawostronny (lewostronny) punkt skupienia A.
Moéwimy, ze f ma granice prawostronng (lewostronng) g € R (lub ¢ = £00) w punkcie a,
jesli dla kazdego ciagu punktéw x,, € A zbieznego do a i takiego ze x, > a (r, < a), ciag
f(z,) jest zbiezny do g. Piszemy wtedy xlfﬁ flz) =9 (JLT_ flz) =g) lub f(z) — g

z—at
(f@) — a)
Uwaga. Mozna réwniez podaé¢ definicje Cauchy’ego granicy jednostronne;j.

Przyktad. Niech f: R\ {0} = R, f(x) = ﬁ
Wtedy li%1+ f(z) =1, li%l_ fz)=-1.

Dowdd. Mamy f(x)=1dlaz >01i f(z) =—1dlaz <0. O

Twierdzenie. Granica lim f(x) istnieje i jest réwna g wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq

r—a

obie granice jednostronne f w punkcie a i sq réowne g.



