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Ciagi
Granica ciggu

Ciagi liczb rzeczywistych

Definicja. Cigg o wartosciach w zbiorze X to funkcja a : N — X (kazdej liczbie naturalnej
n przypisujemy pewien element zbioru X ). Zamiast a(n) piszemy a,. Element a,, nazywamy
n-tym wyrazem ciagu.

Uwaga. Bedziemy rozpatrywac ciagi o wartosciach rzeczywistych, np. a, = -, a, = n,
a, = 0.

Definicja. Méwimy, ze pewna witasnosé W zachodzi dla dostatecznie duzych liczb natu-
ralnych n, jesli istnieje ng € N, takie ze W zachodzi dla kazdego naturalnego n > ny.

W odniesieniu do ciggu a,, méwimy w tym przypadku, ze VW zachodzi dla prawie wszystkich
WYrazow ciggu Q.

Definicja. e Ciag a, jest ograniczony z gory (z dolu), jesli istnieje M € R, takie ze
an, < M (a, > M) dla kazdego n.

e Ciag a, jest ograniczony, jesli jest ograniczony z goéry i z dotu, czyli istnieje M > 0,
takie ze |a,| < M dla kazdego n.

Ciag a,, jest rosngcy ($cisle rosngcey), jesli ani1 = ay, (@41 > a,) dla kazdego n.
e Ciag a, jest malejgcy (Scisle malejgcy), jeshi ap1 < an (ani1 < an,) dla kazdego n.

e Ciggi rosngce lub malejace nazywamy monotonicznymi.
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Granica ciggu

Definicja. Liczba g € R jest granicg ciggu a,, jesli dla kazdego € > 0 nieréwnosé |a, —g| <
¢ zachodzi dla dostatecznie duzych n.

Méwimy wtedy, ze ciag zbiega (jest zbiezny) do g i piszemy

lim a, =g lub an, — ¢.

n—oo n—oo
Innymi stowy,
lim a, = ¢ <= Ves0 Jngen Vnsng |an — 9] < €.

n—oo
Uwagi

e Granica ciagu (jesli istnieje) jest wyznaczona jednoznacznie.

e Zmiana skonczonej liczby wyrazéw ciggu nie ma wplywu na istnienie i wartos¢ gra-
nicy.

Przyklad. Pokazemy, ze granicg ciagu a, = ”TH jest 1.

Ustalamy dowolne € > 0 i sprawdzamy, dla jakich n zachodzi nier6wnosé |a,, — 1| < €.
Nieréwno$é ta ma postaé |”T+1 — 1] < g, co jest réwnowazne % <e,

a to zachodzi dla kazdego n > é (czyli dla dostatecznie duzych n).

Zatem, granica ciaggu a, = ”TH jest 1.
W ten sam sposéb pokazujemy, ze lim — = 0.
n—oon,

Arytmetyczne wlasnoSci granicy ciggu
Twierdzenie. Zalézmy, zZe ciqgi a, @ b, sq zbiezne. Wtedy
* Jim(an +bn) = Jim an + Bim b,
* Jim (an = bn) = lim o — lim b

e lim (a,b,) = lim a, lim b,

a, lim a,
o nhigoa — ”1:’;10 . (0 ile lim b, #0).
3n? +5n 4+ 4 . 3+2i4+ 5

Przyktad. lim

3
W2 £ on 41 s T+ 24 L T
Stwierdzenie. Jesl ciggi a,, @ b, sq zbiezne i a, < b, dla dostatecznie duzych n, to
im0 < Jim b
W szezegdlnodci, jesli a,, jest zbieiny i a, < a (a, > a) dla pewnego a € R, to 7}51010 an < a
(fim 0, > o).
Uwaga. 7 tego, ze a, < b, nie wynika T}erolo a, < nlggo b,,.

Np.%>0,ale%@0.



Twierdzenie o trzech ciggach

Twierdzenie. Jesli ciggi a, i b, sq zbieine, a, < ¢, < b, dla dostatecznie duzych n oraz

lim a, = lim b,,
n—oo

n—oo

to ciqg c, tez jest zbiezny i

lim ¢, = lim a,, = lim b,

n—oo n—oo n—oo

Przyklady pewnych granic

e lim ¢" =0, gdzieq€eR,|q|<1.

n—00
1— qn+1 a

o lim(a+ag+ag®+---+aq") = lim a : =1 ,  gdzie a,q € R, |q| < 1.

na
e lim — =0, a,q€R, |¢>1.

n—oo qn

. loggn
e lim =0, a,qeR ¢>0,9q#1,a>0.

n—oo N

o lim Va=1, gdzieac€R, a>0.

n—o0

o lim Un = 1.
Ciagi ograniczone i monotoniczne

Stwierdzenie. Jesli cigg a, zbiega do 0, a cigg b, jest ograniczony, to cigg a,b, zbiega do
0.

Dowdéd. Z zalozenia, |b,| < M dla pewnego M > 0, wiec
0 < |anbn| < M|a,|.

Poniewaz ciag M|a,| dazy do 0, to (z twierdzenia o trzech ciagach) ciag |a,b,| rowniez
dazy do 0, co jest rownowazne temu, ze ciag a,b, dazy do 0. O

Przyktad. Ciag % zbiega do 0, a ciag sinn jest ograniczony (|sinn| < 1),
wiec ciag % dazy do 0.

Stwierdzenie. Kazdy cigg zbiezny jest ograniczony.

Uwaga. Nie kazdy ciag ograniczony jest zbiezny.
Np. a, = (—1)™ jest ograniczony, ale nie ma granicy.
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Twierdzenie. Kazdy cigg monotoniczny (dla dostatecznie duzych m) i ograniczony jest
zbiezny.

Przyktad (przypomnienie). Ciag (1 + %)n jest $cisle rosnacy i ograniczony, wiec jest zbiez-

ny (do liczby Eulera e ~ 2, 7).
Ogodlniej, cigg (1 + %) dla ustalonego x € R jest Scisle rosngcy dla dostatecznie duzych n
i ograniczony, wiec jest zbiezny (do e®).

Podciagi
Definicja. Podciggiem ciagu a, nazywamy ciag ay, dla n € N, gdzie ky, ko, ... jest $cisle
rosnacym ciggiem liczb naturalnych.
Przyktad. Dla ci@gu ay, = czyh T 2, 3 i . podciggami sg np.:
cigg agp, czyli 7, D c1@g agn1, czyli 3, % % -
1

1
cigg aion, czyli -+ 167300 300 - - - etc.

Twierdzenie Bolzano—Weierstrassa
Kazdy cigg ograniczony (niekoniecznie monotoniczny) zawiera podcigg zbiezny.

Przyktad. Dla ciagu a,, = (—1)" podciagami zbieznymi sa np. as, (ciag staly rowny 1) i
asn+1 (clag staly réwny —1).

Granice niewlasciwe

Definicja. Méwimy, ze ciag a, ma granice (niewlasciwg) réwng 400, jesli dla kazdego
M € R, nieréwnos¢ a,, > M zachodzi dla dostatecznie duzych n.

Analogicznie, ciag a, ma granice niewlasciwa réwnag —oo, jesli dla kazdego M € R, nie-
rownosé a,, < M zachodzi dla dostatecznie duzych n.

Piszemy wtedy nhrglo a, = +oo lub a, —= oo etc. Mowi sie tez, ze ciag a, jest zbiezny
do +o0, lub ze jest rozbiezny do +o0o etc.

Uwaga (oo oznacza ,+o0o lub —o0”). Nie jest prawda, ze kazdy ciag, ktory nie ma
skoficzonej granicy dazy do oo, np. ciag a, = (—1)"n nie ma granicy wtasciwej ani
niewtasciwej.

Stwierdzenie. Kazdy cigg rosngcy (malejgcy) i nieograniczony ma granice +00 (—o0).
Stwierdzenie. Jesli ciqgg a, ma granice o0, to cigg i ma granice 0.

Uwaga. Odwrotne stwierdzenie nie jest prawdziwe, np. ciag a, = ( n)n zbiega do 0, ale
ciag i = (—1)"n nie ma granicy wlasciwej ani niewtasciwe;.

Twierdzenie. Jesli cigg a, ma granice g (wlasciwg lub niewlasciwg), to cigg Srednich
arytmetycznych tego ciggu, tzn. cigg A, = B tei ma granice g.

Jesli dodatkowo zalozymy a,, > 0, to réwniez ciggi Srednich geometrycznych i harmonicz-
nych ciggu a,, tzn. ciggi G, = a1 ---a, @ H, = ﬁ majq granice g.

aj an



