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Granica i cigglosé funkcji

Funkcje ciggle

Ciaglos$¢ funkcji odwrotnej

Twierdzenie. Jesli f : P — R jest roznowartosciowa 1 ciggta, gdzie P przedziat w R, to
funkcja odwrotna f=' jest okreslona i ciggla w przedziale f(P). Co wiecej, funkcje f i f~!
sq Scisle monotoniczne.

Przyktady

e [:R =R, f(z) =¢e". Wtedy f(R) = (0,400), f~!:(0,4+00) = R, f7l(y) = Iny,
f7H((0,400)) = R.

o f:(=5.%) - R, f(z) = sinz. Wtedy f((=3,5)) = (=1,1), ft:(-1,1) - R,
a

Warunek Lipschitza

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : A — R dla A C R spelnia warunek Lipschitza ze stata
L > 0, jesli dla kazdego =,y € A zachodzi

[f(z) = f(y)] < Lz —yl.
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Przyktad. Funkcja f : R — R, f(x) = sinz spelnia warunek Lipschitza ze stata 1.

Dowdéd. Niech z,y € R. Wtedy | sinz—siny| = ’2 sin 2% cos 2| < 2| sin T3 | = 2 ‘sin @’ <

2|x;y| = |z —yl. O]
Twierdzenie. Jesli funkcja spetnia warunek Lipschitza, to jest ciggla.

Dowéd. Dla € > 0 okreslamy ¢ = 7, gdzie L jest staly Lipschitza funkcji f. Wtedy, dla
kazdego a,x z dziedziny funkcji, jesli |x — a| < 0, to

|[f(x) = fa)| < Llx —af < Ld = e,
wiec jest spetniona definicja Cauchy’ego cigglosci funkeji. ]
Przyktad. Funkcja f : R — R, f(z) = /z jest ciagla, ale nie spelnia warunku Lipschitza.

Dowdd. Zatézmy, ze f spelnia warunek Lipschitza ze stalg L > 0. Wtedy dla kazdego
x > 0 mamy

czyli /z < Lz. Wynika stad x < L323, co daje
>
= \/ﬁ
dla kazdego x > 0. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze f nie spetnia warunku Lipschitza.
O

Twierdzenia o punkcie stalym

Definicja. Punktem stafym funkcji f : A — A nazywamy punkt x € A, dla ktoérego
f(x) = a.

Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym
Jesli f : [a,b] — [a,b] jest ciggla, to f ma punkt staly.

Dowdd. Niech g(x) = f(z) — x dla € [a,b]. Zauwazmy, ze funkcja g jest ciagta oraz
g(a) = f(a) —a > a—a= 0. Podobnie, g(b) < 0. Jesli g(a) = 0 lub ¢g(b) = 0, to znaczy ze
f(a) = a lub f(b) = b, wiec f ma punkt staty. Pozostal zatem przypadek, gdy g(a) > 0,
g(b) < 0. Wtedy, z wlasnosci Darboux, istnieje = € (a, b), takie ze g(z) = 0, czyli f(z) = =z,
wiec x jest punktem statym dla f. O

Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Jesli f : R — R lub f : [a,b] — [a,b] spelnia warunek Lipschitza ze stalg L < 1, to f ma
doktadnie jeden punkt staty.

Uwaga. Oba powyzsze twierdzenia sg prawdziwe w daleko ogdlniejszych sytuacjach i sg
uzywane w wielu dziedzinach matematyki przy dowodach istnienia réznych obiektow.
Przyktad. Funkcja f : (0,1) — (0,1), f(z) = sz(1 — x) jest ciagla i spelnia warunek
Lipschitza ze stata L < 1, ale nie ma punktu statego.
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Rachunek rézniczkowy

Pochodna funkcji

Pojecie pochodnej funkcji w punkcie
Intuicyjnie, pochodna opisuje, jak szybko zmienia sie warto$¢ danej funkcji przy zmianie
argumentu.

Interpretacja fizyczna pochodnej — predkosé chwilowa
Rozwazmy poruszajace sie cialo punktowe, ktérego potozenie w chwili ¢ opisuje funkcja

S(t). W pewnej chwili ¢, cialo znajduje sie w polozeniu S(ty), a potem przez czas At
przebywa droge AS. Predkosé srednia tego ciata miedzy chwila ty a to + At jest réwna %‘f.

Predkosé chwilowa v w chwili ty to granica predkosci srednich, gdy czas At dazy do 0, tzn.
S(to + At) — S(to)

v(to) = Bim, — = lim, Al '

Jest to pochodna funkeji S(t) w chwili .

Definicja pochodnej

Definicja. Niech f : (a,b) — R dla a,b € R i niech = € (a,b). Méwimy, ze funkcja f jest
rézniczkowalna w punkcie x, jesli istnieje (skoniczona) granica

) = f()

h—0 h

Granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkcie z i oznaczamy f'(x) lub %(x). loraz
w nazywamy ilorazem roznicowym.

Uwaga. Dwa powyzsze oznaczenia pochodzg, odpowiednio, od Izaaka Newtona i Gotfryda
Leibniza, ktérzy stworzyli podstawy rachunku rézniczkowego i catkowego w II pot. XVII
w.

Interpretacja geometryczna pochodnej

Styczna do wykresu funkcji

Pochodna funkcji f w punkcie x( jest granicznym wspoélczynnikiem nachylenia siecznej
wykresu y = f(x), ktéra przecina wykres w punkcie (xg, f(x¢)), gdy drugi punkt przeciecia
dazy do (zo, f(xg)).

Innymi stowy, f’(zg) jest réwna tangensowi kata nachylenia stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (zg, f(zo)).

Zatem rownanie tej stycznej ma postaé

y = ['(w0)(x — m0) + f(20).



f(l'o -+ h)‘
f(z0)3

Definicja. Mowimy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna, jesli jest rézniczkowalna
w kazdym punkcie x € (a,b).

Przyktad. Funkcja f : R — R, f(z) = 2" dla ustalonego n € N jest rézniczkowalna i
f'(z) = na™ L.

Dowad.
, = —
= lim (1) ( )
h—0 h
= lim L4 n "2 4 g n D
]

Przyklad. sin’z = cosz.

Dowdd.

sin’z = lim sin(e 4 h) —sinz_ lim 2sin § cos 2250
h=0 h h—0 h

_sin % h
= lim —cos |x+ - | =cosx.
h—0 5 2

]

Przyktad. W ekonomii koszt krancowy (marginalny) to pochodna catkowitego kosztu po-
noszonego przez producenta jako funkcji wielkosci produkcji.



