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wyktad VII

Uniwersytet Warszawski
semestr Zimowy

Szeregi

Zbieznos¢ szeregu
Szeregi liczbowe

Definicja. Niech a, dla n € N bedzie ciggiem liczb rzeczywistych. Ciag

Sn:a'1+"'+an

nazywamy ciggiem sum czesciowych szeregqu Z a,. Jesli ciag sum czesciowych S, jest
n=1
zbiezny do granicy S € R, to granice te nazywamy sumgq szeregu Z Qp, & SZereg Z Qnp,

n=1 n=1
nazywamy zbieznym. W przeciwnym razie szereg nazywamy rozbieznym. Ciag a,, nazywamy

clggiem wyrazow Szerequ.

oo

Uwaga. Symbolem Z a, oznacza sie zaréwno sam szereg, jak i jego sume.
n=1
o
Uwaga. Szereg Z a,, zapisujemy rowniez jako a; +as +as+ - - -, co moze by¢ traktowane
n=1

jako ,nieskonczone sumowanie”. Ta interpretacja musi jednak by¢ stosowana ostroznie,
np. zbieznos¢ i suma szeregu moze zaleze¢ od kolejnosci sktadnikow a,, czy wstawienia
nawiasow.



Przyktad (Ile jest réwne 1 — 1+ 1 — 14 ---7). W zaleznosci od sposobu wstawienia
nawiasOw otrzymujemy:

1-H+1-H)+(1-1)+---=04+0+0+---=0,
I+(-14+1)+(-1+1)+---=1404+0+0+---=1.

Zwiazane jest to z tym, ze dla szeregu >°°,(—1)""! mamy S, = 0 dla n parzystych i
S, = 1 dla n nieparzystych, wiec szereg ten jest rozbiezny.

Uwaga. Zamiast sumowac szereg od n = 1, mozemy to robi¢ od n = 0 lub innej liczby
catkowitej.

Przyktad (Szereg geometryczny o ilorazie q). Szereg

[e.9]

>_aq”

n=0

a

dla a,q € R, |g| < 1 jest zbiezny i jego suma wynosi .

Dla |q| > 1 szereg jest rozbiezny.

Dowod. Wynika to z faktu, ze dla tego szeregu S, = ag+ -+ a, = all—_q"q“. ]
Warunek konieczny zbiezno$ci szeregu
Twierdzenie. Jesli szereg i a, jest zbiezny, to nlLI& an = 0.
n=1
Dowaéd. Niech S bedzie suma szeregu i ay,. Wtedy
n=1
an:Sn—Sn_lmS—S:O.
O
Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, np. dla szeregu harmonicznego i —
mamy % - 0, a szereg ten jest rozbiezny. "~
Dowad. . . ) . .
Szn—5n2m+n+2+'--+%>n%:§.
Zatem, gdyby szereg byt zbiezny i miat sume S, to
;<82n_SH7H—O>OS_S:0
co daje sprzecznosc. O



Wtasnos$ci arytmetyczne sumy szeregu

Twierdzenie. Jesli szeregi Z Q1 Z b, sq zbieine i ich sumy wynoszqg odpowiednio A 1

n=1 n=1
B, to:

o Szereg Z(an + by,) jest zbieiny i jego suma wynosi A + B.

n=1

e Szereq > (a, — by) jest zbiezny i jego suma wynosi A — B.

n=1

e Dla kazdego c € R szereg Z ca, jest zbieiny 1 jego suma wynosi cA.

n=1

Szeregi o wyrazach nieujemnych — kryteria zbieznosci

Szeregi o wyrazach nieujemnych

Stwierdzenie. Jesli a, > 0 dla dostatecznie duzych n, to szereg i a, jest zbiezny wtedy
1 tylko wtedy, gdy cigg sum czesciowych S, jest ograniczony z go/r?/.:l
Dowaod. Ciag S, jest rosnacy dla dostatecznie duzych n, poniewaz

Spi1 — Sp = apyy = 0.
Zatem cigg ten jest zbiezny do granicy skonczonej wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony
(z gory). O
Kryteria zbieznosci szeregéw

Uwaga. Dokladne wyliczenie sumy szeregu jest w wielu wypadkach trudne. Najczesciej
mozemy stwierdzi¢ tylko, czy dany szereg jest zbiezny czy rozbiezny. Do tego shuza tzw.
kryteria zbieznosci szeregow.

Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze). Jesli dla dostatecznie duzych n mamy 0 < a, <
by, to:

o Jesl szereg Z b, jest zbieiny, to szereg Z a, jest zbiezny.

n=1 n=1

o Jesli szereg Z a, jest rozbiezny, to szereq Z b, jest rozbiezny.

n=1 n=1



Przyklad zastosowania kryterium poréwnawczego
Pokazemy, ze szereg Z — Jest zbiezny.
n

n=1
Niech

1
— b= =1 b,=——dlan>2.
) 1 a1 ) (n—l)n an

Mamy 0 < a, < b, dla wszystkich n € N.

Niech §,, bedzie ciagiem sum czesciowych szeregu Z b,. Wtedy

n=1
1 1
S, =1+ —F — e ——
+1- +2-3+ +(n—1)n
1+ L1 + L1 + 1t ! ! 2 ! 2
1 2 2 3 n—1 n n n—oo
Zatem szereg Z b, jest zbiezny. Z kryterium pordéwnawczego, szereg Z a, réwniez jest
n=1 n=1
zbiezny.
Pokazalismy zatem, ze szereg Z e jest zbiezny.
n=1
Uwaga. Mozna pokazaé, ze suma szeregu Z — jest réwna %2.
n=1 n

Szeregi o wyrazach nieujemnych — kryteria zbieznosci

Kryterium ilorazowe (d’Alemberta)

. . . . . . a
Twierdzenie. Niech a,, > 0 dla dostatecznie duzych n oraz lim ntl q. Wtedy:
n—oo an

oo
o Jesliqg < 1, to szereg Z a, jest zbiezny.

n=1

o Jesli g > 1, to szereg Z a, jest rozbieziny.

n=1

Uwaga. Jesli ¢ = 1, to szereg moze by¢ zaréwno zbiezny, jak rozbiezny.

Nie jest prawda, ze warunek % < 1 implikuje zbieznos$¢ szeregu (np. szereg > o2 ; % jest
rozbiezny, a -t = o < 1),
an n+1



Kryterium pierwiastkowe (Cauchy’ego)

Twierdzenie. Niech a,, > 0 dla dostatecznie duzych n oraz n11—>r§o Jay, = q. Wtedy:

o Jesliq < 1, to szereg Z a, jest zbiezny.

n=1

o Jesliq > 1, to szereg Z a, jest rozbieziny.

n=1

Uwaga. Jak poprzednio, przypadek ¢ = 1 jest przypadkiem watpliwym.

Przyklad zastosowania kryterium d’Alemberta

Pokazemy, ze szereg Z Jest zbiezny.
n=1
Mamy a,, > 0 oraz
ant1 2" (n+1)In" 2n™ 2 2

= = — — < 1.

a, (n+ 1)n*t127nl (n+1)» (1 + %)n n—oo e

Zatem, z kryterium d’Alemberta, szereg ten jest zbiezny.

Kryterium o zageszczaniu

o0

Twierdzenie. Niech a,, bedzie malejgcym ciggiem liczb nieujemnych. Wtedy szereg Z an,
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Z 2"agn jest zbieiny.
n=1

Przyktad (Szereg harmoniczny o wyktadniku a € R).

> 1
Z — jest zbiezny <= a > 1.
nOZ

n=1

Dowdd. Dla o < 0 mamy - L 2 oo, wiec, z warunku koniecznego, szereg jest rozbiezny.

Dla a > 0 ciag — L jest ciggiem maleJ acym liczb dodatnich, wiec z kryterium o zageszczaniu,
szereg jest zblezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg

io: f:l 21 a)n

n

Ten ostatni szereg jest szeregiem geometrycznym o ilorazie 2'~%, ktéry jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy 217 < 1, co zachodzi dla 1 — o < 0, czyli dla o > 1. O



Kryterium o szeregach tego samego rzedu

Twierdzenie. Jesli a,,b, > 0 dla dostatecznie duzych n oraz

lim 2 — ¢ dla c € R, gdzie ¢ > 0,

n—oo

to szereg Z a, jest zbiezny wtedy 1 tylko wtedy gdy szereg Z b, jest zbiezny.

n=1 n=1

Uwaga. Takie szeregi nazywa sie szeregami tego samego rzedu.

Przyklad szeregéw tego samego rzedu
Zbadamy zbieznos¢ szeregu
* 3n?—15n+ 77

Z o2nt +8n3+91n+6

n=1

. . , 1
Oznaczmy jego wyraz przez a, i wezmy b, = 5.

Wtedy a,, b, > 0 dla dostatecznie duzych n oraz

. ap . (3n%* — 15n + T7)n? . 3n* — 1503 + 7Tn?
lim — = lim = lim
n—oo . n—o2nt +8n34+9In+6 n—oo2nt +8n3+91n+6
3— D+ 3

= lim 8”5”26=*>0-
ettt 2

Poza tym, szereg >~ , b, jest zbiezny jako szereg harmoniczny o wyktadniku wiekszym od
1, wiec na mocy kryterium o szeregach tego samego rzedu, szereg > >° | a,, tez jest zbiezny.

Szeregi o wyrazach dowolnego znaku

Zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa

Definicja. Méwimy, ze szereg Zan jest bezwzglednie zbiezny, jesli jest zbiezny szereg

n=1
) e

Z la,|. Jesli szereg Z a, jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny, to méwimy, ze
n=1 n=1
jest warunkowo zbiezny.

Twierdzenie. Jesli szereg Z ay, jest bezwzglednie zbiezny, to jest zbiezny oraz
n=1
D oan| <Y aal.
n=1 n=1




Przestawianie wyrazéw szeregu
Twierdzenie. Jesli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to kazdy szereg powstaly z niego przez

przestawienie (zmiane kolejno$ci) wyrazow jest zbieiny i jego suma nie ulega zmianie.

Twierdzenie Riemanna

Jesli szereg jest zbieiny warunkowo, to przez przestawienie (zmiane kolejnosci) jego wyra-
zow mozemy uzyskac szereg rozbiezny lub szereg zbiezny o sumie bedgcej dowolng zadang
liczbg rzeczywistq.

Szeregi naprzemienne

o0
Definicja. Szeregiem naprzemiennym nazywamy szereg postaci Z(—l)”am gdzie a,, > 0.

n=1

Twierdzenie (Kryterium Leibniza). Jesli cigg a, jest monotoniczny (dla dostatecznie

duzych n) i zbiezny do 0, to szereq » (—1)"a, jest zbieiny.

n=1

Przyklady zastosowania kryterium Leibniza

e Szereg anharmoniczny

i(—nnﬂ_l LR S
~ n 2 3 4

jest zbiezny. (Mozna pokazaé, ze jego suma jest rowna In 2.)

e Szereg

jest zbiezny. (Mozna pokazaé, ze jego suma jest réwna 7.)

Uwaga. Oba te szeregi sa zbiezne warunkowo.

Mnozenie szeregéw

Definicja. lloczynem Cauchy’ego szeregoéw Z ay 1 Z b, nazywamy szereg

n=1 n=1
> (arbp + agby_1 + - -+ + ap_1by + anby).
n=1

TwierdzemigO Mertgonsa
Jesli szeregi Z Qp 1 Z by, sq zbiezne i co najmniej jeden z nich jest zbieiny bezwzglednie, to

n=1 n=1
tloczyn Cauchy’ego tych szeregow jest zbiezny i jego suma jest iloczynem sum tych szeregow.

7



Kwadrat Cauchy’ego szeregu geometrycznego

Niech ¢ € R, |q] < 1. Wtedy szereg geometryczny » ¢ jest bezwzglednie zbiezny. Niech

n=1

Z ¢, bedzie iloczynem Cauchy’ego dwoch szeregow Z ¢". Mamy ¢, = q¢" + ¢*q"! +
n=1 n=1

Zatem szereg Z ng" ™! jest zbiezny i jego suma wynosi

A=

o
Stad wynika, ze ng" = ———.
nz::l (1—4q)?

Szeregi potegowe

Szeregi potegowe

Definicja. Szeregiem potegowym nazywamy szereg postaci

i an(x —a)",

n=0

gdzie a,,a, v € R. (Przyjmujemy tutaj konwencje 0° = 1.)

Przyklad. Szereg geometryczny Zx” jest szeregiem potegowym (dla a, = 1,a = 0).

n=0
Przypomnijmy, ze jest on zbiezny dla |z| < 1.
Promien zbieznosci szeregu potegowego

Twierdzenie. Niech Y a,(z—a)" bedzie szeregiem potegowym. Wiedy istnieje r € [0, 00)U
n=0

{o0}, zwane promieniem zbieznodci tego szeregu, takie Ze szereg jest zbiezny dla |x —a| < r

i rozbiezny dla |x — al > r.

Przedzial (a —r,a+1) nazywa si¢ przedziatem zbieinosci tego szerequ (w przypadku r = oo

przedzial zbieznosci jest rowny R ).

Uwagi
e Dla x = a szereg jest zawsze zbiezny.

e Dla z = a & r szereg moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.



Wzér na promien zbiezno$ci szeregu potegowego

Twierdzenie (Wzér Cauchy’ego-Hadamarda). Jesli istnieje lim lan| (skoriczona lub

o0
nieskonczona), to promien zbieinosci szerequ potegowego Z an(x —a)" jest rowny
n=0
1
r=—,
lim {/|a,|

n—oo

przy czym przyjmujemy tutaj konwencje % = 00, é =0.
. . . .. Lo a . . , .,
Twierdzenie. Jesli a,, # 0 i istnieje lim |——| (skoriczona lub nieskoriczona), to promien
n—oo | g, 11

zbieznosci szerequ Yo% g a,(x — a)™ jest rowny tej granicy.

Przyklady
> " a n+1)! . e
e Dla szeregu Z “— mamy |——| = ( ) =n+1 — 00, wiec promien zbiezno$ci
= n! Qi1 n! n—oo

jest réwny oo (szereg jest zbiezny dla kazdego = € R).

Mozna pokazaé, ze suma tego szeregu jest réwna e®.

o0
e Dla szeregu Z n"x" zachodzi {/|a,| =n — oo,wiec promien zbieznosci jest réwny
n—oo

n=0
0. (Szereg jest zbiezny tylko dla = = 0.)

e Dla szeregu » —a" mamy {/|a,| = @, a ten ciag, jak poprzednio pokazali$my,
n=0 n

zbiega do % Zatem promien zbieznosci wynosi e.



