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Wstep do Analizy

Kresy, wartos¢ bezwzgledna, potegi i pierwiastki

Oznaczenia (a,b € R, a < b)

(a,b) ={reR:a<x<b} przedzial otwarty o koncach a, b
[a,b) ={z €R:a <z <b} przedzial domkniety o koncach a, b
[a,b) ={r €R:a <z <b} przedzial prawostronnie otwarty

(lewostronnie domkniety)

(a,b) ={r e R:a < x < b} przedziat lewostronnie otwarty

(prawostronnie domkniety)
+o0) ={reR:x>a}
a,+o0)={r €eR:z>a}
(—o0,a)={reR:z<a}
(—o0,a] ={r e R:z < a}.

Kresy zbiorow w R

Definicja. Niech A bedzie niepustym podzbiorem R. Ograniczeniem gérnym (dolnym)
zbioru A nazywamy kazda liczbe y € R, taka ze y > x (y < x) dla kazdego = € A. Zbior
A jest ograniczony z gory (z dotu), jesli ma ograniczenie gérne (dolne). Zbiodr ograniczony
to zbior ograniczony z goéry i z dotu.



Istnienie kresu

Jesli zbior A jest ograniczony z géry, to ma najmniejsze ograniczenie gérne. Te liczbe
nazywamy kresem gornym lub supremum zbioru A (ozn. sup A). Podobnie, jesli zbiér A
jest ograniczony z dotu, to ma najwicksze ograniczenie dolne. Te¢ liczbe nazywamy kresem
dolnym lub infimum zbioru A (ozn. inf A).

Uwaga. Jesli A nie jest ograniczony z géry (z dotu), to piszemy sup A = +o0o (inf A =
—00).
Wartosé bezwzgledna

Definicja. Wartoscig bezwzgledng albo modutem liczby rzeczywistej x (ozn. |z|) nazywamy
liczbe x w przypadku x > 0 i liczbe —z w przypadku z < 0.

Uwaga. Geometrycznie, warto$é¢ bezwzgledna x jest odlegtoscia punktu x od punktu 0 na
osi liczbowe;j.

Podstawowe wlasnosci wartoéci bezwzglednej (z,y € R)
e [z/>0 oraz |z] =0 <= =0
o |zy| = |zllyl
o [xty| <lz|l+yl

o |zl =lyll <lz -yl

Potegi

Definicja. Jesli x € R (podstawa) i n € N (wyktadnik), to n-ta potege liczby x definiujemy
jako
=x--x
—

n razy

Uwaga. Definicja indukeyjna to: 2t = o, 2" = 2 - 2™

Definicja. Dla z € R\ {0} i n € N definiujemy



Pierwiastki

Definicja pierwiastka

Dla x € R takiego, ze z > 0 i n € N istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista y > 0
1

taka, ze y" = x. Liczbe te nazywamy n-tym pierwiastkiem z x (ozn. z= lub {/x). Mozemy

rozszerzy¢ te definicje na przypadek, gdy x < 0 i n jest nieparzyste (wtedy {/x < 0).

Uwaga. Powyzsze definicje pozwalaja okreslic dowolna potege o podstawie dodatniej i

1

wyktadniku wymiernym (dla z > 0, m € Z, n € N\ {0} definiujemy z» = (z™)n).

Podstawowe wtlasno$ci potegowania
Dla z,y, a, b takich, ze odpowiednie potegi sa zdefiniowane, zachodzi

l’a+b — l‘al‘b
(xa)b — a:ab
(zy)* = z"y".

Wielomiany

Definicja. Wielomianem zmiennej rzeczywistej x stopnia n € N o wspotezynnikach rze-
czywistych nazywamy wyrazenie postaci

-1
apx" + ap_12" "+ - -+ a1x + ag,

gdzie ag,...,a, € R, a, # 0. Pierwiastkiem rzeczywistym tego wielomianu nazywamy
kazda liczbe rzeczywista x, dla ktorej to wyrazenie jest réwna 0.

Uwaga. Dwa wielomiany zmiennej x sg réwne, jesli majg réwne stopnie i wspotezynniki.
Wielomiany mozemy dodawa¢, odejmowac i mnozy¢, uzyskujac inne wielomiany.

Definicja. Wielomian W jest podzielny przez wielomian V', jesli W =V - U, gdzie U jest
pewnym wielomianem.

Uwaga. Stopien wielomianu W jest wtedy réwny sumie stopni V i U.

Twierdzenie Bézouta
Liczba p jest pierwiastkiem wielomianu W zmiennej x wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
W jest podzielny przez wielomian x — p.

Whniosek. Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.



Tréjmian kwadratowy

Przyktad. Wielomian 2% + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Uwaga. Jedli wielomian W jest podzielny przez wielomian (z — p)* dla pewnego k € N,
to p nazywamy pierwiastkiem k-krotnym.

Definicja. Trojmian kwadratowy zmiennej x o wspolczynnikach rzeczywistych to wielo-
mian drugiego stopnia, czyli wyrazenie

az® 4+ b +c
dla a,b,c € R, a # 0.
Definicja. Wyrézinikiem tréojmianu nazywamy liczbe A = b? — 4ac.
Twierdzenie.

o Jesli A > 0, to troymian ma dwa réozne pierwiastki rzeczywiste

b+ VA b= VA

% 2=,

Trogmian mozna wtedy przedstawic¢ w postaci a(x — x1)(x — x3).

A

o Jesli A =0, to trégjmian ma dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty
b
2a°
2

Tréojmian mozna wtedy przedstawié w postaci a(x — x1)*.

I =

o Jesli A <0, to tréjmian nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

Wzory Viete’a
Jesli x1, o sq pierwiastkami tréjmianu ax® + bx + c, to

c
Ty + X9 = ——, T1Tg9 = —.
a a

Kartezjanski uktad wspoélrzednych

Definicja. Kartezjanski ukiad wspolrzednych na ptaszcezyznie jest okreslony w nastepujacy
spos6b. Dane sg dwie prostopadtle proste na plaszczyznie — os odcietych OX (pozioma) i 0§
rzednych OY (pionowa), przecinajace sie w punkcie O (poczgtku uktadu wspoétrzednych).
Kazda z tych prostych utozsamiamy ze zbiorem liczb rzeczywistych, przy czym porzadek
rosnacy na osi poziomej przebiega od lewej do prawej, a na osi pionowej — od dotu do
goéry. Kazdemu punktowi P ptaszczyzny sa przyporzadkowane dwie liczby (wspdtrzedne) —
odcieta (pierwsza wspotrzedna) i rzedna (druga wspoltrzedna). Liczby te s warto$ciami od-
powiadajgcymi rzutom prostopadtym punktu P na odpowiednie osie. Osie wspotrzednych
dzielg ptaszczyzne na cztery ¢wiartki — pierwsza jest ztozona z punktéw o obu wspotrzed-
nych dodatnich, a nast¢pne ponumerowane sa przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.
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Rysunek 1: Kartezjanski uktad wspotrzednych na ptaszczyznie

Uwaga. Kartezjanski uktad wspotrzednych utozsamia plaszezyzne ze zbiorem R? = Rx R.

Uwaga. Podobnie definiujemy kartezjanski uktad wspotrzednych w przestrzeni utozsamia-
jac ja ze zbiorem R3 = R x R x R.

Uwaga. Wspotrzedne punktéw w R? bedziemy najczedciej oznaczaé przez (x,y), a w R3
— przez (z,y, z), piszac

R? = {(z,y) : =,y €R},
R® = {(z,y,2) : z,y,2 € R}.

Katy

Definicja. Kqgtna ptaszczyznie to suma dwdch pétprostych (ramion kata) majacych wspol-
ny poczatek (wierzcholek kata) oraz jednego z dwéch obszaréw wycietych z plaszezyzny
przez te potproste.

Kaqt skierowany to kat, w ktérym jest ustalona kolejnosé ramion. Pierwsze ramie nazywamy
wtedy poczgtkowym, a drugie koricowym.

Definicja. Miarg tukowq kgta nazywamy stosunek dtugosci tuku okregu opartego na tym
kacie do promienia tego okregu (luk okregu oparty na kacie to cze$¢ okregu o $rodku w
wierzchotku kata zawarta w tym kacie). Jednostke miary tukowej nazywa sie radianem.

Przyktad. Miara tukowa kata pelnego (360°) jest réwna 27. Miara tukowa kata prostego

(90°) jest réwna 7.

Uwaga. Dtugos¢ tuku mozna zdefiniowaé, przyblizajac go tamanymi wpisanymi w ten tuk.

Definicja. Miarg tukowa kata skierowanego nazywamy miare tego kata, jesli przy przejéciu
od ramienia poczatkowego do koncowego wewnatrz kata poruszamy sie przeciwnie do ruchu
wskazowki zegara (czyli zgodnie z ruchem od osi OX do osi OY w pierwszej ¢wiartce uktadu
wspéhrzednych) oraz minus miare tego kata — w przeciwnym przypadku.
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Rysunek 2: Definicje funkcji trygonometrycznych.

Trygonometria

Funkcje trygonometryczne

Definicja. Niech a € [0,27]. Jedli kat skierowany o mierze tukowej o ma wierzchotek
w poczatku uktadu wspotrzednych i pierwsze ramie lezace na dodatniej potosi osi OX, to
sinusem kata a (ozn. sin ) nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu P # O lezacego
na drugim ramieniu kata do dtugosci odcinka OP.

Cosinusem kata « (ozn. cos o) nazywamy stosunek odcietej punktu P do dtugosci odcinka
OP.

Jedli a # T + km dla k € Z, to tangensem kata o (ozn. tga) nazywamy stosunek rzednej
punktu P do odcigtej tego punktu.

Jesli a # km dla k € Z, to cotangensem kata « (ozn. ctg o) nazywamy stosunek odciete;
punktu P do rzednej tego punktu.

Dla dowolnego kata o € R funkcje sin, cos, tg, ctg okreslamy jako odpowiednie funkcje
kata (3, gdzie § € [0,27] i a = B+ 2kw dla k € Z.

Przyklad.
T T 1 T T \/5 T T \/3
sin — = cos — = —, sin — = cos — = —, sin — = cos — = —,
6 3 2 4 4 2 3 6 2
T V3 T T s T
gg =ctgg =5, gy =ctg =1, gg =ctgy = V3
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Rysunek 3: Wykres funkcji sin.
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Rysunek 4: Wykres funkcji cos.
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Rysunek 5: Wykres funkcji tg.
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Rysunek 6: Wykres funkcji ctg.

Podstawowe wtasnosci funkcji trygonometrycznych (k € Z)

sin « cos &
tga = ctgo = —
cos « sin «
sin v = sin(a + 2k7) cos a = cos(a + 2km)
tga = tg(a + k) ctg o = ctg(a + k)
sin(—a) = —sina cos(—a) = cos
tg(—a) = —tga ctg(—a) = —ctga

Wzér na jedynke trygonometryczng
sin a + cos® o = 1

Dowdd. Wynika z twierdzenia Pitagorasa.

Funkcje trygonometryczne sumy katéow

sin(a + (3) = sin acos 3 + cos asin 3

cos(a + 3) = cosarcos f — sin asin 3

tga+tg g
tg(a+6) = T tgotgd
ta(a + B) ctgactgf—1
ctg(a =

& ctg B+ ctga



Whniosek.

sin(2a) = 2sina cos a
2 2

cos(2a) = cos’ a —sin’a = 1 — 2sin’a = 2cos’ o — 1

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych

sina+sin5:231na;ﬁcosa;ﬁ
sina—sinﬂchosa;ﬁsina;ﬁ
cosa—i—cosﬁchosa;ﬁcosa;B
. a+pf . a—0
cosa — cos 3 = —2sin sin
2 2
Niektore wzory redukcyjne
(3-2) (3-o) =
in{—-— = - — = sin
sin { 5 —a COSs & cos| 5 —a sin «
tg(5—a) =« tg (5 —a) =t
——a) =ctga ctgl - —a) =tga
815 g 815 g
™ T
31n(2+a):cosa cos(2+a>:—sma
™ 7
tg<2—|—a>:—ctga ctg(2+a>:—tga
sin (r — a) = sin« cos (T — a) = — cos «
sin (7 + a) = —sina cos (T + a) = —cos



