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Wstep do Analizy

Krzywe i powierzchnie stopnia drugiego
Krzywe stozkowe

Definicja. Krzywe stozkowe (krzywe stopnia drugiego) na plaszczyznie R? to krzywe po-
wstale przez przeciecie powierzchni stozkowej w R? plaszezyzng. Krzywymi stozkowymi sg
elipsy, parabole i hiperbole.
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Okrag
Elipsa

Parabola

Hiperbola

Elipsa

Definicja. FElipsa to zbiér punktéw na plaszezyznie, ktérych suma odlegtosci od dwoch
ustalonych punktéw (zwanych ogniskami elipsy) jest stata.
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Uwaga
Jesli ogniska elipsy sie pokrywaja, to elipsa ta jest okregiem.

Stwierdzenie. Réwnanie elipsy w R? o ogniskach (—c,0), (¢,0) dla ¢ = 0 ma postaé

2 2
DT ez
a

gdzie a®> — b? = % oraz a,b to diugosci pélosi elipsy.

Definicja. Mimosrdd elipsy to liczba
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Rysunek 1: Elipsa.

Uwaga. Jedli wiazka promieni $wietlnych wychodzi z jednego ogniska elipsy, to po odbiciu
sie od tej elipsy skupia sie w drugim ognisku.

Parabola

Definicja. Parabola to zbiér punktéw na plaszczyznie, ktérych odlegtosci od ustalonego
punktu (zwanego ogniskiem paraboli) i ustalonej prostej (zwanej kierownicg paraboli) sa
rowne.

Stwierdzenie. Réwnanie paraboli w R?* o ognisku (c,0) i kierownicy v = —c dla ¢ > 0 ma
postacé
y? = 4dex,

gdzie (0,0) to wierzcholek paraboli.

Uwaga. Jesli wiazka promieni $wietlnych wychodzi z ogniska paraboli, to po odbiciu sie
od tej paraboli daje wigzke promieni rownoleglych.



Rysunek 2: Parabola.

Hiperbola

Definicja. Hiperbola to zbiér punktow na plaszczyznie, dla ktorych wartosé bezwzgledna
réznicy odleglosci od dwoch ustalonych punktéw zwanych ogniskams hiperboli) jest stata.

Stwierdzenie. Réwnanie hiperboli w R? o ogniskach (—c,0), (c,0) dla ¢ > 0 ma postaé
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gdzie a®> +b* = ¢ oraz (—a,0), (a,0) to wierzcholki hiperboli.

Definicja. Mimosrdd hiperboli to liczba

Rysunek 3: Hiperbola.



Przyklady powierzchni stopnia drugiego (kwadryk) w R3

Definicja. FElipsoida ma rownanie postaci

.7:2 y2 Z2
?—Fb—z-i-g:l, a,b,c > 0.

Uwaga
Jedli a = b = ¢, to elipsoida ta jest sferg.

Rysunek 4: Elipsoida.

Definicja. Paraboloida eliptyczna ma réwnanie postaci

£E2 y2

—; b—2, a,b>0.

Rysunek 5: Paraboloida eliptyczna.
Definicja. Paraboloida hiperboliczna (powierzchnia siodlowa) ma réwnanie postaci

=2 Y a,b> 0.



Rysunek 6: Paraboloida hiperboliczna.

Definicja. Hiperboloida jednopowtokowa ma réwnanie postaci

— 4+ 5= - —= =1, a,b,c > 0.

Rysunek 7: Hiperboloida jednopowlokowa.

Definicja. Hiperboloida dwupowlokowa ma réwnanie postaci
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¥+b—2—§:—1, a,b,c> 0.

Definicja. Eliptyczna powierzchnia stozkowa ma réwnanie postaci
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22 a,b> 0.



Rysunek 9: Powierzchnia stozkowa.

Definicja. Eliptyczna powierzchnia walcowa ma réwnanie postaci

56'2 2
¥+‘Z—2:1, a,b> 0.

Srednie
Srednia potegowa
Definicja. Srednig potegowq rzedu p € R\ {0} liczb ay, . .., a, nazywamy liczbe
1
AT
pp = ——2] .
n

Uwaga. Zaktadamy, ze wszystkie potegi sa dobrze zdefiniowane
(tak jest np. dlap € {1,2}iay,...,a, € Rlubp=—1liay,...,a, € R\{0} lubp € R\{0}
iap,...,a, >0 etc.).
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Rysunek 10: Powierzchnia walcowa.

Szczegodlne przypadki

Definicja (ay,...,a, € R).

5 , ar+---+a
e Srednia arytmetyczna A = ! o
n
5 . . n
e Srednia harmoniczna H = — i
w Tt

o Srednia kwadratowa K =

Okre$lamy dodatkowo g, dla p = 0 jako

Definicja (a4, ...,a, > 0).
e Srednia geometryczna G = Yay - - - an
Nieré6wnosé o srednich
Twierdzenie. Niech ay,...,a, > 0. Wtedy dla kazdego p,,ps € R,
jesli p1 <pa, o pp < pyp,-

W szezegolnosci, H < G < A < K, czyli
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Uwaga. Réwnos¢ zachodzi tylko gdy a1 = - - - = a,,.

(p=1)
(p=-1)
(p=2)



Srednia wazona

Definicja. (Arytmetyczng) $redniqg wazongliczb ay, ..., a, € Rz wagamity, ... t, € [0,1],
gdzie ty + - - - +t, = 1, nazywamy liczbe

tiay + -+ than.

Uwaga. Jesli wszystkie wagi sa réwne, to Srednia wazona jest zwyklta srednia arytmetycz-
na.

Uwaga. Mozna tez zdefiniowa¢ inne $rednie wazone (geometryczna, harmoniczna etc.)

Przyklad. Ocena na koniec roku z pewnego przedmiotu jest wyliczana wedtug wzoru
ocena = 20% oceny z ¢wiczen + 80% oceny z egzaminu.

Przyktad. Sredni wazony koszt kapitatu WACC (Weighted Average Cost of Capital) w
finansowaniu inwestycji definiuje sie jako

UK+ HG,

gdzie K jest kosztem j-tego skladnika kapitatu, a waga t; okresla wielkos¢ udziatu tego
sktadnika w zrédtach finansowania tej inwestycji.

Paradoks Simpsona
Ocena poszczegdlnych grup przy pomocy sredniej wazonej zmienia sie, gdy grupy oceniamy
wspoOlnie.

Przyktad. W czasie badan statystycznych testowano skutecznosé dwoch lekéw (A i B) u
kobiet i mezczyzn. W pierwszym badaniu lek A podziatal u 60 kobiet na 100 (skutecznosé
60%), a lek B u 7 kobiet na 10 (skutecznosé 70%). W drugim badaniu lek A podziatal u
4 mezezyzn na 10 (skutecznosé 40%), a lek B u 50 mezezyzn na 100 (skutecznosé 50%).
W obu badaniach lek B wykazal zatem wieksza skutecznosé, niz lek A. Jednak biorac pod
uwage tacznie oba badania, lek A podziatal u 64 oséb na 110 (skutecznosé ok. 58%), a lek
B podziatal u 57 oséb na 110 (skutecznosé ok. 52%). Wieksza skutecznosé wykazal zatem
lek A.

Oprocentowanie lokat i kredytéw — procent sktadany

Procent sktadany

Pytanie
Jak zmienia sie wartos¢ wktadu na lokacie bankowej, gdy odsetki sa do niego wielokrotnie
doliczane (kapitalizowane)?



Wzér na procent sktadany
Zaldézimy, ze oprocentowanie (nominalne) lokaty wynosi p% w skali rocznej, a odsetki nali-
czane sg n razy w roku. Wtedy wartos¢ wktadu na lokacie po k latach wynosi

P nk
—wy (14 22—
W wo( + 100n) ’

gdzie wy jest wktadem poczgtkowym. Wartosé wy to efektywny zysk po 1 roku. Efektywne

oprocentowanie lokaty wynosi 100“’11”;0“’0% =100 ((1 + ﬁ)n — 1) % w skali roku.

T

Stwierdzenie. Dla kazdego x > 0, cigg b, = (1 -+ ﬁ)n jest scisle rosnqcy (tzn. by > by,
dla kazdego n € N).

Dowdad.
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Uwaga. To stwierdzenie wynika réwniez z nieréwnosci o $rednich.
Inny dowdd stwierdzenia
Niecha; =---=a, =1+, ap11 = 1.
Wtedy z nierownosci miedzy srednia geometryczng i arytmetyczng mamy
oy n(1+2)+1
(14 2y i)t
n n—+1
co daje
T\" n+x+ 1\ r \"H
b= (1+2) < () = (1) =
n n—+1 n—+1 +1
[

Whniosek. Przy stalym nominalnym oprocentowaniu rocznym lokaty, im czeSciej sq nali-
czane odsetki, tym wieksze jest oprocentowanie efektywne.
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Uwaga. Lokata o nizszym oprocentowaniu nominalnym, ale czestszej kapitalizacji odsetek
moze by¢ korzystniejsza od lokaty o wyzszym oprocentowaniu nominalnym, ale rzadszej
kapitalizacji.

Przyktad. Zal6zmy, ze oprocentowanie lokaty A wynosi 20% w skali roku, przy miesiecznej
kapitalizacji odsetek, a oprocentowanie lokaty B wynosi 21% w skali roku, przy rocznej
kapitalizacji odsetek.

Wtedy przy wktadzie poczatkowym wg, wysokosé wktadu po 1 roku na lokacie A wynosi

Wo (1 + 01’22

12
) ~ 1,2194wy, a na lokacie B wynosi 1, 21wy.
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