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Regulamin — Sylabus
1. Wyktad prowadzony jest réwnolegle w dwoch terminach zgodnie z planem poda-
nym w USOSie. Kazdy student wybiera odpowiadajacy mu termin wedlug wtasnego
uznania.

2. Cwiczenia odbywaja sic dwa razy w tygodniu. Uczestnictwo w éwiczeniach jest obo-
wiazkowe. W przypadku co najmniej czterech nieusprawiedliwionych nieobecnosci na
¢wiczeniach w trakcie semestru, student traci prawo do zaliczania przedmiotu (nie
jest klasyfikowany).

3. Ocena koncowa z przedmiotu obliczana jest na podstawie sumy punktéw uzyskanych
w ciggu semestru (max. 100p). Punkty mozna uzyskaé na éwiczeniach (max. 20p), na
dwo6ch wspélnych kolokwiach w trakcie semestru (max. 154+15=30p) i na egzaminie
po zakonczeniu semestru (max. 50p). Pozytywna ocene koricowa z przedmiotu moga
otrzymaé tylko osoby, ktére uzyskaly co najmniej 15p z egzaminu.

4. Punkty z ¢wiczen mozna uzyskaé¢ na kartkowkach przeprowadzanych w poszczegol-
nych grupach oraz za aktywnos¢ na ¢wiczeniach. W trakcie semestru odbedzie sie 8
kartkéwek (co ok. dwa tygodnie, w trakcie é¢wiczen) sprawdzajacych wiedze z bieza-
cego materiatu. Za kazda kartkéwke mozna uzyska¢ max. 2p. Punkty za aktywnosé¢
(max. 4p w semestrze) przyznaje prowadzacy ¢wiczenia wedlug wlasnej oceny.

5. Wspdlne kolokwia w trakcie semestru (poza godzinami ¢wiczenl) polegaja na pisem-
nym rozwiazaniu pewnej liczby zadan z dotychczasowego materiatu przerabianego na
wyktadzie i ¢wiczeniach.
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Po zakonczeniu zaje¢ w semestrze (przed sesja egzaminacyjna) student otrzymuje
ocene¢ z ¢wiczen, obliczang na podstawie sumy punktow uzyskanych na ¢wiczeniach
i wspolnych kolokwiach (max. 20+30=50p), wg nastepujacej skali: dst = 20p, dst+
= 25p, db = 30p, db+ = 35p, bdb = 40p, cel = 45p.

Aby przystapi¢ do egzaminu, student musi zaliczy¢ ¢wiczenia, tzn. uzyskaé z ¢wiczen
oceng co najmniej dst (20p).

Egzamin jest przeprowadzany w dwoch terminach: w sesji egzaminacyjnej gtéwnej i
poprawkowej. Egzamin jest pisemny i polega na rozwiazaniu pewnej liczby zadan z
cato$ci materiatu przerabianego w czasie semestru na wyktadzie i ¢wiczeniach. Zasady
obliczania oceny koncowej sg takie same w kazdym z dwdch terminéw egzaminu.

. W przypadku nieuzyskania zaliczenia ¢wiczen, student ma mozliwosé poprawkowego

zaliczenia (o formie i terminie decyduje prowadzacy ¢wiczenia). W przypadku uzy-
skania takiego zaliczenia, student moze przystapi¢ do egzaminu w drugim terminie,
jednak z tg sama liczba punktéw za ¢wiczenia, ktéra uzyskal poprzednio.

Nieusprawiedliwiona nieobecno$¢ na egzaminie powoduje utrate tego terminu egza-
minu i skutkuje brakiem oceny.

W przypadku usprawiedliwionej nieobecnosci na sprawdzianie (odpowiednio kart-
kéwee, kolokwium lub egzaminie) spowodowanej waznymi okoliczno$ciami student
ma prawo zaliczenia tego sprawdzianu w dodatkowym terminie. W tym celu student
powinien zlozy¢ wniosek o usprawiedliwienie (odpowiednio do prowadzacego ¢wi-
czenia, prowadzacego wyklad lub Dziekana WNE). W przypadku nieztozenia takiego
wniosku, student traci prawo do zaliczenia tego sprawdzianu w dodatkowym terminie.
Wg Szczegdtowych Zasad Studiowania na WNE, wniosek o usprawiedliwienie wraz
z odpowiednia dokumentacja nalezy ztozy¢ nie pozniej niz 7 dni od daty egzaminu
lub 7 dni od ustania przyczyn, ktére powodowaly nieobecnosé. Dodatkowe terminy
zaliczenia kartkowek i kolokwiow sg ustalane i przeprowadzane przez prowadzacych
¢wiczenia. Dodatkowy termin egzaminu przypada w nastepnej sesji egzaminacyjnej
lub jest ustalany przez Dziekana WNE.

Wszystkie powyzsze zasady dotycza rowniez studentow WNE wyzszych lat z zalicze-
niem warunkowym.

Dla studentow I roku MSEM, ktérzy cheag przeniesé sie¢ na WNE w trakcie seme-
stru, nie ma mozliwosci przeliczenia punktéw i ocen uzyskanych podczas kolokwiow
i sprawdzianow na wydziale MIM na punkty za ¢wiczenia i kolokwia na WNE.

Prowadzacy wyklad i éwiczenia sa dostepni dla studentéw w trakcie konsultacji (1,5
godz. tygodniowo, terminy podane w USOS). Korespondencja elektroniczna powinna
by¢ kierowana z oficjalnego adresu poczty elektronicznej UW. Nie gwarantujemy
odpowiedzi i nadania biegu sprawom przekazywanym przez studentow wytacznie za
pomoca poczty elektroniczne;j.



15. W sprawach nieujetych w powyzszym regulaminie obowigzuje Regulamin Studiow
na Uniwersytecie Warszawskim oraz Szczegdtowe Zasady Studiowania na WNE UW|
umieszczone na stronie internetowej WNE.

Regulamin oraz biezace ogltoszenia dostepne beda na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/ tkali

Wprowadzenie

Elementy logiki matematycznej

Zdania logiczne

Zdaniem logicznym nazywamy zdanie oznajmujace, ktéremu mozna jednoznacznie przypi-
sa¢ jedna z dwoch wartosci logicznych — prawde lub falsz (oznaczane czesto odpowiednio
przez 11 0).

Przyklady zdan logicznych

»,Na wyktad z Analizy jest zapisanych 270 studentéw.”
,Kazdy student jest cztowiekiem.”

,Istnieje liczba parzysta podzielna przez 6.”

,Istnieje liczba nieparzysta podzielna przez 6.”

,Dla kazdej liczby dodatniej =z, z > —1.”

Przyklady wypowiedzi, ktéore nie sa zdaniami logicznymi
,Ktora godzina?”

,Prosze wyjsc!”

W > —1.7

,10 zdanie jest falszywe.”

Spdjniki logiczne
Zdania logiczne mozemy laczy¢ za pomoca spdjnikéw logicznych, tworzac nowe (ztozone)
zdania logiczne.

Definicja (p, ¢ zdania logiczne). Alternatywa pV q (p lub q) jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy przynajmniej jedno ze zdan p, ¢ jest prawdziwe.

Koniunkcja p A q (p i q) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania p,q sa
prawdziwe.

Negacja —p (nieprawda, Ze p) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy p jest falszywe.
(Inne oznaczenie negacji to ~p.)

Implikacja p = q (jesli p, to q) jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy p jest prawdziwe, a
q falszywe.



Rownowaznosé p <= q jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy p i ¢ maja te sama
wartos$¢ logiczna.

Przyktady

Kazdy student jest cztowiekiem i kazdy czlowiek jest studentem.

Istnieje parzysta liczba podzielna przez 6 lub istnieje nieparzysta liczba podzielna przez 6.
Jesli x jest liczbg rzeczywista i x > 1, to = > 0.

Uwaga. Zdanie
jeslil>2t02-2=5

jest prawdziwe!

Definicja. Tautologia (prawo rachunku zdan) to zdanie logiczne ztozone z pewnych wyj-
sciowych zdan, ktore jest zawsze prawdziwe, niezaleznie od wartosci logicznych zdan wyj-
Sciowych.

Przykladowe prawa rachunku zdan

pV —p prawo wytaczonego srodka
=(p A —p) prawo sprzecznosci
-p= (p=q) prawo Dunsa Szkota
(pAN(p=4q)=q prawo odrywania

(modus ponendo ponens)
(p=aN(g=r)={@P=r) prawo sylogizmu
(p=gANp=—q)=p prawo redukcji do absurdu
~(pVa) = A prawa de Morgana
~(pAq) = —pV—q

Sprawdzanie tautologii metoda zero-jedynkowa
Metoda polega na podstawieniu wszystkich mozliwych wartosci logicznych zdan wyjscio-
wych i sprawdzeniu, czy wyrazenie zlozone ma zawsze wartosé logiczna 1 (prawda).

Przyktad (sprawdzenie, ze prawo odrywania jest tautologia).

plalp=qlpAp=>q9 | PA(P=4q)=q
0(0| 1 0 1
0l1] 1 0 1
10| 0 0 1
1]1] 1 1 1




Funkcje zdaniowe i kwantyfikatory

Definicja. Kwantyfikator ogélny (ozn. ¥V od ang. All) to wyrazenie ,dla kazdego” (przyp.
ogolny). Kwantyfikator szczegétowy (ozn. 3 od ang. Ewxists) to wyrazenie istnieje” (przyp.
szczegblny). Uzywany jest takze symbol 3! oznaczajacy ,istnieje dokladnie jeden”.

Definicja. Funkcja zdaniowa (forma zdaniowa, predykat) to wyrazenie zawierajace zmien-
ne wolne (czyli symbole mogace przyjmowaé rézne wartosci z pewnego zbioru), ktére staje
sie zdaniem logicznym, jesli podstawimy za te zmienne pewne ustalone wartosci lub po-
przedzimy to wyrazenie kwantyfikatorami odnoszacymi sie do wszystkich tych zmiennych.

Przyktad. Niech x zmienna przyjmujaca wartosci w zbiorze liczb rzeczywistych.

T > 2 funkcja zdaniowa
3>2,0>2 Veax>2, drax>2 zdania logiczne
Zaprzeczanie zdan z kwantyfikatorami — prawa de Morgana

Niech ¢(z) bedzie funkcja zdaniowa zawierajaca zmienna x. Wtedy:

= (Vz p(z)) <= 3z (),
- (37 p(z)) <= Yo —p(v).

Przyklady
—(wszystkie liczby sa ujemne) <= istnieje liczba nieujemna. — (Jz 2% = —1) <
Vo 2% # —1.

Rachunek zbiorow

Podstawowe pojecia i oznaczenia w rachunku zbioréow
Przyjmujemy intuicyjne pojecie zbioru i relacji naleZenia (bycia elementem zbioru). Ozna-
czamy x € A (element x nalezy do zbioru A). Zamiast A mozna napisaé {z : x € A}.

Standardowe oznaczenia w rachunku zbioréw

ACB <= Ve (r€ A=z € B) zbiér A zawiera si¢ w zbiorze B
AUB={x:x€ AVzx e B} suma zbioréw A1 B
ANB={zx:x€ ANz € B} iloczyn (przeciecie,

cze$é wspélna) zbioréw A1 B
A\B={x:z€ ANz ¢ B} réznica zbioréw A i B
UAd={z:TteTzecA} uogdlniona suma zbiorow
teT
(N A={z:VteTzeA} uogdlniony iloczyn zbioréw
teT



Definicja. lloczyn kartezjariski zbioréw A i B (ozn. A x B), to zbiér wszystkich uporzad-
kowanych par (a,b), takich ze a € Aib € B.

Przyjmujemy réwniez intuicyjne (szkolne) pojecia najwazniejszych rodzajoéw liczb oraz ich
podstawowe wtasnosci.

Oznaczenia
N={1,2,3,...} liczby naturalne
7 ={0,£1,£2,...} liczby catkowite
Q= {Z ca€Z,bET\ {O}} liczby wymierne
R liczby rzeczywiste

Indukcja matematyczna

Zasada indukcji (jedna z kilku réwnowaznych wersji)
Niech W bedzie pewng wtasnoscig dotyczaca liczb naturalnych. Zatdézmy, ze:

1. Liczba 1 ma wlasno$é¢ W.
2. Dla kazdej liczby naturalnej n, jesli n ma wlasno$¢ W, to n + 1 tez ma wtasnosé W.
Wtedy wszystkie liczby naturalne maja wtasnosé¢ W.

Uwaga. W pierwszym warunku zasady indukcji mozemy zastapic liczbe 1 inna liczba natu-
ralng k. Wtedy ta zasada orzeka, ze wtasno$é¢ W zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych
wigkszych lub réwnych k.

Nieréwnosé¢ Bernoulliego

Przykltad dowodu indukcyjnego

Nier6wnos¢ Bernoulliego
Niech n e N, x € R, x > —1. Wtedy:

(14+2)" > 1+ nax.

Uwaga (wynika z dowodu). Jesli n > 11 x # 0, to nieréwnosé¢ Bernoulliego jest ostra.

Dowod. Korzystamy z zasady indukcji. Sprawdzamy najpierw, czy wzor jest prawdziwy
dlan=1.
(1+z) =1+un,



wiec nierownos¢ jest oczywiscie spetniona.
Nastepnie zaktadamy, ze nierownos¢ zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i sprawdzamy;,
ze zachodzi rowniez dla liczby n + 1.

(14 2)"" =1+ 2)(1+2)"
> (1+z)(1+nx)

zal. ind.
=1+ (n+ 1)z + na?
> 1+ (n+1)x.

O]
Dwumian Newtona
Dwumian Newtona
Indukcyjna definicja symbolu n! (n silnia) dla (n € NU{0})
O0=1, (n+ D! =nl(n+1).

|
Definicja. Niech n,k € NU {0}, tak ze k < n. Wyrazenie (Z) = k:'(nk)' nazywamny
l(n — k)!

symbolem Newtona.

Dwumian Newtona
Niech a,b € R, n € N. Wtedy

n __ n n n n—131 n 1in—1 n n
(a+0b) —<0>a +<1>a b- + +<n—1>ab +<n>b.

Dowdéd wzoru na rozwiniecie dwumianu Newtona
Podobnie jak poprzednio, uzywamy zasady indukcji. Sprawdzamy najpierw, czy wzor za-

chodzi dla n = 1.
1 1
(a+b)'=a+b= <O>a1 - <1>bl.

Nastepnie zaktadajac prawdziwosé wzoru pewnego naturalnego n, sprawdzamy prawdzi-
wos¢ wzoru dla n + 1.
Bedziemy korzystaé¢ z nastepujacego lematu (prosty rachunkowy dowdéd pomijamy).

Lemat. Dla kazdych n,k € NU {0}, takich Ze k < n zachodzi

() ()=o)



(a+b)"" = (a +b)(a+b)"
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Dowdd zostal zakoniczony.



