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Znajdowanie ekstremow funkcji

Znajdowanie ekstreméw funkcji za pomoca pochodnych
Z poprzednich twierdzen uzyskujemy nastepujacy wniosek:

Whniosek. Niech f : P — R gdzie P dowolny przedzial w R bedzie funkcjq cigglq, kto-
ra jest rézniczkowalna poza (ewentualnymi) koricami przedzialu P. Wtedy maksimum lub
minimum funkcji moze byé przyjete tylko w (ewentualnych) koticach przedzialu P lub w
punktach zerowania sie pochodnej funkcyi f.

Uwaga. Jedli przedzial P nie jest domkniety i ograniczony, to f nie musi przyjmowaé
maksimum i minimum.

Przyktad

Zadanie

Zmeczony podroznik znajduje sie¢ w na rowninie w lesie, w odlegtosci 13 km od schroniska.
W odlegtosci 5 km od miejsca, gdzie jest podréznik, biegnie wygodna prostoliniowa Sciezka
prowadzaca do schroniska. Po Sciezce podréznik porusza sie z predkoscia 5 km/h, a po lesie
tylko z predkoscia 3 km/h. Znalez¢é minimalny czas, w jakim podréznik moze dotrzeé¢ do
schroniska.



Rozwigzanie

Na poczatku staramy sie znalezé matematyczny model sytuacji opisanej w zadaniu. Czas,
w ktorym podroznik dojdzie do schroniska zalezy od obranej przez niego drogi.
Matematycznie rzecz biorac, ten czas to funkcja o wartosciach rzeczywistych dodatnich, za-
lezaca od ksztattu i dtugosci marszruty podréznika. Teoretycznie podréznik moze poruszaé
sie¢ po wielu skomplikowanych krzywych. Jednak, proste rozumowanie pozwala ograniczy¢
zakres mozliwych drég. Mianowicie, jesli podréznik dojdzie w pewnym momencie do Sciez-
ki, to aby dojs$¢ jak najszybciej do schroniska, nie bedzie juz z niej schodzit, bedzie wiec
poruszat sie po linii prostej. Podobnie, aby najszybciej dotrze¢ do Sciezki, podréznik row-
niez bedzie si¢ poruszal po linii prostej. Mozemy zatem zalozy¢, ze marszruta podroznika
sktada sie z dwoch prostoliniowych odcinkéw: pierwszego poza Sciezka, a drugiego po Sciez-
ce. (Drugi odcinek moze by¢ zdegenerowany do punktu, jesli podréznik od poczatku obierze
prostoliniowa droge do schroniska.)

Teraz opisujemy nasz model w jezyku matematyki. Zaktadamy, ze podrdznik porusza sie
na ptaszczyznie. Oznaczmy przez A poczatkowy punkt, gdzie znajduje sie podroznik, przez
B — punkt, gdzie znajduje si¢ schronisko, przez C' — punkt $ciezki, ktory jest najblizej
punktu A i przez D — punkt, gdzie podroznik wejdzie na Sciezke.
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Rozpatrywana marszruta jest sumg odcinkéw AD i DB. Z warunkéw zadania wynika, ze
punkty B, C, D leza na jednej prostej, a punkt A poza nig oraz kat £ AC'B jest prosty. Poza
tym, nietrudno zauwazy¢, ze aby zminimalizowaé czas dojécia do schroniska, wystarczy
rozpatrywaé przypadek, gdy punkt D nalezy do odcinka BC.

Ustalamy, ze jednostka diugosci jest 1 km, a czasu 1 h. Z warunkéw zadania, dtugosé
odcinka AB jest réwna 13, a dtugo$é odcinka AC réwna 5. Oznaczmy przez x diugosé
odcinka AD.

Czas T, przejscia przez odcinek AD jest réwny jego dtugosci podzielonej przez predkoéé
poruszania si¢ poza Sciezka, czyli

leg.

Podobnie, czas T, przejscia przez odcinek DB jest rowny jego dtugosci podzielonej przez
predkos$é¢ poruszania sie po Sciezce, czyli
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Obliczymy teraz dtugos$é odcinka DB. Poniewaz tréjkaty AACB i AACD sg prostokatne,
to z twierdzenia Pitagorasa mamy

[CB| = \/|AB|? — [AC|? = V132 — 52 = /144 = 12
[CD| = /|AD]? — [AC]2 = va? — 52 = v/a? — 25,

Zatem,

|DB| = |CB| - |CD| =12 — Va2 — 25.
Catkowity czas T przejscia do schroniska jest wiec rowny

12 - V22 =2
T:T1+T2:§+ 555 >

Wyraziliémy zatem ten czas jako funkcje zmiennej rzeczywistej z. Jak wynika z powyzszych
rozwazan, x jest liczba nalezaca do przedziatu [|AC|, |[AB|] = [5,13] (wartosci z = 5
i x = 13 odpowiadaja odpowiednio przypadkom prostopadtego dojscia do $ciezki oraz
prostoliniowemu dojsciu do schroniska).

Mozemy teraz uzy¢ rachunku rézniczkowego w celu znalezienia minimalnego czasu 7. Funk-
cjaT = T'(x) jest okreslona i ciagta na przedziale [5, 13] i rézniczkowalna na (5, 13). Zatem,
osiagga minimum w pewnym punkcie przedziatu [5,13], ktéry jest jednym z konicéw prze-
dziatu lub miejscem zerowania si¢ pochodne;j.

Pochodna funkcji T jest rowna

wiec réwnanie 7"(z) = 0 ma postac
_r 1!
5vr2—25 3
3z = 5va? — 25.

czyli

Podnoszac obie strony do kwadratu, otrzymujemy 1622 = 252, co daje x = :|:24—5. W prze-
dziale (5, 13) znajduje si¢ jeden z tych punktéw, mianowicie xg = %75. Obliczajac wartosé
funkcji T' w ¢ otrzymujemy

25\ 25 12—/ZF—25 25 33 56
T(mo):T(>:+ 4 == 422 =2 —3h44 min.
4 12 5 12 20 15
Trzeba jeszcze obliczy¢ wartosci funkeji 1" na konicach przedziatu, czyli w punktach 51 13.

Mamy

o 12
1
T(13):33:4h20 min.



Najmniejszg wartoéé spoérod tych trzech punktéw funkcja T’ przyjmuje w punkcie 2y = 2

4
wiec minimalny czas dojscia do schroniska jest rowny

T(Qf) = 3 h 44 min.

Zauwazmy jeszcze, ze najwiekszg warto$é¢ funkcja T' przyjmuje w punkcie x = 13, zatem
droga najkrotsza w sensie dtugosci nie jest wcale najkrotsza w sensie czasu potrzebnego
do jej przebycia. Przejécie najkrétsza droga do $ciezki (przypadek x = 5) rowniez nie jest
najlepsza strategia.

Inny przyktad

Zadanie

Zmalez¢ najwiekszy obwdd trojkata wpisanego w okrag o danym promieniu r > 0.
Rozwigzanie

Oznaczmy przez a, b, ¢ dtugosci bokow takiego trojkata, a przez a, 3, v — miary katow
tego tréjkata lezacych odpowiednio naprzeciw tych bokow. Z twierdzenia sinuséw, mamy

a b c

— = —— = —— =27
sinaw  sinf3  sinvy

Zatem, obwod tego trojkata jest rowny
a+ b+ c=2r(sina+ sin § + sinvy)
= 2r(sina + sin § + sin(m — (o + 3))) = 2r(sina + sin 3 + sin(a + [3)).

Jak wida¢, obwod trojkata jest funkcja dwoch zmiennych rzeczywistych «, 3, takich ze
a,f,a+ B € [0,7] (dla wygody dotaczamy konce przedziatu, chociaz odpowiadaja one
sytuacji trojkata zdegenerowanego). Rozwazmy wiec funkcje

fla, B) = 2r(sina + sin 5 + sin(a + 3)).

Poniewaz chcemy skorzystaé¢ z rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej, ustalamy
najpierw zmienna 3 € [0, 7| i znajdujemy maksymalny obwdd trojkata przy danym kacie
(. Chcemy zatem zmaksymalizowaé funkcje

fo(a) = f(a, B) = 2r(sina + sin 8 + sin(a + 7)),

ktéra jest funkcja jednej zmiennej rzeczywistej a na przedziale [0, 7 — f].
Funkcja fs jest ciggta i rézniczkowalna na [0, 7 — (]. Obliczajac pochodna, mamy

fa(a) = 2r(cos a + cos(a + 3)),

wiec
fi(a@) =0 <= cosa = —cos(a+ () = cos(m — (a + f3)).
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Poniewaz funkcja cos jest réznowartosciowa na [0, 7|, otrzymujemy
a=m—(a+p),

czyli

Funkcja f3 przyjmuje zatem maksimum dla o = 0,7 — 3 lub dla o = # W przypadku
a = 0,7—Fmamy f3(0) = fz(m—3) = 4rsin 3, co przyjmuje najwicksza wartos¢ dla 8 = 7
i wtedy obwdd trojkata jest rowny f (O, g) =f (g, g) = 4r. (Przypadek ten odpowiada
trojkatowi zdegenerovganemu.)

W przypadku o = 5~ mamy

I3 (ﬂ;ﬂ> =2r <sinﬁgﬁ+sinﬁ+sinﬂgﬁ> =2r (sinﬁ+200s§>.

Zmaksymalizujemy teraz funkcje

9(B) = fs (W ; 6) =2r (sin5+ 2 cos g)

na przedziale [0, 7).
Poniewaz

g (B) =2r (cosﬁ — sin g) ,
to
T—
5

Jd(B)=0 << cosﬁ:sing <= cos 3 = cos

T—

Skoro 3 € [0, 7|, daje to f = ?ﬁ, czyli 8 = %. Sprawdzamy, ze
g (g) = 2r (sing + 2 cos 7(;) = 3v/3r-

Na koncach przedziatu mamy ¢(0) = 4r i g(7) = 0. Poniewaz 3v/3 > 4, funkcja g przyjmuje

maksimum (réwne 3v/3r) dla 3 = 3+ To maksimum jest wigksze od 4r, ktére maksyma-

lizowalo funkcje f przy a = 0,7 — (. Zatem, funkcja f jest najwigksza dla 3 = % i

a = —* = Z. Najwickszy obwod sposrod wszystkich trojkatow wpisanych w okrag o

promieniu r ma wiec tréjkat réwnoboczny. Obwéd ten jest réwny 3v/3r.




Inne zastosowania pochodnych

Rozwigzywanie nier6wnosci przy pomocy pochodnych

Przyklad. Dla kazdego x € R zachodzi
e >2x+1,
przy czym réwnos¢é ma miejsce tylko dla = = 0.

Dowdd. Niech f(z) = e* —x — 1 dla x € R. Wtedy f jest rézniczkowalna i f'(z) =
e” — 1. Funkcja f’(x) jest $cisle rosnaca, bo jej pochodna to e* > 0 (z whasnosci funkeji
wyktadniczej). Zatem, poniewaz f'(0) = e —1 = 0, to f'(z) < 0 dla z € (—00,0) i
f'(x) > 0dlaz € (0,+00). Wynika stad, ze f jest SciSle malejaca na przedziale (—oo,0) i
Scisle rosnaca na przedziale (0, +o00). Zatem, f osiaga minimum wtasciwe w zo = 0, czyli
f(z) > f(0) =0 dla kazdego = # 0. Mamy wiec e” > x 4+ 1 dla = # 0. O

Geometryczna interpretacja nieré6wnosci e* > x + 1.

Funkcja f(x) = €® ma pochodna e”, ktéra jest rowna 1 dla = = 0. Zatem, prosta styczna
do wykresu funkcji f w punkcie (0,1) ma réwnanie y — 1 = 1- (2 — 0), czyli y = = + 1.
Nieréwno$¢ e* > x + 1 mowi zatem, ze wykres funkcji e” lezy nad ta prosta styczna.

Rysunek 1: Ilustracja nierownosci e* > x + 1.

Przyktad (Inny dow6d znanej nieréwnosci). Dla kazdego x > 0 zachodzi
sinz < x.

Dowdd. Niech f(x) = x —sinz dla x € R. Mamy f'(z) = 1 — cosxz > 0, przy czym
f'(x) =0 tylko dla x = 2k, k € Z. Zatem, f jest rosnaca. Co wiecej, f jest $cisle rosnaca
na kazdym przedziale postaci (2kw,(2k + 2)7), k € Z. Poniewaz te przedzialy wraz z
koncami pokrywaja caty prosta rzeczywista, wynika stad, ze f jest $cisle rosngca na R.
Zatem, dla kazdego x > 0 mamy f(x) > f(0) = 0, czyli sinz < x. O



Obliczanie granic przy pomocy pochodnych

Reguta de ’Hospitala

Twierdzenie. Niech f,g: (a,b) — R, gdzie a € RU{—00}, b € RU{+0o0}, bedg funkcjami
rozniczkowalnymi, przy czym g(x),¢' (x) # 0 dla x w pewnym prawostronnym otoczeniu
punktu a, x # a. Zaléimy, ze lim+ flz) = lim+ g(x) =0 lub lim+g(x) = $o00. Wtedy,

/
gesli istnieje granica (skoticzona lub nieskoriczona) hm+ f/E )) = @G, to istnieje granica
z—a™ (
lim f(z) 1 jest rowna G.
z—at (X
Analogiczne twierdzenie zachodzi dla granic lewostronnych oraz obustronnych.

e’ —1

x
Dowdd. Niech f(z) = e* — 1, g(x) = x. Funkcje f i ¢ sa rézniczkowalne, g(z),¢'(z) # 0
dla z # 0 oraz glgli% f(x) = }UILI(I) g(x) = 0. Poza tym,

Przyktad. liH(l) =1.

/ T
@) _pn € 1y
z—0 g’(;p) z—0 ] 1
!
Na mocy reguty de I’'Hospitala, hm /() 1 f/(a:) 1 ]
=0 g(x) =0 g'(x)
n (snz 1
Przyklad. lim (;) = ——.
=0 tg°x 6
4 : sin x 2 3 > 13 sin 3
Dowdd. Niech f(x) = ln( ), g(x) = tg”x. Poniewaz lim —— =1, to lim f(z) =
r— €T T—
hH(l) g(z) = 0. Obliczamy wedlug reguty de 'Hospitala,
I f(x) I x(xcosz — sinz) cos?
x—0 g'(gj) 20 222 sinwtg €
1. (zcosz—sinz)cos’x 1. wxcosx—sinx
= —lim — —lim ————
2 2—0 xrsin® x 2250 gsin’x
rcosr —sinx 1 T cosx —sinx
2 x~>0 x3 (m%) 2 x—0 €T

Poniewaz licznik i mianownik tego utamka daza do 0, stosujemy powtdrnie regute de
I’Hospitala.

1. xcosz—sinx 1. (rcosz—sinx)
—lim —— = — lim
2 z—0 3 2 30 (x3)
1 . cosx—zxzsinz —coszx 1. . sinz 1
= — lim = ——lim = ——.
2 2—0 312 6z2—0 x 6
1
Zatem, llm@ = ——, ]
2=0 g(x) 6



