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Rachunek rézniczkowy

Pochodna funkcji

Pochodne funkcji elementarnych

flx)y=c,ceR  f(x)=0
flx)=2* aeR fl(z)=az"!
flz)=a",a>0 f'(z)=a"lna
o) = Fla)=c
f)=log,x  flr)=
f(x) = e fla) =

f(x) =sinx f'(x) = cosz
f(x) =cosx fl(x) = —slinx
fo)=ter  fl)=
f(x) =ctgx f(z) = s11112 "

Twierdzenie. Jesli [ jest rézniczkowalna w punkcie x, to jest ciggla w tym punkcie.

Twierdzenie (Wtasnosci arytmetyczne pochodnej). Jesli f, g rézniczkowalne w punkcie
x, to:



o (f9)'(x) = ['(z)g(x) + f(2)g'(2), (regula Leibniza)

/ / - /
. <f> (z) = L 2)9@) f2(fv)g ()
(9(x))
Twierdzenie (Reguta tanicuchowa). Jesli funkcja f jest okreslona w otoczeniu punktu x

i rozniczkowalna w punkcie x, a funkcja g okreslona w otoczeniu punktu f(x) i rézniczko-
walna w punkcie f(x), to

jesli g(x) # 0.

(go f)(z) =g (f(x)) f'(x).
Przyktad. (%) = 2%(1 +Inz) dlaz > 0.
Dowéd. (z7) = (e“”)/ =" (zlnz) =2"(Inz + 1) = 2"(Inz + 1). H

Twierdzenie (Rézniczkowalnosé funkceji odwrotnej). Jesli f : (a,b) — R jest réznowar-
tosciowa oraz [ réZniczkowalna w punkcie x € (a,b), przy czym f'(x) # 0, to funkcja
odwrotna =1 jest rézniczkowalna w punkcie f(x) i

—1y/ _ 1
) = 5
Przyktad. (arctg)'(z) = 175
Dowdad.
(arctg) (z) = tg’(arlctgx) = cos’(arctg 7)
cos®(arctg 1) _ 1 1

- sin?(arctgz) + cos?(arctgx)  tg?(arctgx) + 1 RS

]

Pochodne funkcji cyklometrycznych

f(z) =arcsinz f'(z) = \/11—71952
f(z) = arccosx f/(x) = —\{m
fla) = et fr)=
f(z) =arcctgr f'(z) =— . +1x2




Definicja. Mowimy, ze funkcja f : [a,b] — R dla a,b € R ma w punkcie z € [a, b] pochodng
prawostronng (lewostronng), jesli istnieje odpowiednia granica jednostronna

) =t TN = @)

h—40 h

Twierdzenie. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie x € (a,b) wtedy i
tylko wtedy, gdy istniejq obie pochodne jednostronne fi (x), f'(x) i sq sobie rowne (wtedy
f(z) = fi(x) = fL(x)).

Przyktad. Funkcja f(x) = |x| ma w = 0 pochodne jednostronne, réwne odpowiednio
+1, wiec nie jest rézniczkowalna w tym punkcie.

Uwaga. Podobnie jak w przypadku granic, mozna zdefiniowa¢ pochodne i pochodne jed-
nostronne niewtasciwe (réwne +00), ktére istnieja, gdy iloraz réznicowy ma odpowiednia
granice lub granice jednostronng réwna +oo.

Przyktad. Funkcja f(x) = /= ma w punkcie x = 0 pochodng niewtasciwg réwna +00.

Dowdd. f'(0) = limy, o Y2 = limy, _g 7k = +o0. =

Uwaga. Jezeli f'(z) = £o0, to wykres funkcji f ma w punkcie (xo, f(zo)) styczna pionowa
(o réwnaniu = = xy).

Ekstrema funkcji i twierdzenie o wartosci Sredniej

Ekstrema lokalne

Definicja. Mowimy, ze funkcja f : A — R osiaga w punkcie xg € A maksimum (minimum)
lokalne, jesli istnieje § > 0, takie ze dla kazdego =z € R, jesli |[x — x| < 0, to x € A i

f(x) < flxo) (f(2) > f(x0)).

Definicja. M6owimy, ze ekstremum (tzn. maksimum lub minimum) jest wilasciwe (silne),
jesli odpowiednia nieréwnos$é¢ pomiedzy wartosciami funkceji jest ostra w przypadku x # .

Twierdzenie. Niech f: (a,b) — R dla a,b € R i niech xy € (a,b). Jesli [ jest rézniczko-
walna w punkcie xq i osigga w tym punkcie ekstremum lokalne, to f'(xq) = 0.

Dowdéd (przypadek maksimum). Dla pewnego 6 > 0 mamy f(z) < f(zy) dla kazdego

xr € (xg — 0,209 + ). Zatem f' (zo) = limy,_o+ w < 0. Analogicznie, f’ (zg) =
limy, o LEetR=I ) >

W takim razie, musi zachodzi¢ f’ (xo) = f. (o) = f'(x0) = 0. O
Uwaga. Nie jest prawda, ze jesli f'(x¢) = 0, to f ma ekstremum lokalne w xy. Na przyktad,
dla f(z) = 23 mamy f'(0) = 0, ale f jest $ciSle rosngca i nie ma zadnych ekstreméw
lokalnych.



Twierdzenie Rolle’a

Twierdzenie. Niech [ : [a,b] — R bedzie funkcje ciggle na |a,b] i rozmczkowaln@ na
(a,b), takq Ze f(a) = f(b). Wtedy istnieje takie xo € (a,b), Ze f'(xo) =

Dowod. 7 twierdzenia Weierstrassa, f osiaga maksimum i minimum. Jesli maksimum jest
réwne minimum, to znaczy, ze f jest stata, wiec f'(xzo) = 0 dla kazdego z¢ € (a,b). Jesli
maksimum nie jest réwne minimum, to przynajmniej jedno z nich jest przyjete w pewnym
punkcie xy € (a,b) (bo f(a) = f(b)). Z poprzedniego twierdzenia, f’(x¢) = 0. O

Twierdzenie Lagrange’a (o warto$ci Sredniej)

Twierdzenie. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjg ciggle na [a,b] i rézniczkowalng na
(a,b). Wtedy istnieje takie xo € (a,b), ze

1) = fla)

flwo) = b—a

Dowdd. Niech g(x) = f(z) — f(a) — (z — )f(b ) dla z € [a,b].

Wtedy g(a) = g(b) = 0, wiec z twierdzenia Rolle’: a, istnieje zo € (a, b), takie ze ¢'(zg) =0
Ale ¢'(z) = f'(z) — W dla z € (a,b), co daje f'(zg) = % O
Geometryczna interpretacja twierdzenia Lagrange’a

Jesli wykres funkcji rézniczkowalnej na przedziale przecina pewna prosta L w dwdch réz-
nych punktach, to w pewnym punkcie po$rednim styczna do wykresu jest rownolegta do
prostej L.

f(mo
f(a)

Twierdzenie. Niech f: P — R bedzie funkcjq rozniczkowalng, gdzie P dowolny przedzial
otwarty w R. Wtedy, jesli istnieje L > 0, takie ze |f'(x)| < L dla kazdego x € P, to f
spetnia warunek Lipschitza ze stalg L. Odwrotnie, jesli f spetnia warunek Lipschitza ze
stalg L, to |f'(z)| < L dla kazdego x € P.



Przyklad. Funkcja f: R — R, f(x) = {757 spelnia warunek Lipschitza ze staly 1.

_ 1—x? < 1422 1 <1
= 2)2 A 2 — 7 X 1.
(1+22) nier. tréjkata (1+22) 1t+a

Dowdd. |f'(z)| = [ S22

Pochodne a monotonicznosé funkcji

Whiosek. Niech f : [a,b] — R ciggla na [a,b] i rézniczkowalna na (a,b). Wtedy:
e [ jest rosngca wtedy i tylko wtedy gdy f'(x) > 0 dla kazdego x € (a,b).
o f jest malejgca wtedy i tylko wtedy gdy f'(x) < 0 dla kazdego x € (a,b).
o f jest stala wtedy i tylko wtedy gdy f'(x) = 0 dla kazdego = € (a,b).

Dowdd. “<" 7 twierdzenia Lagrange’a, dla kazdego x1, x5 € [a,b] mamy f(x1) — f(z2) =
f(xo)(x1 — x9) dla pewnego x.
“=" 7 definicji pochodne;j.

Uwagi

e Jedli f'(z) > 0 (f'(x) < 0) dla kazdego = € (a,b), to f jest $cisle rosnaca (Scisle
malejaca).

e Nie jest prawda, ze jesli f jest Scisle rosnaca ($cisle malejaca), to f'(z) > 0 (f'(z) <
0) dla kazdego = € (a,b). Na przyklad, funkcja f(z) = x3 jest $cidle rosnaca, ale
7(0) =0,

e Jedli f’ jest funkcja ciagla oraz dla pewnego xo mamy f'(z¢) > 0 (f'(zo) < 0) to f
jest $cisle rosnaca ($cisle malejaca) w pewnym otoczeniu x.

Przyklad. Funkcja f : R\ {0}, f(z) = 1 jest rézniczkowalna oraz f'(z) = —% < 0
dla kazdego x z dziedziny funkcji, ale f nie jest malejaca (np. —1 = f(—1) < f(1) = 1).
Przyczyna tego jest fakt, ze dziedzina f nie jest przedziatem.



