
Zadanie 1

Rozwa»my nast¦puj¡cy j¦zyk programowania:

Number 3 n ::= . . . | − 1 | 0 | 1 | . . .
Var 3 x ::= x1 | x2 | . . .

Expr 3 e ::= n | x | e1 + e2 | x := e | e1; e2 |
if e ≥ 0 then e1 else e2 | fix x = e

J¦zyk ten oparty jest wyª¡cznie o wyra»enia, wyliczaj¡ce si¦ do warto±ci liczbowej typu
Number. Wyra»enia postaci n, x, e1+e2 maj¡ standardowe znaczenie, wyliczane s¡ lewostronnie
(najpierw lewy skªadnik sumy, pó¹niej prawy). Zakªadamy, »e wszystkie zmienne maj¡ okre±lone
pocz¡tkowe warto±ci (zadane przez uruchamiaj¡cego dane wyra»enie).

J¦zyk ten zawiera wyra»enia o charakterze imperatywnym:

� Wyliczenie wyra»enia x := e wymaga najpierw wyliczenia warto±ci liczbowej n wyra»enia e,
nast¦pnie przypisania tej warto±ci zmiennej x. Warto±¢ takiego wyra»enia to n.

� Wyliczenie wyra»enia e1; e2 wymaga najpierw wyliczenia warto±ci wyra»enia e1, a nast¦p-
nie wyliczenia warto±ci wyra»enia e2, którego warto±¢ staje si¦ ko«cow¡ warto±ci¡ caªego
wyra»enia e1; e2.

� Wyliczenie wyra»enia if e ≥ 0 then e1 else e2 zaczyna si¦ od wyliczenia warto±ci liczbo-
wej n wyra»enia e. W zale»no±ci od tego czy jego warto±¢ liczbowa jest nieujemna, czy
ujemna, zostaje wyliczone odpowiednio wyra»enie e1 lub e2. Drugie z wyra»e« nie jest wy-
liczane. Warto±¢ liczbowa caªego wyra»enia e1 lub e2 staje si¦ warto±ci¡ caªego wyra»enia
if .

� Wyliczenie wyra»enia fix x = e wymaga iteracyjnego wyliczania warto±ci wyra»enia e
i przypisywania tej warto±ci zmiennej x. Takie iteracyjne wyliczanie zatrzymuje si¦ w
pierwszym momencie, gdy nowo przypisywana na x wyliczona warto±¢ wyra»enia e jest
równa aktualnej warto±ci zmiennej x. Je»eli wyliczanie warto±ci fix x = e si¦ zako«czy, to
warto±¢ tego wyra»enia jest równa �nalnej warto±ci zmiennej x.

Wyra»enia postaci fix mog¡ by¢ dowolnie zagnie»d»one. W szczególno±ci, wewn¡trz podwy-
ra»enia e wyra»enia fix x = e mo»e wyst¡pi¢ kolejne wyra»enie fix x = e′ z t¡ sam¡ zmienn¡
x. Wyliczanie takiego wyra»enia powinno si¦ odbywa¢ zgodnie z powy»szym opisem, poprzez
podwójn¡ iteracj¦: iteracyjnie wyliczane jest zewn¦trzne wyra»enie e, a ka»da taka iteracja mo»e
prowadzi¢ do iteracyjnego wyliczania warto±ci wyra»enia e′.

Polecenie

Napisa¢ semantyk¦ operacyjn¡ w wybranym przez siebie stylu: maªych kroków lub du»ych
kroków, opisuj¡c¡ wyliczanie warto±ci wyra»e« powy»szego j¦zyka.

verte!
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Przykªad

Rozwa»my nast¦puj¡ce wyra»enie:

x := 1;

y := 0;

z := 0;

fix x = (y := 1);

fix z = (

if z + (-4) >= 0 then

4

else

((y := y + z); z + 1)

);

y+z

Pierwsze trzy linijki tego wyra»enia doprowadz¡ do ustalenia warto±ci zmiennych x, y i z na
odpowiednio 1, 0 i 0. Wyra»enie to najpierw ustali warto±ci zmiennych x, y i z. Nast¦pnie
wyliczone zostanie wyra»enie y := 1. Przypisze ono zmiennej y warto±¢ 1 i caªe przyjmie war-
to±¢ 1. Warto±¢ ta jest równa aktualnej warto±ci zmiennej x, wi¦c wyliczenie tego wyra»enia
fix x = (y := 1) si¦ zako«czy (z warto±ci¡ 1).

Nast¦pnie wyliczane b¦dzie drugie wyra»enie fix. W tym celu sprawdzany b¦dzie warunek
z + (−4) >= 0. Dla warto±ci zmiennej z = 0, 1, 2, 3 warunek jest faªszywy. W zwi¡zku z tym
wyliczone zostanie podwyra»enie ((y := y + z); z + 1), które ustali warto±¢ y na odpowiednio
1, 2, 4, 7 i przyjmie warto±¢ odpowiednio 1, 2, 3, 4. Po ustawieniu warto±ci zmiennej z na warto±¢
4, warunek z + (−4) >= 0 stanie si¦ prawdziwy i caªe wyra»enie if przyjmie warto±¢ 4, równ¡
aktualnej warto±ci z. Zako«czy to wyliczenie tego wyra»enia fix.

Ostatnie podwyra»enie to y + z, którego warto±¢ to 11 i do tej wªa±nie warto±ci wyliczy si¦
caªe dane w przykªadzie wyra»enie.
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Przykªadowe rozwi¡zanie � maªe kroki

Podajemy najpierw semantyk¦ w stylu maªych kroków. Rozwa»my zbiór State = (Var→
Number). Rozszerzmy gramatyk¦ wyra»e« Expr o dodatkowe wyra»enie once e fix x = e′.
Niech wszystkie kon�guracje b¦d¡ postaci s, e ∈ State ×Expr natomiast kon�guracje ko«cowe
postaci s, n ∈ State ×Number.

s, x→ s, s(x)

s, e1 → s′, e′1
s, e1+e2 → s′, e′1+e2

s, e2 → s′, e′2
s, n1+e2 → s′, n1+e′2 s, n1+n2 → s, n1+n2

s, e→ s′, e′

s, x := e→ s′, x := e′ s, x := n→ s[x 7→ n], n

s, e1 → s′, e′1
s, e1; e2 → s′, e′1; e2 s, n1; e2 → s, e2

s, e→ s′, e′

s, if e ≥ 0 then e1 else e2 → s′, if e′ ≥ 0 then e1 else e2

n ≥ 0

s, if n ≥ 0 then e1 else e2 → s, e1

n < 0

s, if n ≥ 0 then e1 else e2 → s, e2

s,fix x = e→ s, once e fix x = e

s, e→ s′, e′

s, once e fix x = e→ s′, once e′ fix x = e

s(x) = n

s, once n fix x = e→ s, n

s(x) 6= n

s, once n fix x = e→ s[x 7→ n], fix x = e
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Przykªadowe rozwi¡zanie � du»e kroki

Podajemy teraz semantyk¦ w stylu du»ych kroków. Rozwa»my zbiór State = (Var →
Number). Niech kon�guracje robocze b¦d¡ postaci s, e ∈ State ×Expr natomiast kon�guracje
ko«cowe postaci n, s ∈ Number× State .

s, x→ s(x), s

s, e1 → n1, s
′ s′, e2 → n2, s

′′

s, e1+e2 → n1+n2, s′′

s, e→ n, s′

s, x := e→ n, s′[x 7→ n]

s, e1 → n1, s
′ s′, e2 → n2, s

′′

s, e1; e2 → n2, s′′

s, e→ n, s′ n ≥ 0 s′, e1 → n1, s
′′

s, if e ≥ 0 then e1 else e2 → n1, s′′
s, e→ n, s′ n < 0 s′, e2 → n2, s

′′

s, if e ≥ 0 then e1 else e2 → n2, s′′

s, e→ n, s′ s′(x) = n

s,fix x = e→ n, s′

s, e→ n, s′ s′(x) 6= n s′[x 7→ n],fix x = e→ n′, s′′

s, fix x = e→ n′, s′′
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