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1 Wyklad 1: Skojarzenia a grafach nie-dwudzielnych

W tym wyktadzie skupimy sie na problemie znajdowania skojarzen w dowolnych grafach. Zaczniemy od
postawienia twierdzenia Berge’a i udowodnienia jego stabszej wersji. Nastepnie udowodnimy lemat o $cia-
ganiu cykli. Wykorzystujac ten lemat pokazemy algorytmu Edmondsa [1] znajdujacy doskonate skojarzenia
w czasie O(n?), gdzie n to liczba wierzchotkow w grafie. Algorytm ten bedzie jednoczesnie koricem dowodu
twierdzenia Berga.

W grafach dwudzielnych aby pokaza¢ poprawnosé algorytmu znajdowania doskonatych skojarzen ko-
rzystamy z twierdzenie Berge’a, ktore moéwi, ze skojarzenie jest maksymalne gdy nie istnieje wzgledem
niego Sciezka powiekszajaca. Tutaj skorzystamy z komplementarnego podejscia, a mianowicie wykorzystamy
ponizszy lemat. Jednak przed jego sformutowaniem wprowadzmy kilka oznaczen. Niech ¢, (H) oznacza liczbe
spojnych sktadowych grafu H o nieparzystej liczbie wierzchotkéw.

Lemat 1. Dla dowolnego skojarzenia M w grafie G = (V, E) i dowolnego podzbioru wierzchotkéw X C V
zachodzi

M) < 5 (V] ~ (en(G — X) = |X]). 1)

Dowoéd: Zauwazmy, ze jezeli nieparzystej sktadowej z grafu G — X nie skojarzymy z wierzchotkiem z X, to
pozostanie w niej co najmniej jeden wierzcholek wolny. Poniewaz z ¢, (G — X) nieparzystych sktadowych
mozemy skojarzy¢ w ten sposob co najwyzej | X|, to dla dowolnego skojarzenia M w grafie pozostanie co
najmniej ¢, (G — X) — | X| wierzchotkow wolnych. Czyli skojarzonych wierzchotkéw bedzie co najwyzej
V| — (en(G — X) — | X|) a co za tym idzie rozmiar M jest ograniczony tak jak w (1). O

Lemat ten moéwi, ze w celu udowodnienia, ze skojarzenie M jest maksymalne musimy pokazaé¢ zbior
X C V taki, ze w (1) bedzie zachodzila réownosc¢. Niestety lemat ten nie mowi, ze taki zbior musi istniec.
Jednak algorytm Edmondsa ktéry za chile przedstawimy, pozwoli na konstrukcje takiego zbioru, a tym
samym pozwoli nam na udowodnienie nastepujacej silniejszej wersji Lematu 1.

Twierdzenie 1 (Berge’a). Niech M bedzie maksymalnym skojarzeniem w grafie G = (V, E), wtedy

M) = min {5 (V] = (G — ) - X)X < V(&)

1.1 Lemat o $cigganiu cykli

Glownym problemem w konstrukeji algorytmu znajdujacego maksymalne skojarzenie w grafach dowolnych
jest problem znalezienia Sciezek powiekszajacych. Niestety konstrukcja uzywana dla grafow dwudzielnych tu-
taj nie zadziala, poniewaz w grafie do wierzchotka moze istnie¢ naprzemienna $ciezka konczaca sie krawedzig
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skojarzona i nie skojarzona. Nie mozemy wiec po prostu pamietaé, czy wierzcholek zostal juz odwiedzony i
uzy¢ dzieki temu prostego przeszukiwania grafu. W celu poradzenia sobie z takimi trudnymi przypadkami
uzyjemy nastepujacego lematu.

Lemat 2 (O sciaganiu cykli). Dla grafu G niech:
o M bedzie skojarzeniem w G,
o 7 bedzie cyklem dlugo$ci 2k + 1 zawierajgecym k krawedzi z M i roztgcznym z resztq M.

Skonstruujmy nowy graf G' z G poprzez Sciggniecie Z do jednego wierzchotka. Skojarzenie M' = M — E(Z)
jest maksymalne w G’ wtedy i tylko wtedy gdy skojarzenie M jest maksymalne w G.

Dowéd: Udowodnijmy najpierw, ze jezeli M’ jest skojarzeniem maksymalnym to takze M jest maksymalne.
Zatézmy przeciwnie, ze M nie jest maksymalnym skojarzeniem w G. Wtedy istnieje $ciezka powiekszajaca
P wzgledem M. Jezeli P jest rozlaczna z Z, to P takze jest Sciezka powiekszajaca wzgledem M, 1 M’ nie
jest maksymalne. Zatem P przecina si¢ z Z. Poniewaz Z ma jeden wierzchotek wolny to, co najmniej jeden
z konicow P nie lezy na Z, oznaczmy ten wierzcholek przez x. Poczynajac od x niech z bedzie pierwszym
punktem na $ciezce Z lezacym na P. Wtedy Pz, 2] jest $ciezka powiekszajaca wzgledem M’ w G’, poniewaz
Z po Sciagnieciu do z jest wolny.

Pokazemy teraz, ze w lemacie zachodzi takze wynikanie w drugim kierunku. Niech M’ nie bedzie maksy-
malnym skojarzeniem w G’ oraz niech N’ bedzie liczniejszym skojarzeniem w G’. Rozwinmy cykl Z aby
odtworzy¢ G. Wtedy N’ bedzie skojarzeniem w G kojarzacym co najwyzej jeden wierzcholek z Z. Mozemy
wtedy N’ powiekszy¢ o k krawedzi z Z otrzymujac skojarzenie N, o rozmiarze:

IN| = |N'|+k>|M|+k=|M|.
Czyli M nie jest maksymalnym skojarzeniem w G, co koniczy dowdd lematu. O

Zauwazmy, ze jezeli znajdziemy wieksze skojarzenie od M’ w G’, to nie tylko wiemy, ze M nie jest
maksymalnym skojarzeniem, ale takze umiemy skonstruowac¢ to wieksze skojarzenie. Zanim wykorzystamy
ta obserwacje w konstrukcji algorytmu Edmondsa wprowadZzmy pewne oznaczenia.

1.2 Algorytm Edmondsa

Niech M bedzie pewnym skojarzeniem oraz niech S oznacza zbioér wierzchotkow wolnych dla M. Lasem
M -alternujgeym nazwiemy las L taki, ze:

e korzeniem kazdego drzewa w L jest wierzchotek S i drzewo to nie zawiera innych wierzchotkow z S,
e kazdy wierzcholek S nalezy do jednej sktadowej F,
e kazda krawedz w odleglo$ci nieparzystej od korzenia nalezy do M.

Zauwazmy, ze kazdy punkt w lesie L w odleglosci parzystej od S ma stopien 2, takie punkty nazy-
waé bedziemy wewnetrznymi. Pozostale punkty w L nazywaé¢ bedziemy zewnetrznymi. Na przykltad las
sktadajacy sie tylko z punktéw S jest M-alternujacy.



Algorithm 1 Algorytm Edmondsa znajdujacy maksymalne skojarzenie w grafie G = (V) E).
1. M=0
2: las L to zbiér wierzchotkéw wolnych

3: repeat
4: if istnieje zewnetrzny wierzchotek x € L sasiedni z wierzcholkiem y ¢ L then
5: znajdz wierzchotek z taki, ze yz € M
6: L=L+zy+yz
7: else if x;, 29 € L to wierzcholki zewnetrzne potaczone krawedzig then
8: if x1, x5 naleza do réznych sktadowych L then
9: niech P; to $ciezka z x; do korzenia jego sktadowej
10: rozwin wszystkie Sciagniete cykle w grafie G
11: M=M®® (P, + P>+ z122)
12: las L to zbiér wierzchotkéw wolnych
13: else
14: niech C bedzie cyklem utworzonym przez krawedz x;xs oraz Sciezke v —y w L
15: niech P bedzie $ciezka w L laczaca C z korzeniem drzewa
16 M=M®P
17: utworz graf G' poprzez $ciggniecie C
18: G=G
19: end if
20: else
21: rozwin wszystkie §ciagniete cykle w grafie G
22: return M
23: end if

24: until FALSE

Twierdzenie 2. Algorytm Edmondsa znajduje maksymalne skojarzenie M w grafie G.

Dowod: Algorytm Edmondsa koriczy dziatanie gdy kazdy wierzcholek zewnetrzny w L ma jako sasiadow
wierzchotki wewnetrzne. Oznaczmy przez W zbiér wierzchotkéw wewnetrznych w L a przez Z zbiér wierz-
chotkow zewnetrznych. Mamy wtedy |Z| — |[W| = |V| — 2|M|, poniewaz w kazdym drzewie jest jeden wierz-
chotek zewnetrzny wiecej i jest to wierzcholek wolny. Jezeli usuniemy wierzchotki W z G, to otrzymamy
graf skladajacy sie z izolowanych wierzcholtkow zewnetrznych. Dlatego ¢, (G — W) = |Z] i

S VI~ (enl@ = W)~ [W]) = 3 (V] = 12|+ [W])) = £ (2]M]) = |A],

czyli nieréwno$¢ w Lemacie 1 zachodzi z rownoscig. Skojarzenie M jest wiec maksymalne. Zauwazmy,
ze z Lematu o §ciaganiu cykli wynika, ze bedzie ono tez maksymalne po rozwinieciu wszystkich §ciggnietych
cykli. O

1.3 Szczegdbly implementacji algorytmu Edmondsa

Wprost zaimplementowany algorytm Edmondsa zgodnie z tym schematem dziala¢ bedzie w czasie O(n?m).
W celu zagwarantowania czasu dzialania O(n®) musimy uzupekni¢ jeszcze kilka szczegdtéw implementa-
cyjnych. Po pierwsze nie bedziemy usuwac¢ wierzchotkéw nalezacych do §cigganych cykli, tylko etykietowac
je jako nieaktywne. Natomiast aby reprezentowaé¢ wierzcholki otrzymane ze Sciagniecia cykli bedziemy do-
dawac¢ nowe wierzchotki je reprezentujace - zwane pseudowierzchotkami. Dzieki temu latwiej bedzie nam
odtwarzac¢ sie¢ przy rozwijaniu $ciagnietych cykli. Krawedzie majace jeden koniec bedacy wierzchotkiem
nieaktywnym nazywac bedziemy takze nieaktywnymi. Pozostalte krawedzie sa aktywne. W trakcie dzialania
algorytmu ignorujemy wierzchotki i krawedzie nieaktywne.



Trzymanie informacji o krawedziach nieaktywnych w grafie moze zwiekszy¢ dtugosé list sgsiedztwa. Po
Sciagnieciu kielicha wszystkie sasiednie do niego wierzchotki wierzchotki maja listy sasiedztwa dluzsze o 1.
Jednak jest co najwyzej n/2 kontrakcji wiec listy te sa dlugosci co najwyzej %n

Pokazemy teraz, ze miedzy znalezieniem kolejnych $ciezek powiekszajacych uptynie czas O(n?). Pomijajac
czas potrzebny na $cigganie i rozwijanie cykli czas potrzebny na przetworzenie kazdego wierzchotka wynosi
O(n). Kazdy wierzcholek przetworzony bedzie tylko raz, w momencie dodania go do lasu L, dlatego catkowity
czas to O(n?). Pokazemy teraz, ze na §ciggniecie wszystkich cykli i ich pézniejsze rozwiniecie potrzeba takze
czasu O(n?).

Zajmijmy sie teraz §ciaganiem cykli. Niech 41 —ig—...—ir —i1 to cykl C. Problemem jest tutaj stworzenie
listy sasiadow I'(b) = I'(i1) UT(i2) U...T'(ix), dla pseudowierzchotka b reprezentujacego B po Sciagnieciu. W
tym celu:

o przegladamy wierzcholki i; nalezace do kielicha i zaznaczmy wierzchotki z I'(4;),

e przegladamy teraz wierzcholki grafu i tworzymy liste wierzchotkéw zaznaczonych — to jest wlasnie
I'(b),

e dodajemy b jako sasiada wierzchotkow I'(b).

Zauwazmy, ze kazdy wierzcholek tylko raz moze naleze¢ do kielicha. Przejrzenie list I'(i;) i markowanie
wierzcholkéw zajmie wiec w sumie czas O(n?). Pozostale czynno$ci w zajmuja zawsze czas O(n) co w sumie
daje czas O(n?).

Przejdzmy teraz do problemu rozwiniecia cykli. Samo rozwiniecie cykli moze by¢ zrealizowane w czasie
O(n?), poprzez przejrzenie wszystkich wierzchotkéw oraz krawedzi w grafie w trakcie ktorego usuwamy
wszystkich pseudowierzchotki i markujemy nieaktywne elementy grafu jako aktywne. Robiac to musimy
jednak pamietac takze o rozwijaniu $ciezki P = Py + P>+ x1x2. Najpierw przechodzac ta Sciezke markujemy
wszystkie wierzcholki v do niej nalezace i zapisujemy dla niech w zmiennej p(v) ich poprzednikow na Sciezce
oraz w zmiennej n(v) ich nastepnikow. Jezeli teraz rozwijamy pseudowierzchotek v, ktory lezy na $ciezce,
to:

e markujemy najpierw wierzchotki nalezace do §ciggnietego cyklu reprezentowanego przez pseudowierz-
chotek v,

o przeszukujemy liste sasiadow p(v) w celu znalezienia zamarkowanego wierzchotka k,,.
o przeszukujemy liste sasiadow ¢(v) w celu znalezienia zamarkowanego wierzchotka k,.

e przechodzimy Sciggniety cykl w kierunku zadanym przez parzysto$¢ Sciezki, od wierzchotka £, do
wierzcholtka k.

W ten sposob dla kazdego rozwijanego kielicha musimy wykona¢ O(n) dodatkowych operacji, co przy
rozwijaniu n — 1 kielichow daje ztozonosé O(n?).

2  Wyktad 2: Struktura skojarzen
2.1 Rozklad Gallai-Edmondsa

Aby pokazaé, ze graf nie ma doskonalego skojarzenia mozemy pokazaé zbior S naruszajacy twierdzenie
Berge’a — tak zwany zbidr Berge’a. Takich zbiorow moze by¢ wiele. Czy istnieje jakis kanoniczny zbior
Berge’a? Mozemy tez chcie¢ wiedzieé, ktore krawedzie naleza do pewnego maksymalnego skojarzenia, badz
ktore wierzcholki sa skojarzone w kazdym maksymalnym skojarzeniu itp.. Konstrukcje takiego kanonicznego
zbioru Berge’a daje nam rozklad Gallai-Edmondsa.

Zdefiniujmy nastepujace pojecia

e D(G) — to wierzcholki nieskojarzone w pewnym maksymalnym skojarzeniu.



c(G)

Figure 1: Rozklad Gallai-Edmondsa.

o A(G) — to wierzchotki sasiednie z D(G).
e C(G) — to pozostate wierzcholki.

Definicja ta zostata przedstawiona na Rysunku 1.

Rozktad Gallai-Edmondsa bedzie mowit o wlasciwosciach zbiorow A(G),C(G) i D(G) w grafie G. Do
opisu tych wlasciwosdci bedziemy potrzebowaé nastepujacych pojeé. Graf G jest krytyczny jezeli dla kazdego
v € V(G) graf G — v ma doskonale skojarzenie. Skojarzenie prawiedoskonate to skojarzenie, w ktorym pary
nie ma tylko jeden wierzchotek grafu. Oznaczmy tez przez u(G) liczno$é maksymalnego skojarzenia w G.

Twierdzenie 3 (Rozklad Gallai-Edmondsa). Dla definicji A(G),C(G) i D(G) jak powyzej zachodzi
(a) spdjne sktadowe D(G) sq krytyczne,

(b) jezeli M jest maksymalnym skojarzeniem w G, to zawiera prawie doskonate skojarzenie sktadowych
D(G), doskonate skojarzenie C(G), oraz kojarzy wszystkie wierzchotki A(G) z réznymi sktadowymi
D(G).

(¢) rozmiar maksymalnego skojarzenia to,

1
wG) = 5 (V(G)] = e(D(G)) + AG)]),
gdzie ¢(H) to liczba spdjnych sktadowych w H.

Nasz dowod tego twierdzenia bedzie sie opieral na uzyciu dwoch lematéw. Pierwszym z nich jest Lemat
o stabilnosci.

Lemat 3 (O stabilnosci). Jezeliu € A(G) , to A(G—u) = A(G)—u, C(G—u) = C(G) i D(G—u) = D(G).

Dowéd: Pokazemy najpierw, ze D(G—u) = D(u). Wtedy A(G—u) = A(G)—u, bou € A(G) a wierzchotkow
sasiednich z D(G) jest tylko mniej o u, dlatego takze C'(G — u) = C(Q).

Niech M bedzie najliczniejszym skojarzeniem w G. Wtedy M kojarzy u, bo u ¢ D(G). Dlatego M (G —
u) = u(G) — 1. Co wiecej M — u jest najliczniejszym skojarzeniem w G — u.

Zacznijmy od pokazania D(G) C D(G — w). Wybierzmy dowolne v € D(G). Niech M, bedzie na-
jliczniejszym skojarzeniem niekojarzacym v. Wtedy M, — u jest najliczniejszym skojarzeniem w G — u oraz
M, — u nie kojarzy v. Dlatego v € D(G —v) i D(G) C D(G — w).



Aby pokaza¢, ze D(G — u) € D(G) wybierzmy wierzchotek v € D(G — u). Zatem z definicji istnieje
najliczniejsze skojarzenie M’ w G — u nie kojarzace v. Niech w bedzie dowolnym wierzchotkiem w D(G)
sasiadujacym z v w GG, oraz niech M bedzie najliczniejszym skojarzeniem G nie kojarzacym w. Jezeli M nie
kojarzy v to v € D(V), wiec zalézmy, ze M kojarzy v. Rozwazmy sume M U M’. Z definicji M’ nie kojarzy
v, a M kojarzy v. Czyli sktadowa M U M’ zawierajaca v musi by¢ Sciezka naprzemienng P zaczynajaca
sic w v krawedzig z M — M'. Zalozmy, ze P koriczy sie krawedzia M’'. Wtedy M @ P jest maksymalnym
skojarzeniem nie kojarzacym v, a wiec v € D(G). Rozwazmy teraz przypadek gdy P konczy sie krawedzia
M. Skonstruujmy skojarzenie Ms = M' & P. Mamy wtedy |[Ms| > |M'|, wiec M3 ¢ E(G — u), bo M’
jest najliczniejsze w G — u. Dlatego P musi sie konczy¢ w u. Teraz M @ (P + uw) jest najliczniejszym
skojarzeniem nie kojarzacym v, a wiec v € D(G). To koriczy dowdd lematu o stabilnosci. O

Drugim potrzebnym nam wynikiem jest Lemat Gallai.

Lemat 4 (Gallai). Jezeli G jest spdjny oraz u(G — u) = u(G) dla kazdego u € V(G), to G jest krytyczny.
Dowod: Wezmy X C V(G) takie, ze zachodzi rownos¢ w twierdzeniu Berge’a

n— 24(G) = co(G — X) — |X]|.
Jezeli X # 0 to wezmy u € X i wtedy

n—1-2u(G —u) > co((G —u) — (X — ) — |X —u].
n—1-=2u(G—u) >c(G—-X)—|X|+1.
n—1-2u(G)>n—2u(G)+1.
w(@) = p(G) + 1.

OtrzymaliSmy sprzecznosé, dlatego w twierdzeniu Berge’a rownoscé zachodzi tylko dla X = (). Oznacza to, ze
n —2u(G) = co(G). Wiemy, ze |V(G)| jest nieparzyste, bo G nie ma doskonaltego skojarzenia. Mamy wiec
w(G) = (n—1)/2 i dlatego G ma prawie doskonale skojarzenie. Co wiecej dla kazdy wierzchotka v mamy
w(G —u) = u(G), a wiec kazdy wierzchotek moze by¢ nieskojarzony, czyli G jest krytyczny. O

Przejdzmy do dowodu twierdzenia o rozkladzie Gallai-Edmondsa.

Dowéd: Niech M bedzie maksymalnym skojarzeniem G oraz niech u € A(G). M kojarzy u, bo u ¢ D(G),
wiee u(G —u) = p(G) — 1. Co wiecej jezeli M jest maksymalnym skojarzeniem w G, to M — u jest
maksymalnym skojarzeniem w G — u. Usunimy teraz z G wszystkie wierzcholki z A(G), wtedy

n(G = 4) = u(G) - Al

C(G—-A)=C(G) i D(G - A)=D(G),

oraz jezeli M jest maksymalnym skojarzeniem w G, to M N E(G — A) jest maksymalnym skojarzeniem w
G — A. Oznaczmy przez Gy, ..., Gy spojne sktadowe G — A lezace w D. Zadna krawedz nie taczy D i C.
Niech H oznacza graf indukowany przez C'. Kazde maksymalne skojarzenie w G — A kojarzy wierzchotki z
H. Kazdy wierzchotek G; jest niekojarzony przez jakie§ maksymalne skojarzenie. Z lematu Gallai wiemy
wiec, ze G; jest krytyczny (dowod punktu (a)).

Poniewaz M — A jest maksymalnym skojarzeniem w G — A, to M jest doskonalym skojarzeniem w C
oraz M jest prawie doskonalym skojarzeniem w sktadowych D. Poniewaz |M — A| = |[M| — |A| to M nie
zawiera krawedzi wewnatrz A, M nie kojarzy wierzchotkow z A z C' i nie kojarzy dwoch wierzchotkow z A z
ta sama sktadowa G;. To konczy dowod punktu (b). Widzimy teraz, ze

w(G) = u(G = A) +[A] =



_y MGt 10Oy

V(@) =t +]AG)]) -

N =

To dowodzi punktu (c). O

2.2

Whioski dla grafé6w dwudzielnych

Dla grafow dwudzielnych z twierdzenia Gallai-Edmondsa tatwo wyprowadzi¢ dodatkowe obserwacje. Niech
I'(X) oznacza zbior wierzchotkow sasiednich w grafie G ze zbiorem X C V.

Twierdzenie 4 (O dwudzielnym rozkladzie Gallai-Edmondsa). Niech G = (U1, Us) oraz niech dla i = 1,2,
A = A(G) nu;, C; = C(G) NnU; i D; = D(G) NU;. Wtedy

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

(6)

(7)

D = Dy U D5 jest zbiorem niepotgczonych wierzchotkow.
Podgraf C1 U Cy ma doskonate skojarzenie i |C1| = |Ca].
I(Dy) = As i (D) = Ay
Maksymalne skojarzenie G kojarzy doskonale C1 U Cy oraz wierzchotki A1 z Do i As z D1,
Jezeli T jest minimalnym pokryciem G to
AJUA CT C AL UAUC UCCs.
C1UA1UA; i CoU A1 U As to minimalne pokrycia wierzchotkowe, a A1 U As to przeciecie wszystkich
minimalnych pokryc.

Grafy A1 U Dy i As U D1 majg dodatnig nadwyzke z punktu widzenia odpowiednio Ay i As. Czyli
| X| < |T(X) N Ds| dla kazdego X € A;.

Dowo6d: Dowdd przeprowadzimy po kolei dla wszystkich punktow twierdzenia.

(1) Sktadowe D(G) sa krytyczne, wiec nie moga by¢ dwudzielne.
Fakty (2), (3) i (4) wynikaja w rozkladu Gallai-Edmondsa i tego ze G jest dwudzielne.

(5) Niech a € A1 — T, wtedy istnieje punkt d € D taki, ze ad € E w zwiazku z tym d € T. Co wiecej
w D jest doktadnie jeden punkt d sasiedni z a. Jezeli byloby ich wiecej to {d1,...,d,} C I'p(a), i
wtedy T — {d1,...,d,} U {a} jest pokryciem mniejszej licznodci. Niech teraz M bedzie maksymalnym
skojarzeniem G nie kojarzacym d. Czyli M kojarzy a krawedzig z G(A; U Az) co jest sprzeczne z
punktem (b) rozkladu Gallai-Edmondsa, wiec A; C T oraz podobnie Ay C T. Zaloézmy teraz, ze
deTNDide Dy, Wtedy T'g(d) C Ay C T oraz T — d jest pokryciem G przeczac minimalnosci 7T
TN Dy =0 ipodobnie TN Dy = 0.

(6) Wynika z twierdzenia Koéniga, bo
w(G) = |C1| + |A1] + |A2] = |Co| + |A1] + |A2] = 7(G).
Poniewaz C; + A1 + As to pokrycie, wiec musza by¢ minimalne.

(7) Zalozmy przeciwnie, ze dla pewnego X C Ay mamy |X| > [I'(X) N Dsy|. Wtedy T' = (41 — X) U
(D(X)N Dg) U A2 U C} jest pokryciem G. Poniewaz |T| < |A1] +|A2| +|C1| = 7(G) to jest to pokrycie
minimalne i musi zawiera¢ A;.

O



3 Wyklad 3 1 4: Algorytmy skalujace dla dwudzielnych wazonych
skojarzen

Rozwazmy dowolny problem optymalizacyjny okreslony parametrami y;. Ogoélna idea algorytméw skaluja-
cych jest taka, ze

e rozwigzujemy problem dla y; = [ % ];
e nastepnie korzystajac z tego rozwiazania rozwiazujemy problem dla y;.

Jezeli rozwiazanie dla y; jest podobne do rozwiazania dla y., to mozemy je sprébowac szybciej policzy¢.
Algorytm taki wykonywaé bedzie |log W | + 1 wywolywan rekurencyjnych, gdzie W to maksymalna wartosé
parametru problemu. W tym rozdziale przedstawimy dwa algorytmy rozwiazujace problem wazonych sko-
jarzen w grafach dwudzielnych przy uzyciu skalowania. Pierwszym bedzie algorytm Gabowa [2], ktory dziata
w czasie O(nmlog W) oraz algorytm Gabowa-Tarjana [3], ktory dziala w czasie O(n2mlog(nW)).

3.1 Algorytm Gabowa

Metoda wegierska dziata szybko jezeli zaczniemy od dobrego pokrycia wierzchotkowego — wartosci dualnych.
Zdefiniujmy

D= Z y; —w(M?™),

iceUuV

gdzie y; to wejSciowe pokrycie wierzchotkowe, a M* do najciezsze doskonate skojarzenie.
Niech f bedzie liczby wierzchotkdéw wolnych w aktualnym skojarzeniu. Niech Ay, bedzie sumg wartosci
A z wykonanych krokow metody Wegierskiej.

Lemat 5. W kazdym kroku mamy
fAtor < D.

Dowodd: Rozwazmy wage pokrycia wierzchotkowego (U NV) = 3, .,y ¥ Kazda zmiana wartosci du-
alnych zmienia y(U N'V) o co najmniej gA, gdzie g to liczba wierzchotkéw wolnych kiedy zmiana miata
miejsce.

e jezeli ¢ jest wolny to y; zmniejsza sie o A,
e jezeli i jest skojarzony krawedzig ij to y; 4+ y; si¢ nie zmienia.

Liczba wierzchotkéw wolnych moze sie tylko zmniejszy¢ — po znalezieniu Sciezki powiekszajacej, wiec g > f.
Calkowita zmiana y(U N'V) do aktualnego stanu algorytmu wynosi wiec co najmniej

D ogidi= Y A= A
Z drugiej strony maksymalna catkowita zmiana y(UNV) to D =3, yi —w(M*), czyli fAyr < D. O
Bedziemy uzywaé algorytmu Hopcrofta-Karpa do powiekszania skojarzenia. Algorytm ten
e otrzymuje na wejsciu skojarzenie M od ktérego rozpoczynane bedzie wyszukiwanie,
e zwraca najliczniejsze skojarzenie w grafie.
Algorytm Gabowa dziala w nastepujacy sposob:
0. Jezeli wszystkie w;; = 0 to zwr6¢ dowolne doskonate skojarzenie i pokrycie wierzchotkowe y; = 0.
1. Znajdz rekurencyjnie najciezsze doskonalte skojarzenie oraz pokrycie wierzchotkowe dla grafu G w

ktorym w;; = \_w;j J




2. Niech M bedzie pustym skojarzeniem. Dla kazdego i € U niech y; = 2y; + 1, a dla kazdego ¢ € V niech
Yi = 2y;.

3. Powtarzaj co nastepuje dopdki M nie jest doskonalym skojarzeniem.

3.1. Uruchom metode wegierska az znajdzie Sciezke powiekszajaca.

3.2. Niech G, = (V, Ey), gdzie Ey, = {uv € E : y(u) + y(v) = w(uv)} bedzie grafem réwnosciowym
dla y. Uzywajac algorytmu Hopcrofta Karpa powieksz M do najliczniejszego skojarzenie w G,.

4. Zwr6é M i pokrycie wierzchotkowe y.
Lemat 6. Algorytm Gabowa zwraca najciezsze doskonate skojarzenie i najlzejsze pokrycie wierzchotkowe.

Dowédd: Krok 0 jest poprawny. Po kroku 2 otrzymujemy poprawne pokrycie wierzchotkowe. W kazdym
wykonaniu kroku 3 liczno$¢ skojarzenie roénie. O

Przeanalizujmy teraz czas dzialania algorytmu Gabowa. W trakcie wykonania kroku 3 zachodzi
fAtor < D.
Zauwazmy, ze przeplot z algorytmem Hopcrofta-Karpa nic tutaj nie psuje. Pokazemy, ze
Lemat 7. W algorytmie Gabowa
(i) krok 8 wykonany jest mniej niz n? razy;
(ii) krok 3 wykonany jest co najwyzej nt razy dla f > ni.

Dowéd: Niech M to najciezsze skojarzenie w G, a M* to najciezsze skojarzenie w G. Wtedy

D=> yi—we(M*)<n

bo
wo(M*) 2 wo (M) > 2w (M) =237, = Y w—n.

Policzmy ilo$¢ krokéw wykonanych

o dla f > nz — z lematu mamy Az < ? < nz. Poniewaz w kazdym kroku A > 0, bo nie ma $ciezek

powiekszajacych zawartych w grafie rownosciowym. Takich krokéw jest < ne.
e dla f < n: — poniewaz kazdy krok kojarzy co najmniej dwa wierzchotki, wiec tych krokow jest < ns.

A wiec krok 3 wykonany jest mniej niz n? razy, co dowodzi (i).

Jezeli f > ni to wtedy Agor < % < ni. Poniewaz A > 0 to liczba krokéw jest mniejsza niz ni. Dlatego

krok 3 wykonany jest co najwyzej nT razy dla f > ni, co dowodzi (ii). O

Kazde uruchomienie metody wegierskiej zajmuje O(m) czasu czyli wszystkie uruchomienia zajmuja co
najwyzej O(n2m) czasu.

Algorytm Hopcrofta-Karpa dziata w czasie O(min(n% ,a)m), gdzie a to liczba znalezionych §ciezek pow-
iekszajacych. Na podstawie (i) mamy

e krokiz f > ni zajmuja co najwyzej O(nin%m) = O(n®/*m) czasu.

3
e krokiz f < nt znajda w sumie co najwyzej % Sciezek powiekszajacych, a wiec zajma w sumie O(n% m)
czasu.



Liczba wywolan rekurencyjnych to |log W | +2, gdzie W to maksymalna waga krawedzi w grafie i dlatego
otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. Najciezsze doskonate skojarzenie w grafie dwudzielnym moze zostaé znalezione w czasie
O(nimlogW).

Dowodd: Czas dziatania wynika z powyzszych obserwacji pozostaje nam tylko udowodnié, ze liczby na
ktorych pracujemy nie staja sie zbyt duze. W kazdym z |log W | krokow wartosé pokrycia zmienia sie o
co najwyzej A < D < n. W i-tym kroku mamy

ai+1 < 2a; +1+n,
czyli wynosi najwyzej
(2L~ 1) (4 1) < W(2n +2).

Dlatego liczby w zapisie bitowym pokrycia wierzchotkowego sa dtugosci O(log(nW)) i operacje na nich
mozemy wykonywaé w czasie stalym. O

3.2 Algorytm Gabowa-Tarjana
W algorytmie Gabowa polaczylismy dwie techniki:
o Metode Wegierska — ktora znajdowata najlzejsze Sciezki powiekszajace;
e Algorytm Hopcrofta-Karpa — ktory znajdowal najkrotsze $ciezki powiekszajace.

Chcieliby$my jednak znajdowacé jednoczesnie wiele roztacznych wierzchotkowo $ciezek powiekszajacych, ktore
bylyby jednoczesnie krétkie i miaty mata wage. Przedstawimy teraz algorytm Gabowa-Tarjana, ktoéry wtasnie
to robi. Algorytm ten jest troszke tatwiej opisa¢, gdy bedziemy szuka¢ najlzejszych doskonatych skojarzen, a
nie najciezszych doskonatych skojarzen jak w algorytmie Gabowa. Obydwa te problemy sa réwnowazne, bo
po zmianie znakéw wszystkich wag, najlzejsze doskonale skojarzenia odpowiadaja najciezszym doskonatym
skojarzeniom w grafie wejsciowym. Problemem dualnym jest tutaj problem najciezsze upakowania wierz-
chotkowego. Upakowanie wierzchotkowe to przypisanie wierzchotkom wag y : V- — R w taki sposéb, ze dla
kazdej krawedzi vw w grafie zachodzi y, + Y < Wyey-

Bedziemy potrzebowaé nastepujacych definicji: 1-dozwolone skojarzenie to skojarzenie M wraz z wartos-
ciami upakowania wierzchotkowego y, takimi, ze dla kazdej krawedzi uv zachodzi,

Yo + Yo < Wow + 1,

oraz
Yo + Y = Wy, jezeli vw € M.

1-optymalne skojarzenie to doskonate skojarzenie, ktore jest 1-dozwolone.
Bedziemy uzywac nastepujacych dwoch obserwacji. Niech M bedzie 1-optymalnym skojarzeniem wtedy:

(a) Dla dowolnego skojarzenia P zachodzi w(P) > w(M) — n. Jest tak dlatego, ze:

wM) = Y ww)= Y y) <

uveM velUuV
< Z w(uv) + 1 = w(P) + n.
uveP

(b) Jezeli pewne k, k > n, dzieli wszystkie koszty w(e), to wtedy M jest najlzejszym doskonalym skojarze-
niem. Jest tak dlatego, ze:
w(M*) <w(M) <w(M*)+mn,

czyli w(M) = w(M*).

10



Algorytm Gabowa-Tarjana dziala w nastepujacy sposob
e Niech wW(uw) = w(uw) X (n+1).

e Ustaw w(e) =0, oraz y(v) = 0.

e Dlaiod 1 do [logWn] + 1 wykonuj

— dla kazdej krawedzi w(e) = 2w(e) 4 (i—ty bit w(e)),
— dla kazdego wierzchotka y(v) = 2y(v) — 1,

— znajdz l-optymalne skojarzenie przy uzyciu procedury scale_match.
Uzywana procedura scale_match dziata w nastepujacy sposob

e zmienia koszty na
w(uv) = w(uw) — y(v) — y(u).

e wywoluje procedure match do znalezienia 1-optymalnego skojarzenia M i pokrycia y*,
e dodaje y* do y,
e zwraca M iy.

Powyzej M iy to l-optymalne skojarzenie dla w. Przed skalowaniem mamy
Yo + Yo < Wow + 1,

Natomiast po skalowaniu mamy,
y;+y{u:2yv—1+2yw_1§

< 2Wyp < 2Wyy + (i—ty bit Wyy) = wh,, .

Czyli puste skojarzenie jest 1-dozwolone oraz

w;v_y;}_y;ﬂ>0'

Zauwazmy, ze wartoSci y przekazane do match sa > —1. Z drugiej strony jezeli uv jest krawedziag 1-
optymalnego skojarzenia M to po przeskalowaniu

Y (u) + 9/ (v) = 2y(u) + 2y(v) — 2 =
= 2w(uv) — 2 = w'(uwv) — (i—ty bit Wy,) — 2 >
> w' (uv) — 3.

Mamy wiec w'(uv) — y'(u) — y'(v) < 31 waga M w wagach po przeskalowaniu wynosi co najwyzej 3n, czyli
najlzejsze skojarzenie wazy < 3n.

Pokazemy teraz procedure match ktora przy zalozeniach, ze wagi > 0 oraz, ze istnieje skojarzenie o wadze
< 3n znajduje najlzejsze doskonale skojarzenie w czasie O(y/nm).

Zdefiniujmy wago-dtugosé krawedzi e wzgledem skojarzenia M jako

_ 1 je’siwg M
wd(e) = w(e) + {O wpp
Catkowita wago-dtugo$é zbioru krawedzi S wzgledem M to

wd(S) = Z wd(e) — Z wd(e).

ecS—M ecSNM
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Czyli jest to waga S wzgledem M plus liczba nieskojarzonych krawedzi.

Powiemy, ze krawedz uv jest dozwolona jezeli y(u)+y(v) = wd(uv), tzn. warunek 1-dozwolonosci zachodzi
z rOWNOSciy.

Zauwazmy, ze krawedzie skojarzone sa dozwolone. Pokazemy, ze Sciezki powiekszajace skladajace sie z
dozwolonych krawedzi maja najmniejsza catkowita wago-dtugosc.

Procedure match dziala w nastepujacy sposob. Zainicjalizuj y, = 0 oraz M = (). Naste¢pnie powtarzaj
dopoki M nie jest doskonate

1. Znajdz maksymalny zbiér A wierzchotkowo roztacznych $ciezek powiekszajacych. Dla kazdej P € A,
powieksz M wzgledem P, oraz dla kazdego wierzchotka w € V' N P zmniejsz y(w) o 1.

2. Uzyj metody wegierskiej do zmiany wartosci dualnych (zachowujac 1-dozwolonosé) i znajdz Sciezke
powiekszajaca z dozwolonych krawedzi.

Kroki procedury match zachowuja 1-dozwolono$¢. Kazde wywotlanie metody wegierskiej tworzy Sciezke
powiekszajaca, ktora nastepnie zostanie uzyta do powiekszenia skojarzenia. Czyli ostatecznie doskonate
skojarzenie zostanie znalezione, dlatego procedura match konczy dzialanie znajdujac 1-dozwolone skojarzenie.

Przeanalizujmy teraz jej czas dzialania. Dla dowolnego kroku algorytmu zdefiniujmy

e [ to zbior wierzchotkéw wolnych w U,
o A, suma wszystkich warto$ci A z krokéw metody wegierskiej.

Zauwazmy, ze zmiany wartosci dualnych sa takie, ze dla v € F mamy y(v) = A, oraz dla wolnego wierzchotka
w V mamy y(v) = 0. Niech M* bedzie najlzejszym doskonalym skojarzeniem, a M aktualnym skojarzeniem.
Zbior M & M* sklada sie z Sciezek powiekszajacych P, dla kazdego v € F', oraz zbioru cykli naprzemiennych
Cy. Mamy wiec

n+wM*) —w(M)>wdM*®M)=

=) wd(P,) + ) wd(Cy).

veF

Oszacujmy lewa strone tej nieréwnosci. Rozwazmy $ciezke naprzemienng od u € U do m € U, w ktorej u
nalezy do krawedzi nieskojarzonej a m do krawedzi skojarzonej. Wtedy dla krawedzi vw ¢ M zachodzi

y(v) + y(w) <wd(vw),

a dla wn € M mamy
y(w) +y(n) = wd(wn),

mamy wiec
y(v) < y(n) + wd(vw) — wd(wm).

Korzystajac z tej nieréwnosci dla wszystkich par krawedzi na P otrzymujemy
y(u) < y(m) + wd(P).
Z nieréwnogci tej wynika ze dla kazdego naprzemiennego cyklu C,, mamy
wd(Cy) > 0.
Oraz dla Sciezki powiekszajacej z v € F do t € V mamy
y(v) +y(t) < wd(Py).

Poniewaz metoda wegierska utrzymuje y(v) = Ao oraz y(t) = 0, wiec Apor < wd(Py) i

> wd(Py) + Y wd(Cw) > |F|Aor.

veF
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Poniewaz c¢(M*) < 3n oraz c¢(M) > 0. Wiec
dn >n+w(M™) —w(M).

Ostatecznie otrzymujemy
477, Z |F|At0t.

Jezeli pokazemy, ze kazde wykonanie metody wegierskiej zwieksza Ay, to:

e co najwyzej 24/n + 1 iteracji jest wykonanych dla |F| < 24/n, bo po kazdym wykonaniu metody
wegierskiej skojarzenie sie powieksza.

e jezeli |F| > 2y/n to At < 24/n 1 takich iteracji tez bedzie co najwyzej 24/n.

Aby pokazaé¢, ze kazde wywolanie metody Wegierskiej zwicksza Ay wystarczy pokazaé, ze zmienia ono
wartosci dualne. Mogtloby ich nie zmieni¢ tylko wtedy gdyby istniata przed jej wykonaniem naprzemienna
sciezka P skladajaca sie z krawedzi dozwolonych. Sciezka P przecina sie ze $ciezka znaleziona w kroku 1
procedury match. P zawiera nieskojarzong krawedz vw taka, ze w nalezy do $ciezki z kroku 1, a v nie, oraz
w € V. Ale po kroku 1 krawedz vw nie moze by¢ dozwolona bo y,, jest zmniejszone,

Yo + Y < Woyy + 1.

Kazde wykonanie petli w procedurze match zajmuje O(m) czasu, bo:

e wyszukiwanie maksymalnego zbioru dozwolonych $ciezek zajmuje O(m) — tak jak algorytm Hopcrofta-
Karpa;

e metoda wegierska moze by¢ wykonana w czasie O(m + nlogn). Mozna ten czas poprawi¢ na O(m)
zauwazajac, ze wartosci w kopcu sa z przedziatu 1, ..., 4n i zawsze rosng — kopiec w tablicy.
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