
Skojarzenia w grafa
h: Wykªady 1-4Piotr Sankowski ∗Mar
h 19, 20131 Wykªad 1: Skojarzenia a grafa
h nie-dwudzielny
hW tym wykªadzie skupimy si� na problemie znajdowania skojarze« w dowolny
h grafa
h. Za
zniemy odpostawienia twierdzenia Berge'a i udowodnienia jego sªabszej wersji. Nast�pnie udowodnimy lemat o ±
i¡-ganiu 
ykli. Wykorzystuj¡
 ten lemat poka»emy algorytmu Edmondsa [1℄ znajduj¡
y doskonaªe skojarzeniaw 
zasie O(n3), gdzie n to li
zba wierz
hoªków w gra�e. Algorytm ten b�dzie jedno
ze±nie ko«
em dowodutwierdzenia Berga.W grafa
h dwudzielny
h aby pokaza¢ poprawno±¢ algorytmu znajdowania doskonaªy
h skojarze« ko-rzystamy z twierdzenie Berge'a, które mówi, »e skojarzenie jest maksymalne gdy nie istnieje wzgl�demniego ±
ie»ka powi�kszaj¡
a. Tutaj skorzystamy z komplementarnego podej±
ia, a mianowi
ie wykorzystamyponi»szy lemat. Jednak przed jego sformuªowaniem wprowad¹my kilka ozna
ze«. Nie
h cn(H) ozna
za li
zb�spójny
h skªadowy
h grafu H o nieparzystej li
zbie wierz
hoªków.Lemat 1. Dla dowolnego skojarzenia M w gra�e G = (V,E) i dowolnego podzbioru wierz
hoªków X ⊆ Vza
hodzi
|M | ≤ 1

2
(|V | − (cn(G−X)− |X |)) . (1)Dowód: Zauwa»my, »e je»eli nieparzystej skªadowej z grafu G−X nie skojarzymy z wierz
hoªkiem z X , topozostanie w niej 
o najmniej jeden wierz
hoªek wolny. Poniewa» z cn(G − X) nieparzysty
h skªadowy
hmo»emy skojarzy¢ w ten sposób 
o najwy»ej |X |, to dla dowolnego skojarzenia M w gra�e pozostanie 
onajmniej cn(G − X) − |X | wierz
hoªków wolny
h. Czyli skojarzony
h wierz
hoªków b�dzie 
o najwy»ej

|V | − (cn(G−X)− |X |) a 
o za tym idzie rozmiar M jest ograni
zony tak jak w (1).Lemat ten mówi, »e w 
elu udowodnienia, »e skojarzenie M jest maksymalne musimy pokaza¢ zbiór
X ⊆ V taki, »e w (1) b�dzie za
hodziªa równo±¢. Niestety lemat ten nie mówi, »e taki zbiór musi istnie¢.Jednak algorytm Edmondsa który za 
hile przedstawimy, pozwoli na konstruk
je takiego zbioru, a tymsamym pozwoli nam na udowodnienie nast�puj¡
ej silniejszej wersji Lematu 1.Twierdzenie 1 (Berge'a). Nie
h M b�dzie maksymalnym skojarzeniem w gra�e G = (V,E), wtedy

|M | = min

{

1

2
(|V | − (c0(G−X)− |X |))

∣

∣X ⊆ V (G)

}

.1.1 Lemat o ±
i¡ganiu 
ykliGªównym problemem w konstruk
ji algorytmu znajduj¡
ego maksymalne skojarzenie w grafa
h dowolny
hjest problem znalezienia ±
ie»ek powi�kszaj¡
y
h. Niestety konstruk
ja u»ywana dla grafów dwudzielny
h tu-taj nie zadziaªa, poniewa» w gra�e do wierz
hoªka mo»e istnie¢ naprzemienna ±
ie»ka ko«
z¡
a si� kraw�dzi¡
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skojarzon¡ i nie skojarzon¡. Nie mo»emy wi�
 po prostu pami�ta¢, 
zy wierz
hoªek zostaª juz odwiedzony iu»y¢ dzi�ki temu prostego przeszukiwania grafu. W 
elu poradzenia sobie z takimi trudnymi przypadkamiu»yjemy nast�puj¡
ego lematu.Lemat 2 (O ±
i¡ganiu 
ykli). Dla grafu G nie
h:
• M b�dzie skojarzeniem w G,
• Z b�dzie 
yklem dªugo±
i 2k + 1 zawieraj¡
ym k kraw�dzi z M i rozª¡
znym z reszt¡ M .Skonstruujmy nowy graf G′ z G poprzez ±
i¡gni�
ie Z do jednego wierz
hoªka. Skojarzenie M ′ = M −E(Z)jest maksymalne w G′ wtedy i tylko wtedy gdy skojarzenie M jest maksymalne w G.Dowód: Udowodnijmy najpierw, »e je»eli M ′ jest skojarzeniem maksymalnym to tak»eM jest maksymalne.Zaªó»my prze
iwnie, »e M nie jest maksymalnym skojarzeniem w G. Wtedy istnieje ±
ie»ka powi�kszaj¡
a

P wzgl�dem M . Je»eli P jest rozª¡
zna z Z, to P tak»e jest ±
ie»k¡ powi�kszaj¡
¡ wzgl�dem M ′, i M ′ niejest maksymalne. Zatem P prze
ina si� z Z. Poniewa» Z ma jeden wierz
hoªek wolny to, 
o najmniej jedenz ko«
ów P nie le»y na Z, ozna
zmy ten wierz
hoªek przez x. Po
zynaj¡
 od x nie
h z b�dzie pierwszympunktem na ±
ie»
e Z le»¡
ym na P . Wtedy P [x, z] jest ±
ie»k¡ powi�kszaj¡
¡ wzgl�dem M ′ w G′, poniewa»
Z po ±
i¡gni�
iu do z jest wolny.Poka»emy teraz, »e w lema
ie za
hodzi tak»e wynikanie w drugim kierunku. Nie
h M ′ nie b�dzie maksy-malnym skojarzeniem w G′ oraz nie
h N ′ b�dzie li
zniejszym skojarzeniem w G′. Rozwi«my 
ykl Z abyodtworzy¢ G. Wtedy N ′ b�dzie skojarzeniem w G kojarz¡
ym 
o najwy»ej jeden wierz
hoªek z Z. Mo»emywtedy N ′ powi�kszy¢ o k kraw�dzi z Z otrzymuj¡
 skojarzenie N , o rozmiarze:

|N | = |N ′|+ k > |M ′|+ k = |M |.Czyli M nie jest maksymalnym skojarzeniem w G, 
o ko«
zy dowód lematu.Zauwa»my, »e je»eli znajdziemy wi�ksze skojarzenie od M ′ w G′, to nie tylko wiemy, »e M nie jestmaksymalnym skojarzeniem, ale tak»e umiemy skonstruowa¢ to wi�ksze skojarzenie. Zanim wykorzystamyt¡ obserwa
j� w konstruk
ji algorytmu Edmondsa wprowad¹my pewne ozna
zenia.1.2 Algorytm EdmondsaNie
h M b�dzie pewnym skojarzeniem oraz nie
h S ozna
za zbiór wierz
hoªków wolny
h dla M . Lasem
M -alternuj¡
ym nazwiemy las L taki, »e:

• korzeniem ka»dego drzewa w L jest wierz
hoªek S i drzewo to nie zawiera inny
h wierz
hoªków z S,
• ka»dy wierz
hoªek S nale»y do jednej skªadowej F ,
• ka»da kraw�d¹ w odlegªo±
i nieparzystej od korzenia nale»y do M .Zauwa»my, »e ka»dy punkt w lesie L w odlegªo±
i parzystej od S ma stopie« 2, takie punkty nazy-wa¢ b�dziemy wewn�trznymi. Pozostaªe punkty w L nazywa¢ b�dziemy zewn�trznymi. Na przykªad lasskªadaj¡
y si� tylko z punktów S jest M -alternuj¡
y.
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Algorithm 1 Algorytm Edmondsa znajduj¡
y maksymalne skojarzenie w gra�e G = (V,E).1: M = ∅2: las L to zbiór wierz
hoªków wolny
h3: repeat4: if istnieje zewn�trzny wierz
hoªek x ∈ L s¡siedni z wierz
hoªkiem y /∈ L then5: znajd¹ wierz
hoªek z taki, »e yz ∈ M6: L = L+ xy + yz7: else if x1, x2 ∈ L to wierz
hoªki zewn�trzne poª¡
zone kraw�dzi¡ then8: if x1, x2 nale»¡ do ró»ny
h skªadowy
h L then9: nie
h Pi to ±
ie»ka z xi do korzenia jego skªadowej10: rozwi« wszystkie ±
i¡gni�te 
ykle w gra�e G11: M = M ⊕ (P1 + P2 + x1x2)12: las L to zbiór wierz
hoªków wolny
h13: else14: nie
h C b�dzie 
yklem utworzonym przez kraw�d¹ x1x2 oraz ±
ie»k� x− y w L15: nie
h P b�dzie ±
ie»k¡ w L ª¡
z¡
¡ C z korzeniem drzewa16: M = M ⊕ P17: utwórz graf G′ poprzez ±
i¡gni�
ie C18: G = G′19: end if20: else21: rozwi« wszystkie ±
i¡gni�te 
ykle w gra�e G22: return M23: end if24: until FALSETwierdzenie 2. Algorytm Edmondsa znajduje maksymalne skojarzenie M w gra�e G.Dowód: Algorytm Edmondsa ko«
zy dziaªanie gdy ka»dy wierz
hoªek zewn�trzny w L ma jako s¡siadówwierz
hoªki wewn�trzne. Ozna
zmy przez W zbiór wierz
hoªków wewn�trzny
h w L a przez Z zbiór wierz-
hoªków zewn�trzny
h. Mamy wtedy |Z| − |W | = |V | − 2|M |, poniewa» w ka»dym drzewie jest jeden wierz-
hoªek zewn�trzny wi�
ej i jest to wierz
hoªek wolny. Je»eli usuniemy wierz
hoªki W z G, to otrzymamygraf skªadaj¡
y si� z izolowany
h wierz
hoªków zewn�trzny
h. Dlatego cn(G−W ) = |Z| i
1

2
(|V | − (cn(G−W )− |W |)) = 1

2
(|V | − |Z|+ |W |)) = 1

2
(2|M |) = |M |,
zyli nierówno±¢ w Lema
ie 1 za
hodzi z równo±
i¡. Skojarzenie M jest wi�
 maksymalne. Zauwa»my,»e z Lematu o ±
i¡ganiu 
ykli wynika, »e b�dzie ono te» maksymalne po rozwini�
iu wszystki
h ±
i¡gni�ty
h
ykli.1.3 Sz
zegóªy implementa
ji algorytmu EdmondsaWprost zaimplementowany algorytm Edmondsa zgodnie z tym s
hematem dziaªa¢ b�dzie w 
zasie O(n2m).W 
elu zagwarantowania 
zasu dziaªania O(n3) musimy uzupeªni¢ jesz
ze kilka sz
zegóªów implementa-
yjny
h. Po pierwsze nie b�dziemy usuwa¢ wierz
hoªków nale»¡
y
h do ±
i¡gany
h 
ykli, tylko etykietowa¢je jako nieaktywne. Natomiast aby reprezentowa¢ wierz
hoªki otrzymane ze ±
i¡gni�
ia 
ykli b�dziemy do-dawa¢ nowe wierz
hoªki je reprezentuj¡
e - zwane pseudowierz
hoªkami. Dzi�ki temu ªatwiej b�dzie namodtwarza¢ sie¢ przy rozwijaniu ±
i¡gni�ty
h 
ykli. Kraw�dzie maj¡
e jeden konie
 b�d¡
y wierz
hoªkiemnieaktywnym nazywa¢ b�dziemy tak»e nieaktywnymi. Pozostaªe kraw�dzie s¡ aktywne. W trak
ie dziaªaniaalgorytmu ignorujemy wierz
hoªki i kraw�dzie nieaktywne.3



Trzymanie informa
ji o kraw�dzia
h nieaktywny
h w gra�e mo»e zwi�kszy¢ dªugo±¢ list s¡siedztwa. Po±
i¡gni�
iu kieli
ha wszystkie s¡siednie do niego wierz
hoªki wierz
hoªki maj¡ listy s¡siedztwa dªu»sze o 1.Jednak jest 
o najwy»ej n/2 kontrak
ji wi�
 listy te s¡ dªugo±
i 
o najwy»ej 3

2
n.Poka»emy teraz, »e mi�dzy znalezieniem kolejny
h ±
ie»ek powi�kszaj¡
y
h upªynie 
zasO(n2). Pomijaj¡

zas potrzebny na ±
i¡ganie i rozwijanie 
ykli 
zas potrzebny na przetworzenie ka»dego wierz
hoªka wynosi

O(n). Ka»dy wierz
hoªek przetworzony b�dzie tylko raz, w momen
ie dodania go do lasu L, dlatego 
aªkowity
zas to O(n2). Poka»emy teraz, »e na ±
i¡gni�
ie wszystki
h 
ykli i i
h pó¹niejsze rozwini�
ie potrzeba tak»e
zasu O(n2).Zajmijmy si� teraz ±
i¡ganiem 
ykli. Nie
h i1−i2− ...−ik−i1 to 
ykl C. Problemem jest tutaj stworzenielisty s¡siadów Γ(b) = Γ(i1)∪Γ(i2)∪ ...Γ(ik), dla pseudowierz
hoªka b reprezentuj¡
ego B po ±
i¡gni�
iu. Wtym 
elu:
• przegl¡damy wierz
hoªki ij nale»¡
e do kieli
ha i zazna
zmy wierz
hoªki z Γ(ij),
• przegl¡damy teraz wierz
hoªki grafu i tworzymy list� wierz
hoªków zazna
zony
h � to jest wªa±nie
Γ(b),

• dodajemy b jako s¡siada wierz
hoªków Γ(b).Zauwa»my, »e ka»dy wierz
hoªek tylko raz mo»e nale»e¢ do kieli
ha. Przejrzenie list Γ(ij) i markowaniewierz
hoªków zajmie wi�
 w sumie 
zas O(n2). Pozostaªe 
zynno±
i w zajmuj¡ zawsze 
zas O(n) 
o w sumiedaje 
zas O(n2).Przejd¹my teraz do problemu rozwini�
ia 
ykli. Samo rozwini�
ie 
ykli mo»e by¢ zrealizowane w 
zasie
O(n2), poprzez przejrzenie wszystki
h wierz
hoªków oraz kraw�dzi w gra�e w trak
ie którego usuwamywszystki
h pseudowierz
hoªki i markujemy nieaktywne elementy grafu jako aktywne. Robi¡
 to musimyjednak pami�ta¢ tak»e o rozwijaniu ±
ie»ki P = P1+P2+x1x2. Najpierw prze
hodz¡
 t¡ ±
ie»k� markujemywszystkie wierz
hoªki v do niej nale»¡
e i zapisujemy dla nie
h w zmiennej p(v) i
h poprzedników na ±
ie»
eoraz w zmiennej n(v) i
h nast�pników. Je»eli teraz rozwijamy pseudowierz
hoªek v, który le»y na ±
ie»
e,to:

• markujemy najpierw wierz
hoªki nale»¡
e do ±
i¡gni�tego 
yklu reprezentowanego przez pseudowierz-
hoªek v,
• przeszukujemy list� s¡siadów p(v) w 
elu znalezienia zamarkowanego wierz
hoªka kp.
• przeszukujemy list� s¡siadów q(v) w 
elu znalezienia zamarkowanego wierz
hoªka kq.
• prze
hodzimy ±
i¡gni�ty 
ykl w kierunku zadanym przez parzysto±¢ ±
ie»ki, od wierz
hoªka kp dowierz
hoªka kq.W ten sposób dla ka»dego rozwijanego kieli
ha musimy wykona¢ O(n) dodatkowy
h opera
ji, 
o przyrozwijaniu n− 1 kieli
hów daje zªo»ono±¢ O(n3).2 Wykªad 2: Struktura skojarze«2.1 Rozkªad Gallai-EdmondsaAby pokaza¢, »e graf nie ma doskonaªego skojarzenia mo»emy pokaza¢ zbiór S naruszaj¡
y twierdzenieBerge'a � tak zwany zbiór Berge'a. Taki
h zbiorów mo»e by¢ wiele. Czy istnieje jaki± kanoni
zny zbiórBerge'a? Mo»emy te» 
h
ie¢ wiedzie¢, które kraw�dzie nale»¡ do pewnego maksymalnego skojarzenia, b¡d¹które wierz
hoªki s¡ skojarzone w ka»dym maksymalnym skojarzeniu itp.. Konstruk
je takiego kanoni
znegozbioru Berge'a daje nam rozkªad Gallai-Edmondsa.Zde�niujmy nast�puj¡
e poj�
ia
• D(G) � to wierz
hoªki nieskojarzone w pewnym maksymalnym skojarzeniu.4



Figure 1: Rozkªad Gallai-Edmondsa.
• A(G) � to wierz
hoªki s¡siednie z D(G).
• C(G) � to pozostaªe wierz
hoªki.De�ni
ja ta zostaªa przedstawiona na Rysunku 1.Rozkªad Gallai-Edmondsa b�dzie mówiª o wªa±
iwo±
ia
h zbiorów A(G), C(G) i D(G) w gra�e G. Doopisu ty
h wªa±
iwo±
i b�dziemy potrzebowa¢ nast�puj¡
y
h poj�¢. Graf G jest kryty
zny je»eli dla ka»dego

v ∈ V (G) graf G− v ma doskonaªe skojarzenie. Skojarzenie prawiedoskonaªe to skojarzenie, w którym parynie ma tylko jeden wierz
hoªek grafu. Ozna
zmy te» przez µ(G) li
zno±¢ maksymalnego skojarzenia w G.Twierdzenie 3 (Rozkªad Gallai-Edmondsa). Dla de�ni
ji A(G), C(G) i D(G) jak powy»ej za
hodzi(a) spójne skªadowe D(G) s¡ kryty
zne,(b) je»eli M jest maksymalnym skojarzeniem w G, to zawiera prawie doskonaªe skojarzenie skªadowy
h
D(G), doskonaªe skojarzenie C(G), oraz kojarzy wszystkie wierz
hoªki A(G) z ró»nymi skªadowymi
D(G).(
) rozmiar maksymalnego skojarzenia to,

µ(G) =
1

2
(|V (G)| − c(D(G)) + |A(G)|) ,gdzie c(H) to li
zba spójny
h skªadowy
h w H.Nasz dowód tego twierdzenia b�dzie si� opieraª na u»y
iu dwó
h lematów. Pierwszym z ni
h jest Lemato stabilno±
i.Lemat 3 (O stabilno±
i). Je»eli u ∈ A(G) , to A(G−u) = A(G)−u, C(G−u) = C(G) i D(G−u) = D(G).Dowód: Poka»emy najpierw, »eD(G−u) = D(u). Wtedy A(G−u) = A(G)−u, bo u ∈ A(G) a wierz
hoªkóws¡siedni
h z D(G) jest tylko mniej o u, dlatego tak»e C(G − u) = C(G).Nie
h M b�dzie najli
zniejszym skojarzeniem w G. Wtedy M kojarzy u, bo u /∈ D(G). Dlatego M(G−

u) = µ(G)− 1. Co wi�
ej M − u jest najli
zniejszym skojarzeniem w G− u.Za
znijmy od pokazania D(G) ⊆ D(G − u). Wybierzmy dowolne v ∈ D(G). Nie
h Mv b�dzie na-jli
zniejszym skojarzeniem niekojarz¡
ym v. Wtedy Mv − u jest najli
zniejszym skojarzeniem w G− u oraz
Mv − u nie kojarzy v. Dlatego v ∈ D(G− v) i D(G) ⊆ D(G− u).5



Aby pokaza¢, »e D(G − u) ⊆ D(G) wybierzmy wierz
hoªek v ∈ D(G − u). Zatem z de�ni
ji istniejenajli
zniejsze skojarzenie M ′ w G − u nie kojarz¡
e v. Nie
h w b�dzie dowolnym wierz
hoªkiem w D(G)s¡siaduj¡
ym z u w G, oraz nie
h M b�dzie najli
zniejszym skojarzeniem G nie kojarz¡
ym w. Je»eli M niekojarzy v to v ∈ D(V ), wi�
 zaªó»my, »e M kojarzy v. Rozwa»my sum� M ∪M ′. Z de�ni
ji M ′ nie kojarzy
v, a M kojarzy v. Czyli skªadowa M ∪ M ′ zawieraj¡
a v musi by¢ ±
ie»k¡ naprzemienn¡ P za
zynaj¡
¡si� w v kraw�dzi¡ z M − M ′. Zaªó»my, »e P ko«
zy si� kraw�dzi¡ M ′. Wtedy M ⊕ P jest maksymalnymskojarzeniem nie kojarz¡
ym v, a wie
 v ∈ D(G). Rozwa»my teraz przypadek gdy P ko«
zy si� kraw�dzi¡
M . Skonstruujmy skojarzenie M3 = M ′ ⊕ P . Mamy wtedy |M3| > |M ′|, wi�
 M3 * E(G − u), bo M ′jest najli
zniejsze w G − u. Dlatego P musi si� ko«
zy¢ w u. Teraz M ⊕ (P + uw) jest najli
zniejszymskojarzeniem nie kojarz¡
ym v, a wie
 v ∈ D(G). To ko«
zy dowód lematu o stabilno±
i.Drugim potrzebnym nam wynikiem jest Lemat Gallai.Lemat 4 (Gallai). Je»eli G jest spójny oraz µ(G− u) = µ(G) dla ka»dego u ∈ V (G), to G jest kryty
zny.Dowód: We¹my X ⊆ V (G) takie, »e za
hodzi równo±¢ w twierdzeniu Berge'a

n− 2µ(G) = c0(G−X)− |X |.Je»eli X 6= 0 to we¹my u ∈ X i wtedy
n− 1− 2µ(G− u) ≥ c0((G− u)− (X − u))− |X − u|.

n− 1− 2µ(G− u) ≥ c0(G −X)− |X |+ 1.

n− 1− 2µ(G) ≥ n− 2µ(G) + 1.

µ(G) ≥ µ(G) + 1.Otrzymali±my sprze
zno±¢, dlatego w twierdzeniu Berge'a równo±¢ za
hodzi tylko dla X = ∅. Ozna
za to, »e
n − 2µ(G) = c0(G). Wiemy, »e |V (G)| jest nieparzyste, bo G nie ma doskonaªego skojarzenia. Mamy wi�

µ(G) = (n − 1)/2 i dlatego G ma prawie doskonaªe skojarzenie. Co wi�
ej dla ka»dy wierz
hoªka u mamy
µ(G− u) = µ(G), a wi�
 ka»dy wierz
hoªek mo»e by¢ nieskojarzony, 
zyli G jest kryty
zny.Przejd¹my do dowodu twierdzenia o rozkªadzie Gallai-Edmondsa.Dowód: Nie
h M b�dzie maksymalnym skojarzeniem G oraz nie
h u ∈ A(G). M kojarzy u, bo u /∈ D(G),wi�
 µ(G − u) = µ(G) − 1. Co wi�
ej je»eli M jest maksymalnym skojarzeniem w G, to M − u jestmaksymalnym skojarzeniem w G− u. Usu«my teraz z G wszystkie wierz
hoªki z A(G), wtedy

µ(G− A) = µ(G)− |A|.i
C(G−A) = C(G) i D(G−A) = D(G),oraz je»eli M jest maksymalnym skojarzeniem w G, to M ∩ E(G − A) jest maksymalnym skojarzeniem w

G − A. Ozna
zmy przez G1, ... , Gt spójne skªadowe G − A le»¡
e w D. �adna kraw�d¹ nie ª¡
zy D i C.Nie
h H ozna
za graf indukowany przez C. Ka»de maksymalne skojarzenie w G − A kojarzy wierz
hoªki z
H . Ka»dy wierz
hoªek Gi jest niekojarzony przez jakie± maksymalne skojarzenie. Z lematu Gallai wiemywi�
, »e Gi jest kryty
zny (dowód punktu (a)).Poniewa» M − A jest maksymalnym skojarzeniem w G − A, to M jest doskonaªym skojarzeniem w Coraz M jest prawie doskonaªym skojarzeniem w skªadowy
h D. Poniewa» |M − A| = |M | − |A| to M niezawiera kraw�dzi wewn¡trz A, M nie kojarzy wierz
hoªków z A z C i nie kojarzy dwó
h wierz
hoªków z A zt¡ sam¡ skªadow¡ Gi. To ko«
zy dowód punktu (b). Widzimy teraz, »e

µ(G) = µ(G−A) + |A| =6



=

t
∑

i=1

|V (Gi)| − 1

2
+

|C(G)|
2

+ |A| =

=
1

2
(|V (G)| − t+ |A(G)|) .To dowodzi punktu (
).2.2 Wnioski dla grafów dwudzielny
hDla grafów dwudzielny
h z twierdzenia Gallai-Edmondsa ªatwo wyprowadzi¢ dodatkowe obserwa
je. Nie
h

Γ(X) ozna
za zbiór wierz
hoªków s¡siedni
h w gra�e G ze zbiorem X ⊆ V .Twierdzenie 4 (O dwudzielnym rozkªadzie Gallai-Edmondsa). Nie
h G = (U1, U2) oraz nie
h dla i = 1, 2,
Ai = A(G) ∩ Ui, Ci = C(G) ∩ Ui i Di = D(G) ∩ Ui. Wtedy(1) D = D1 ∪D2 jest zbiorem niepoª¡
zony
h wierz
hoªków.(2) Podgraf C1 ∪ C2 ma doskonaªe skojarzenie i |C1| = |C2|.(3) Γ(D1) = A2 i Γ(D2) = A1.(4) Maksymalne skojarzenie G kojarzy doskonale C1 ∪ C2 oraz wierz
hoªki A1 z D2 i A2 z D1.(5) Je»eli T jest minimalnym pokry
iem G to

A1 ∪ A2 ⊆ T ⊆ A1 ∪ A2 ∪ C1 ∪C2.(6) C1 ∪A1 ∪A2 i C2 ∪A1 ∪A2 to minimalne pokry
ia wierz
hoªkowe, a A1 ∪A2 to prze
i�
ie wszystki
hminimalny
h pokry¢.(7) Grafy A1 ∪ D2 i A2 ∪ D1 maj¡ dodatni¡ nadwy»k� z punktu widzenia odpowiednio A1 i A2. Czyli
|X | < |Γ(X) ∩D2| dla ka»dego X ∈ A1.Dowód: Dowód przeprowadzimy po kolei dla wszystki
h punktów twierdzenia.

• (1) Skªadowe D(G) s¡ kryty
zne, wi�
 nie mog¡ by¢ dwudzielne.
• Fakty (2), (3) i (4) wynikaj¡ w rozkªadu Gallai-Edmondsa i tego »e G jest dwudzielne.
• (5) Nie
h a ∈ A1 − T , wtedy istnieje punkt d ∈ D taki, »e ad ∈ E w zwi¡zku z tym d ∈ T . Co wi�
ejw D jest dokªadnie jeden punkt d s¡siedni z a. Je»eli byªoby i
h wi�
ej to {d1, ... , dr} ⊆ ΓD(a), iwtedy T − {d1, ... , dr} ∪ {a} jest pokry
iem mniejszej li
zno±
i. Nie
h teraz M b�dzie maksymalnymskojarzeniem G nie kojarz¡
ym d. Czyli M kojarzy a kraw�dzi¡ z G(A1 ∪ A2) 
o jest sprze
zne zpunktem (b) rozkªadu Gallai-Edmondsa, wi�
 A1 ⊆ T oraz podobnie A2 ⊆ T . Zaªó»my teraz, »e
d ∈ T ∩D i d ∈ D2. Wtedy ΓG(d) ⊆ A1 ⊆ T oraz T − d jest pokry
iem G prze
z¡
 minimalno±
i T .
T ∩D2 = ∅ i podobnie T ∩D1 = ∅.

• (6) Wynika z twierdzenia Königa, bo
µ(G) = |C1|+ |A1|+ |A2| = |C2|+ |A1|+ |A2| = τ(G).Poniewa» Ci +A1 +A2 to pokry
ie, wi�
 musz¡ by¢ minimalne.

• (7) Zaªó»my prze
iwnie, »e dla pewnego X ⊆ A1 mamy |X | ≥ |Γ(X) ∩D2|. Wtedy T = (A1 −X) ∪
(Γ(X)∩D2)∪A2 ∪C1 jest pokry
iem G. Poniewa» |T | ≤ |A1|+ |A2|+ |C1| = τ(G) to jest to pokry
ieminimalne i musi zawiera¢ A1. 7



3 Wykªad 3 i 4: Algorytmy skaluj¡
e dla dwudzielny
h wa»ony
hskojarze«Rozwa»my dowolny problem optymaliza
yjny okre±lony parametrami yi. Ogólna idea algorytmów skaluj¡-
y
h jest taka, »e
• rozwi¡zujemy problem dla y′i = ⌊ yi

2
⌋;

• nast�pnie korzystaj¡
 z tego rozwi¡zania rozwi¡zujemy problem dla yi.Je»eli rozwi¡zanie dla yi jest podobne do rozwi¡zania dla y′i, to mo»emy je spróbowa¢ szyb
iej poli
zy¢.Algorytm taki wykonywa¢ b�dzie ⌊logW ⌋+1 wywoªywa« rekuren
yjny
h, gdzie W to maksymalna warto±¢parametru problemu. W tym rozdziale przedstawimy dwa algorytmy rozwi¡zuj¡
e problem wa»ony
h sko-jarze« w grafa
h dwudzielny
h przy u»y
iu skalowania. Pierwszym b�dzie algorytm Gabowa [2℄, który dziaªaw 
zasie O(n
3

4m logW ) oraz algorytm Gabowa-Tarjana [3℄, który dziaªa w 
zasie O(n
1

2m log(nW )).3.1 Algorytm GabowaMetoda w�gierska dziaªa szybko je»eli za
zniemy od dobrego pokry
ia wierz
hoªkowego� warto±
i dualny
h.Zde�niujmy
D =

∑

i∈U∪V

yi − w(M∗),gdzie yi to wej±
iowe pokry
ie wierz
hoªkowe, a M∗ do naj
i�»sze doskonaªe skojarzenie.Nie
h f b�dzie li
zb¡ wierz
hoªków wolny
h w aktualnym skojarzeniu. Nie
h ∆tot b�dzie sum¡ warto±
i
∆ z wykonany
h kroków metody W�gierskiej.Lemat 5. W ka»dym kroku mamy

f∆tot ≤ D.Dowód: Rozwa»my wag� pokry
ia wierz
hoªkowego y(U ∩ V ) =
∑

i∈U∪V yi. Ka»da zmiana warto±
i du-alny
h zmienia y(U ∩ V ) o 
o najmniej g∆, gdzie g to li
zba wierz
hoªków wolny
h kiedy zmiana miaªamiejs
e.
• je»eli i jest wolny to yi zmniejsza sie o ∆,
• je»eli i jest skojarzony kraw�dzi¡ ij to yi + yj si� nie zmienia.Li
zb¡ wierz
hoªków wolny
h mo»e si� tylko zmniejszy¢ � po znalezieniu ±
ie»ki powi�kszaj¡
ej, wi�
 g ≥ f .Caªkowita zmiana y(U ∩ V ) do aktualnego stanu algorytmu wynosi wi�
 
o najmniej

∑

gi∆i ≥ f
∑

∆i = f∆tot.Z drugiej strony maksymalna 
aªkowita zmiana y(U ∩V ) to D =
∑

i∈U∪V yi−w(M∗), 
zyli f∆tot ≤ D.B�dziemy u»ywa¢ algorytmu Hop
rofta-Karpa do powi�kszania skojarzenia. Algorytm ten
• otrzymuje na wej±
iu skojarzenie M od którego rozpo
zynane b�dzie wyszukiwanie,
• zwra
a najli
zniejsze skojarzenie w gra�e.Algorytm Gabowa dziaªa w nast�puj¡
y sposób:0. Je»eli wszystkie wij = 0 to zwró¢ dowolne doskonaªe skojarzenie i pokry
ie wierz
hoªkowe yi = 0.1. Znajd¹ rekuren
yjnie naj
i�»sze doskonaªe skojarzenie oraz pokry
ie wierz
hoªkowe dla grafu G wktórym wij = ⌊wij

2
⌋. 8



2. Nie
h M b�dzie pustym skojarzeniem. Dla ka»dego i ∈ U nie
h yi = 2yi+1, a dla ka»dego i ∈ V nie
h
yi = 2yi.3. Powtarzaj 
o nast�puje dopóki M nie jest doskonaªym skojarzeniem.3.1. Uru
hom metod� w�giersk¡ a» znajdzie ±
ie»k� powi�kszaj¡
¡.3.2. Nie
h Gy = (V,Ey), gdzie Ey = {uv ∈ E : y(u) + y(v) = w(uv)} b�dzie grafem równo±
iowymdla y. U»ywaj¡
 algorytmu Hop
rofta Karpa powi�ksz M do najli
zniejszego skojarzenie w Gy.4. Zwró¢ M i pokry
ie wierz
hoªkowe y.Lemat 6. Algorytm Gabowa zwra
a naj
i�»sze doskonaªe skojarzenie i najl»ejsze pokry
ie wierz
hoªkowe.Dowód: Krok 0 jest poprawny. Po kroku 2 otrzymujemy poprawne pokry
ie wierz
hoªkowe. W ka»dymwykonaniu kroku 3 li
zno±¢ skojarzenie ro±nie.Przeanalizujmy teraz 
zas dziaªania algorytmu Gabowa. W trak
ie wykonania kroku 3 za
hodzi

f∆tot ≤ D.Zauwa»my, »e przeplot z algorytmem Hop
rofta-Karpa ni
 tutaj nie psuje. Poka»emy, »eLemat 7. W algorytmie Gabowa(i) krok 3 wykonany jest mniej ni» n
1

2 razy;(ii) krok 3 wykonany jest 
o najwy»ej n 1

4 razy dla f ≥ n
3

4 .Dowód: Nie
h M
∗ to naj
i�»sze skojarzenie w G, a M∗ to naj
i�»sze skojarzenie w G. Wtedy

D =
∑

i

yi − wG(M
∗) ≤ nbo

wG(M
∗) ≥ wG(M

∗
) ≥ 2wG(M

∗
) = 2

∑

i

yi =
∑

i

yi − n.Poli
zmy ilo±¢ kroków wykonany
h
• dla f ≥ n

1

2 � z lematu mamy ∆tot ≤ D
f ≤ n

1

2 . Poniewa» w ka»dym kroku ∆ > 0, bo nie ma ±
ie»ekpowi�kszaj¡
y
h zawarty
h w gra�e równo±
iowym. Taki
h kroków jest ≤ n
1

2 .
• dla f < n

1

2 � poniewa» ka»dy krok kojarzy 
o najmniej dwa wierz
hoªki, wie
 ty
h kroków jest ≤ n
1

2 .A wi�
 krok 3 wykonany jest mniej ni» n
1

2 razy, 
o dowodzi (i).Je»eli f ≥ n
3

4 to wtedy ∆tot ≤ D
f ≤ n

1

4 . Poniewa» ∆ > 0 to li
zba kroków jest mniejsza ni» n
1

4 . Dlategokrok 3 wykonany jest 
o najwy»ej n 1

4 razy dla f ≥ n
3

4 , 
o dowodzi (ii).Ka»de uru
homienie metody w�gierskiej zajmuje O(m) 
zasu 
zyli wszystkie uru
homienia zajmuj¡ 
onajwy»ej O(n
1

2m) 
zasu.Algorytm Hop
rofta-Karpa dziaªa w 
zasie O(min(n
1

2 , a)m), gdzie a to li
zba znaleziony
h ±
ie»ek pow-i�kszaj¡
y
h. Na podstawie (ii) mamy
• kroki z f ≥ n

3

4 zajmuj¡ 
o najwy»ej O(n
1

4n
1

2m) = O(n3/4m) 
zasu.
• kroki z f < n

3

4 znajd¡ w sumie 
o najwy»ej n
3

4

2
±
ie»ek powi�kszaj¡
y
h, a wie
 zajm¡ w sumie O(n

3

4m)
zasu. 9



Li
zba wywoªa« rekuren
yjny
h to ⌊logW ⌋+2, gdzie W to maksymalna waga kraw�dzi w gra�e i dlategootrzymujemy nast�puj¡
e twierdzenie.Twierdzenie 5. Naj
i�»sze doskonaªe skojarzenie w gra�e dwudzielnym mo»e zosta¢ znalezione w 
zasie
O(n

3

4m logW ).Dowód: Czas dziaªania wynika z powy»szy
h obserwa
ji pozostaje nam tylko udowodni¢, »e li
zby naktóry
h pra
ujemy nie staj¡ si� zbyt du»e. W ka»dym z ⌊logW ⌋ kroków warto±¢ pokry
ia zmienia si� o
o najwy»ej ∆ ≤ D ≤ n. W i-tym kroku mamy
ai+1 ≤ 2ai + 1 + n,
zyli wynosi najwy»ej

(

2⌊logW⌋+1 − 1
)

(n+ 1) ≤ W (2n+ 2).Dlatego li
zby w zapisie bitowym pokry
ia wierz
hoªkowego s¡ dªugo±
i O(log(nW )) i opera
je na ni
hmo»emy wykonywa¢ w 
zasie staªym.3.2 Algorytm Gabowa-TarjanaW algorytmie Gabowa poª¡
zyli±my dwie te
hniki:
• Metod� W�giersk¡ � która znajdowaªa najl»ejsze ±
ie»ki powi�kszaj¡
e;
• Algorytm Hop
rofta-Karpa � który znajdowaª najkrótsze ±
ie»ki powi�kszaj¡
e.Ch
ieliby±my jednak znajdowa¢ jedno
ze±nie wiele rozª¡
zny
h wierz
hoªkowo ±
ie»ek powi�kszaj¡
y
h, którebyªyby jedno
ze±nie krótkie i miaªy maª¡ wag�. Przedstawimy teraz algorytmGabowa-Tarjana, który wªa±nieto robi. Algorytm ten jest troszk� ªatwiej opisa¢, gdy b�dziemy szuka¢ najl»ejszy
h doskonaªy
h skojarze«, anie naj
i�»szy
h doskonaªy
h skojarze« jak w algorytmie Gabowa. Obydwa te problemy s¡ równowa»ne, bopo zmianie znaków wszystki
h wag, najl»ejsze doskonaªe skojarzenia odpowiadaj¡ naj
i�»szym doskonaªymskojarzeniom w gra�e wej±
iowym. Problemem dualnym jest tutaj problem naj
i�»sze upakowania wierz-
hoªkowego. Upakowanie wierz
hoªkowe to przypisanie wierz
hoªkom wag y : V → R w taki sposób, »e dlaka»dej kraw�dzi vw w gra�e za
hodzi yv + yw ≤ wvw .B�dziemy potrzebowa¢ nast�puj¡
y
h de�ni
ji: 1-dozwolone skojarzenie to skojarzenie M wraz z warto±-
iami upakowania wierz
hoªkowego y, takimi, »e dla ka»dej kraw�dzi uv za
hodzi,

yv + yw ≤ wvw + 1,oraz
yv + yw = wvw, jezeli vw ∈ M.1-optymalne skojarzenie to doskonaªe skojarzenie, które jest 1-dozwolone.B�dziemy u»ywa¢ nast�puj¡
y
h dwó
h obserwa
ji. Nie
h M b�dzie 1-optymalnym skojarzeniem wtedy:(a) Dla dowolnego skojarzenia P za
hodzi w(P ) ≥ w(M)− n. Jest tak dlatego, »e:
w(M) =

∑

uv∈M

w(uv) =
∑

v∈U∪V

y(v) ≤

≤
∑

uv∈P

w(uv) + 1 = w(P ) + n.(b) Je»eli pewne k, k > n, dzieli wszystkie koszty w(e), to wtedy M jest najl»ejszym doskonaªym skojarze-niem. Jest tak dlatego, »e:
w(M∗) ≤ w(M) ≤ w(M∗) + n,
zyli w(M) = w(M∗). 10



Algorytm Gabowa-Tarjana dziaªa w nast�puj¡
y sposób
• Nie
h w(uw) = w(uw) × (n+ 1).
• Ustaw w(e) = 0, oraz y(v) = 0.
• Dla i od 1 do ⌈logWn⌉+ 1 wykonuj� dla ka»dej kraw�dzi w(e) = 2w(e) + (i−ty bit w(e)),� dla ka»dego wierz
hoªka y(v) = 2y(v)− 1,� znajd¹ 1-optymalne skojarzenie przy u»y
iu pro
edury s
ale_mat
h.U»ywana pro
edura s
ale_mat
h dziaªa w nast�puj¡
y sposób
• zmienia koszty na

w(uv) := w(uv)− y(v)− y(u).

• wywoªuje pro
edure mat
h do znalezienia 1-optymalnego skojarzenia M i pokry
ia y∗,
• dodaje y∗ do y,
• zwra
a M i y.Powy»ej M i y to 1-optymalne skojarzenie dla w. Przed skalowaniem mamy

yv + yw ≤ wvw + 1,Natomiast po skalowaniu mamy,
y′v + y′w = 2yv − 1 + 2yw − 1 ≤

≤ 2wvw ≤ 2wvw + (i−ty bit wvw) = w′
vw.Czyli puste skojarzenie jest 1-dozwolone oraz

w′
uv − y′v − y′w ≥ 0.Zauwa»my, »e warto±
i y przekazane do mat
h s¡ ≥ −1. Z drugiej strony je»eli uv jest kraw�dzi¡ 1-optymalnego skojarzenia M to po przeskalowaniu

y′(u) + y′(v) = 2y(u) + 2y(v)− 2 =

= 2w(uv)− 2 = w′(uv)− (i−ty bit wuv)− 2 ≥
≥ w′(uv)− 3.Mamy wi�
 w′(uv)− y′(u)− y′(v) ≤ 3 i waga M w waga
h po przeskalowaniu wynosi 
o najwy»ej 3n, 
zylinajl»ejsze skojarzenie wa»y ≤ 3n.Poka»emy teraz pro
edure mat
h która przy zaªo»enia
h, »e wagi ≥ 0 oraz, »e istnieje skojarzenie o wadze

≤ 3n znajduje najl»ejsze doskonaªe skojarzenie w 
zasie O(
√
nm).Zde�niujmy wago-dªugo±¢ kraw�dzi e wzgl�dem skojarzenia M jako

wd(e) = w(e) +

{

1 je”sli w /∈ M
0 wppCaªkowita wago-dªugo±¢ zbioru kraw�dzi S wzgl�dem M to

wd(S) =
∑

e∈S−M

wd(e) −
∑

e∈S∩M

wd(e).11



Czyli jest to waga S wzgl�dem M plus li
zba nieskojarzony
h kraw�dzi.Powiemy, »e kraw�d¹ uv jest dozwolona je»eli y(u)+y(v) = wd(uv), tzn. warunek 1-dozwolono±
i za
hodziz równo±
i¡.Zauwa»my, »e kraw�dzie skojarzone s¡ dozwolone. Poka»emy, »e ±
ie»ki powi�kszaj¡
e skªadaj¡
e si� zdozwolony
h kraw�dzi maj¡ najmniejsz¡ 
aªkowit¡ wago-dªugo±¢.Pro
edure mat
h dziaªa w nast�puj¡
y sposób. Zaini
jalizuj yv = 0 oraz M = ∅. Nast�pnie powtarzajdopóki M nie jest doskonaªe1. Znajd¹ maksymalny zbiór A wierz
hoªkowo rozª¡
zny
h ±
ie»ek powi�kszaj¡
y
h. Dla ka»dej P ∈ A,powi�ksz M wzgl�dem P , oraz dla ka»dego wierz
hoªka w ∈ V ∩ P zmniejsz y(w) o 1.2. U»yj metody w�gierskiej do zmiany warto±
i dualny
h (za
howuj¡
 1-dozwolono±¢) i znajd¹ ±
ie»k�powi�kszaj¡
¡ z dozwolony
h kraw�dzi.Kroki pro
edury mat
h za
howuj¡ 1-dozwolono±¢. Ka»de wywoªanie metody w�gierskiej tworzy ±
ie»k�powi�kszaj¡
¡, która nast�pnie zostanie u»yta do powi�kszenia skojarzenia. Czyli ostate
znie doskonaªeskojarzenie zostanie znalezione, dlatego pro
edura mat
h ko«
zy dziaªanie znajduj¡
 1-dozwolone skojarzenie.Przeanalizujmy teraz jej 
zas dziaªania. Dla dowolnego kroku algorytmu zde�niujmy
• F to zbiór wierz
hoªków wolny
h w U ,
• ∆tot suma wszystki
h warto±
i ∆ z kroków metody w�gierskiej.Zauwa»my, »e zmiany warto±
i dualny
h s¡ takie, »e dla v ∈ F mamy y(v) = ∆, oraz dla wolnego wierz
hoªkaw V mamy y(v) = 0. Nie
h M∗ b�dzie najl»ejszym doskonaªym skojarzeniem, a M aktualnym skojarzeniem.Zbiór M ⊕M∗ skªada si� z ±
ie»ek powi�kszaj¡
y
h Pv dla ka»dego v ∈ F , oraz zbioru 
ykli naprzemienny
h

Cw. Mamy wi�

n+ w(M∗)− w(M) ≥ wd(M∗ ⊕M) =

=
∑

v∈F

wd(Pv) +
∑

w

wd(Cw).Osza
ujmy lew¡ stron� tej nierówno±
i. Rozwa»my ±
ie»k� naprzemienn¡ od u ∈ U do m ∈ U , w której unale»y do kraw�dzi nieskojarzonej a m do kraw�dzi skojarzonej. Wtedy dla kraw�dzi vw /∈ M za
hodzi
y(v) + y(w) ≤ wd(vw),a dla wn ∈ M mamy
y(w) + y(n) = wd(wn),mamy wi�


y(v) ≤ y(n) + wd(vw) − wd(wm).Korzystaj¡
 z tej nierówno±
i dla wszystki
h par kraw�dzi na P otrzymujemy
y(u) ≤ y(m) + wd(P ).Z nierówno±
i tej wynika »e dla ka»dego naprzemiennego 
yklu Cw mamy

wd(Cw) ≥ 0.Oraz dla ±
ie»ki powi�kszaj¡
ej z v ∈ F do t ∈ V mamy
y(v) + y(t) ≤ wd(Pv).Poniewa» metoda w�gierska utrzymuje y(v) = ∆tot oraz y(t) = 0, wi�
 ∆tot ≤ wd(Pv) i

∑

v∈F

wd(Pv) +
∑

w

wd(Cw) ≥ |F |∆tot.12



Poniewa» c(M∗) ≤ 3n oraz c(M) ≥ 0. Wi�

4n ≥ n+ w(M∗)− w(M).Ostate
znie otrzymujemy

4n ≥ |F |∆tot.Je»eli poka»emy, »e ka»de wykonanie metody w�gierskiej zwi�ksza ∆tot, to:
• 
o najwy»ej 2

√
n + 1 itera
ji jest wykonany
h dla |F | ≤ 2

√
n, bo po ka»dym wykonaniu metodyw�gierskiej skojarzenie si� powi�ksza.

• je»eli |F | > 2
√
n to ∆tot < 2

√
n i taki
h itera
ji te» b�dzie 
o najwy»ej 2√n.Aby pokaza¢, »e ka»de wywoªanie metody W�gierskiej zwi�ksza ∆tot wystar
zy pokaza¢, »e zmienia onowarto±
i dualne. Mogªoby i
h nie zmieni¢ tylko wtedy gdyby istniaªa przed jej wykonaniem naprzemienna±
ie»ka P skªadaj¡
a si� z kraw�dzi dozwolony
h. �
ie»ka P prze
ina si� ze ±
ie»k¡ znalezion¡ w kroku 1pro
edury mat
h. P zawiera nieskojarzon¡ kraw�d¹ vw tak¡, »e w nale»y do ±
ie»ki z kroku 1, a v nie, oraz

w ∈ V . Ale po kroku 1 kraw�d¹ vw nie mo»e by¢ dozwolona bo yw jest zmniejszone,
yv + yw ≤ wvw + 1.Ka»de wykonanie p�tli w pro
edurze mat
h zajmuje O(m) 
zasu, bo:

• wyszukiwanie maksymalnego zbioru dozwolony
h ±
ie»ek zajmuje O(m) � tak jak algorytm Hop
rofta-Karpa;
• metoda w�gierska mo»e by¢ wykonana w 
zasie O(m + n logn). Mo»na ten 
zas poprawi¢ na O(m)zauwa»aj¡
, »e warto±
i w kop
u s¡ z przedziaªu 1, ... , 4n i zawsze rosn¡ � kopie
 w tabli
y.Referen
es[1℄ J. Edmonds. Maximum mat
hing and a polyhedron with 0,1-verti
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