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RNC

Problem nalezy do NC* jezeli daje sie go
rozwiaza¢ na wielomianowo wielu procesorach

w czasie O(log" n).

RNC to NC uzywajace randomizacji. Algorytm
z prawdopodobieristwem < 2 moze ponies¢
porazke.
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» Szkielet algorytmu

s Wazone skojarzenia i macierze wielomianow
s Rownolegle algorytmy macierzowe

s Podsumowanie
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n°) — Edmonds (1965),

n>>) — Micali i Vazirani (1980),
n“*1) — Rabin i Vazirani (1989),
n>>) — Blum (1990),

n*>logn) — Gabow i Tarjan (1991),
n“) — Mucha i Sankowski (2004).

w < 2.376 — Coppersmith i Winograd (1987).



Algorytmy rownolegte

» O(n¥*t*), RNC° — Karp, Upfal i Wigderson
(1986),



Algorytmy rownolegte

» O(n¥*t*), RNC° — Karp, Upfal i Wigderson
(1986),

» O(n¥*3), RNC? — Mulmuley, Vazirani i
Vazirani (1987),



Algorytmy rownolegte

» O(n¥*t*), RNC° — Karp, Upfal i Wigderson
(1986),

» O(n¥*3), RNC? — Mulmuley, Vazirani i
Vazirani (1987),

s O(n¥t!), RNC® — Gail i Pan (1988),



Algorytmy rownolegte

» O(n¥*t*), RNC° — Karp, Upfal i Wigderson
(1986),

» O(n¥*3), RNC? — Mulmuley, Vazirani i
Vazirani (1987),

s O(n¥t!), RNC® — Gail i Pan (1988),
» O(n?), RNC® - ta prezentacja.



Algorytmy rownolegte

» O(n¥*t*), RNC° — Karp, Upfal i Wigderson
(1986),

» O(n¥*3), RNC? — Mulmuley, Vazirani i
Vazirani (1987),

s O(n¥t!), RNC® — Gail i Pan (1988),
» O(n¥), RNC” - ta prezentagja.

Jako produkt uboczny otrzymamy nowy
sekwencyjny algorytm dziatajacy w czasie

O(n®).
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Rozwazmy pelny graf G = (V, E).

W problemie najciezszych wazonych skojarzen:
» kazda krawedz uv € E ma dana wage ¢,

s szukamy doskonatego skojarzenia M o
najwiekszej wadze w(M) = Y ,c Ce-

Dozwolona krawedz to bedzie krawedZ nalezaca
do jakiego$ najciezszego skojarzenia.
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Pomyst

FIND-PERFECT-MATCHING(V,E):
n fori:=1to24[log(n)| do
+ wygeneruj losowe wagi 0,1 dla krawedzi
(na rysunkach jest 1 badz 2),
¢+ znajdz zbior dozwolonych krawedzi E4,
¢ usun krawedzie nie nalezace do E 4.
n if |[E| = 7 then
¢+ M :=E,
m else
¢+ nie udato sie.

Jezeli algorytm sie powiedzie to M jest
doskonatlym skojarzeniem.
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Musimy pokazac:
n 7e 24[log(n) | iteracji wystarcza,

® jak wyznaczy¢ dozwolone krawedzie w RNC
na O(n“) procesorach.
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Lemma 2 Rozwazmy wierzcholek v € G, jezeli
deg(v) > 1 to prawdopodobieristwo, Ze stopieri v
zmniejsza sie o potowe w kazdej iteracji jest > 1.

» Rozwazmy krawedzie E, sasiednie do v.

s Krawedz e € E, nalezy do E4 jezeli nalezy do
pewnego najciezszego doskonatego
skojarzenia w G.
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Liczba iteracii

s Ustalmy wagi w dla uv € G — E,.

» Niech W(uv) bedzie waga najciezszego
doskonatego skojarzeniaw G — u — v.

s Waga ta jest wyznaczona przez ustalone wagi
w.
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m = max W (e).
ecE,

s Niech

E, ={e:ec E,and W(e) = m}.

s Wygeneruj wagi dla krawedzi w E,.

Jezeli jakakolwiek waga krawedzi w E] jest 1,
wtedy z E] nie usuwane sq krawedzie ktére
maja wage 1.



Liczba iteracii

s Zatézmy, ze |E,| > 1.



Liczba iteracii

s Zatézmy, ze |E,| > 1.

m Jezeli |[E| = 1 to wtedy prawdopodobienistwo
ze stopien v sie zmniejszy dwukrotnie jest



Liczba iteracii

s Zatézmy, ze |E,| > 1.

m Jezeli |[E| = 1 to wtedy prawdopodobienistwo
ze stopien v sie zmniejszy dwukrotnie jest

» Zat6zmy w takim razie, ze |E.| > 2.
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Prawdopodobienistwo, ze stopienh zmniejszy sie
O cO najmniej polowe wynosi

21El-1 1 1 1

1
OB 2 olE & 4

poniewaz |E,| > 1.
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Liczba iteracii

Lemma 3 Rozwazmy wierzchotek v w G.
Prawdopodobieristwo, ze stopieri v nie jest rowny 1

po 24[log n| iteracji algorytmu jest O (-5 ).

m Stopien v nie jest rowny 1 jezeli jego stopien
zmniejszany byt dwukrotnie mniej niz [logn |
razy.

» Kazda iteracja jest niezalezna, wiec mamy
tutaj proby Bernoulli’ego.



Liczba iteracii

Prawdopodobienstwo Pr(k, s), ze w k probach
otrzymamy mniej niz s sukceséw jest
ograniczone przez nierOwnos¢ Chernotfa

Pr(k,s) < exp ( (ka;kS)2> ,

gdzie p to prawdopodobienistwo sukcesu.




Liczba iteracii

Stosujac ta nierd0wnos¢ do naszego przypadku
otrzymujemy

Pr(24[logn], [logn]) <
- oxp ( (124[logn] — [log ] )2)

2124 [logn]|

=exp( 'log n | ) < exp (logn —1)7

-(2)
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Liczba iteracii

Lemma 4 Prawdopodobieristwo, ze algorytm
poniesie porazke jest O(=).

» Wierzchotek po 24|logn | iteracjach ma
stopienn wiekszy niz 1 z
prawdopodobienstwem O(-5).

n Czyli wérdd n wierzchotkow jest taki o
stopniu wyzszymniz 1 z
prawdopodobieristwem O(2).

Musimy wiec znajdowac¢ dozwolone krawedzie
O(logn) razy.
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Zdetiniuyymy dla gratu G oraz wag krawedzi
w : E — N macierz

ziix®1) jezeli (i,j) € Eii < j,
A(G, w, X)i,]' — —z]-,ixw(if) jeZeli (Z,]) cEii> j,
0 wpp.

Lemma 5 (Karp, Upfal i Widgerson "86) Stopien x

w det(A(G,w, x)) jest réwny dwukrotnej wadze
doskonatego skojarzenia M w G,

deg(det(A(G,w,x))) = 2w(M).



Macierz minorow

Macierz minorow dla macierzy A jest
zdefiniowana jako

adj(A)yj = (~1)" det(Al),
gdzie A" to macierz z usunietym j-tym

wierszem 1 i-ta kolumna.

Jezeli A jest macierza sasiedztwa grafu G to A/
koduje grat G z usunietymi krawedziami
wychodzacymi z j 1 wchodzacymi do 1.



Dozwolone kraw  edzie

Dla krawedzi uv € E niech M(uv) bedzie
najciezszym doskonatym skojarzeniem w

G—{u,v}.

Lemma 6 Niech G = (V, E) bedzie grafem z
wagami krawedzi danymi przez w, wtedy

deg(adj(A(G, w,x));}) = w(M) + w(M(if)).
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Dozwolone kraw  edzie

Powyzszy lemat pozwala nam scharakteryzowac

krawedzie tworzace najciezsze doskonate
skojarzenia w nastepujacy sposob.

Whniosek 2 Majac dany graf G =

(V, E) oraz wagi

krawedzi w : E — N. Krawedz ij € E jest dozwolona

wttw
deg(det(A(G,w,x))) =

= deg(adj(A(G,w,x)); )

deg(A(G,w,x);;).

w(M) = w(M(ij)) + w(ij).



Zippel-Schwartz

Lemma 7 Jezeli p(x1,...,Xy) jest niezerowym
wielomianem stopnia d o wspétczynnikach z ciala S,
to wtedy prawdopodobieristwo, ze wartos¢ p wynosi
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wynosi co najwyzej d/|S|. Takie zdarzenie
nazywamy fatszywym zerem.



Zippel-Schwartz

Lemma 7 Jezeli p(x1,...,Xy) jest niezerowym
wielomianem stopnia d o wspotczynnikach z ciata S,
to wtedy prawdopodobieristwo, ze wartos¢ p wynosi
0 dla losowego wartoSciowania (s1,S2,...,5m) € S™
wynosi co najwyzej d/|S|. Takie zdarzenie
nazywamy fatszywym zerem.

Jezeli wielomian stopnia 7 jest obliczony dla
losowych wartosci modulo pewna liczba
pierwsza p dtugosci (1 + c) logn, to
prawdopodobienstwo falszywego zera wynosi
co najwyzej -, dla kazdego ¢ > 0.

-p.28/46



Pochodne
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Pochodne

W celu wyznaczenia stopnie wielomianu p
mozemy policzy¢ jego wszystkie pochodne w
pewnym punkcie ¢

Najwyzszy niezerowy p¥) daje stopieri p.
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Obliczanie wagi skojarzenia

» wybierz liczbe pierwsza p dtugosci @(logn),

» podstaw losowe wartosci ze zbioru {1,...,p} za
zmienne w A(G,w, x) — A,

= wybierz losowa liczbe t € {1,..., p},

» gdy det(A|,—¢) = 0 to G nie ma doskonatego
skojarzenia,

m policz dd—;{ det(A)| ,dlawszystkich0 <k <mn,

x=t
» znajdz najwyzsze k takie, ze dd—;{ det(A)| #0,
x=t
m Z duzym pr. k jest rOwne podwojonej wadze
najciezszego doskonatego skojarzenia w G.
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Dozwolone kraw  edzie

s policz d = deg(det(A(G,w, x))),

» wybierz liczbe pierwsza p dtugosci @(logn),

» podstaw losowe wartodci ze zbioru {1,...,p} za
zmienne w A(G,w, x) — A,

» wybierz losowa liczbe t € {1, ..., p},

adj(A)|

x=t

dd—l
dxd—1

m policz % adj(A)| oraz
x=t




Dozwolone kraw  edzie

s policz d = deg(det(A(G,w, x))),

» wybierz liczbe pierwsza p dtugosci O (logn),

» podstaw losowe wartodci ze zbioru {1,...,p} za
zmienne w A(G,w, x) — A,

m wybierz losowa liczbe t € {1,...,p},

oraz dddd — adj(A) L

m policz % adj(A)

xX=t
» krawedz ij jest dozwolona jezeli

(L2 adj(A)|  )ij # 0.

d—w(i
dx 2 x=t




Pochodne macierzy
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Pochodne macierzy

Pokazemy jak obliczy¢ w RNC na O(n%)
procesorach

o dd—;k det(A) L dla wszystkich k takich, ze
0<k<mn,
. dd—;{ adj(A)| ,dla danego k takiego, ze
x=t
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Slady macierzy

Lemma 8 Niech A € K"*" bedzie macierza. glady
tr(A"), dla kazdego 0 < i < n moga zostac¢ policzone
w czasie O(log* n) na O(n®) procesorach.

Zapiszmy,
det(A — AI) =

:)\n_plAn—l_pz)\n—Z_“._pn.
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3p3 = tr(A



Slady macierzy

Mamy
pr = tr(A),
2]92 — tI‘(AZ) — P1 tr(A),
B3ps = tr(A°) — pitr(A%) — patr(A),
oraz dla kazdego k,

k—1
k]?k — tI‘(Ak) — Z pi tr(Ak_i).
=1
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Slady macierzy

Otrzymujemy nastepujaca rekurencje na tr( A¥),

k—1
tr(Ak) — kpk -+ Z pi tr(Ak_i).
=1

s mozemy nhajpierw policzy¢ wspolczynniki
wielomianu charakterystycznego py,
= nastepnie mozemy rozwiazac ta rekurencje.
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Pochodne wyznacznika

Niech K*[x| to bedzie zbiér wielomianéw x o
stopniu mniejszym niz k.

Theorem 1
» Majac dane A € K*[x]"" oraz t € K,

m takie, Ze A|y—; jest nieosobliwa.
m Pochodne dd—; det(A)| ,dlakazdego0 <k < n,
X=t
moga zostaé obliczone w czasie O(log* n) na
O(n%) procesorach, z duzym
prawdopodobieristwem.



Pochodne wyznacznika

Mamy

dxk dxk—1

gdzie uzyliSmy rOwnosci

& Get(a) = (det(A) (A 142
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dr dt1 L, dA
Wdet(A) = T (det(A)tr (A E)) =

k—1 I k—i—1
k1N [/ d d L dA
—ZZ(;( ) (e (e (45%))




Pochodne wyznacznika

) (= ()

1 42 L .
and WA — (0, wiec

S D (e (a2
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1k — DI(—1)k1 /i
(% det(A)

)

= mozemy najpierw obliczy¢ Slady,

®

—1dA
o)



Pochodne wyznacznika

1k — DI(—1)k1 /i
(ﬁ det(A)

)

= mozemy najpierw obliczy¢ Slady,
= a nastepnie rozwiazac rekurengje.

®

—1dA
o)
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Pochodna Adjoint’a

Theorem 2
s Majac dane A € K*[x]"",t € Koraz0 < k < n,

m takie, Ze A|y—; jest nieosobliwa.

s Pochodna dd—jk adj(A) _ moze by¢ obliczona w
czasie O(log* n) na O(n®) procesorach, z duzym
prawdopodobieristwem.
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Pochodna Adjoint’a

t(A)) (dd;iiA1> —

2 .
mamy % 1=—-A"12A " and dd?A — 0, wiec




Pochodna Adjoint’a

_ (ZZ k!(—i!l)k | (% det(A) xt)
((a ) ")) (4

) —1
x=t .




Pochodna Adjoint’a

DRICN

Mozemy obliczy¢ ten wielomian w RNC na
O(n“) procesorach.

dx
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Podsumowanie

PokazaliSmy

» efektywny pod wzgledem liczby procesoréw
algorytm na znajdowanie doskonatych
skojarzen,

m alternatywny algorytm sekwencyjny
dziatajacy w czasie O(n®).
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