Maksymalne skojarzenia przy
pomocy eliminacji Gaussa



Poprzednie wyniki

Dotychczas ustyszeliSmy o algorytmie
dziatajacym w czasie:

» O(m+/n) dla graféw dwudzielnych —
Hopcroft, Karp,




Poprzednie wyniki

Dotychczas ustyszeliSmy o algorytmie
dziatajacym w czasie:

» O(m+/n) dla graféw dwudzielnych —
Hopcroft, Karp,

Dla grafow gestych otrzymujemy czas O(n>).
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Techniki algebraicznie:

» O(n¥) = O(n*°%) testowanie i wyznaczanie
licznos$ci — Lovasz,

» O(n¥*t) = O(n°°%) znajdowanie — Rabin,
Vazirani.
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Nowa metoda oparta na eliminacji Gaussa.

Algebraicznie algorytmy znajdujace
najliczniejsze skojarzenie w grafach:

= bardzo prosty algorytm O(n?),
238

s algorytm O(n¥) = O(n

Obydwa algorytmy sa randomizowane.



Plan

1. Technika Lovasza,




Plan

1. Technika Lovasza,
2. Maksymalne skojarzenia,




Plan

1. Technika Lovasza,
2. Maksymalne skojarzenia,

3. Rabin and Vazirani,




Plan

1. Technika Lovasza,

2. Maksymalne skojarzenia,
3. Rabin and Vazirani,

4. Fliminacja Gaussa,




Plan

1. Technika Lovasza,
2. Maksymalne skojarzenia,

3. Rabin and Vazirani,
4. Fliminacja Gaussa,

5. Proste algorytmy O(n°),




Plan

. Technika Lovasza,
. Maksymalne skojarzenia,

. Rabin and Vazirani,
. Eliminacja Gaussa,

. Proste algorytmy O(n°),

SN Ol = WO N =

. Algorytm O(n“) dla graféw dwudzielnych,




Plan

. Technika Lovasza,

. Maksymalne skojarzenia,

. Rabin and Vazirani,

. Eliminacja Gaussa,

. Proste algorytmy O(n°),

. Algorytm O(n“) dla graféw dwudzielnych,

NN O O = WO N -

. Wazone skojarzenia w grafach dwudzielnych.
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Szybkie mnozenie macierzy

Niech w oznacza wykladnik mnozenia
macierzy rozmiaru n X 1.

Twierdzenie 1 (Coppersmith i Winograd "90)

w < 2.376.

Twierdzenie 2 (Bunch i Hopcroft '74)
LU-faktoryzacje macierzy mozna policzy¢ w czasie
O(n%).

Twierdzenie 3 (Ibarra, Moran i Hui ’'82)
Maksymalng nieosobliwq podmacierz mozna znalez¢

w czasie O(n®).



Symboliczna macierz sasiedztwa

Symboliczna macierz sasiedztwa gratu
dwudzielnego:

0 0 )
0 0

0 0

0 x4

X54 X55 X56

A(G)
( x17 0 x13 O
X» 0 0
0 0 x4
Xgp X435 0
0 O
o 0 O

0 x66)



Symboliczna macierz sasiedztwa

/ X11 0 X13 0 0 0 \

X721 X922 0 0 0 0
X31 0 0 X34 0 0 o

det 0 xa0 xa3 0 0 x4 |

0 0 0 x54 Xs5 X56
\O 0 0 0 0 x66/

— —X13X21X34X42X55X66 — X11X22X34X43X55X66-

Jednomiany wyznacznika odpowiadaja
doskonatym skojarzeniom w G.



Symboliczna macierz sasiedztwa

Wyznacznik jest dany przez:

det(A) = Y o(p) ﬁai,pi.

pelly,



Symboliczna macierz sasiedztwa

Wyznacznik jest dany przez:

det(A) = Y o(p) ﬁai,pi.

pelly,

Niezerowy skladnik tej sumy dla kazdego
wierzchotka i zadaje inny wierzcholek p;.



Symboliczna macierz sasiedztwa

Wyznacznik jest dany przez:

det(A) = Y o(p) ﬁai,pi.

pelly,

Niezerowy skladnik tej sumy dla kazdego
wierzchotka i zadaje inny wierzcholek p;.

Skladniki sumy odpowiadaja doskonatym
skojarzeniem w grafie.
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Symboliczna macierz sasiedztwa

Twierdzenie 4 (Tutte (1947)) det A(G) # 0 wttw
qgdy G ma doskonate skojarzenie.

Wyznacznik jest dany przez:

det(A) = Y o(p) ﬁai,pi.

pelly,

Daje sie uogo6lni¢ na graty dowolne.
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Symboliczna macierz sasiedztwa

Wartoé¢ det A(G) to wielomian n? zmiennych

stopnia 1. Moze mie¢ wykladniczo wiele
skladnikow.

Nie mozna go szybko wyliczy¢, ale mozna
szybko przetestowac czy jest niezerowy.



Pomyst Lovasza

Podstaw za zmienne w A(G) losowe wartosci i
policz wyznacznik otrzymanej w ten sposéb

macierzy A(G) — losowej macierzy sqsiedztwa.

Z duzym prawdopodobieristwem det A(G) # 0
wttw det A(G) # 0, bo ,,wielomiany nie maja
zbyt wielu zer”.
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Pomyst Lovasza

Lemat 5 (Zippel, Schwartz) Niech f(x1,...,xk)
bedzie wielomianem stopnia d nad ciatem F. Liczba

zer f w F* jest nie wigksza niz % [F|x.

Niech F = Z, dla liczby pierwszej p = ©(n'1c).
Operacje w Z, wykonujemy w czasie staltym

Prawdopodobieristwo otrzymania fatszywego
zera jest O ().



Pomyst Lovasza

Algorytm O(n“) (Monte Carlo) testujacy, czy
graf G ma doskonale skojarzenie:

podstaw pod zmienne w A(G)
losowe elementy Zp
niech A(G) bedzie otrzymana macierza
if det A(G) <> 0 then
return “TAK”
else
return “NIE”




Pomyst Lovasza

Algorytm O(n“*?) (Monte Carlo) znajdujacy w
G doskonate skojarzenie:

M:=Q
fore € E do
if G — e ma doskonate skojarzenie then

usun e wraz z koticami z G
dodaj e do M
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Maksymalne skojarzenia

Twierdzenie 6 (Lovasz (79)) Niech m bedzie
rozmiarem najliczniejszego skojarzenia w G, wtedy

rank(A(G)) = m.
Range A(G) mozna policzy¢ w czasie O(n?).

Niech M bedzie skojarzeniem wtedy z
twierdzenia Tutte AV( M), v(m) (G) jest
nieosobliwa — rank(A(G)) > m.
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Maksymalne skojarzenia

Niech Ax y(G) bedzie maksymalna nieosobliwa
podmacierza A(G).

Wyznacznik Ay y jest niezerowy.
Istnieje w det(Ax y) niezerowa permutacja p.

p zadaje skojarzenie wiec rank(A(G)) < m.
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Algorytm Rabina | Vaziraniego

Aij].l = (=1)""/ det A"/ det A, gdzie A" to A z
usunietym j-tym wierszem i i-ta kolumna.

Jezeli G to grat dwudzielny to, wtedy
Aj’i = A(G — {M]', ’Ui}).

Macierz A(G) ! koduje ktore krawedzie w G sa
dozwolone, tj. zawarte w pewnym doskonatym
skojarzeniu.



Algorytm Rabina | Vaziraniego

Algorytm O(n“*!) = O(n*°®) (Monte Carlo) na
znajdowanie doskonalego skojarzenia w G:
M: =0
while G niepusty do
policz A~1(G)
znajdz dozwolong krawedz e € E
usun e wraz z koncami z G

dodaje do M




Eliminacja Gaussa

Twierdzenie 7 (Twierdzenie o eliminacji)
Niech

T A AT
o a11 © 1 a11 O
= () = (%)

gdzie Ay # 0. Wtedy B™' = B — 116" /41 1.

Jest to pojedynczy krok algorytmu eliminacji
Gaussa.



Algorytm O(n?)

Algorytm Monte Carlo znajdujacy doskonate
skojarzenie w danym grafie G w czasie O(n°):

M=

oblicz A~1(G)

while G non-empty do
znajdz dozwolong krawedz e € E
usun ¢ wraz z koncami z G

dodaje do M
uaktualnij A~ (G)
uzywajac eliminacji Gaussa




Leniwe obliczenia




Eliminacja bez zamian

Algorytm wykonujacy eliminacje Gaussa bez
zamian wierszy ani kolumn w czasie O(n®).

fori:=1tondo
leniwie eliminuj i-ty wiersz i i-tq kolumne
niech k bedzie takie, ze 2 | i, ale 21 f
uaktualnij wiersze i kolumny
onumerachi—+1,...,i+ 2k
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Eliminacja bez zamian

W kazdym kroku wykonujemy mnozenie
macierzy 1 x 2* przez macierz 2¢ x 2% w czasie

(n/Zk) (Zk)‘“ — pok(w—1)

Konkretna wartos¢ k pojawia sie n/2* razy, a
zatem obliczenia dla ustalonego k wymagaja

czasu n22M@=2) = 2 (2w=2)k,

log n
Z nZ(zw—Z)k < CnZ(zw—Z)logn _ Cnan—Z — Cn¥,
k=0

-p.24/60



Eliminacja bez zamian kolumn

Algorytm Hopcrofta-Buncha wykonujacy
eliminacje Gaussa bez zamian kolumn w czasie

O(n%).

fori:=1tondo
znajdz wiersz j taki, ze A;; # 0
leniwie eliminuj j-ty wiersz 1 i-ta kolumne
niech k bedzie takie, ze 2 | i, ale 21 §
uaktualnij kolumny i1 +41,...,71 4+ Dk




Eliminacja bez zamian kolumn




Przypadek dwudzielny

Twierdzenie 8 Doskonate skojarzenie w grafie
dwudzielnym mozna znalel'¢ w czasie O(n) przy
pomocy zmodyfikowanego algorytmu
Hopcrofta-Buncha.
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Podsumowanie |

PokazaliSmy nastepujace algorytmy dla
problemu maksymalnego skojarzenia:

1. Bardzo prosty algorytm o ztozonosci O(n°);

2. Prosty Algorytm dla gratéw dwudzielnych o
ztozonosci O(n®);

3. Kolejne wyklady algorytm dla dowolnych
grafow o ztozonosci O(n®).

4. Kolejne wyklady algorytm dla gratow
planarnych o ztozonosci O(n%/?) = O(n'?).

- p-28/60
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Problem

Nie wazony problem skojarzen mozna
rozwiazaé w czasie O(n®).

Czy wynik ten moze by¢ rozszerzony na
skojarzenia nie wazone?

TAK — w czasie O(Wn®)

-p-29/60
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Wazone skojarzenia dwudzielne

(WnVC(n,m)) implicite — Egervary (1931),
(n*) — Khun (1955) and Munkers (1957),
(n*m) - Iri (1960),

(n?) — Dintis and Kronrod (1969),

(nSP+(n m)) — Edmonds and Karp (1970),
(

(

(

(n®

n

nim log W) Gabow (1983),
vnmlog(nW)) — Gabow and Tarjan (1991),
vnmW) - Kao, Lam, Sung and Ting (1999),

W) — dzis.
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Weighted Matching
4
Reduction in O(Wr°) time
.
Unweighted Matching
O(n”) time
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Bipartite Case

C Weighted Bipartite Matching ]
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Kilka definicji

Wazony n-wierzchotkowy graf dwudzielny G to
czwoérka G = (U, V,E, w) taka, ze

s U={1,...,n}and V={n+1,...,2n}
oznaczaja zbiory wierzcholkow,

m £ C U x V oznacza zbiér krawedzi,
s funkcjaw : E — Z, przypisuje wagi
krawedziom.



Kilka definicji

W problemie maksymalnych skojarzenn w gratach
dwudzielnych szukamy

» doskonatego skojarzenia M w wazonym
grafie G,

= 0 maksymalnej catkowitej wadze
w(M) = Leem w(e),



Kilka definicji

W problemie maksymalnych skojarzenn w gratach
dwudzielnych szukamy

» doskonatego skojarzenia M w wazonym
grafie G,

= 0 maksymalnej calkowitej wadze
w(M) = Leemw(e).

Rozmiar problemu jest zadany przez n oraz W
— maksymalna wage w w.
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dla kazdego ij € E.



Kilka definicji

Wazone pokrycie to y(1),...,y(2n) takie, ze
y(i) +y(j) = w(ij),
dla kazdego ij € E.

Problem minimalnego pokrycia wierzchotkowego
polega na znalezieniu pokrycia o minimalnym

koszcie.



Twierdzenie Egervariego

Twierdzenie 9 (Egervary "31)

Niech G = (U, V, E, w) bedzie wazonym
grafem dwudzielnym.

wtedy waga maksymalnego doskonatego
skojarzenia w G jest rowna wadze

minimalnego pokrycie wierzchotkowego w
G.



Od pokrycia do skojarze n

C Weighted Bipartite Matching ]

\‘\‘llli

]\’ 1! 4£”L] ][ '[ j" ‘( ” !’ cil I '\r/,,,/)

{ ] SRS D) i
Shortest Paths

[Unwei ghted Bipartite Matching )

-p-38/60



Od pokrycia do skojarze n

Graf rownosciowy G, dla p i G jest zdefiniowany
jako

« G, = (U,V,E),

s ' ={uv:uv € Eand p(u) + p(v) = w(uv)}.




Od pokrycia do skojarze n

Graf rownosciowy G, dla p i G jest zdefiniowany
jako

« G, = (U,V,E),

s ' ={uv:uv € Eand p(u) + p(v) = w(uv)}.

Lemat 10

Rozwazmy wazony graf dwudzielny G i minimalne
pokrycie p w G.

Skojarzenie M jest doskonatym skojarzeniem w G,
wttw jezeli jest maksymalnym doskonatym
skojarzeniem w G.



Od Sciezek do pokrycia
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Od Sciezek do pokrycia

Niech M bedzie maksymalnym skojarzeniem w
wazonym dwudzielnym grafie

G=(U,V,E,w).

1. skonstruuyj skierowany wazony grat
D = (UU VU {r},A,wd),

2. dla kazdegouv € E,u € Uiv € V, dodaj
krawedz (u,v) do A, wy((u,v)) := —w(uv),

3. dla kazdego uv € M, u € Uiv € V, dodaj
krawedz (v, u) to A, wy((v,u)) 1= Wy,



Od Sciezek do pokrycia

Niech M bedzie maksymalnym skojarzeniem w
wazonym dwudzielnym grafie

G=(U,V,E,w).

1. skonstruuyj skierowany wazony grat
D = (UU VU {r},A,wd),

2. dla kazdegouv € E,u € Uiv € V, dodaj
krawedz (u,v) do A, wy((u,v)) := —w(uv),

3. dla kazdego uv € M, u € Uiv € V, dodaj
krawedz (v, u) to A, wy((v,u)) 1= Wy,

W D nie ma ujemnych cyKkli.



Od Sciezek do pokrycia



Od Sciezek do pokrycia

1. dodamy krawedzie o zerowej wadze (7, v)
dla kazdegov € V,

2. obliczmy odlegtosci w D od r,
3. niech y,, := dist(r,u) dla u € U,
4. niech y, := —dist(r,v) dlav € V.



Od Sciezek do pokrycia

1. dodamy krawedzie o zerowej wadze (7, v)
dla kazdegov € V,

2. obliczmy odlegtosci w D od r,
3. niech y,, := dist(r,u) dla u € U,
4. niech y, := —dist(r,v) dlav € V.

Lemat 11 Znalezione y to minimalne pokrycie grafu
G.




Od Sciezek do pokrycia

dist(r, u) jest funkcja potencjatu
wy((u,v)) > dist(r,v) — dist(r, u)



Od Sciezek do pokrycia

dist(r, u) jest funkcja potencjatu
wy((u,v)) > dist(r,v) — dist(r, u)

Dla uv € E mamy krawedz (1, v) w D i
wy((u,v)) > dist(r,v) — dist(r, u),

—w(uv) = —y(v) —y(u).

w(uv) < y(v) +y(u).
Czyli y jest pokryciem.
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Od Scierzek do pokrycia

dist(r, u) jest funkcja potencjatu
wy((u,v)) > dist(r,v) — dist(r, u)

Dla uv € M mamy krawedz (v, u) w D i
wy((v,u)) > dist(r, u) — dist(r, v),
w(uv) = y(u) +y(v).

Sumujac ta nierownos¢ dla krawedzi w M
otrzymujemy w(y) < w(M).



Od Scierzek do pokrycia

dist(r, u) jest funkcja potencjatu
wy((u,v)) > dist(r,v) — dist(r, u)

Dla uv € M mamy krawedz (v, u) w D i
wy((v,u)) > dist(r, u) — dist(r, v),

w(uv) > y(u) +y(v).
Sumujac ta nierownos¢ dla krawedzi w M
otrzymujemy w(y) < w(M).

Czyli y jest minimalne.



Od wag skojarze n do sciezek
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Od wag skojarze n do sciezek

Rozwazmy wazony grat dwudzielny
G=(U,V,E,w).
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Rozwazmy wazony grat dwudzielny
G=(U,V,E,w).
s dodajmy wierzchotek s do U,
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Rozwazmy wazony grat dwudzielny
G=(U,V,E,w).
s dodajmy wierzchotek s do U,

s dodajmy wierzchotek t do V,



Od wag skojarze n do sciezek

Rozwazmy wazony grat dwudzielny
G=(U,V,E,w).
s dodajmy wierzchotek s do U,

s dodajmy wierzchotek t do V,

» polaczmy s z wszystkimi wierzchotkami z V
krawedziami o wadze zero,



Od wag skojarze n do sciezek

Rozwazmy wazony grat dwudzielny
G=(U,V,E,w).
s dodajmy wierzchotek s do U,

s dodajmy wierzchotek t do V,

» polaczmy s z wszystkimi wierzchotkami z V
krawedziami o wadze zero,

» polaczmy t z wierzchotkiem u w U.




Od wag skojarze n do sciezek

Rozwazmy wazony grat dwudzielny
G=(U,V,E,w).
s dodajmy wierzchotek s do U,

s dodajmy wierzchotek t do V,

» polaczmy s z wszystkimi wierzchotkami z V
krawedziami o wadze zero,

» polaczmy t z wierzchotkiem u w U.

Oznaczmy przez G(u) otrzymany graf, a przez
M (u) maksymalne wazone skojarzenie w G(u).



Od wag skojarze n do sciezek
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Od wag skojarze n do sciezek

Lemat 12 Odlegtosci w D spetniajq
dist(r,u) := w(M) —w(M(u)) for u € U.
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Lemat 12 Odlegtosci w D spetniajq
dist(r,u) := w(M) —w(M(u)) for u € U.

Rozwazmy skojarzenia M(u) i M,



Od wag skojarze n do sciezek

Lemat 12 Odlegtosci w D spetniajq
dist(r,u) := w(M) —w(M(u)) for u € U.

Rozwazmy skojarzenia M(u) i M,
s skierujmy wszystkie krawedzie w M od V do U,



Od wag skojarze n do sciezek

Lemat 12 Odlegtosci w D spetniajq
dist(r,u) := w(M) —w(M(u)) for u € U.

Rozwazmy skojarzenia M(u) i M,
s skierujmy wszystkie krawedzie w M od V do U,

s skierujmy wszystkie krawedzie w M(u) od U do
v,



Od wag skojarze n do sciezek

Lemat 12 Odlegtosci w D spetniajq
dist(r,u) := w(M) —w(M(u)) for u € U.

Rozwazmy skojarzenia M(u) i M,
s skierujmy wszystkie krawedzie w M od V do U,

s skierujmy wszystkie krawedzie w M(u) od U do
v,

» otrzymujemy skierowana Sciezke pod sdo t w D,



Od wag skojarze n do sciezek

Lemat 12 Odlegtosci w D spetniajq
dist(r,u) := w(M) —w(M(u)) for u € U.

Rozwazmy skojarzenia M(u) i M,
s skierujmy wszystkie krawedzie w M od V do U,

s skierujmy wszystkie krawedzie w M(u) od U do
v,

» otrzymujemy skierowana Sciezke pod sdo t w D,

m i zbidr C cykli alternujacych.



Od wag skojarze n do sciezek




Od macierzy do wag skojarze n
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Od macierzy do wag skojarze n

Dla G = (U, V, E,w), zdefiniujmy macierz
B(G, x) rozmiaru n x njako

B(G, X)i,]' — xw(ij)zi,]-,

gdzie z; ; to rozne zmienne dla kazdej krawedzi
w G.



Od macierzy do wag skojarze n

Dla G = (U, V, E,w), zdefiniujmy macierz
B(G, x) rozmiaru n x njako
B(G, X)i,]' — Xw<ij)Zi,]',

gdzie z; ; to rozne zmienne dla kazdej krawedzi
w G.

Lemat 13 (Karp, Upfal i Wigderson "86)
Stopiert x w det(B(G, x)) to waga maksymalnego
wazonego doskonatego skojarzenia w G.



Zippel-Schwartz

Lemat 14 Niech p(x1, ..., Xxy) bedzie niezerowym
wielomianem stopnia d o wspotczynnikach z ciata oraz
niech S bedzie podzbiorem tego ciata, wtedy
prawdopodobieristwo ze p przyjmie wartos¢ O na
losowym elemencie (s1,S2,...,5,n) € S™ wynosi co
najwyzej d/|S|. Takie wydarzenie bedziemy nazywaé
fatszywym zerem.



Zippel-Schwartz

Lemat 14 Niech p(x1, ..., Xxy) bedzie niezerowym
wielomianem stopnia d o wspotczynnikach z ciata oraz
niech S bedzie podzbiorem tego ciata, wtedy

prawdopodobieristwo ze p przyjmie wartos¢ O na
losowym elemencie (s1,S2,...,5,n) € S™ wynosi co
najwyzej d/|S|. Takie wydarzenie bedziemy nazywaé
fatszywym zerem.

Jezeli wielomian stopnia 7 jest obliczony dla
losowych wartosci modulo liczba pierwsza p o

dtugosci (1 + ¢) log n, to prawdopodobienstwo
fatszywego zera jest mniejsze niz -, dla ¢ > 0.



Od macierzy do wag skojarze n

Twierdzenie 15 (Storjohann '03)
Niech A € K|x|"*" bedzie macierza wielomianéw

stopnia d, a b € K[x]"*1 bedzie wektorem wielomiandw
stopnia takze d, wtedy

» wyznacznik det(A),

n rozwiqzanie uktadu réwnan A='b,
moze zostac obliczone z uzyciem O(n“d) operacji w K.



Od macierzy do wag skojarze n

Twierdzenie 15 (Storjohann '03)
Niech A € K|x|"*" bedzie macierza wielomianéw

stopnia d, a b € K[x]"*1 bedzie wektorem wielomiandw
stopnia takze d, wtedy

» wyznacznik det(A),

n rozwiqzanie uktadu réwnan A='b,
moze zostac obliczone z uzyciem O(n“d) operacji w K.

Whniosek 16 Waga maksymalnego doskonatego
skojarzenia w grafie dwudzielnym moze zostac policzona

w czasie O(Wn®), z duzym prawdopodobieristwem.



Od macierzy do wag skojarze n

Zdefiniujmy macierz B(G, x) rozmiaru
(m+1) x (n+1) przez

B(G, x)




Od macierzy do wag skojarze n

Zdefiniujmy macierz B(G, x) rozmiaru
(m+1) x (n+1) przez

] .
B(G, x) = B(G,x) |:
0
1 10
Mamy wtedy

adj(B(G, x))ns1,) = det(B(G,x)"""")) =

gdzie A" to A bez i-tego wiersza i j-tej kolumny.



Od macierzy do wag skojarze n

Mamy
adj(B(G, x))nt1,;) = det(B(G,x)""")) =
= det(B(G(i), x)),



Od macierzy do wag skojarze n

Mamy
adj(B(G, x))n+1i) = det(B(G,x)")) =
— det(B(G(i),x)),

Z lematu KUW otrzymujemy
deg, (adj(B(G, x))n41,1)) = w(M(i)).



Od macierzy do wag skojarze n

Wybierz liczbe pierwsza p dlugosci ©(logn).
Podstaw losowe wartosci ze zbioru {1,...,p}
za zmienne z;; w B(G, x) aby otrzyma¢ B(x).



Od macierzy do wag skojarze n

Wybierz liczbe pierwsza p dlugosci ©(logn).
Podstaw losowe wartosci ze zbioru {1,...,p}
za zmienne z;; w B(G, x) aby otrzyma¢ B(x).

Oblicz uzywajac twierdzenia Storjohanna
0 = adj(B(x))us1) = (adj(B(x))ens1); =
= det(B(x)) (B(x) 'ent1),



Od macierzy do wag skojarze n

Wybierz liczbe pierwsza p dlugosci ©(logn).
Podstaw losowe wartosci ze zbioru {1,...,p}
za zmienne z;; w B(G, x) aby otrzyma¢ B(x).

Oblicz uzywajac twierdzenia Storjohanna
0 = adj(B(x))us1) = (adj(B(x))ens1); =
= det(B(x)) (B(x) 'ent1),

Z. duzym prawdopodobienstwem
degx(vl) o ZU(M(Z))



Wazone dwudzielne skojarzenia
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Summary

PokazaliSmy

» algorytm dziatajacy w czasie O(Wn®) dla
problemu minimalnego pokrycia
wierzchotkowego w grafie dwudzielnym.

» algorytm dziatajacy w czasie O(Wn®) dla
problemu maksymalnych wazonych skojarzen
w grafie dwudzielnym.



Maksymalne skojarzenia przy
pomocy eliminacji Gaussa
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