Skojarzenia wazone w grafach
dowolnych



Plan

s Algorytm Edmondsa dla wazonych skojarzen,




Algorytm Edmondsa bez wag

Lemma 1 (O Sciaganiu cykli) Dla grafuG niech,

m M bedzie skojarzeniem w G,

m Z bedzie cyklem dtugosci 2k 4 1 zawierajacym k
krawedzi z M 1 roztacznym z resztq M.

Skonstruujmy nowy graf G' z G poprzez Sciagnigcie

Z. do jednego wierzchotka. Wtedy M’ = M — E(Z)

jest maksymalnym skojarzeniem w G" wttw gdy M
jest maksymalnym skojarzeniem w G.

Taki cykl nazywamy kielichem.



Algorytm Edmondsa

Niech G = (V, E) bedzie grafem oraz niech
w : E — 'R bedzie funkcja wagowa.

Niech 6(U) oznacza zbiér krawedzi miedzy U i
vV —Uu.

Kolekcja zbiorow () jest warstwowa gdy dla

U,V € () zachodzi U C V,badz V C U, badz
VvnNnu =0Qo.



Algorytm Edmondsa

Chcemy znalez¢ doskonate skojarzenie M o
najmniejszej wadze w(M).

Bedziemy konstruowac razem ze skojarzeniem
warstwowaq kolekcje () podzbioroéw V nieparzystej
licznosci oraz funkcje 7t : (3 — R spelniajaca:

i) m(Uu)>0 jezeliU € Q) oraz |U| > 3

(ii) Y 7(U) <w(e) dlakazdegoe € E.
UeQ), ecs(U)




Algorytm Edmondsa

Z warunkow tych wynika, ze
M)> Y m(Uu
ueQl

dla doskonalego skojarzenia M w G, gdyz

I CED HED SN

ee M ecM UeQ), ecd(U)
= Y rU)MnsU)| > Y n(u
Uue() UueQ)

M jest doskonatym skojarzeniem o najmniejszej
wadze jezeli zachodzi réwnosc.
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Algorytm Edmondsa

Dla () oraz 7t : () — R oraz krawedzi e
definiujemy:

wr(e) :=wle)— Y  =(U).

UeQ), eco(U)

Z warunku (ii) wynika, ze w,(e) > 0 dla
kazdegoe € E.

Niech E; oznacza zbior krawedzi e dla ktérych
wr(e) = 0 oraz niech G, = (V, E,).



Algorytm Edmondsa

W czasie dzialania algorytmu bedzie zachodzi¢
{v} € () dlakazdegov € V.

Poniewaz () jest warstwowy, to kolekcja (2"%*
maksymalnych w sensie zawierania zbioréw ()

tworzy podziat V.

Przez G' oznaczaé bedziemy graf otrzymany z
G poprzez Sciagniecie do wierzchotkow
zbiorow z ()"*:

G := G,/Q™.



Algorytm Edmondsa

Zbioér wierzchotkéw G’ to (V"**. Dwa
wierzchotki U, U" € Q)™ sa sasiednie wtw gdy
G, zawiera krawedz taczaca U i U’'. Krawedzie
w grafie G’ utozsamiamy z krawedziami w G.

Dla U € Q gdy |U| > 3, oznaczamy przez Hy
graf otrzymany z G, |U| (podgraf G,
indukowany przez U) poprzez Sciagniecie
maksymalnych w sensie zawierania
podzbioréw U nalezacych do ().



Algorytm Edmondsa

W algorytmie utrzymujemy:

s warstwowa kolekcje podzbioréw V,

s funkgje 77 : QO — N spelniajaca (i) i (ii),
» skojarzenie M w G/,

» dla kazdego U € ), |U| > 3, cykl Hamiltona
Cu W Hu p

s bedziemy gwarantowac, ze wszystkie
krawedzie M oraz Cy; sa ciasne wzgledem 7.

Zakladamy takze, ze G jest proste i ma
doskonate skojarzenie.



Algorytm Edmondsa

Na poczatku:
e ()= {{v}lv e V},

= 1({v}) =0,
s M = Q.

Niech X bedzie zbiorem wierzcholtkow G’
niekojarzonych przez M.



Algorytm Edmondsa

(1) G’ zawiera M-alternujaca Sciezke
(niekoniecznie prosta) z X do X zerowej
diugosci wzgledem w,.

= Jezeli P jest Sciezka prosta to jest to Sciezka
powiekszajaca wzgledem M, niech
M:=M®oDP.

= Jezeli P nie jest Sciezka to zawiera kielich.
Niech C bedzie jego cyklem. Dodajmy V(C)
do Q) ustalmy 7(V(C)) :=0, M := M — E(C),
oraz Cyc := C.



Algorytm Edmondsa

2) G’ nie zawiera alternujacej Sciezki X-X.

» Niech S (7)) to wierzchotki G’ do ktérych istnieje
alternujacy spacer X — U nieparzystej (parzystej)
diugosci.

» Niech r(U) := w(U) + ajezeli U € T, oraz niech
m(U) :=m(U) —ajezelil € S, gdzie « to
najwieksza wartos¢ zachowujaca (1) 1 (i1).

= Jezeli po tej zmianie dla pewnego wierzchotka
U € S takiego, ze |U| > 0 mamy 7t(U) = 0 to
usunmy U z (), rozszerzmy skojarzenie M

doskonatym skojarzeniem w Cy; — v, gdzie v to
wierzchotek Cy; skojarzony w M.




Algorytm Edmondsa

W przypadku (2) wartos¢ a jest dobrze

okreslona i niezerowa, poniewaz:

n ) e 7T(U) jest skoriczone bo istnieje co
najmniej jedno doskonate skojarzenie,

s oraz |T| > |S|, gdy M nie jest doskonatym
skojarzeniem.



Algorytm Edmondsa

[teracja koniczy sie gdy M jest doskonalym
skojarzeniem G’, wtedy uzywajac Cy
powiekszamy skojarzenie M do doskonatego
skojarzenia N w G takiego, ze

» w,(N) =0,
s [INNS(U)| =1dlakazdego U € Q.
Co daje rOwnosci wr:

—Yuezy ¥ o=

eeM ecM Ue), ecd(U)

Zn IMno(U)| > ZTC(U

UueQl ueQl



Algorytm Edmondsa

Z tego ze zbior () jest warstwowy wynika, ze
Q] <2|V].

Korzystajac z tego pokazemy, ze

Lemma 2 Algorytm wykona co najwyzej 2|V |?

iteracji.

= Jest co najwyzej 5| V| powiekszen skojarzenia.

» Obserwacja: Zaden zbiér U dodany do Q) nie
zostanie usuniety z () przed najblizszym
powiekszeniem skojarzenia.



Algorytm Edmondsa

m Po Sciagnieciu U w gratfie jest Sciezka
alternujaca parzystej dlugosci z X do U.

» Do momentu powiekszenia skojarzenia to sie
nie moze zmienié, o ile U nie zostanie
Sciagniete jeszcze raz w wiekszym kielichu.

» Czyli U nie znajdzie sie w S przed
powiekszeniem skojarzenia.

s Operagcji Sciggniecia 1 rozciagniecia kielichow
nie bedzie wiecej niz 2| V.



Algorytm Edmondsa

Jezeli nie Sciagamy kielicha w iteracji to

» istnieje krawedzZ etaczaca U € T z
wierzchotkiem W ¢ S dla ktorej w, zmienione
zostalo na 0.

m Jezeli W € T to po zmianie Tt mamy W € §
liczba wierzchotkéw nie w S U T sie
zmniejszyli.

m Jezeli W € T to w nastepnym kroku
zastosujemy przypadek (1).

s A zatem liczba wykonan przypadku (2) bez
wykonywania rozciagniecia cyklu jest co
najwyzej | V|.




Algorytm Edmondsa

Theorem 1 Nuajlzejsze doskonate skojarzenie moze
zostaé znalezione w czasie O(n*m).

Konstruujac explicite lasy naprzemienne tak jak
w algorytmie Edmondsa dla niewazonych
skojarzen mozemy poprawic ten czas do:

Theorem 2 Najlzejsze doskonate skojarzenie moze
zostaé znalezione w czasie O(n°).
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