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Skalowanie

Dany problem okreSlony parametrami y;.
= Rozwiaz problem dla y} = |4 ].

» Korzystajac z tego rozwiazania rozwiaz

problem dla v;.



Skalowanie

Dany problem okreSlony parametrami y;.
= Rozwiaz problem dla y} = |4 ].

» Korzystajac z tego rozwiazania rozwiaz

problem dla v;.

Rozwiazanie dla y; jest podobne do rozwiazania

dla Yi.



Metoda W egierska

Metoda wegierska dziata szybko je,zeli
zaczniemy od dobrego pokrycia
wierzchotkowego — wartosci dualnych.



Metoda W egierska

Metoda wegierska dziata szybko je,zeli
zaczniemy od dobrego pokrycia
wierzchotkowego — wartosci dualnych.

Zdetiniujmy
D= Y y—wM),
icluv

gdzie y; to wejSciowe pokrycie wierzchotkowe,
a M* do najciezsze doskonate skojarzenie.



Lemat o metodzie W, egierskie]

Niech f bedzie liczba wierzchotkéw wolnych w
aktualnym skojarzeniu. Niech A, bedzie suma
wartosci A z wykonanych krokéw metody
Wegierskie;.

Lemma 1 W kazdym kroku mamy

fAtot S D.



Dowod lematu

» Rozwazmy wage pokrycia wierzchotkowego

y(V) = Yicuwv Vi



Dowod lematu

» Rozwazmy wage pokrycia wierzchotkowego

y(V) = Lieuuv Vi
s Kazda zmiana wartosci dualnych zmienia

y(V') o co najmniej ¢A, gdzie g to liczba
wierzchotkéw wolnych kiedy zmiana miata
miejsce.

¢ jezeli 1 jest wolny to y; zmniejsza sie o0 A,

+ jezeli i jest skojarzony to krawedzia ij to

y; + y; sie nie zmienia.




Dowdd lematu c.d.

» Liczba wierzcholkéw wolnych moze sie tylko
zmniejszy¢ — po znalezieniu Sciezki
powiekszajacej, wiec ¢ > f.



Dowdd lematu c.d.

» Liczba wierzcholkéw wolnych moze sie tylko
zmniejszy¢ — po znalezieniu Sciezki
powiekszajacej, wiec ¢ > f.

» Catkowita zmiana y (V') do aktualnego stanu
algorytmu wynosi co najmnie;

Y GiNi > fY A= [



Dowdd lematu c.d.

» Liczba wierzcholkéw wolnych moze sie tylko
zmniejszy¢ — po znalezieniu Sciezki
powiekszajacej, wiec ¢ > f.

» Catkowita zmiana y (V') do aktualnego stanu
algorytmu wynosi co najmnie;

Y GiNi > fY A= [

» Z drugiej strony maksymalna catkowita
zmiana y(V)to D = Y .oy i — w(M*), czyli
f Atot S D.



Hopcroft Karp

Bedziemy uzywac algorytmu Hopcrofta Karpa
do powiekszania skojarzenia.

s Algorytm otrzymuje na wejsciu skojarzenie M
od ktorego rozpoczynane bedzie
wyszukiwanie,

» a zwraca najliczniejsze skojarzenie w gratfie.



Algorytm Gabowa

0. Jezeli wszystkie w;; = 0 to zwr6¢ dowolne

doskonate skojarzenie i pokrycie
wierzchotkowe y; = 0.

1. Znajdz najciezsze doskonate skojarzenie oraz
pokrycie wierzchotkowe dla grafu G w
ktc’)rym wi]' = L%J .

2. Niech M bedzie pustym skojarzeniem. Dla

kazdegoi € U niechy; = 2y; +1,adla
kazdego i € V niech y; = 2y;.



Algorytm Gabowa I

3. Powtarzaj co nastepuje dopoki M nie jest

doskonatym skojarzeniem:

3.1. Uruchom metode wegierska az znajdzie
Sciezke powiekszajaca.

3.2. Niech G, bedzie grafem réwnosciowym dla
y. Uzywajac algorytmu Hopcrofta Karpa
powieksz M do najliczniejszego skojarzenie
w Gy

4. Zwr6e M 1 pokrycie wierzchotkowe .



Algorytm Gabowa — Poprawno SC

Lemma 2 Algorytm Gabowa zwraca najciezsze
doskonate skojarzenie i najlzejsze pokrycie
wierzchotkowe.

» Krok 0 jest poprawny.
» Po kroku 2 otrzymujemy poprawne pokrycie
wierzchotkowe.

s W kazdym wykonaniu kroku 3 licznos¢
skojarzenie roénie.



Alg. Gabowa — Czas dziatania

W trakcie wykonania kroku 3 zachodzi
fAw < D.

Przeplot z HK nic nie psuje.

Pokazemy ze

Lemma 3 1
(1) Krok 3 wykonany jest mniej niz n2 razy.

(i1) Krok 3 wykonany jest co najwyzej ni razy dla
f > ni.



Alg. Gabowa — Czas dziatania

Niech M to najciezsze skojarzenie w G, a M* to
najciezsze skojarzenie w G.

Wtedy




Alg. Gabowa — Czas dziatania

Lemma 4 (i) Krok 3 wykonany jest mniej niz n
razy.

Policzmy ilos¢ krokow wykonanych dla:

n f > nz — z lematu mamy A4 < ? < na2.
Poniewaz w kazdym kroku A > 0, bo nie ma
Sciezek powiekszajacych zawierajacych sie w
grafie rownosciowym. Takich krokow jest
< na.

n f < n: — poniewaz kazdy krok kojarzy co
najmniej dwa wierzchotki, wiec tych krokow
jest < na.



Alg. Gabowa — Czas dziatania

Lemma 5 (ii) Krok 3 wykonany jest co najwyzej ni
razy dla f > ni,

Jezeli f > n1 to wtedy Ay < % < ni. Poniewaz

A > 1 to liczba krokow jest mniejsza niz i,



Alg. Gabowa — Czas dziatania

Lemma 6 (i) Krok 3 wykonany jest mniej niz n
razy.

Kazde uruchomienie metody wegierskiej

zajmuje O(m) czasu czyli wszystkie
uruchomienia zajmuja co najwyzej O(nzm)

CczasSu.



Alg. Gabowa — Czas dziatania

Lemma 7 (ii) Krok 3 wykonany jest co najwyzej ni

razy dla f > ni,

Algorytm HK dziata w czasie O(min(nz,a)m),
gdzie a to liczba znalezionych Sciezek
powiekszajacych. Na podstawie (i)

= kroki z f > n# zajmuja co najwyzej O(nnzm)

CZasSu.

r-l>|()-)

m krokiz f < n znajda co najwyzej - Sciezek

C)J

powiekszajacych wiec zajma O(nim) czasu.

-p.17/42



Alg. Gabowa — Czas dziatania

Liczba wywotan rekurencyjnych to |log W | + 2.

Theorem 1 Najciezsze doskonate skojarzenie w
grafie dwudzielnym moze zosta¢ znalezione w czasie

O(nimlog W).

Liczby w zapisie bitowym pokrycia
wierzchotkowego sa dtugosci O(log(nW)).



Alg. Gabowa — Czas dziatania

W kazdym z |log W | krokéw wartos$¢ pokrycia
zmienia sie¢ maksymalnieo < A < D < n. Czyli
w i-tym kroku wyniki

a1 < 2a;+1+mn,

czyli wynosi najwyzej

(zt1°8WJ+1 - 1) (n+1) < W(2n +2).



Alg. Gabowa-Tarjana

s Metoda Wegierska — najlzejsze Sciezki.
s Algorytm HK — najkrotsze Sciezki.

Jak znajdowac jednoczesnie wiele rozlacznych
wierzchotkowo Sciezek powiekszajacych, ktore
bylyby jednoczesnie krotkie 1 miaty matq wage?



Najlze|sze skojarzenia

Bedziemy szuka¢ najlzejszych doskonatych
skojarzen.

Po zmianie znakow wszystkich wag, najlzejsze
doskonate skojarzenia odpowiadajq
najciezszym doskonalym skojarzeniom w grafie
wejSclowym.

Najmniejsze pokrycie wierzchotkowe to
najciezsze pokrycie wierzchotkowe takie, ze dla
kazdej krawedzi vw mamy y, + v, < Wy



Definicje

1-dozwolone skojarzenie to skojarzenie M wraz
z wartoSciami pokrycia wierzchotkowego v,
takimi, ze dla kazdej krawedzi uv zachodzi,

Yo+ Yo < Wop + 1,

Yo + Y = Wy, jezeli vw € M.
1-optymalne skojarzenie to doskonate

skojarzenie, ktore jest 1-dozwolone.



Wiasciwo Sci

Lemma 8 Niech M bedzie 1-optymalnym
skojarzeniem
(a) Dla dowolnego skojarzenia P zachodzi
w(P) > w(M) — n.
(b) Jezeli pewne k, k > n, dzieli wszystkie koszty
w(e), to wtedy M jest najlzejszym doskonatym
skojarzeniem.



Wiasciwo Sci

(a)
w(M) =) w(uo)= ) y(v) <

uveM veluVv

< Y w(uv)+1=w(P)+n.

uveP

(b) Niech M* to minimalne skojarzenie, mamy
wtedy

w(M*) <w(M) <w(M*)+n,
czyli w(M) = w(M*).



Algorytm Gabowa-Tarjana

s Niech w(uw) = w(uw) x (n+1).
s Ustaw w(e) = 0, oraz y(v) = 0.

m Dlaiod 1dok wykonuj:
¢ dla kazdej krawedzi
w(e) =2w(e) + (i—ty bit w(e)),
+ dla kazdego wierzchotka y(v) = 2y(v) — 1,
¢+ znajdz 1-optymalne skojarzenie przy uzyciu
procedury scal e_mat ch.



Procedura scale _match

Procedura scal e mat ch
= zmienia koszty na

w(uv) = w(uv) —y(v) —y(u).
s wywoluje procedure mat ch do znalezienia
1-optymalnego skojarzenia M i pokrycia y*,
s dodaje y* do y.

m zwraca M 1y.

M iy to 1-optymalne skojarzenie dla w.



Procedura scale _match

Przed skalowaniem mamy
Yo+ Yu < Wow + 1,

Po skalowaniu mamy,

Yo+ Vo =200 — 142y, — 1 <

< 2Wop < 2Wyy + (i—ty bit Wyy ) = wy,,.

Czyli puste skojarzenie jest 1-dozwolone oraz

/ / /
wuv_yv_yw>0'



Procedura scale _match

Wartosci y; przekazane do mat ch saq > 0.

Z drugiej strony jezeli uv jest krawedzia
1-optymalnego skojarzenia M to po
przeskalowaniu

y'(u) +y'(v) =2y(u) +2y(v) —2 =
= 2w(uv) — 2 = w'(uv) — (i—ty bit W,,) — 2 >
> w'(uv) — 3.



Procedura match

Mamy wiec w’(uv) — y' (1) — y'(v) < 31iwaga
M w wagach po przeskalowaniu wynosi co
najwyzej 3n, czyli najlzejsze skojarzenie wazy
< 3n.

Pokazemy teraz procedure mat ch ktora przy
zalozeniach, ze wagi > 0 oraz, ze istnieje
skojarzenie o wadze < 3n znajduje najlzejsze
doskonate skojarzenie w czasie O(/nm).



Procedura match — definicje

Wago-dtugos¢ krawedzi e wzgledem skojarzenia
M niech bedzie
B 1 jesiw & M
wd(e) = w(e) + {O Wpp

Catkowita wago-dtugos¢ zbioru krawedzi S
wzgledem M to

wd(S) = SZ_de(e)— SZde(e),

to waga S plus liczba nieskojarzonych
krawedzi.



Procedura match — definicje

Powiemy, ze krawedz uv jest dozwolona jezeli
y(u) +y(v) = wd(uv), tzn. warunek
1-dozwolonosci zachodzi z ré6wnoscia.

Krawedzie skojarzone sa dozwolone.

Pokazemy, ze Sciezki powiekszajace skladajace
sie z dozwolonych krawedzi majq najmniejsza
catkowita wago-dlugosc.



Procedura match

Zainicjalizuj y, = 0 oraz M = @.

Powtarzaj dopoki M nie jest doskonate

1. Znajdz maksymalny zbiér A wierzchotkowo
rozlacznych Sciezek powiekszajacych. Dla
kazdej P € A, powieksz M wzgledem P, oraz
dla kazdego wierzchotka w € V N P zmniejsz

y(w) o 1.

2. Uzyj metody wegierskiej do zmiany wartosci
dualnych (zachowujac 1-dozwolonos¢) i
znajdz Sciezke powiekszajaca z dozwolonych
krawedzi.



M
(@)

Procedura match — poprawno

Kroki procedury match zachowujq
1-dozwolonos¢.

Kazde wywotanie metody wegierskiej tworzy
Sciezke powiekszajaca, ktora nastepnie zostanie
uzyta do powiekszenia skojarzenia. Czyli
ostatecznie doskonale skojarzenie zostanie
znalezione.

Procedure mat ch konczy dziatanie znajdujac
1-dozwolone skojarzenie.



Procedura match — czas dziatania

Dla dowolnego kroku algorytmu zdefiniujmy
» F to zbidr wierzchotkoéw wolnych w U,

» Ay suma wszystkich wartosci A z krokéw
metody Wegierskie;.

Zauwazmy, ze zmiany wartosci dualnych sa
takie, ze dla v € F mamy y(v) = Ay, oraz dla
wolnego wierzchotka w V mamy y(v) = 0.



Procedura match — czas dziatania

Niech M* bedzie najlzejszym doskonatym
skojarzeniem, a M aktualnym skojarzeniem.
/bior M @ M* sktada sie z Sciezek
powiekszajacych P, dla kazdego v € F, oraz
zbioru cykli naprzemiennych C,.

n+w(M")—wM)>wdM & M) =
=Y wd(P,) +) wd(Cy).

veEF



Procedura match — czas dziatania

Oszacujmy lewa strone tej nierOwnosci.
Rozwazmy Sciezke naprzemienna od u € U do
m € U, w ktorej u nalezy do krawedzi
nieskojarzonej a m do krawedzi skojarzone;.

Wtedy dla krawedzi vw ¢ M
y(v) +y(w) < wd(vw),
adlawn ¢ M



Procedura match — czas dziatania

Korzystajac z tej nierownosci dla wszystkich
par krawedzi na P otrzymujemy

y(u) < y(m) +wd(P).

Z nieré6wnosci tej wynika ze dla kazdego
naprzemiennego cyklu C,, mamy

wd(Cy) > 0.

Oraz dla Sciezki powigekszajacejz v € F do
t € V mamy

y(v) +y(t) < wd(Py).



Procedura match — czas dziatania

Poniewaz metoda wegierska utrzymuje
y(v) = Ayor oraz y(t) = 0, wiec Ayy < wd(Py) i

de —|—de ) > |F|Aor.

veF
Poniewaz ¢(M*) < 3n oraz c¢(M) > 0. Wiec
dn > n+w(M") —w(M).
Ostatecznie otrzymujemy

4n > |F|At0t.



Procedura match — czas dziatania

Jezeli pokazemy, ze kazde wykonanie metody
wegierskiej zwieksza Ay, to

= Co najwyzej 24/n + 1 iteragji jest wykonanych
dla |F| < 24/n, bo po kazdym wykonaniu
metody wegierskiej skojarzenie sie powieksza.

m Jezeli |F| > 2y/n to Ay < 24/n i takich iteragji
tez bedzie co najwyzej 24/1.



Procedura match — czas dziatania

Aby pokaza¢, ze kazde wywolanie metody
Wegierskiej zwieksza A, wystarczy pokaza¢, ze
zmienia ono wartosci dualne.

Mogloby ich nie zmieni¢ tylko wtedy gdyby
istniata przed jej wykonaniem naprzemienna
Sciezka P skladajaca sie z krawedzi
dozwolonych.



Procedura match — czas dziatania

Sciezka P przecina sie ze Sciezka znaleziona w
kroku 1 procedury mat ch. P zawiera

nieskojarzong krawedz vw taka, ze w nalezy do
Sciezki z kroku 1, a v nie, oraz w € V.

Ale po kroku 1 krawedz vw nie moze by¢
dozwolona bo v, jest zmniejszone,

Yo + Yo < Wey + 1.



Procedura match — czas dziatania

Kazde wykonanie petli w procedurze mat ch
zajmuje O(m) czasu.

s Wyszukiwanie maksymalnego zbioru
dozwolonych $ciezek zajmuje O(m) — tak jak
algorytm HK.

» Metoda Wegierska moze by¢ wykonana w
czasie O(m + nlogn) tak jak na éwiczeniach
tydzien temu. Mozna ten czas zmieni¢ na
O(m) zauwazajac, ze warto$ci w kopcu sa z
przedziatu 1,...,4n i zawsze rosna — kopiec
w tablicy.
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