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Skojarzenia online

Skojarzenie to niezalezny zbior krawedzi grafu.

Doskonate skojarzenie to skojarzenie zawierajace
wszystkie wierzchotki grafu.

Niech G(U, V, E) bedzie dwudzielnym grafem
na 2n wierzchotkach zawierajacym doskonate
skojarzenie.

Bedziemy rozwazac problem konstruowania jak
najwiekszego skojarzenia online.



Skojarzenia online

Zal6zmy, ze wierzcholtki U pojawiajq sie w
zadanej kolejnosci, a krawedzie sasiednie do
nich ujawniane sa w raz z ich pojawieniem sie.

Po pojawieniu sie wierzchotka u z U naszym
zadaniem jest zdecydowanie z jakim
wierzcholkiem v z V' go polaczymy.

Raz przydzielonego wierzchotka v nie mozemy
zmienic.

Naszym celem jest polaczenie wierzchotkow tak
aby rozmiar skojarzenia byt jak najwiekszy.
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Algorytm zachtanny

Algorytm zachlanny zawsze faczy wierzchotek
u z dowolnym wolnym wierzchotkiem z V.

Obserwacja 1 Algorytm zachtanny konstruuje
skojarzenie rozmiaru co najmniej .

Obserwacja 2 Dla kazdego deterministycznego
algorytmu istnieje scenariusz, w ktorym konstruuje
on skojarzenie rozmiaru co najwyzej .

Dowody na ¢wiczeniach.



Adaptacyjny przeciwnik

Adaptacyjny przeciwnik moze wybrac
kolejnos¢ pojawiania sie wierzchotkow i
krawedzi w zaleznosci od wyborow (i losowan)
algorytmu.

Obserwacja 3 Adaptacyjny przeciwnik, moze
zmusié, kazdy randomizowany algorytm do

skojarzenia co najwyzej 5 + O(log n) wierzchotkéw.

Dowodd na éwiczeniach.



Algorytm rankuj  acy

Nastepujacy algorytm nazwiemy algorytmem
rankujacym:

Inicjalizacja wybierz losowa permutacje V, tzn.
kazdemu wierzchotkowi przypisz losowa
range,

Kojarzenie kazdy pojawiajacy sie wierzchotek
u potacz z wolnym wierzchotkiem z V o
najwyzszej randze.



Algorytm rankuj  acy

Pokazemy, ze algorytm rankujacy kojarzy
(1 — 2)n wierzchotkéw w przypadku
nieadaptacyjnego adwersarza.

Wydaje sig, ze ten algorytm jest tak dobry jak
algorytm losowy, ale:

Obserwacja 4 Algorytm losowy zachtanny kojarzy
co najwyzej 5 + O(log n) wierzchotkow.

Dowodd na éwiczeniach.



Algorytm rankuj  acy

Po fazie inicjalizacji algorytmu mamy okreslone
porzadki na wierzchotkach:
s w U porzadek ich pojawiania sie,

s w V losowy porzadek wybrany przez
algorytm.

Niech Ranking(c) oznacza uruchomienie

algorytmu dla porzadku na V zadanego przez
.

Niech m* : V — U oznacza doskonate
skojarzenie.



Algorytm rankuj  acy

Lemat 5 Ustalmy u € U oraz niech v = m*(u).
Jezeli v nie jest skojarzone przez Ranking(c), to u
jest skojarzone przez Ranking(c) do wierzchotka v’,
ktorego ranga o (v') jest mniejsza niz t = o (v).

Jezeli v nie jest skojarzone przez Ranking(c), to
W momencie Swojego pojawilania sie 1 ma
dostepnego sasiada, bo v jest jednym z nich.

u musi zostac skojarzone do sasiada o mniejsze;
randze niz v.



Algorytm rankuj  acy

Lemat 6 Niech u € U oraz v = m*(u). Niech o’
bedzie permutacja, oraz niech o; bedzie permutacja
otrzymanq z o’ poprzez usuniecie v i dodanie go na
pozycji i. Jezeli v jest nieskojarzone przez
Ranking(c’), to dla kazdego i, wierzcholek u jest
skojarzony przez Ranking(c;) do wierzchotka v;,

ktorego ranga o;(v;) wynosi co najwyzej t = o’ (v).

Niech m’ = Ranking(c’) oraz niech
m; = Ranking(o;).



Algorytm rankuj  acy

Skojarzenia m' oraz m;, jezeli nie sa identyczne,
to r6znia sie wzdluz jednej Sciezki alternujacej p
zaczynajacej sie w v krawedzia z m;.

Co wiecej, mozemy zauwazy¢, ze wierzchotki V
na Sciezce p pojawiaja sie w kolejnosci
rosnacych rang.

Dlatego m; kojarzy u do wierzchotka v;, ktérego
ranga jest 0;(v;) < 0;(v'), gdzie v' = m'(u).



Algorytm rankuj  acy

Z definicji 0; wiemy, ze |0;(v") — o/ (¢")]| < 1.
Z Lematu B wiemy, ze ¢’ (v') < t.
Dlatego mamy 0;(v;) < 1+ t.

Z catkowitosci otrzymujemy, ze 0;(v;) < t.



Algorytm rankuj  acy

Lemat 7 Niech x; oznacza prawdopodobieristwo, zZe
dla o wierzchotek V rangi t jest skojarzony przez

Ranking(c), wtedy 1 — xy < L3, -, xs.

Zanim udowodnimy ten lemma pokazemy jak z
niego wynika:

Twierdzenie 8 Algorytm rankujacy ma
wspotczynnik kompetytywnosci wynoszaqcy
asymptotycznie 1 — 1 ~ 0.63.



Algorytm rankuj  acy

Poniewaz grat G zawiera doskonate
skojarzenie, to wspolczynnik kompetytywnosci
jest rowny infimum z

Zdefiniyjmy S; przez:

St:: 2:; Xs.

1<s<t



Algorytm rankuj  acy

Z Lematu [/ otrzymujemy, ze:

1
1—|‘St—1§5t (14—;).

Mozemy teraz zauwazy¢, ze infimum jest nie
mniejsze niz gdy wszystkie nierdwnosci
zachodza z rownoscia. Oznacza to, ze:

dla kazdego t.



Algorytm rankuj  acy

Wspolczynnik kompetytywnosci wynosi wiec
CO najmniey:




Algorytm rankuj  acy

Wr6émy do dowodu Lematu [7.

Majac dana losowa permutacje o, zdefiniujmy

nowa losowa permutacje ¢’ otrzymana z ¢

poprzez:

» wybranie wierzcholka v z V' z rozkladem
jednostajnym,

m wyjecie v z ¢ 1 wlozenie go tak by jego ranga
wynosila t.

Rozwazmy skojarzenie m’ otrzymane przez
Ranking(c”).



Algorytm rankuj  acy

Niech u bedzie takie, ze v = m*(u).

Z Lematu 6l zastosowanego do 0; = o wiemy, ze
jezeli v nie jest skojarzone przez Ranking(c’), to
u jest skojarzone przez Ranking(c;) do
wierzchotka 7 takiego, ze 0(7) < t.

Prawdopodobienstwo, ze v nie jest skojarzone
przez Ranking(c’) wynosi 1 — x;.



Algorytm rankuj  acy

Niech R; oznacza zbior wierzchotkéw z U, ktore
zostaly skojarzone w algorytmie do
wierzchotkéw z V' o randze mniejszej rOwnej ¢.

Innymi stowy pokazaliSmy, ze jezeli v nie jest
skojarzone przez Ranking(c’) to u € R;.

Zauwazmy, ze u jest niezalezne of 0, a wiec
takze od R;.

Dla danej permutacji ¢ prawdopodobienstwo,

R
ze u € Ry wynosi — R



Algorytm rankuj  acy

Z drugiej strony wiemy, ze:

t

E;[|R]] = ) xs.

s=1

Otrzymujemy wiec, ze

Co koriczy dowdd Lematu [/



Dolne ograniczenie

Niech graf T bedzie gratem dwudzielnym, w
ktorym u jest potaczone z v wttw u < v.

Zalozmy tez, ze wierzchotki z T pojawiajq sie w
odwroconej kolejnosci.

Twierdzenie 9 (Cwiczenia) Rozmiar skojarzenia
wygenerowany przez dowolny algorytm jest
ograniczona z gOry przez oczekiwany rozmiar
skojarzenie wygenerowanego przez algorytm losowy
na grafie T.



Dolne ograniczenie

Twierdzenie 10 Oczekiwany rozmiar skojarzenie
wygenerowanego przez algorytm losowy na grafie T

wynosi n(1— 1) + o(n).

Zalozmy, ze zostalo na jeszcze | wierzchotkow z
V gdy pojawia sie k wierzchotek z U.

Wtedy te | wierzchotkéw V jest losowym
podzbiorem pierwszych n — k +1
wierzchotkow.




Dolne ograniczenie

Niech y(t) bedzie zmienna losowa oznaczajaca
liczbe dostepnych wierzchotkéw w V' gdy
pojawia sie t'ty wierzchotek z U.

Wartos¢ y(t) moze zmale¢ o:
s 2jezeli t + 1 wierzchotek byt dostepny,

s 1 w przeciwnym przypadku.

Poniewaz zbior dostepnych wierzchotkow z V
jest losowy, to

oy -1y -1
n—t y(t) n—t

ElAy(t)] =



Dolne ograniczenie

Zgodnie z Twierdzeniem Kurtza przy n
dazacym do nieskorficzonosci, wartosci

oczekiwane sa bliskie rozwiazaniu rOwnania
rozniczkowego:

d_y — 1 y—1
dt n—t
Rozwiazujac to rOwnanie otrzymujemy:

y=1+(n—1t) (”_1 1n"_t).

n n




Dolne ograniczenie

Wstawiajac y = 11rozwiazujac na x
otrzymujemy, ze x = n (1 — 1) + o(n).

Algorytm rankujacy jest wiec 1 — 2
kompetytywny.

Zrobimy teraz to samo dla aukgji online.



Aukcje online

Rozwazymy model, w ktérym wyszukiwarka
otrzymuje oferty oglaszajacych oraz ich
maksymalny dzienny budzet.

W ciagu dnia uzytkownicy wykonujaq pewne
wyszukiwania, a oglaszajacy sa przypisywani
slotom reklamowym, oraz obciazani oferta jaka
zglosili.

Zakladamy, ze kazda strona ma tylko jeden slot.

Naszym celem jest zmaksymalizowac zysk bez
przekraczania budzetow graczy.

-p.27/40



Aukcje online

Niech n bedzie liczba oglaszajacych, a m niech
bedzie liczba stow kluczowych.

Zakladamy, ze gracz j zglasza oferte b;; za stowo
1 oraz catkowity budzet B;.

Zakladamy, co wiecej, ze b;; < B;.

Zakladamy, ze wyszukiwarka zna r; liczbe
zapytan o i'te stowo kluczowe.



Aukcje online

Mozemy zapisac nastepujac program liniowy:

max

Vlgigm

Vi<j<n

Vi<i<mi<j<n

-p.29/40



Aukcje online

Program dualny natomiast jest nastepujacy:

n m
min Z B]"B]' —+ Z Vil
=1 i—1

<i<mi<j<n &+ bijBi > bij
Vicj<n  Bj =0
Vi<icm & > 0.
Gracz j jest przypisany stowu i jezeli
(1= Bj)bij = maxy<x<n(1 — Br)bix-



Aukcje online

Za kazdym razem gdy pojawia sie
wyszukiwanie o stowo i wyszukiwarka
przypisuje miejsce ogloszeniowe graczowi j o
najwiekszym b;;(1 — B;).

Innymi slowy oferta gracza j jest przeskalowana
w dot przez 1 — B;.

W ten sposéb powstaly przydziat ogloszen
bedzie optymalny.



Aukcje online

Co zrobi¢ jednak gdy nie znane nam sa wartosci
ri.

Mozemy sprobowac przypisywac zachtannie,
tzn. przypisywac ogloszenia graczom, ktorzy
daja najwieksza oferte i nie wyczerpali jeszcze
swojego budzetu.

Algorytm zachlanny jest co najmniej i co
najwyzej 1/2 kompetytywny:.

Czy mozemy to zrobic¢ lepiej?



Aukcje online

Niech ¢(x) =1 —e* 1.

Niech f; oznacza ulamek budzetu jaki wydat
dotychczas gracz j.

Algorytm rozmywajqcy przypisuje ogloszenie
graczowi o najwyzszym b;;¢( f;).

Twierdzenie 11 Wspdtczynnik kompetytywnosci

. . 1
algorytmu rozmywajacego wynosi 1 — .



Aukcje online

Niech k bedzie dostatecznie duza liczba...

Powiemy, ze ogtaszajacy jest typu j jezeli wydat
budzet w utamku z przedziatu (7, 1].

Niech s; oznacza catkowity budzet graczy typu

]-

Niech w; bedzie catkowitym wydatkiem graczy
z utamku budzetu (72, 1].



Aukcje online

Zdefiniujmy tez dyskretna wersje funkcji ¢:

D(s) =1 — (1 = %)k

mozemy zauwazyc¢, ze jak k dazy do
nieskoniczonosci to ®(s) — ¢(7).

Niech OPT bedzie optymalnym rozwigzaniem
offline.

Dla prostoty zat6zmy, ze optymalne
rozwiazanie wydaje cale budzety wszystkich
gTraczy.



Aukcje online

Lemat 12 Na koniec dziatania algorytmu zachodzi:

k k
D(i)s; < Z D (i)w;.
i=0 i=0

Rozwazmy moment czasu gdy pojawi sie
zapytanie g.

Zalozmy, ze OPT przypisuje g graczowi, ktory
ma typ ¢, a ktérego typem na koniec dziatania
algorytmu jest t'.



Aukcje online
Niech b, oraz by, bedzie optata jaka dostaje
OPT ialgorytm od graczy za g.

Niech i bedzie typem gracza, ktoremu algorytm
przypisuje 4.

Wtedy mamy:
D(t")bopr < P(t)bopr < D(i)bgss

Sumujac po wszystkich zapytaniach

otrzymujemy teze lematu.



Aukcje online

Korzystajac z tego lematu udowodnimy teraz
twierdzenie.

% Yok sj, a z lematu:

Z. definicji wiemy, ze w; i

VAN



Aukcje online

Otrzymujemy, wiec:

Jak k dazy do nieskoriczonosci to
®(0)=1— (1-1)"dazydo1—1.

A wiec lewa strona dazy do (1 — 1)OPT.

Natomiast, prawa strona jest rowna dokladnie
zyskowi algorymu.

- p.39/40



Aukcje online

Problemy otwarte:

» budzety nigdy nie sa "twarde”,

» budzety uzywane sa przez graczy aby
wyrazic ich preterencje wzgledem dlugosci
trwania kampanii,

= co z klikaniem przez roboty i przeciwnikow?
= modele z wieloma wyszukiwarkami,

» nie analizowaliSmy zupelnie strategii graczy,
m CO z problemem wyznaczania klikalnosci?
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