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Troche zadan kombinatorycznych

. na ile sposobéw mozna siedmiu stojacych na peronie pasazeréw umiescié

w trzech wagonach?

. Na szachownicy o wymiarach n x n umieszczamy 8 nierozréznialnych wiez

szachowych tak aby zadne dwie nie bily si¢. Na ile to mozna zrobi¢ spo-
sobow? Jak zmieni sie liczba sposobdw jesli zalozymy, ze wieze sa rozréz-
nialne?

Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 24 studentéw na dwie dwunastoosobowe
grupy podczas kolokwium?

. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ piecioosobowa delegacje z klasy liczacej

11 chlopcéw i 13 dziewczynek, tak by w sklad delegacji wchodzilo wiecej
chtopcéw niz dziewczynek?

Ile jest mozliwoéci ustawienia 24 osobowej klasy w szeregu tak, by kazdy
uczen stal na miejscu o numerze k, gdzie k > n — 3, za$ n oznacza numer
ucznia na liScie w dzienniku.

Na ile sposobéw mozna wybra¢ 13 kart z 52-kartowej talii tak, by w pew-
nym kolorze mie¢ 7 kart, za§ w pozostatych po dwie karty?

Gramy w pokera talia 24 kartowa. Na ile sposobdéw mozna otrzymadé .z
reki” 5 kart stanowiacych

a) pare
b) dwie pary

g) pokera?

Tle réznych (niekoniecznie sensownych) stéw 12 literowych mozna utozyé
permutujac litery stowa DEGRENGOLADA?

Na ile sposobéw mozna wybraé trzy rézne wierzchotki 12 kata foremnego
by tworzyly one trojkat prostokatny? A rozwartokatny?

Na ile sposobéw mozna rozdaé¢ 28 kostek domina czterem graczom?

Na ile sposobéw mozna umieéci¢ N listéw w N zaadresowanych kopertach
tak, by zaden nie trafil do wladciwego adresata?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 1

. Dana jest przestrzen probabilistyczna (2, F, P), gdzie Q jest zbiorem prze-

liczalnym i F = 2% Udowodnij, ze istnieja liczby p, > 0, > cqpw = 1
takie, ze P(A) = ) 4 P dla wszystkich A € F.

Opisaé wszystkie przestrzenie probabilistyczne z przeliczalnym zbiorem
zdarzen elementarnych ).

Udowodnij, ze kazde nieskoniczone o-cialo jest nieprzeliczalne.
Udowodnij nastepujace tozsamosci
(lim sup An)l = lim inf(A;), (lim inf An)/ = lim sup(A;L)7
liminf A,, C limsup 4,, limsup(A,, U B,,) = limsup A,, Ulimsup B,
limsup A, Nliminf B,, C limsup(A, N B,,) C limsup A,, Nlimsup B,

A, /Alub A, \, A to A =limsup A,, = liminf A,,.

Wykaz, ze jesli A, = (—o0,x,) oraz x = limsupz, to limsup 4, =
(=00, z) lub (—o0, 2] oraz oba te przypadki moga zajsé.

Udowodnij, ze nastepujace dwie pseudometryki na F

p1(4, B) = P(AAB)

(A By | PlioE S P(AUB) >0
’ 0 jesli P(AUB) =0

spelniaja warunek tréjkata.

Rzucamy moneta dopdki nie wypadna dwa orty pod rzad. Znalezé praw-
dopodobienstwo, ze rzucimy dokladnie k razy.

Klasa liczy 15 uczniéw, na kazdej lekcji do odpowiedzi jest losowany jeden
uczen. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazy uczen
bedzie przepytany.

W szafie znajduje si¢ n par butéw, na chybil trafit wybieramy z nich 2k
butéw przy czym 2k < n. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wéréd wylosowanych butéw jest conajmniej jedna para,

b) wéréd wylosowanych butéw jest dokladnie jedna para.

Roztrzepana sekretarka rozmiescita losowo N listéw w N uprzednio za-
adresowanych kopertach. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie
k listow trafilo do wtasciwej koperty.

W n rozréznialnych urnach umieszczono w sposéb losowy k rozréznialnych
kul. Oblicz prawdopodobienstwo p,,(k,n), ze dokladnie m urn pozostanie
pustych 0 < m < n — 1. (Wskazdéwka: policz najpierw po(k,n)).
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 2

Na loterii jest 10 loséw wygrywajacych, 100 przegrywajacych i 1000 upraw-
niajacych do kolejnego losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo wygra-
nia?

. 7Z talii 24 kartowej losujemy 5 kart bez zwracania. Oblicz prawdopodo-

bienistwo, ze wylosowaliémy doktadnie 3 asy jesli wiadomo, ze
a) mamy conajmniej jednego asa

b) mamy asa czarnego koloru

¢) mamy asa pik

d) pierwsza wylosowang karta jest as

e) pierwsza wylosowana karta jest czarny as

f) pierwsza wylosowana karta jest as pik.

(schemat urnowy Polya) Urna zawiera b kul bialych i ¢ kul czarnych.
Wykonujemy kolejno nastepujace doswiadczenie: losujemy z urny kule,
a nastepnie wkladamy ja z powrotem do urny, a wraz z nia doktadamy
do urny a kul tego samego koloru. Udowodnij, ze prawdopodobienstwo

wylosowania w n-tym losowaniu kuli bialej jest bic.

. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana rodzina ma n dzieci jest rowne

1=y > apt=1-7& n=0

{ap” n=12...
Pn =
P

Zaktadajac, ze wszystkie 2™ rozktadéw plci dzieci w rodzinie o n dzieciach
jest réwnoprawdopodobne oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybra-
na rodzina ma

a) conajmniej jedna corke

b) dokladnie jedng cérke?

¢) Losowo wybrana rodzina ma przynajmniej jedna corke, jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze jest ona jedynaczka?

Dwaj gracze rzucaja symetryczng monety az pojawi sie ciag OOO lub
ORO. Jedli najpierw pojawi sie OO0 wygrywa gracz A, jesli ORO gracz
B.

a) Udowodnij, ze z prawdopodobienistwem 1 gra sie zakonczy

b) Jakie sa szanse, ze gre wygra gracz A?

Dwaj gracze graja w orla i reszke moneta symetryczna. Jedli wypadnie
orzel gracz A placi B 1 zl., jesli reszka to B ptaci A 1 zt. Gra si¢ koniczy,
gdy ktory$ z graczy zostanie bez pieniedzy. Na poczatku gry gracz A ma
azl., a B bzl

a) Oblicz prawdopodobiefistwo, ze gre wygra gracz A.

b) Jak zmieni sie to prawdopodobiefistwo, jesli moneta jest sfalszowana
tzn. orzel wypada z prawdopodobiefistwem p # 1/27

Udowodnij, ze nie istnieje prawdopodobienstwo okreslone na wszystkich
podzbiorach Z; takie, ze dla wszystkich k, P(Ag) = 1/k, gdzie Ay jest
zbiorem liczb podzielnych przez k.

Zalézmy, ze kola rozltaczne B(z;,r;) sa zawarte w pewnym prostokacie
oraz pokrywajg ten prostokat z doktadnoscig do zbioru miary 0. Wykaz,
ze Y, T = 00.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 3

. Podaj przyklad rodziny zbioréw A oraz dwu miar probabilistycznych po-

krywajacych sie na A, ale nie na o(A).

. Udowodnij, ze dla dowolnych zdarzen probabilistycznych

a) PUIZy Ai) = 35 (D Vi e cinn P(Ai NN Ay

b*) P(U?:l A;i) < Z;cn:1(_1)k_1 Z1<i1<...<ikgn P(Ai;, N...NA;) dlam
nieparzystych

) P(Ur, 4i) = >, (—1)F! Zl<i1<...<ik§n P(A;, N...NA;,) dlam
parzystych.

Wykaz, ze jedli zdarzenia A; sa parami niezalezne oraz »_ .- P(4;) = oo
to P(limsup 4;) = 1.

. Na kiju dhugosci I wybrano na chybil trafit 2 punkty i w tych punktach

przetamano kij. Oblicz prawdopodobienstwo, ze z otrzymanych 3 kawal-
kéw mozna zbudowaé trojkat.

. (Igta Buffona) Igte o dlugosci I rzucono w sposéb losowy na plaszczyzne z

zaznaczonymi liniami réwnolegtymi. Odleglo$é miedzy sasiednimi liniami
wynosi d > [. Oblicz prawdopodobienstwo, ze igla przetnie ktoras z linii.

Wielokat wypukty o $rednicy mniejszej niz d rzucono na plaszczyzne poli-
niowana jak w poprzednim zadaniu. Oblicz prawdopodobienistwo, ze wielo-
kat przetnie ktéras z linii.

Udowodnij, ze w definicji niezaleznosci n zdarzen kazde z 2" —n—1 réwnan
jest niezbedne (tzn. jesli odrzucimy jedno z réwnan to istnieja zdarzenia
zalezne spelniajace wszystkie pozostale réwnania).

. Dla A € F zdefiniujmy A = Ai A~* = A". Udowodnij, ze dla dowolnych

Ay,..., A, € Fiey,...,en € {—1,1} zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne
wtedy i tylko wtedy gdy zdarzenia AT, ..., A" sa niezalezne.

. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w schemacie Bernoulliego w n prébach

i prawdopodobienstwu sukcesu w pojedynczej probie rownym p bedzie
parzysta liczba sukcesow.

Dwaj gracze rzucaja symetryczna monetg n razy, jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze otrzymaja te samg liczbe ortéw?

Rzucamy wielokrotnie parg symetrycznych kosci. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze suma oczek rowna 7 wypadnie przed sumg oczek 8.

Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 w ciggu niezaleznych rzutéw
moneta wystapi kazdy skonczony ciag zlozony z ortéow i reszek.

Zdarzenia Aj, As,... sa niezalezne i maja réwne prawdopodobienstwa.
Jaka jest szansa, ze zajdzie nieskoniczenie wiele spoéréd zdarzen A;7
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 4

Niech F : R — [0,1] bedzie prawostronnie ciagla niemalejaca funkcja
taka, ze F'(00) = 1 oraz F'(—oo0) = 0. Na odcinku [0, 1] z miara Lebesgue’a
skonstruuj zmienna losowa, ktéra ma dystrybuante F'.

Wykaz, ze dwie ograniczone zmienne losowe X,Y sa niezalezne wtedy i
tylko wtedy gdy E(X"Y™) = EX™EY™ dla dowolnych liczb naturalnych

nim.

Zalézmy, ze (E,E) jest przestrzenia mierzalna oraz A pewna klasa pod-
zbioréw E taka, ze o(A) = £. Niech X,Y bedg zmiennymi losowymi o
wartosciach w (F, ) takimi, ze P(X € A) = P(Y € A) dla wszytkich
A € A. Wykaz, ze powyzsze zalozenia nie implikuja rownosci rozktadéw
XiY.

. a) Pokazaé, ze funkcje Rademachera r,(z) = sgn(cos(2"nz)) sa niezalez-

nymi zmiennymi losowymi w ([0, 1], B([0,1]), |.])

b) dlat € [0,1]in =1,2,... niech X,,(t) oznacza n-ta cyfre rozwiniecia
dwéjkowego liczby t (w przypadku dwu rozwinieé wybieramy np. to ze
skoniczong liczba 1). Udowodnij, ze X7, Xs, ... sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi w ([0, 1], B([0, 1]), |.])-

Niech €1,¢9,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich,
ze P(e; = £1) = L (zob. zad. 4.). Dla skoficzonych podzbioréw A liczb
catkowitych dodatnich zdefiniujmy funkcje Walsha
- HieA E; Jeéll A 75 1]
“’A{ 1 jesli A =0

a) znajdz rozklad wy
b) wykaz, ze wa, wp sa niezalezne gdy A # B. Czy wa,wp, we musza byé
niezalezne dla réznych indeksow A, B, C'?

Niech Xjq,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie z ciaglta dystrybuanta F. Dla w € Q niech X{(w),..., X} (w)
bedzie ustawieniem X;(w),...,X,(w) w porzadku rosnacym X;(w) <
X5 (w) <... < X} (w) (czyli w szczegdlnodei X7 = min(Xy, ..., X,), X} =
max(Xi,...,Xy). Znajdz dystrybuante X; dla k =1,...,n (X} nazywa-
my k-ta statystyka porzadkowa ciagu Xi,...,X,)

Niech Xi(j), 1<i< nj,j=1,2,... bedg niezaleznymi zmiennymi losowy-
mi, a f; funkcjami mierzalnymi na R™ . Czy zmienne f;( X, ... 7X,(l]j)),

j=1,2... sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnij.

Zal6zmy, ze X,Y zmienne losowe takie, ze X jest o(Y)-mierzalne tzn.
o(X) C o(Y).Udowodnij, ze istnieje ¢ : R — R mierzalna taka, ze X =
p(Y).

Niech X7, Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych rzeczywistych zmiennych
losowych. Okre$lmy
Y :=limsup X,,, Z :=liminfX,.

n— oo n—0oo
Udowodnij, ze Y i Z sa zdegenerowanymi zmiennymi losowymi tzn. istnieja
¢,d € RU{*o0} takie, ze P(Y =¢) =P(Z =d) = 1.
Czy na odcinku [0, 1] istnieja dwie niestale funkcje ciagle, bedace nieza-
leznymi zmiennymi losowymi wzgledem miary Lebesgue’a?



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 5

1. Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie geome-
trycznym z parametrami odpowiednio p i r. Oblicz P(X < Y).

2. Rozwiaz zadanie j.w., ale w przypadku gdy X i Y maja rozklad wyktad-
niczy z parametrami A i p.

3. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, przy czym dystrybuanta X jest cig-
gla. Wykaz, ze P(X =Y) =0.

4. Na skrzyzowaniu ulic na pewnym kierunku $wiatlo czerwone $wieci sie
2 minuty, za$ $wiatlo zielone 1 minute (zakladamy, ze nie ma $wiatla
z6ltego). W losowym momencie samochdd przyjezdza na skrzyzowanie,
oznaczmy przez X diugos$é oczekiwania na swiatlo zielone.

a) Znajdz rozklad X
b) ZnajdZ warto$¢ oczekiwang i wariancje X.

5* Niech X bedzie ,niestarzejaca sie zmienna losowa” tzn.
Viss>oP(X > s+ t|X > s) =P(X > t)

(zakladamy, ze P(X > t) > 0 dla wszystkich t). Udowodnij, ze X ma
rozktad wyktadniczy.

6* Niech 1,&9,... beda niezaleZznymi symetrycznymi zmiennymi losowymi
Bernoulliego tzn. P(e; = £1) = 1/2. Jaki rozklad ma zmienna X =
Yt 27

7. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, ..., a,
E(Z aiai)‘l < 3(E(Z aiai)Q)Q,
i=1 i=1

gdzie €1, .. .,e, sa takie jak w poprzednim zadaniu. Wykaz, ze stalej 3 nie
mozna poprawic.

8* Roztrzepana sekretarka umiescita w sposéb losowy N listéw w N uprzed-
nio zaadresowanych kopertach. Niech X oznacza liczbe listéw, ktore trafity
do wtasciwej koperty. Znajdz warto$¢ oczekiwang i wariancje X.

9* Niech F bedzie dystrybuantg pewnej zmiennej losowej X. Udowodnij, ze
jesli F jest funkcja rézniczkowalna w kazdym punkcie, to X ma rozktad

ciagty.
10* Przy oznaczeniach jak w zadaniu 7 wykaz, ze dla wszystkich ¢ > 0
n /2
P(| ;ai€i| >1) < 2exp(—m).
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 6

. Urna zawiera N kul w tym b kul biatych. Losujemy z urny bez zwracania

n kul (n < N) i definiujemy zmienna losowa X jako liczbe wylosowanych
kul biatych. Oblicz warto$¢ oczekiwana i wariancje X.

Oblicz warto$é oczekiwang i wariancje rozkladu gamma T'(«, 3).

Niech X bedzie mial rozktad A/(0,1). Oblicz E|X|P dlap € R, jak wyglada
ta liczba dla p naturalnych?

X jest rzeczywista zmienng losowa, udowodnij, ze

(o ]
E|X P :p/ tPTIP(|X| > t)dt.
0

Rzeczywista zmienna losowa X spelnia E|X|P < oo, udowodnij, ze

Jim #7P(|X] > £) = 0.

(Nieréwnosé Chinczyna) Zmienne £1,¢es, ... sa niezaleznymi Rademache-
rami tzn. P(g; = £1) = % Udowodnij, ze dla dowolnego p > 0 istnieje
stala C}, < oo zalezna tylko od p taka, ze dla dowolnych liczb a1, ag, ..., a,
n n
(Bl aies)/P < Cpy | D a2
i=1 i=1
X jest nieujemna zmienna losowa, udowodnij, ze dla A € (0,1)

2 (EX)?
EX?

P(X > AEX) > (1 \)

Niech (g;) beda jak w zadaniu 7. Wykaz, ze istnieje stala uniwersalna ¢ > 0
taka, ze dla dowolnych liczb a1, as,...,a,
%) P(| 30 aieil > 5/ 212 a7)

> c
b*) P(| 30 aieil > Vi, 6F) > c.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 7

. a) X ~ N(a,0?), jaki rozklad ma bX + c dla b,c € R?

b) X ~ N(0,1), znajdz rozktad eX (tzw. rozktad lognormalny).
¢) X,Y niezalezne zmienne losowe o rozktadzie N/ (0,1), jaki rozktad maja
zmienne X + Y, X — Y czy sa niezalezne?

Zmienne X i Y sa niezalezne i majg rozklad jednostajny na przedziale
[0, 1]. Jaki rozklad maja zmienne X + Y oraz X2 + Y?2?

X,Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie eksponencjalnym
z parametrami A i p, znajdz rozklad zmiennej X/Y.

. Jaki rozklad ma zmienna X — Y, jedli X i Y sa niezaleznymi zmiennymi

losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadniczym?

Niech X7, Xo, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o wspdl-
nym rozktadzie Exp(\). Zdefiniujmy Sp = 0,51 = X1,5 = X1 + Xo, .. ..
Dla ¢t > 0 niech N; = sup{n : S, < t}. Wykaz, ze N; ma rozklad Poissona
z parametrem \t.

X,Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Cauchy’ego z pa-
rametrami hj i hy, udowodnij, ze X 4+ Y ma rozkltad Cauchy’ego z para-
metrem hy + hy (inaczej jesli X, Y niezalezne o standardowym rozkladzie
Cauchy’ego to h1 X + haY ~ (hy + h2)X).

Niezalezne zmienne losowe X, Y przyjmuja wartosci w T ={z € C : |z| =
1}. Co mozna powiedzie¢ o rozktadzie XY jesli X ma rozklad jednostajny
na 17?7

Xo, X1, ... saniezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
z ciagla dystrybuanta. Niech N = inf{n : X,, > Xo}. ZnajdZ rozklad N i
oblicz EN.

Udowodnij, ze dla 0 < A < % rozklad Y07 | A"e, nie jest ciagly (e1,e2,. ..
sa niezaleznymi zmiennymi takimi, ze P(e; = +1) = 1/2).

Niech Z bedzie zmienna losowa Cauchy’ego z parametrem 1. Udowodnij,
ze zmienne
27 37 — 73

Zy= " Zyg= " ... Zn:(l
2 1_ 72’ 3 1_3272° )

maja rozkltad Cauchy’ego.
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. Rzucamy 10 razy symetryczna moneta. Niech X oznacza laczna liczbe

ortéw, zad Y liczbe ortéw w pierwszych czterech rzutach. Znajdz E(X|Y)
oraz E(Y|X).

Zmienne losowe X,Y sg niezalezne o tym samym rozkladzie. Udowodnij,
ze

X+Y
E(X|X +Y) =E(Y|X +Y) = ;r pon.
Niech X, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspélnym roz-

ktadzie oraz Sy, = X7 + Xo + ...+ Xg. Znajdz dlai,n > 1

E(Xz|Sna Sn+17 .o ) = E(XAJ(STH Sn+1, .o ))

Znajdz przyktad zmiennych losowych X,Y, ktore nie sg niezalezne, ale
E(X|Y)=EX.

Wektor losowy (X,Y) ma gestosé

oe.y) = et jedli x> 0,y > 0
’ 0 w przeciwnym przypadku

Znajdz E(X|Y).

X jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem 1, za$
Y - zmienna losowa taka, ze jesli X = z, to Y ma rozklad wykladniczy z
parametrem X.

a) Znajdz rozklad Y,

b) Oblicz P(X > r|Y).

X1, Xs,...,X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jedno-
stajnym na przedziale [0, a], oblicz E(X;|max(X1,...,X,)).
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. Niech P bedzie miarg probabilistyczn@ na (R2 B(RQ)) 7z gestoscia f(x,y)

wzgledem miary Lebesgue’a (czyli P = [, f(z,y)dzdy). Niech G =
{AxR:AeB(R)}. Znajdz I1(-|G) rozklad warunkowy P wzgledem G.

(Wersja twierdzenia Bayesa dla rozkladéw warunkowych) Zalézmy, ze
(Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, G C F o-podciatem, zas I1(+|G)
regularnym rozkladem warunkowym P wzgledem G. Wykaz, ze dla wszyst-
kich G € G, A € F takich, ze P(A) > 0 zachodzi

Jo II( (w)dP(w)

P(G4) = Jo TI( (W)dP(w)”

Zalézmy, ze X jest nieujemng zmienna losowa na (2, F,P) oraz G C F
o- podcialo Udowodnij, ze

E(X|G) = [;° P(X > t|G)dt p.n.
b) P(X >t|G) <t~ kE(Xk|Q) p.n.

Zmienne X iY sa niezalezne, a f jest borelowska funkcja dwu zmiennych.
Wykaz, ze
E(f(X, V)Y =y) =Ef(X,y) p-n

Oblicz E(X|X2%+Y?)i E(X?2|X+Y), gdy X i Y sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozkladzie jednostajnym na [—1,1].

X jest zmienna losows taka, ze E|X|? < oo dla pewnego p > 0. Wykaz, ze
lim, o4 (B|X[P)Y/P = || X||o := exp(EIn | X]|) (przyjmujemy, ze e~ = 0).

Dla p < 0 okreglmy podobnie jak dla p > 0, | X, = (E|X[P)'/? uzywajac
dodatkowej konwencji co® = 0 dla o < 0. Wykaz, ze || X||, < ||X], dla
—00 < < p< oo.

Udowodnij, ze limy,_,o || X ||, = | X ||oo := esssup|X]|.
Udowodnij, ze funkcja f(r) := rInE|X|"/" jest wypukla dla r € (0, c0).

(Ogélna postaé¢ nieréwnosci Chinczyna) Wykaz, ze dla p,q > 0 istnieje
stala C), 4 < oo taka, ze dla dowolnych liczb ay,...,a,

(B Y aies?) /P < Cp (Bl Y aiei] )9
=1 =1

(€1,...,en - niezalezne zmienne losowe takie, ze P(e; = £1) = 1/2)
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 10
Dla przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) okreslmy
Lo°(Q, F,P) := {X: Q — R: mierzalne}.
Dla X,Y € L°(Q, F,P) niech

X Y]

X,Y):=Emin(1,| X =Y XY)=E————.
dl( ) ) mln( 7‘ |)a d2( ) ) 1+|X*Y|

Wykaz, ze metryki d; i de sa réwnowazne oraz zbiezno$é¢ w kazdej z tych
metryk jest réwnowazna zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa.

Wykaz, ze zbiezno$é¢ prawie wszedzie jest niemetryzowalna tzn. nie istnieje
metryka na L°(€2, F,P), ktéra metryzowalaby zbiezno$é prawie na pewno.

Udowodnij, ze dla dowolnych zmiennych losowych X,,,Y,, X,Y

a)jedli X, 5XiX, HY toP(X=Y)=1

b) jedli X, — X 1V, = X t0 limp—ooP(|Xn — Yp| > £) = 0 dla kazdego
e>0

Wykaz, ze jedli X, — X 1Y, Y to aX,+bY, — aX +bY dla dowolnych
liczb rzeczywistych a, b.

Udowodnij nieréwnosé Levy’ego: jesli Xy, ..., X, sa niezaleznymi syme-
trycznymi zmiennymi losowymi to dla ¢t > 0

P( max [|S]| > ) < 2P([|Sa] > 1),

1<k<n
gdzie S, = X7 + ... + Xj.

Udowodnij, ze istnieje stala C' < oo taka, ze dla dowolnych niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie i warto$ciach w osrodkowej
przestrzeni Banacha (F, ||.||) dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé

P( max [|Sx[ > Ct) < CP([|Sal| > 1),

1<ksn

gdzie S, = X1 + ... + Xj.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - 11

. Udowodnij, ze dla ciggu nieujemnych zmiennych losowych X;, Y o2 X, <

oo p.n. wtedy 1 tylko wtedy gdy Y oo, EHL)Z( < oo.

Zmienne X; oraz ¢; sa niezalezne przy czym P(e; = £1) = % Wykaz, ze
>~ e X; jest zbiezny p.w. wtedy i tylko wtedy gdy > .=, X? < oo p.n. (pro-
sze udowodni¢ ten fakt bez odwolywania sie do twierdzenia Kolmogorowa
o trzech szeregach)

Zmienne ¢g; sg zdefiniowane jak w poprzednim zadaniu, wykaz, ze dla liczb
rzeczywistych a; szereg Y a;e; jest zbiezny p.w. wtedy i tylko wtedy gdy
S a? < oo.

Z poprzedniego zadania wynika, ze S =Y ° %en jest zbiezny p.w. Czy
S ma rozktad ciagly?

Dla 0 < A < 1/2 zdefiniujmy zmienna losowa Sy = >~ | \"&,,. Wykaz,
ze Sy ma ciagla dystrybuante oraz czysto singularny rozklad tzn. istnieje
zbidr borelowski A miary Lebesgue’a zero taki, ze P(S) € A) = 1.

Wykaz, ze dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X; o warto-
$ciach w osrodkowej przestrzeni Banacha szereg > ., X; jest zbiezny wg
prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy gdy jest zbiezny p.n.

Zdarzenia Ay, As,... sa niezalezne oraz p, = P(A,), N, = Y i, Ia,,
n=1,2,.... Udowodnij, ze

No pit+pet...+pn
n n

— 0

wg prawdopodobienistwa.
Funkcja rzeczywista f jest ciagta na [0,1]%. Dla z,y € [0, 1] okre$lmy
Bratwa) = 3 L (M) (M)t — oyt — gy
Fndt n’ n’\k/)\I '
k,1=0
Udowodnij, ze By ,(z,y) zbiega jednostajnie do f(z,y) na [0, 1]%.

Zmienne X7, Xo,... sg niezalezne o jednakowym rozkladzie, 0 < X; < 1
p-n., udowodnij, ze X7 - Xo-...- X, — 0 p.n.
Niezalezne zmienne losowe X, X5, ... maja jednakowy rozklad i spelniaja

stabe prawo wielkich liczb tzn. S, /n Lo. Czy wynika stad, ze:
a) tP(|X1| > t) — 0 gdy t — o0;
b) E|X1| < 007
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Zmienne losowe X7, Xo,... sa niezalezne o wspolnym rozkladzie wyktad-
niczym z parametrem A. Pokazaé, ze ciagi zmiennych losowych

a) X1 Xo+Xo X3+ ...+ X0 X0 b) Xi+Xo+...+X,

n X2+ X2+...+X2

sa zbiezne prawie na pewno i znalez¢ ich granice.

Dla ciagu Xi, Xs,... niezaleznych zmiennych losowych o wspélnym roz-
ktadzie o skonczonej wariancji definiujemy $rednia empiryczna m,, i dys-
trybuante empiryczna 62 wzorami

~ X1+ Xo+ . 4+ X0 1 < o
n — 5 = Xy — n) -
m n on nflkz_:l( k= 1)

Udowodnij, ze Em,, = EX;, Eo2 = Var(X;) (tzn. m,, i 52 sa nieobciazo-
nymi estymatorami redniej i wariancji) oraz m, — EX;, 62 — Var(X;)
prawie na pewno gdy n — cc.

Dany jest ciag X1, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o wspdélnym
rozkladzie taki, ze EX; = oo (tzn EX; < oo oraz EX;" = 00). Udowodnij,
ze w — 00 prawie na pewno gdy n — oo.

Zmienne losowe X, Xo,... sa niezalezne oraz P(X; = 1) = p, P(X; =
—1) = 1 — p dla pewnego p € (1/2,1]. Wykaz, ze X; + ...+ X,, — o©
prawie na pewno gdy n — oo. Co sie¢ dzieje, gdy p = 1/27

(Silne prawo wielkich liczb Marcinkiewicza) Niech Xi, Xs,... beda nie-
zaleznymi jednakowo roztozonymi zmiennymi losowymi oraz 0 < p < 2.
Udowodnij, ze
X+ Xo+... +X,
nl/l)
wtedy 1 tylko wtedy gdy E|X|P < oo oraz dodatkowo EX =0dlal <p<
2.

— 00 p.N.

Przy zatozeniach poprzedniego zadania udowodnij, ze

X1+ Xo+...+ X,

— 00 p.qL.
Vi b
wtedy i tylko wtedy gdy X; = 0 p.n..
Udowodnié, ze jesli Xy, Xo, ... sa rzeczywistymi zmiennymi losowymi pa-

rami niezaleznymi o jednakowym rozkladzie takimi, ze E|X;| < oo to
zachodzi Mocne Prawo Wielkich Liczb tzn.

n
D¢
lim E;l =EX; p.n.

n— oo n
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