Zadania z rachunku prawdopodobienstwa I* - 1

. Grupe n dzieci ustawiono w sposéb losowy w szereg. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze

a) Jacek i Agatka stoja koto siebie,

b) Jacek, Placek i Agatka stoja kolo siebie.

. Ze zbioru n elementowego losujemy ze zwracaniem r elementow. Jakie jest prawdo-
podobienstwo tego, ze ktérys element sie powtdrzyt?

. 7 klasy liczacej 11 chlopcéw i 13 dziewczynek wylosowano czteroosobowsa delegacje.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w sktad delegacji wchodzi wiecej chtopcéw niz
dziewczynek.

. Siedmiu pasazeréw przydzielono losowo do trzech wagonéw. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze

i) wszyscy trafili do jednego wagonu,

ii) w kazdym wagonie znalazlo sie przynajmniej dwéch z tych pasazeréw?

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w grze w brydza gracz N otrzymat
a) wszystkie karty réznej wartosci;

b) dokladnie dwa piki;

¢) co najmniej dwa piki;

d) dwa piki, 3 kiery, 4 kara, 4 trefle;

e) uklad 4432;

f) uktad 4441.

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w grze w pokera talia 52 kartows gracz otrzyma
z reki

a) parg

b) dwie pary

c) straighta

d) tréjke

e) fulla

f) karete

g) kolor

h) pokera.

. 10 jednakowych ciastek rozdzielono miedzy czworke dzieci w sposéb losowy. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, iz

a) Jacek otrzymal dokladnie 1 ciastko

b) Jacek otrzymal co najmniej 1 ciastko

¢) kazde z dzieci otrzymalo co najmniej 1 ciastko
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Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w lotto sposrod 49 liczb wylosowana bedzie
szOstka nie zawierajaca dwu kolejnych liczb.

a) Ile réznych stéw (niekoniecznie sensownych) mozna utworzyé permutujac litery
stowa MATEMATYKA?

b) Jesli wybierzemy losowo ktéres§ z tych stéw jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze litery T nie stoja obok siebie?

Klasa liczy 15 uczniow, na kazdej lekcji do odpowiedzi jest losowany jeden uczen.
Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen bedzie przepytany.

W szafie znajduje sie n par butéw, na chybil trafit wybieramy z nich k butéw przy
czym k < n. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wéréd wylosowanych butéw jest conajmniej jedna para,

b) wéréd wylosowanych butéw jest dokladnie jedna para.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przy losowym umieszczeniu N listéw w N
zaadresowanych kopertach zaden list nie trafi do wlasciwego adresata?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie k listéw trafi do wlasciwych
adresatow?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 2
(zadania gwiazdkowe do oddania 11 marca)

Dana jest przestrzen probabilistyczna (€2, F,P), gdzie Q jest zbiorem przeliczalnym
1 F = P(Q) UdOWOdnij7 ze istnieja IiCZby Pw = 0, Zwerw = 1 takie, ze IP)(A) _
> wea P dla wszystkich A € F.

Rzucamy moneta dopdki nie wypadng dwa orty pod rzad. Znalezé prawdopodobien-
stwo tego, ze rzucimy doktadnie k razy.

(Igta Buffona) Igle o dlugosci I rzucono w sposéb losowy na plaszczyzne z zaznaczo-
nymi liniami réwnolegltymi. Odlegtos¢ miedzy sasiednimi liniami wynosi d > [. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze igta przetnie ktoras z linii.

Wielokat wypukty o érednicy mniejszej niz d rzucono na ptaszczyzne poliniowang jak
w poprzednim zadaniu. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wielokat przetnie ktéras
z linii. Co sie dzieje, gdy wielokat nie jest wypuktly?

Na kiju dtugoéci | wybrano na chybit trafit 2 punkty i w tych punktach przetamano
kij. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze z otrzymanych 3 kawatkow mozna zbudowaé
trojkat.

Udowodnij, ze kazde o-ciato albo ma 2* elementéw dla pewnego k naturalnego albo
ma moc przynajmniej continuum.

Udowodnij nastepujace tozsamosci

!

(limsup A,) = liminf(A,), (liminf A,) = limsup(A,),
liminf A,, C limsup A,, limsup(4, UB,) = limsup A, Ulimsup B,,
limsup A, Nliminf B,, C limsup(A, N By,) C limsup A,, N limsup B,,

jesli A, /" Alub A, \, A, to A =limsup A, = liminf A,,.

Wykaz, ze je$li A, = (—o0,x,) oraz x = limsupx, to limsup A, = (—oo,x) lub
(—o0, z] oraz oba te przypadki moga zajsé.

Udowodnij, ze dla dowolnych zdarzen probabilistycznych

D) P(Uist A1) = Zici (DM e cocipen P(AR NN A

i) P(UL; A;) < 20 (—1)kt Yicii<..<ip<n P(Ai N ... N Ay ) dla m nieparzystych
i) P(UM, Ay) = S (—1)kF! Yicii<..<ip<n P(Ay N...N Ay ) dla m parzystych.



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 3
(zadania gwiazdkowe do oddania 18 marca)

1. Z talii 24 kartowej losujemy 5 kart bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze wylosowaliSmy dokltadnie 3 asy, jesli wiadomo, ze
i) mamy conajmniej jednego asa,
ii) mamy asa czarnego koloru,
iii) mamy asa pik,
iv) pierwsza wylosowana karta jest as,
v) pierwsza wylosowang karta jest czarny as,
vi) pierwsza wylosowana karta jest as pik.

2. Z odcinka [0, 1] wylosowano na chybit trafit dwie liczby. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze
i) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2;
ii) wigksza z liczb jest mniejsza niz 1/2, jesli wiadomo, ze mniejsza z liczb jest wigksza
niz 1/4;
iii) wieksza z liczb jest mniejsza niz 1/2, jesli wiadomo, ze ktéras z liczb jest wigksza
niz 1/4.

3. (schemat urnowy Polya) Urna zawiera b kul biatych i ¢ kul czarnych. Wykonujemy
kolejno nastepujace doswiadczenie: losujemy z urny kule, a nastepnie wktadamy ja
z powrotem do urny, a wraz z nig dokladamy do urny a kul tego samego koloru.
Udowodnij, ze prawdopodobienstwo wylosowania w n-tym losowaniu kuli bialej jest
réwne Wbc'

4. Test na rzadka chorobe, ktéra dotknieta jest jedna osoba na 5 tysiecy, daje falszywa
pozytywna odpowiedZ u osoby zdrowej w 2% przypadkéw, a u osoby chorej zawsze
daje pozytywny wynik. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze osoba u ktoérej test
przyniést wynik pozytywny jest faktycznie chora?

5. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana rodzina ma n dzieci jest rowne
ap” n=12 ...
Prn=911-_% "= Lon=0

Zaktadajac, ze wszystkie 2" rozktadéw plci dzieci w rodzinie o n dzieciach jest réw-
noprawdopodobne oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana rodzina ma
a) conajmniej jedna corke

b) dokladnie jedna cérke?

¢) Losowo wybrana rodzina ma przynajmniej jedna cérke, jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze jest ona jedynaczka?
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Dwaj gracze graja w orta i reszke moneta symetryczna. Jesli wypadnie orzet gracz
A ptaci B 1 zt., jedli reszka to B ptaci A 1 zt. Gra sie konczy, gdy ktory$ z graczy
zostanie bez pieniedzy. Na poczatku gry gracz A ma a zt., a B b zl.

a) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze gre wygra gracz A.

b) Jak zmieni sie to prawdopodobienstwo, jesli moneta jest sfalszowana tzn. orzet
wypada z prawdopodobienstwem p # 1/27

W populacji jest 15% dyslektykéw. Jesli w tescie diagnostycznym uczen popelni 6 lub
wiecej btedéw, to zostaje uznany za dylektyka. Kazdy dyslektyk na pewno popelni
co najmniej 6 bledéw w takim tedcie, ale réwniez nie-dyslektyk moze popelnié¢ wiecej
niz 5 bledéw z prawdopodobienstwem 1/10. Jasio popelnil w tescie 6 bledéw - jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze jest dyslektykiem? Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze w kolejnym tescie popelni co najmniej 6 btedoéw?

W Malej Wigkszej sa dwie szkolty podstawowe. Przeprowadzone pod koniec roku
szkolnego egzaminy wykazaly, ze wickszy procent dziewczynek w szkole nr 1 potrafi
roztozy¢ liczbe 2012 na czynniki pierwsze niz w szkole nr 2, podobnie wigkszy procent
chtopcéw z jedynki potrafi to zrobi¢ niz w dwdjce. Czy znaczy to, ze ”statystyczne
dziecko” ze szkoty nr 1 lepiej wypadlo w rozktadaniu 2012 od ”statystycznego dziecka”
ze szkoty nr 27

Zalézmy, ze kota roztaczne B(z;, r;) sa zawarte w pewnym prostokacie oraz pokrywaja
ten prostokat z dokladnoscia do zbioru miary 0. Wykaz, ze >; r; = oo.

Udowodnij, ze nie istnieje prawdopodobienstwo okreslone na wszystkich podzbiorach
7+ takie, ze dla wszystkich k, P(Ay) = 1/k, gdzie Ay, jest zbiorem liczb podzielnych
przez k.



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa * - 4
(zadania gwiazdkowe do oddania 25 marca)

. Zalézmy, ze pi i po sa miarami probabibilistycznymi oraz pi(A) = uo(A) dla A € A.
i) Wykaz, ze jesli A jest m-ukladem, to p1(A) = p2(A) dla A € o(A).

ii) Podaj przyklad pokazujacy, ze teza i) nie musi byé prawdziwa, gdy usuniemy
zalozenie o tym, ze A jest m-ukladem.

. Dla A € F zdefiniujmy A' = Ai A~! = A" Wykaz, ze

i) dla dowolnego ciaggu znakéw e1, ..., e, € {—1,1} zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy zdarzenia AJ',..., A" sa niezalezne,

ii) zdarzenia A, ..., A, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu
zmakéw €1, ...,e, € {—1,1} zachodzi

P(AS' (... N AS) = P(AD) .- P(AS).

. Na n kartkach zapisano n réznych liczb rzeczywistych, nastepnie kartki wlozono do
pudelka, wymieszano i losowano kolejno bez zwracania. Niech A oznacza zdarzenie,
ze k-ta z wylosowanych liczb jest wigksza od wszystkich poprzednich. Wykaz, ze
P(Ax) = 1/k oraz zdarzenia Aj, Ag, ..., A, sa niezalezne.

. Rzucono n kostkami do gry. Okreslmy zdarzenia Ay —na k-tej kostce wypadta széstka,
1 < k < noraz A,y1 — suma wyrzuconych oczek jest podzielna przez 6. Wykaz,
ze dowolne n sposréd zdarzen Aj, ..., Ap+1 jest niezaleznych, ale lacznie zdarzenia
Ay, ..., Apy1 nie sg niezalezne.

. Udowodnij, ze w definicji niezaleznosci n zdarzen kazde z 2" —n — 1 réwnan jest nie-
zbedne (tzn. jesli odrzucimy jedno z réwnan to istnieja zdarzenia zalezne spelniajace
wszystkie pozostale réwnania).

. Wyznacz najbardziej prawdopodobna liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego.

. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w schemacie Bernoulliego w n prébach i praw-
dopodobienstwu sukcesu w pojedynczej probie réwnym p bedzie parzysta liczba suk-
cesOw.

. Dwaj gracze rzucaja symetryczng moneta n razy, jakie jest prawdopodobienistwo, ze
otrzymaja te sama liczbe ortéw?

. Rzucono 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w pierwszym rzucie
wypadla széstka, jesli wiadomo, ze

a) w 10 rzutach wypadlo dokladnie 7 szdstek

b) w 9 nastepnych rzutach wypadlo doktadnie 7 széstek.
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Rzucamy kostka do momentu az wypadnie piatka lub po raz trzeci széstka. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze rzucimy dokladnie n razy.

Niech X, oznacza najdituzsza serig¢ ortéw w n rzutach moneta symetryczna. Wykaz,
ze

a) P(X, <alogyn) — 0 przy n — oo dla a < 1,

b) P(X,, < alogyn) — 1 przy n — oo dla a > 1.

Wykaz (uzywajac metod probabilistycznych), ze dla dowolnych liczb catkowitych do-
datnich n,m oraz p,q € [0, 1] takich, ze p + g = 1 zachodzi nieréwnosé (1 — p™)™ +
(I=¢™">1

Rzucamy nieskonczenie wiele razy monetg symetryczng. Przez A, oznaczmy zdarze-
nie, ze w pierwszych n rzutach wypadto tyle samo ortéw, co reszek. Wykaz, ze z
prawdopodobienstwem 1 zajdzie nieskonczenie wiele sposrod zdarzen Aq, Ao, . ... Ile
wynosi to prawdopodobienstwo, jesli moneta nie jest symetryczna?



