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Ponizsze notatki powstaja na podstawie wyktadéw ze Wstepu do Proceséw Stocha-
stycznych, prowadzonego w semestrze wiosennym 2023/24. Gwiazdkami oznaczono tresci,
pobieznie oméwione w czasie wykladu, ktére nie beda wymagane na egzaminie.

U Czytelnika zaklada si¢ znajomosé podstawowych faktéw z zakresu kursowego wykta-
du z rachunku prawdopodobienstwa. Wszystkie potrzebne wiadomosci mozna znalezé w
podrecznikach [1] i [2].

Wigkszo$¢é materialu wyktadu mozna znalezé w ksiazkach [3] i [7]. Obszerne notatki do
wykladu byly tez przygotowane przez prof. Talarczyk-Noble [6]. Ambitniejszemu Czytel-
nikowi polecamy monografie [5].

Autor z géry przeprasza za wszystkie nieScistosci i omytki mogace sie pojawié¢ w tek-
Scie i jednoczesnie zwraca sie z prosb$ do Czytelnikéw, ktorzy zauwazyli btedy lub maja
jakie$ inne uwagi na temat notatek o ich zakomunikowanie osobiste lub wystanie na adres
emailowy rlatala@mimuw.edu.pl z podaniem wersji notatek (daty), ktérej dotycza.
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1 Podstawowe Przyklady Proces6w Stochastycznych

Zaczniemy od podania podstawowych definicji uzywanych podczas calego wyktadu. Poda-
my tez dwa podstawowe przyklady proceséw stochastycznych - proces Poissona i proces
Wienera.

Definicja 1.1. Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, (E, &) przestrzenia
mierzalna, zas T" dowolnym zbiorem. Procesem stochastycznym o wartoéciach w E, okreslo-
nym na zbiorze T' nazywamy rodzine zmiennych losowych X = (Xy)er.

Uwaga 1.2. W zasadzie w czasie calego wykladu T bedzie podzbiorem R (najczesciej prze-
dzialem, niekoniecznie ograniczonym), za$ E = R lub R?. Parametr ¢ mozna wéwczas
interpretowaé jako czas.

Definicja 1.3. Trajektorig procesu X nazywamy funkcje (losowa!) t — X;(w), okreslona
na zbiorze T o wartosciach w E.

Definicja 1.4. Powiemy, ze proces X = (Xi)ier, T C R ma przyrosty niezalezne jesli dla
dowolnych indekséw tg < 1 < ... < ¢, ze zbioru T', zmienne losowe Xy, Xy, — Xy, Xt, —
Xy Xy, — Xy, sa niezalezne.

Definicja 1.5. Méwimy, ze proces stochastyczny (X;)i>0 ma przyrosty stacjonarne, jesli
rozktad X; — X, zalezy tylko od ¢ — s czyli

vt>s>0 Xt - Xs ~ Xt—s - XO-

1.1 Proces Poissona

Definicja 1.6. Procesem Poissona z parametrem (intensywnoscig) A > 0 nazywamy proces
stochastyczny N = (N;)¢>0 taki, ze

)
@)

No = 0;
N ma przyrosty niezalezne;
Dla 0 < s < t zmienna N; — Ng ma rozklad Poiss(\(t — s));

Trajektorie N sa prawostronnie ciggle.

AAA,\
g g
w N
e

Przypomnijmy, ze zmienna X ma rozklad Poiss()), jesli X przyjmuje wartosci naturalne
oraz P(X = k) =e *N\/k!l dlak=0,1,....

Uwaga 1.7. 1) Warunek (P3) oznacza, ze dla wszystkich w € Q, t — N¢(w) jest funkcja
prawostronnie ciagla na [0, 0o).

ii) Czasami wygodniej jest w definicji procesu Poissona zaktadaé, ze Ny = 0 p.n. oraz, ze
prawie wszystkie trajektorie N sa prawostronnie ciggle. Tak zmodyfikowana definicja jest
niezmiennicza z uwagi na zaburzenia procesu na zbiorze miary zero.



Uwaga 1.8. Proces Poissona (oraz zdefiniowany dalej proces Wienera) stanowia dwa pod-
stawowe przyktady tak zwanych procesow Levy’ego. Procesy te maja przyrosty niezalezne
i stacjonarne oraz prawostronnie ciggle trajektorie z lewostronnymi granicami.

Uwaga 1.9. Warunki (P0)—(P3) implikuja, ze prawie wszystkie trajektorie N sa niemaleja-
cymi, prawostronnie ciggtymi funkcjami o warto$ciach naturalnych, z nieskonczong liczba
skokéw o wartosci 1.

1.1.1 Konstrukcja procesu Poissona

Niech X7, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z
parametrem A (czyli maja gestosé Ae_)‘t]l[ovoo) (t)). Okre$lmy

n
So=0, Sn=> Xp, n=12,....
k=1
oraz
Ny = sup{n: S, < t}. (1)

Twierdzenie 1.10. Proces stochastyczny (Ny¢)i>0 zdefiniowany wzorem (1) jest procesem
Poissona z intensywnoscig .

Warunki (P0) i (P3) sa spelnione w oczywisty sposéb, wystarczy wiec sprawdzié¢ (P1)
i (P2). Najpierw udowodnimy pewien techniczny lemat.

Lemat 1.11. Zalézmy, ze h: Ry — C jest funkcjq taka, ze |h| < 1 oraz h(u) = 1 dla
u = ug. Wowcezas zmienna losowa Y = [[321 h(Sk) jest dobrze okreslona, calkowalna oraz

EY = exp (/\/0

Dowdd. Na mocy mocnego prawa wielkich liczb, zmienne Sy zbiegaja do nieskoniczonosci
prawie na pewno, zatem h(Sg) = 1 dla duzych k, czyli zmienna Y jest dobrze okreslo-
na. Ponadto |Y| < 1, wiec Y jest réwniez calkowalna. Stosujac twierdzenie Lebesgue’a o
zbieznosci zmajoryzowanej dostajemy

o

(h(u) — 1)du).

EY = lim E T ~(sw).
k=1



Liczymy, stosujac zamiane zmiennych
n
EHh&
/ / h(z1)---h(zy+ ...+ In))\"e_“rl"'“""m")dxl ...dzy,

= )\"/O h(un)e_)‘“" ( / . / h(uy) -+ h(up—1)duy .. .dun1> duy,

0Su1 SU2K . SUn—1KUn

= 1 / h(up)e A“”/ / h(uy) -+ h(up—1)duy .. dun_l)dun
n_

_(nf:ﬂémh@kfm(é h(s)ds)" du,

gdzie w przedostatniej linijce skorzystaliémy z tego, ze funkcja h(uy)---h(up—1) jest sy-

metryczna wzgledem permutacji zmiennych wi, ..., u,—1. Polézmy A := [7°(h(u) — 1)du,
wtedy wobec zalozenia iz h(u) = 1 dla u > ug dostajemy
/ s—u+/ )ds =u+ A dla u > uyg.
0

Stad ETTp_; h(Sk) = an + Bn, gdzie

ap = (ninl)' /Ouo h(u)e A K/Ou h(s)ds)nil — (u+ A)"_l}du,

A" e n—
ﬁn:(n—l)'/o eA(u—i—A) ldu.

Zauwazmy, ze |h(u)| < 1 oraz | [y" h(s)ds| < u, a zatem

A\ ug A" A n—1 [eS)
log| < ——— (u+ |A]) " te ™ Mdu < (uo + |4]) e Mdu
—1)!
(n—1)!"Jo 0

(n—1)!
_ (Mwo + 14D
(n—1)! ’

czyli limy,_, o i, = 0. By policzy¢ granice 3, zauwazmy, ze

8, = A" nz_:l n—1 Ak/oo n—1-k,~dug
"ThenlE Nk o

n—1 n n—1 \k Ak
:E A)\"+(n—k—1)!zg
= < k (n—1)! = k!



Stad

EY = lim (o, + 8,) = M.
n—oo

O]

Whniosek 1.12. Zalézmy, zZe B1, Ba,..., By, sq¢ rozlgcznymi, ograniczonymi podzbiorami
R oraz okreslmy

k=1

Wéwczas N(By1), ..., N(By,) sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Poiss(Am(By)),
gdzie m oznacza miare Lebesgue’a.

Dowdd. Policzymy wielowymiarowa funkcje charakterystyczna

E exp (z En: tkN(Bk)> =E ﬁ h(Sk),

k=1 k=1

h(z) = {

k=17 Br k=1

gdzie
et g € By
1 (lZQéBlU...UBn.

Mamy

czyli na mocy Lematu 1.11,

Eexp (z i tkN(Bk)) = exp ()\ k"

k=1

m(Bg)(e — 1)).

1
W szczegdlnodci
Eexp(itN(By)) = exp(Am(By) (e — 1)) = E exp(itPoiss(Am(By))),
wiec N (Bj) ma rozklad Poiss(Am(By)), ponadto
E exp (Z i tkN(Bk)> = ﬁ exp(ity N (Bg)),
k=1 k=1
a zatem N(Bi),...,N(By,) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. O

Dowdéd Twierdzenia 1.10. Zauwazmy, ze przy oznaczeniach z Wniosku mamy N; = N([0, t])
oraz Ny — Ny = N((s,t]) dla s < t. Stad warunki (P1) i (P2) w oczywisty sposéb wynikaja
z Wniosku 1.12. O



1.1.2 Zlozony Proces Poissona

Trajektorie procesu Poissona sa prawostronnie ciagte, kawaltkami state, odlegtoéci miedzy
skokami sa zmiennymi niezaleznymi o rozkladzie wyktadniczym oraz wszystkie skoki sa
rowne 1. Jesli odrzucimy ten ostatni warunek, a zatozymy, iz kolejne skoki sa zmiennymi
niezaleznymi o jednakowym rozkladzie to otrzymamy tzw. zloZony proces Poissona.

Definicja 1.13. Zalézmy, ze A1, Ao, ... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie, a (N¢);>0 procesem Poissona z intensywnoscia A, niezaleznym od zmien-
nych A;. Wéwczas proces N» = (Nf);>0 dany wzorem

a_Jo N, =0
t SN AL, Ny >0

nazywamy zfoZonym procesem Poissona.

Zauwazmy, ze rozktad ztozonego procesu Poissona jest wyznaczony przez dwa parame-
try — intensywnosé skokéw A i rozktad pojedynczego skoku A;. Wygodnie jest zakladaé, ze
P(A; = 0) = 0, by uniknaé sytuacji ,,pozornego skoku”. Zwykly proces Poissona odpowiada
sytuacji, gdy P(A; =1) = 1.

Uzywaja¢ Lematu 1.11 mozna bez trudu wykazaé, ze

Fakt 1.14. Niech N® bedzie zlozonym procesem Poissona. Wéwczas NOA =0, N® ma
przyrosty niezalezne i stacjonarne oraz trajektorie prawostronne ciggle, kawatlkamsi stale.
Odleglosci miedzy poszczegdlnymi skokami sq zmiennymi niezaleznymi, o jednakowym roz-
kladzie wykladniczym.

1.1.3 *Charakteryzacje Procesu Poissona*

Fakt 1.15. Zaloimy, ze X = (X¢)i>0 jest procesem stochastycznym takim, ze Xo =0, X
ma przyrosty niezalezne i stacjonarne oraz trajektorie niemalejgce, prawostronnie ciggle, o
wartosciach catkowitych, skokach rownych 1 oraz zbiegajgce do oo w co. Wowczas X jest
procesem Poissona.

Idea dowodu polega na tym, ze X; jest suma przyrostow Xy, — X(x41)¢/n- Przyrosty
te majg jednakowe rozktady, sa niezalezne i maja wartoéci catkowite nieujemne. Pokazuje
sie, ze jak m jest duze to z prawdopodobienstwem bliskim 1 wszystkie przyrosty przyjmuja
tylko wartoéci 0 lub 1. Zatem X, aproksymuje sie przez rozklad Bernoulliego Bin(n, py,).
Pokazujemy dalej, ze npy, jest ograniczone czyli przechodza¢ do podciagu ngpp, — A(t), a
stad X; ma rozklad Poissona z parametrem A(t). Dalej juz latwo dowodzimy, ze A(t) jest
funkcja liniowa, niemalejaca, czyli jest postaci At.

Prawdziwe jest znacznie ogdlniejsze twierdzenie charakteryzujace ztozone procesy Po-
issona.



Twierdzenie 1.16. Zaloimy, Ze dany jest proces stochastyczny X = (Xi)i>0 taki, Ze
Xo = 0, X ma przyrosty niezaleine i stacjonarne oraz trajektorie prawostronnie ciggle,
kawatkams stale, ze skoniczong liczbg skokow w kazdym przedziale skoniczonym. Wowczas
X jest ztozonym procesem Poissona.

1.2 Proces Wienera (Ruch Browna)

Definicja 1.17. Procesem Wienera (Ruchem Browna) nazywamy proces stochastyczny
W = (Wt)t>0 taki, 7e

Wy =0; (WO0)
W ma przyrosty niezalezne; (W1)
Dla 0 < s < t zmienna W; — W, ma rozklad normalny N(0,t — s); (W2)
Trajektorie W sa ciagle (W3)

Uwaga 1.18. i) Warunek (W3) oznacza, ze dla wszystkich w € Q, t — Wi(w) jest funkcja
ciagla na [0, 00).

ii) Czasami wygodniej jest zaklada¢ w definicji procesu Wienera, ze Wy = 0 p.n. oraz, ze
trajektorie W sa ciagte z prawdopodobienstwem 1.

iii) Proces Wienera na skonczonym przedziale W = (Wt)te[o,T] definiujemy w podobny
spos6b — jedyna réznica to, ze w warunku (W2) zakladamy, ze 0 < s <t < T.

1.2.1 Charakteryzacje procesu Wienera

Najpierw podamy twierdzenie, ktére znacznie utatwia sprawdzanie, ze dany proces jest
procesem Wienera. Musimy wpierw podaé¢ wazng definicje.

Definicja 1.19. Proces X = (X})ier nazywamy gaussowskim, jesli wszystkie skonczenie
wymiarowe rozklady X sa gaussowskie, tzn. wektor (X3, ..., X}, ) ma rozklad gaussowski
dla dowolnych t1,...,t, € T.

Przyktady
1. Xy = f(t)g, gdzie f: T — R dowolne oraz g ~ N(0,1).
2. Proces Wienera (W4)¢>o0.
3. Most Browna X; =W, —tW;, 0 <t < 1.
4. Procesy W7, sin(W;), "Vt nie sa gaussowskie.

Twierdzenie 1.20. Proces (Xi)i>0 jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy jest
procesem gaussowskim, o cigglych trajektoriach, startujgcym z zera, takim, ze EX; = 0
oraz Cov (X, Xs) = min{t, s}.



Dowdd. =: Mamy EX; = E(X; — Xo) = 0 oraz Var(X;) = Var(X; — X¢) = ¢t na mocy
(W0) i (W2). Ponadto, z niezaleznosci przyrostéw, otrzymujemy dla ¢ > s, Cov (X, X) =
Cov(Xy — X5, Xs) + Var(Xs) = 0+ s = min{¢, s}.

<: Dla t > s, zmienna losowa Wy — W, ma rozklad normalny ze Srednia 0 i wariancja
Var(X; — X;) = Var(X;) + Var(X;) — 2Cov(Xs, X5) = t — s, wiec zachodzi (W2). By
sprawdzi¢ niezaleznos¢ przyrostow ustalmy 0 < tg < t; < ... < t,. Zauwazmy, ze wektor
(Xto, Xty — Xt Xty =Xty - ., Xt,, — X3, ) marozklad gaussowski, wiec jego wspolrzedne sa
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy sa nieskorelowane. Mamy jednak dla s; < s9 < s3 < 84,

Cov(Xs,, Xsg — Xs,) = Cov(Xs,, Xsy) — Cov(Xs,, Xs,) =51 —51=0
oraz

Cov(Xs, — Xsy, Xs, — Xs3) = Cov(Xg,, X, — Xsy) — Cov(Xs,, Xs, — Xsq) =0.

Uwaga 1.21. Zauwazmy, ze jesli EXy = 0 oraz Var(Xy) =0, to Xo =0 p.n.

Kolejne twierdzenie pokazuje, ze (z dokladnoscia do drobnych technicznych zalozen
oraz normalizacji) proces Wienera jest jedynym procesem o ciagltych trajektoriach oraz
niezaleznych i stacjonarnych przyrostach.

Twierdzenie 1.22. Zaldzmy, ze proces (Xi)i>o0 spelnia warunki (W0), (W1), (W3) (z W
zastgpionym przez X ) oraz

X ma przyrosty stacjonarne; (W2a)
EX; =0, Var(X;) = 1; (W2b)
EX} < oo dla wszystkich t > 0. (W2c)

Wowczas X, jest procesem Wienera.

Dowdd. Okreslmy dla t > 0, a(t) = EX; oraz b(t) = Var(X;). Zauwazmy, ze na mocy
niezaleznoéci i stacjonarnoéci przyrostéw,

b(t + S) == Var(XHS - Xt + Xt) = Var(Xt+8 - Xt) + Var(Xt)
= Var(X,) + Var(X;) = b(t) + b(s).

Ponadto oczywiscie b(t) > 0, zatem funkcja b(t) jest addytywna i niemalejaca na [0, c0),
wiec b(t) = ct dla pewnego ¢ > 0, co wobec (W2b) daje Var(X;) = b(t) = t. Analogicznie
sprawdzamy, ze a(t + s) = a(t) + a(s), wiemy tez, ze a(0) = 0, stad dowodzimy, ze EX; =
a(t) = 0 dla ¢t wymiernych. Wezmy ¢ > 0 i wybierzmy dazacy do ¢ ciag liczb wymiernych
(tn). Warunek (W2c) implikuje EX? < oo, wiemy tez, ze EX? = Var(Xy,) = t,, zatem

10



(E|X;, — X;|)/? < M dla pewnej statej M. Z ciagloéci trajektorii X;, — X; prawie na
pewno, czyli réwniez wedtug prawdopodobienstwa. Zatem dla € > 0,
EXi| = [EX: — EXy, | <E[X: — X3, | < e+ E[Xy — Xi, [1{1x,-x,, |>¢)
<e+ (BIX, — X, ) PP( X, — Xy, | > )1/
<e+ MP(|X: — X;, | > )2 < 2
dla dostatecznie duzych n. Stad, wobec dowolnoéci € > 0, EX; = 0. WykazaliSmy zatem,
ze Xy ma Srednig zero i wariancje t.

Ustalmy ¢ > s > 0, chcemy pokazaé, ze Xy — X ma rozklad normalny N(0,¢ — s).
Zauwazmy, ze

n
Xi—Xo=)Y Yo, gdzie  Yop = Xgipis)/n — Xst(h—1)(t—s)/n-
k=1

Zmienne (Y}, 1)1<k<n tworza uktad tréjkatny, mozemy wiec skorzystaé z Centralnego Twier-
dzenia Granicznego i wykazaé, ze Y j_; Yy, i zbiega do N (0,t — s) wedlug rozktadu. Mamy

n n
Z EY, r =0, Z Var(Y, ) =t —s,
k=1 k=1

wystarczy wiec sprawdzi¢ warunek Lindeberga. Dla € > 0,

M=

n
Ln(e) = D EYaulLyy, 5 < E[( > ’Yn,k|2>ﬂ{maxk<n Yok}
k=1

1
< (23S mal?)) P gt > )

Zauwazmy, ze zmienne (Y, ;) dla ustalonego n sa niezalezne i maja érednig zero, zatem

/_\w

E(X, - X,)' = (ZYM) = Y B YarYarYk

1<k ko k3, kasn

3

:ZEY4k+6 > EY;

1<k<I<n

Yi+2 3 EY (22: Yoil?)”

= 1<k<i<n

|M: i

Z ciaglodci trajektorii X wynika, ze P(maxp<y [Yoi| = €) — 0 przy n — oo, zatem
limy o0 Ln () = 0. 0

11



Uwaga 1.23. Warunek (W2c) nie jest konieczny - zob. Twierdzenie 5 z paragrafu 13.1
podrecznika [2].

Okazuje sie, ze rowniez nie trzeba zaktadaé skonczonoéci wariancji ani nawet istnienia
wartosci $redniej Wi — warunek (W2b) ma charakter czysto normalizacyjny. Dokladniej
zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.24. Zaldzmy, Ze proces stochastyczny X = (X¢)i>0 spelnia warunki (W0),
(W1), (W2a) i (W3). Wéwczas istniejq stale a,b € R i proces Wienera W takie, ze Xy =
aW, + bt dla wszystkich t > 0.

1.2.2 *Proces Wienera jako granica bladzen losowych*

Zaltbézmy, ze X1, Xo,... sg niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozkladzie takim, ze
EX; = 0 oraz Var(X;) = 0% € (0,00). Zdefiniujemy bladzenie losowe (S,)n>0 Wzorami

So=0. S, =X1+...+X,, n=1,2,....

S(nt] =S|ns]
ov/n
wedlug rozkladu do N(0,t — s). Zasada niezmienniczo$ci Donskera méwi, ze ciag proceséw

(ﬁSLnt )t=0 zbiega wedtug rozkladu do procesu Wienera. Sformulowanie tego wyniku w

Centralne twierdzenie graniczne tatwo implikuje, ze dla s < ¢, zmienne zbiegaja

pelnej ogdlnodci jest nieco skomplikowane, gdyz trajektorie t — a—\l/ﬁS |nt] Die sa ciggle. By
oming¢ trudnodci techniczne przedtuzmy liniowo ciag (Sp)n>0 do procesu (St):>0 kladac

Sy 1= 0Sp+(1—=0)Sns1 = X1+.. .4+ Xn+(1—0)X,py dla t = On+(1—0)(n+1) € [n,n+1].

Twierdzenie 1.25. Dla kaidego T < oo cigg procesow (ﬁsnt)te[o,ﬂ (traktowany ja-

ko wektor losowy o wartosciach w przestrzeni C[0,T]) zbiega wedlug rozkladu do procesu

Wienera (Wy)ter-

1.2.3 Konstrukcja procesu Wienera przy pomocy uktadu Haara

Podczas nastepnych wyktadéw podamy dosé abstrakcyjna konstrukcje procesu Wienera
oparta o ogdlniejsze twierdzenia dotyczace istnienia i ciagtosci trajektorii proceséw stocha-
stycznych. W tym paragrafie oméwimy konstrukcje Levy’ego-Ciesielskiego procesu Wienera
na [0, 1].

Definicja 1.26. Niech I(0) = {1},I(n) = {1,...,2" },n = 1,2,.... Ukladem Haara
nazywamy rodzing funkcji (hnk)rer(n)n=o,1,. okreslonych na [0,1] wzorami ho1(t) = 1
oraz dla k € I(n),n > 1,

n—1

277 dla (2k —2)27" <t < (2k—1)27"
n—1
hoi(t) =9 =277 dla (2k—1)27" <t <2k-27"
0 w pozostatych przypadkach.
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Definicja 1.27. Przy oznaczeniach poprzedniej definicji wukladem Schaudera nazywamy
rodzing funkcji (Sn k)n=0,1,... ker(n) Okreslonych na [0, 1] wzorem S, x(t) = f(f I i (5)ds

Fakt 1.28. a) Uklad Haara jest bazg ortonormalng przestrzeni L0, 1].
b) Dla ustalonego n > 1, funkcje (Snr)rerm) maja nosniki o roztgcznych wnetrzach oraz
1Snklloo = 2712,

Czesé a) powyzszego dowodu jest standardowym faktem z analizy funkcjonalnej, a czesé
b) jest bardzo latwa do sprawdzenia.

Uwaga 1.29. Uktad Haara jest baza Schaudera w przestrzeniach L,[0,1], 1 < p < oo.
Po dodaniu funkcji stale rownej 1, uktad Schaudera staje sie bazg Schaudera przestrzeni
o, 1].

Fakt 1.30. Dla dowolnych t,s € [0,1] mamy
Z Z Sn7k(t)Sn7k(s) = min{¢, s}.
n=0kel(n)

Dowad. Najprosciej skorzystaé¢ z tozsamosci Parsevala méwiacej, ze dla dowolnej bazy or-
tonormalnej (u;);er przestrzeni Hilberta H oraz dowolnych f, g € H zachodzi

el

Teza faktu wynika z powyzszej tozsamosci zastosowanej do H = L9[0,1], f = Lios 9 =
Ljo,g oraz ukladu Haara.

Alternatywnie mozna teze faktu wykazac za pomoca nieco zmudnych, ale elementarnych
rachunkow. O

Lemat 1.31. Niech g bedzie zmienng losowq o standardowym rozktadzie normalnym N (0,1).

Wowczas

P(|g| > \f/ e 2 < e 2 dlat>
Dowdd. Niech f(t) = e=*/2 — P(|g| > t). Wowczas f'(t) = e "/2(,/2 ), czyli f jest
rosnaca na [0, /2/7] i malejaca na [\/2/mr,00). Poniewaz f( ) = f(oo) = 0, wiec f jest
nieujemna na [0, 0o). O

Niech (gnk)ker(n)n=0,1,... bedzie rodzing niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie

N(0,1) i

=3 > gnk(w)Snilt).

n=0kel(n)
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Twierdzenie 1.32. Dia prawie wszystkich w € Q cigg funkcji (Wt(m) (w)) zbiega jednostaj-
nie na [0, 1] do pewnej funkcji cigglej Wi(w). Jesli okreslimy np. Wi(w) = 0 dla pozostalych
w, to tak zdefiniowany proces stochastyczny jest procesem Wienera na [0, 1].

Dowdd. Okreslmy
Ap = {Jgﬁ}ﬁ) |9nkl =0}, n=0,1,...

Wowezas P(An) < Sgermm) Plgnsl > n) < |I(n)le /2. Zatem Y, P(A,) < oo, czyli
na mocy lematu Borella-Cantelliego P(limsup A,) = 0. Wezmy w ¢ limsup A,,, woéwczas
istnieje ng takie, ze w ¢ A, dla n > ng, czyli |gyr(w)| < ndlan > nyik e I(n). Z
uwagi na rozlacznogé nognikéw S, 1 i oszacowanie ||S, klleo = 27"H/2 implikuje to, ze
| X ker(n) 9nk(@W)Snk(®)lloo < n2~ (/2 dla n > ng. Poniewaz Y, n2-"t1/2 < oo, wiec
Wt(m) (w) zbiega jednostajnie dla w ¢ limsup A,, do pewnego W;(w). Okreslmy W;(w) =0
dla w € limsup A,.

Proces Wt(m) ma ciagle trajektorie, jako skonczona kombinacja liniowa funkcji ciaglych,
zatem proces W; ma ciagle trajektorie. Oczywiscie Wém) =0, wiec Wy = 0.

Zauwazmy, ze dla ustalonych tq,..., g, (Wt(fn), .. .,Wt(]:n)) — (Wi, ..., Ws,) p.n., za-
tem réwniez wedtug rozktadu. Granica rozkladéw gaussowskich ma rozktad gaussowski
(wystarczy spojrzeé¢ na funkcje charakterystyczna), wiec proces W, jest gaussowski.

Ustalmy ¢ € [0, 1], zmienne gy, Sy k(t) sa niezalezne i maja Srednia 0, zatem sa ortogo-
nalne w Lo(2). Ponadto, na mocy Faktu 1.30,

SN ElgnSnx(t) Z > Skt =t < o,
n=0kcI(n) n=0 kel (n)

stad ciag Wt(m) jest zbiezny w Lo(€2). Poniewaz Wt(m) zbiega do Wy p.n., to Wt(m) zbiega

do Wiy w La(Q), a zatem i w L1(2) W sczegblnosci
EW, = lim EW™ =0

oraz dla s < ¢

Cov(Wy, W) = EW W, = lim_ EW, ™ wm Z Z Sk (£) Sy k(s) = min{t, s}.
n=0keI(n

O]

Uwaga 1.33. Majac dany proces Wienera (Wt)te[o,l] nietrudno skonstruowaé¢ proces Wie-
nera na calej prostej. Mozna np. sprawdzié, ze ((1+¢)W _1 — Wi)s>0 jest takim procesem.
T+%
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1.2.4 Nierézniczkowalno$é¢ trajektorii

Trajektorie procesu Wienera maja wiele ciekawych wtasnosci, czesé z nich poznamy poézniej.
W tym paragrafie pokazemy, ze mimo iz sa ciagle, to z prawdopodobienstwem 1 nie sa
rézniczkowalne w zadnym punkcie.

Twierdzenie 1.34. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera (Wy)i>o sq funkcjami
nierozniczkowalnymi w Zadnym punkcie, tzn.

IP’(EItO>0 t — Wi(w) jest rozniczkowalne w t()) =0.
Dowdd. Najpierw pokazemy nier6zniczkowalno$é trajektorii na [0, 1), tzn.
]P)(Eltoe[o,l) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w to) = 0.
Zauwazmy, ze jesli funkcja f: [0,1] — R jest rézniczkowalna w to € [0, 1) oraz |f'(to)] < M,

to |f(t)— f(to)| < M|t—1to| dla t dostatecznie bliskich ¢y. Zatem, jesli j/n <ty < (j+1)/n,
to dla dostatecznie duzych n,

1) = 1Q < () = s s - 5 () < w4,

1(57) = 1) < (57) = st o) = (55) < ma (G )

oraz

7(57) =1 < (57) = s s = s (7)< w4 ),

n n

Stad, jesli funkcja f jest rozniczkowalna w jakim$ punkcie przedziatu [0, 1), to

Lehely (i) <2

IM<oo Im<oo Ynzm Jogj<n—3 Yk=0,1,2 ’f( - ~ —

Cazyli

co oo oo n—3 2 5M
<p(U U N U N {Warsr = Wi < 20})

M=1m=1n=m j=0 k=0 " " n

0o 0o co n—3 2 5M
<ZZP<Q ﬂ{ywﬁffl—wﬁkmn}).

3
<

I
o
iy
=)



7 niezaleznosci przyrostéw dostajemy

() (Wios Wiz < ) = T P( W o < )
k=0 =0
S5M 1 5EM A~ 3
~ p(y < 2)) = ({1 < 2
! M/f - 3, 1 10M\3
- (\ﬁ/ M/f 2/2d1,> < (m f)
Zatem n—3 50 =3 100003 1000013
(1 () (s - wia < 51) < S 10 < 20
czyli
co n—3 2
( ﬂ U ﬂ {‘WHkH —Wj+k| }) 0
n=m j=0 k=0

]P)(Eltoe[o,l) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w to) =0.
Nieznacznie modyfikujac poprzedni dowéd (albo uzywajac faktu, ze V[N/t =T 12W,p

tez jest procesem Wienera oraz w oczywisty sposob nierézniczkowalno$¢ W na [0,1) jest
réwnowazna nierézniczkowalnosci W na [0, 7)) dostajemy, ze dla T' < oo,

P(Htoe[O,T) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w t0> = 0.
By zakonczy¢ dowdd wystarczy zauwazyé, ze
P(3t0>o t — Wi(w) jest rézniczkowalne w to)
= ]\}Enmp(ﬂtoe[o,N) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w t0> =0.

O]

Uwaga 1.35. Dokladna analiza przedstawionego dowodu pokazuje, ze nie wykazaliSmy mie-
rzalnosci zdarzenia {3, t — W;(w) jest rézniczkowalne w to}, a jedynie to, ze jest ono
podzbiorem pewnego zdarzenia miary zero. By uniknaé¢ kltopotéw technicznych podobne-
go rodzaju, wygodnie jest przyjaé, ze przestrzen probabilistyczna (€2, F,P) jest zupelna,
tzn. dowolny podzbidr zbioru miary zero jest mierzalny (kazda przestrzen probabilistyczna
mozna rozszerzy¢ do przestrzeni zupelnej).
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2 Rozklady Procesé6w Stochastycznych

W tej czesci zdefiniujemy rozklad procesu stochastycznego, w szczegdlnoéci powiemy jakie
zdarzenia okreslone przez proces sa mierzalne. Udowodnimy, ze rozktad procesu jest wyzna-
czony przez rozklady skonczenie wymiarowe. Sformultujemy tez warunki, ktére musza by¢
spelnione, by istnial proces stochastyczny o zadanych rozktadach skonczenie wymiarowych.

Przypomnijmy, ze jesli X jest zmienng losowa o warto$ciach w przestrzeni (E, &), to
rozkladem X jest miara probabilistyczna na (E, ) zadana wzorem

pux(A)=P(X € A), Acé.

2.1 o-cialo zbioréw cylindrycznych

Proces X = (X¢)ier mozemy traktowaé jako zmienng losowa o wartosciach w R”. Jakie
podzbiory RT s wéwczas na pewno mierzalne?

Definicja 2.1. Zbiory postaci
{x e RT: (v4,...,21,) € A}, t1,...,t, € T, A € B(R")

nazywamy zbiorami cylindrycznymi. Przez B(RT) bedziemy oznaczaé najmniejsze o-ciato
zawierajace zbiory cylindryczne i bedziemy je nazywaé o-cialem zbiorow cylindrycznych.

Uwaga 2.2. Zauwazmy, ze
BRT) =o({z € RT: 2, € A}, t € T, A € B(R)).

Uwaga 2.3. Nietrudno wykazaé, ze jesli zbiér A € B(RT), to istnieje zbiér przeliczalny
Ty C T taki, ze jedli z,y € RT oraz z(t) = y(t) dlat € Tp tox € A & y € A.

Przyktlady
1. Nastepujace zbiory naleza do B(R[%>)):

o {z:xg>ua}, s>12>0,
o {z:xy >0,mpy, —xp, >0,.00,mp, —x, , >0} 0< 1t <ta<...<lty,
o {T: Vicstscq, Tt > T}

2. Zbiory

o {x: sup,cp |x¢] < 1},

o {x:t— x4 ciagle}

nie nalezg do B(RT), gdy T jest niezdegenerowanym przedziatem.
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Definicja 2.4. Rozkladem procesu X = (X;)ier nazywamy miare probabilistyczna px
na B(R”) dana wzorem

px(C) = P((Xp)er € C), C € B(RT).

Uwaga 2.5. Zaldézmy, ze T jest przedzialem (skonczonym lub nie). Na przestrzeni funk-
cji ciagtych C(T) rozwazmy topologie zbieznoéci niemal jednostajnej. Wéwcezas B(RT) N
C(T) = B(C(T)), co oznacza, ze jesli proces X = (X;)ier ma ciagle trajektorie, to X
wyznacza rozklad probabilistyczny na przestrzeni funkeji ciagltych (C(T'),B(C(T))). W
szczegblnosei proces Wienera wyznacza pewien rozklad probabilistyczny na C0, 00).

2.2 Warunki zgodnosci. Twierdzenie Kolmogorowa o istnieniu procesu

Najprostsze zbiory z B(R”), to zbiory cylindryczne. Miary takich zbioréw to rozklady
skonczenie wymiarowe procesu.

Definicja 2.6. Dla procesu (X;)ier o wartoSciach w R i ¢1,...,t, € T okreSlamy miare
iy ,...t, Na R™ wzorem

Mtl,...,tn(A) = P((th, . ,th) (S A), A€ B(Rn)

Rodzine miar {4, ¢, : t1,...,t, € T parami rézne} nazywamy rodzing skoriczenie wy-
miarowych rozkladow procesu X.

Fakt 2.7. Zalozmy, Ze X = (Xy)ier 1Y = (Yi)rer sa procesami o tych samych skoriczenie
wymiarowych rozkladach, czyli

P(( Xy, ..., Xy,) € A) =P((Yey,...,Ys,) € A)
dla wszystkich t1,...,t, € T, A € B(R™). Wéwczas X i Y majg ten sam rozklad, tzn.
P(X € C) =P(Y € C) dla wszystkich C € B(RT).

Dowdd. Rodzina zbioréw cylindrycznych A tworzy w-uklad, a rodzina C zbioréw C' takich,
ze P(X € C) =P(Y € C), jest A-ukladem zawierajacym A. Zatem z twierdzenia o m- i A-
uktadach, C zawiera réwniez o-cialo generowane przez A, czyli B(RT). O

Definicja 2.8. Powiemy, ze rodzina skonczenie wymiarowych rozktadéw
{pty . tn: t1,...,ty € T parami rézne}
spetnia warunki zgodnosci, jesli zachodza nastepujace warunki:

i) Dla dowolnych t1,to,...,t, € T, dowolnej permutacji (i1, ...,i,) liczb (1,...,n) oraz
zbioréw Aq, As,..., A, € B(R),

[t oot (Aip X Ajy X oo X A) = pigy,t0 (A1 X Ag X0 X Ay).
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ii) Dla dowolnych ¢i,to,...,t,41 € T oraz Aj, Ag, ..., A, € B(R),

Pty oostnstnir (A1 X Ao X0 Ay X R) = gy g, (A1 X Ag XL X Ay).

Oczywiscie rodzina rozktadéw skonczenie wymiarowych dowolnego procesu stochastycz-
nego spetnia warunki zgodnosci. Okazuje sie, ze sa to jedyne warunki jakie nalezy natozy¢
na taka rodzine.

Twierdzenie 2.9. Zaldimy, Ze rodzina skoriczenie wymiarowych rozktadow (pu, . +,) spel-
niajgca warunki zgodnosci. Wowczas istnieje proces (X¢)ier majacy skoriczenie wymiarowe
rozktady rowne (fi, .. 1, )-

Dosé¢ techniczny dowdd powyzszego twierdzenia przedstawimy w osobnej sekcji. Teraz
oméwimy wnioski i przyktady.

Whniosek 2.10. Zaloimy, ze T' C R oraz dana jest rodzina rozkladow skonczenie wymia-
rowych {1, t1 <tz < ...<tp,t1,...,t, € T} spelniajoca warunek

Pty,otn (AL X oo X Ay X RX Apyq ..o x Ay)
= Hty,tp_1,tpatseotn (A1 X ... X Ak,1 X Ak+1 X ... X An)

dla wszystkich t1 <ty < ... <tp, n>2, 1< k< n oraz zbioréw borelowskich A1, ..., Ay.
Wowczas istnieje proces (Xi)ier taki, Ze (Xi,...,Xy,) ma rozklad py, 4, dlat; <ty <
<t

Dowdd. Dla ty,...,t, € T parami réznych istnieje permutacja (i1, ...,1,) liczb (1,...,n)

taka, ze t;, < t;, <...<t;, . Mozemy wiec okresli¢ pu, . 4, jako rozklad wektora (Y1,...,Y},)
takiego, ze (Y; ,Y;, ) ma rozklad Pty yoots, - Mozna sprawdzi¢, ze tak okreslona rodzina

17" n in

miar (g, t,) spelnia warunki zgodnosci. O
Przyktady

1. Jedli (u¢)ter jest dowolna rodzing rozkladéw na R, to istnieje rodzina niezaleznych
zmiennych losowych (X;)ier taka, ze X; ma rozklad p;. Uzywamy tu twierdzenia o
istnieniu dla g, . ¢, = pt; ® ... @ i, -

2. Istnieje proces spelniajacy warunki (WO0)-(W2) definicji procesu Wienera. Istotnie
dla 0=ty <t; <ty <...<t, kladziemy

My, ity ™ (Xla Xl + X27 s aXl + X2 + ...+ Xn)a
gdzie X1, . .., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi X ~ N (0, tx —tr_1). Warunki
zgodnosci wynikaja wéwezas stad, iz jedli Y1, Ys sa niezalezne i Y; ~ N(0,07) dla

i=1,2,to Y] + Yy ~ N(0,07 + 03).
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Uwaga 2.11. Dla uproszczenia zakladaliSmy podczas tego wyktadu, ze proces X; ma war-
tosci rzeczywiste. Nic sie zmieni (poza oczywistymi drobnymi zmianami definicji) dla pro-
ceséw o wartosciach w R?. Czasem jednak zachodzi potrzeba rozpatrywania proceséw o
warto$ciach w ogdlniejszej przestrzeni E. warto wiec zauwazy¢, ze

o w Fakcie 2.7 nie wykorzystywalidmy zadnych wlasnosci przestrzeni R,

e w dowodzie Twierdzenia 2.9 wykorzystuje sie regularnos¢ miar na R"™ — by zachodzit
dla proceséw o wartosciach w E, wystarczy zalozy¢, ze F jest przestrzenia polska (tzn.
osrodkowa, zupelna przestrzenia metryczna) z sigma-cialem zbior6w borelowskich lub
dodaé¢ warunek regularnosci rozpatrywanych miar.

2.3 *Dowdd twierdzenia o istnieniu procesu*

Dowo6d Twierdzenie 2.9 opiera sie na dwoch waznych faktach z teorii miary, ktére przyto-
czymy bez dowodu. Pierwszy z nich podaje warunek kiedy funkcje skonczenie addytywna
na ciele zbioréw mozna przedtuzy¢ do miary.

Twierdzenie 2.12 (Caratheodory’ego o przedluzaniu miary). Zaldzmy, ze A jest cialem
podzbioréw X, a pg skoniczenie addytywng funkcjq z A w Ry. Wowczas po przediuza sie
do miary p na o-ciele o(A) wtedy i tylko wtedy, gdy po jest ciggla w 0, tzn

jesli (Ap)p>y CA A DAy D ... oraz ﬂ A, =0, to nlLHgO to(Ay) = 0. (C)

n=1
Potrzebny nam tez bedzie fakt o regularnosci miar borelowskich na R™.

Fakt 2.13. Kazda miara skoriczona na (R™,B(R"™)) jest regularna, tzn. dla dowolnego
zbioru borelowskiego A,

pu(A) = sup{u(K): K jest zwartym podzbiorem A}.

Dowdd Twierdzenia 2.9. Niech A oznacza algebre zbioréw cylindrycznych. Dla C' = {z: (24, ...

A}, A e B(R™) potézmy po(C) = puy,... 1, (A). Zauwazmy, ze

e 7z warunkéw zgodnosci wynika, ze g jest dobrze zdefiniowane, tzn. po(C) nie zalezy
od wyboru t¢1,...,t, i A reprezentujacych C.

® i jest skonczenie addytywna. Istotnie jesli C,...,C; € A, to mozna dobraé¢ odpo-
wiednio duzy zbiér indekséw t1,...,t, € T taki, ze zbiory (', ..., Cy zaleza tylko od
t1,...,1n, tzn.

C; = {ZL‘Z (xtl, co,my,) € Ai}7 A; € B(R™).

Zalézmy, ze zbiory zbiory C1,...,C) sa roztaczne. Wowczas zbiory Aj,..., Ay sa
rowniez roztaczne, a zatem

,u0< LI] Ci) = Mt1,...,tn( LkJ Ai) = Zk:Mtl,...,tn (Ai) =
=0 =0 i=0

|

]
5
Q
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By zakonczyé¢ dowdéd musimy wykazaé warunek (C) z twierdzenia Caratheodory’ego,
czyli

jesli C, e A, C1 DCy D ...y pp(Cp) > e>0, to ﬂCn#Q).

n=1

Kazda miara p na (R", B(R")) jest regularna (zob. Twierdzenie A.?), tzn. dla dowolnego
A € B(R"),
pu(A) =sup{u(K): K C A, K zwarte}.

Zbiory C,, sg cylindryczne, czyli zalezg tylko od skonczonego zbioru indekséow. Mozemy
zalozyé, ze te zbiory indekséw rosna, co wiecej (ewentualnie powtarzajac zbiory C; lub
dodajac indeksy) mozemy zakladaé, Ze istnieje ciag t1,to, ... taki, ze

Cp =A{z: (x4,,...,24,) € Ap} dla pewnego A, € B(R").

Na mocy regularnosci miary pu, .. ., istnieja zbiory zwarte K, C A, takie, ze

£
ty,ootn (An \ Kp) < pras el 1,2,....

Oznaczajac Dy, = {z : (24,,...,7,) € Kp}, mamy po(Cy, \ D) < 27" te. Niech
Dp=DiN...0D, ={x: (x1,,...,2,) € K}, gdzie

Kn= (K1 xR )N (Ky xR N...N (Kpoy x R) N Koy
Poniewaz Cy, \ Dy, = UP_,(C \ Di) € Up_;(Ck, \ D), wiec

. n o0 e
10(Cn \ D) < Z 10(Cr \ Dy) < Z 275 e < bR
k=0 k=1

Zatem ,uo(ﬁn) > 1uo(Cp) — po(Cp \ IN)n) > ¢e— 5§ > 01w szcezegblnosci D, # (). Niech
™ e 1~7n, wowczas

(a:g?)’,..,xgz)) €K k=1,...,n.
Zbiory K}, sa zwarte, co implikuje, ze dla dowolnego k, ciag (:cgj));;o:l jest ograniczony. Za

)

pomoca metody przekatniowej mozemy wybraé¢ podciag (n;) taki, ze lim;_, o :r,ﬁZ’ =z
dla k =1,2,.... Ale wéwczas, z domknietoéci Ky,
: (i (ni
(zg7, .. ,xf:) = n}l—moo(mt? ), . ,l’t: )) c K.

Okreslmy y € RT wzorem

. l‘?o dlat e {tl,tg,...},
%= 0 dlat%{tl,tg,...}.
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Wowezas y € (o2 Cn, czyli (72, Cy # 0, co cheielismy dowiesé.
Wiemy zatem, ze na = R’ istnieje miara probabilistyczna p rozszerzajaca pg. Wtedy
dla tq,...,t, € T oraz A € B(R") mamy

,LL({:L’: (55751’ SR xtn) € A}) = iy, oty (A)

Zatem na przestrzeni probabilistycznej (RT, B(RT), ) wystarczy zdefiniowaé proces X
wzorem X (z) = xy. O

3 Ciaglosé trajektorii

Wiemy juz kiedy istnieje proces o zadanych skonczenie wymiarowych rozktadach. Nasuwa
si¢ pytanie — kiedy taki proces ma ciagle trajektorie? Zanim jednak zastanowimy si¢ nad
odpowiedzig wprowadzimy dwa wazne sposoby poréwnywania proceséw.

3.1 Procesy stochastycznie réwnowazne i nierozréznialne

Definicja 3.1. Niech X = (X;)ier oraz Y = (Y;)ier beda dwoma procesami stochastycz-
nymi, okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Powiemy, ze:
a) X jest modyfikacjg Y (lub X jest stochastycznie réwnowazny Y'), jesli

Vier P(X; = Y;) = L.
b) X i Y sa nierozréznialne, jesli
P(Vier Xi =Y;) = 1.

Zauwazmy, ze procesy nierozrdznialne sa oczywiscie stochastycznie réwnowazne. Po-
nadto dwa procesy stochastycznie réwnowazne maja ten sam rozktad. Ponizszy przyktad
pokazuje, ze z rozktadu procesu nie mozna wnioskowaé¢ o wlasnoéciach trajektorii.

Przyktad
Niech Z > 0 bedzie dowolng zmienna losowa o rozkladzie bezatomowym tzn. P(Z =
z) = 0 dla wszystkich z € R. Zdefiniujmy dwa procesy na T' = [0, 00):

0 dlat# Z(w),

X =0 oraz Yi(w)=
1 dlat=Z(w).

Wéwcezas Y jest modyfikacja X, bo P(X; # Y;) = P(Z = t) = 0. Zauwazmy jednak, ze
wszystkie trajektorie Y sa nieciagle, czyli w szczegélnosci P(Vizo Xy = Y;) = 0, a zatem
procesy X i Y nie sa nierozréznialne.

Fakt 3.2. Zaléimy, Ze T jest przedziatem oraz procesy X = (Xp)ier 1Y = (Yy)ier majg
prawostronnie ciggle trajektorie. Wowczas, jesli X jest modyfikacjq Y, to X1Y sq nieroz-
roznialne.
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Dowdd. Wybierzmy przeliczalny podzbior Ty C T, gesty w T, zawierajacy dodatkowo
sup 7', jesli T jest przedziatem prawostronnie domknietym. Niech

A= {vtETo Xt = Y;t}a

wowcezas P(A) = 1, jako przeliczalne przeciecie zbioréw pelnej miary. Ponadto, jesli w € A,
to dla dowolnego ¢t € T'\ {sup 7'},

t(w) s—>t—1&-I,IsleTo S(w) s—»t-}-IEGTU s(w) t(w)7

czyli
P(Vier Xe =Y;) > P(A) =1.

3.2 Twierdzenie o ciagtej modyfikacji

Najwazniejsze twierdzenie tego wykladu podaje kryterium istnienia modyfikacji procesu,
ktéra ma ciagle trajektorie. Zanim sformutujemy doktadny wynik przypomnijmy definicje
holderowskosci.

Definicja 3.3. Funkcja f: [a,b] — R jest holderowsko ciagla z wykladnikiem -, jesli dla
pewnej statej C' < oo,

|f(s) = f(t)| < C|t — s|” dla wszystkich s,t € [a, b].
Twierdzenie 3.4. Zaldimy, ze X = (Xy)g(q,p) jest procesem takim, Ze
vt‘,se[a,b} E‘Xt - X8|a < C’t - 8’1+6 (2)

dla pewnych stalych dodatnich o, ,C. Wiwczas istnieje proces X = ()N(t)te[a’b}, bedgcy
modyfikacjqg procesu X, ktorego wszystkie trajektorie sq ciggte. Co wiecej trajektorie kazdej
modyfikacji X o cigglych trajektoriach sq, z prawdopodobienstwem 1, hélderowsko ciggle z
dowolnym wykiadnikiem v < g

Whniosek 3.5. Twierdzenie 3.4 jest prawdziwe, gdy przedzial [a,b] zastgpimy nieskonczo-
nym przedzialem, o ile hélderowsko$é trajektorii zastapimy lokalng holderowskoScig (tzn.
hélderowskoscig na kazdym przedziale skoriczonym). Co wiecej, wystarczy, by warunek (2)
zachodzil dla |s — t| < 0, gdzie § jest ustalong liczbg dodatnig.

Dowdd. Przedzial nieskoniczony T' mozna zapisa¢ jako przeliczalna sume przedzialéw [ay,, ant1],
dtugosci nie wiekszej od §. Z Twierdzenia 3.4 wynika istnienie modyfikacji Xt(n) procesu X
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n+1

nt )}, wowczas

na przedziale [a,, a,+1], 0 ciaglych trajektoriach. Niech A, = {X(EZL + f(é
A =J,, A, ma miare zero. Mozemy wiec potozy¢:

Ti(w) = Nt(n)(w) dla t € [an,ant1], w¢ A
0 dla w € A.
Dowdd Twierdzenia 3.4. Ustalmy ~v € (0, 3/«) i niech
D:={tea,b]:t=2""k, n=1,2,.... k€ Z}

oznacza zbior liczb dwéjkowo wymiernych z [a, b]. Wowczas

D = | J Dy, gdzie Dy, := {t € [a,b]: t =27"k, k € Z}.

n=0

Na mocy nieréwnosci Czebyszewa,
P(|X; — X, > ¢) < e “E|X; — X,|* < Ce |t — s|'TP,

w szczegbdlnosci
P(| X — X i | >277) < g2 nHB-a7),
oM an

Zatem, dla ustalonego n,

Zdefiniujmy A := limsup A,,, gdzie
An::{ max |Xk- 1 — X

k
a<2 k<2~ (k+1)<b ' 27 P

Nieréwnos¢ ya < @ implikuje, ze
[e.e] o0
STP(A,) <Y Cb—a)27P) < 0.
n=1 n=1
zatem, na mocy lematu Borela-Cantelliego, P(A) = 0, czyli P(B) = 1, gdzie

B = Q \ A = {w: Hno(w)vn2n0(w)vaggfnk<2—n(k+1)<b |X% - X2in| < Qi’yn}.
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Zaltézmy, ze w € B, pokazemy wpierw, indukcyjnie po m, ze

Vn>n0( )vm>nvs tEDm, ‘8 — t‘ 27" = ’X ( ) t(w)| <2 Z 2777, (3)

Dla m = n, jedli |s — t| < 27", to mozemy przyjaé, ze s = %,t = 2n Xy — Xy| =
|X% - X%\ < 277" na mocy definicji B.

Zalézmy zatem, ze (3) jest udowodnione dla m = n,n+ 1,..., M — 1, pokazemy, ze
zachodzi réwniez dla m = M. Niech s,t € Dy, s < t, mozemy zalozyé, ze |s —t| > 27M,
bo inaczej dziala argument przedstawiony w pierwszym kroku indukcji. Potézmy

§=min{u € Dy/_1,u > s}, t = max{u € Dy_1,u < t},

wowezas s < § <t < t, czyli |§ — ] < |s — t| < 27™ Stad, wobec zalozenia indukcyjnego,
| X3 (w) — Xj(w )| < QZM 19797 Ponadto, |s — 3| < 27M, |t — ] < 27M, cayli

[ Xs(w) = Xi(w)| < [Xs(w) = Xp(w)] + [ Xs(w) = Xs(w)] + [ Xi(w) — Xi(w)]

M-1 ) M )
<2y 27 oMM =93 97,
Jj=n j=n

co konczy dowdd (3).
Wiemy zatem, ze dla w € B,

s,t€D,|ls—t <27 n>ny(w) = |Xs(w) — 222 =027
gdzie Cy jest stala zalezng tylko od v. WeZzmy teraz dowolne s,t € D takie, ze |s — t| <
2770(@) | wéwezas istnieje n > ng(w) spetniajace 27" < s —t] < 27" i
| Xs(w) — Xi(w)| < C,277" <270, |s — t]7.

W koncu, dla dowolnych s, € D, mozemy dobraé¢ ciag s = s < s1 < ... < s = t,
k< 2mW)(b — a) taki, ze s; € D, |sip1 — si| <270 i otrzymamy

k k
[ Xs(w) <X (@) = Xy (W) < 22707|5i —sial|’
=1

i=1
< (b—a)2@2C |t — 5],

Udowodnilisémy zatem, ze dla w € B, funkcja t — X;(w) jest holderowsko ciagla na D,
w szczegblnoscei jest jednostajnie ciagla i w kazdym punkcie z [a, b] ma granice. Pol6zmy

)’*{; ( ) hms*)tjseD XS((A)) dla w € B,
w =
! 0 dlaw ¢ B.
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Wéwezas wszystkie trajektorie X sa ciagle (a nawet holderowsko ciagle z wykladnikiem
7). Z nieréwnosci Czebyszewa tatwo wynika, ze dla dowolnego ciagu (¢,) C D, zbieznego
do t € [a,b], X, — X; wedlug prawdopodobienistwa. Z drugiej strony X; — )~(t p.n., a
wiec réwniez wedlug prawdopodobienstwa. 7 jednoznacznoéci granicy wynika, ze X, =X,
p-n., czyli proces X jest modyfikacja X.

Na koniec zauwazmy, ze trajektorie X sg holderowsko ciagte z wyktadnikiem +, a skoro
wiemy, ze wszystkie ciagte modyfikacje X sa nierozréznialne, to wszystkie ciagte mody-
fikacje X maja, z prawdopodobienstwem 1, holderowsko ciagle trajektorie z dowolnym
wyktadnikiem v < % O

Whniosek 3.6. Istnieje proces Wienera, tzn. proces spelniajgcy warunki (W0)-(W3).
Dowéd. Mamy E|W,—W, |4 = E|/t — sW1[* = (s—t)?EW;t = 3(s—t)? i mozemy zastosowadé
Wniosek 3.5 z8=1,a=41iC = 3. O

Whniosek 3.7. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera sg lokalnie Hélderowsko ciggle
z dowolnym parametrem v < 1/2.

Dowdd. Mamy E|W, —Wi|P = (s—t)P/?EW?P = C,(s—t)P/? dla dowolnego p < co. Stosujac
wniosek 3.5, z f = p/2 — 11 a = p, otrzymujemy lokalna Holderowska ciaglo$¢ trajektorii
z dowolnym v < % — %. Biorac p — oo dostajemy teze. ]
Uwaga 3.8. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera nie sa jednostajnie ciggle na
[0, 00), nie moga wiec by¢ globalnie Holderowskie z zadnym wykladnikiem.

Uwaga 3.9. Zalozenia B > 0 nie mozna opusci¢ — wystarczy rozwazy¢ proces Poissona dla
ktorego E|N; — Ng| = A|t — s|, a oczywiscie proces Poissona przyjmuje wartosci catkowite,
wiec nie ma modyfikacji o ciaglych trajektoriach.

3.3 Inne rodzaje cigglosci procesow

W tym wyktadzie koncentrowaliSmy uwage nad procesami o trajektoriach ciggltych. Warto
jednak wspomnie¢ o innych formach ciaglosci proceséw stochastycznych.

Definicja 3.10. Niech X = (X}):cr bedzie procesem stochastycznym. Méwimy, ze
a) proces X jest stochastycznie ciggly, jesli

th =1 = th B) X;.
b) proces X jest ciggly wg p-tego momentu (ciggly w Ly), jesli
t, =t = E|th — Xt‘p — 0.

Uwaga 3.11. Nietrudno wykazaé, ze zaréwno ciaglto$é trajektorii jaki i ciaglos¢ wg p-tego
momentu implikuja ciagltos¢ stochastyczna procesu. Z pozostalych czterech implikacji mie-
dzy powyzszymi pojeciami cigglosci procesu zadna nie jest prawdziwa bez dodatkowych
zalozen.
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4 Procesy gaussowskie

4.1 Przypomnienie podstawowych faktéw o wektorach gaussowskich

Definicja 4.1. Wektor losowy X = (X1,...,X,) w R"” nazywamy gaussowskim, jesli ma
funkcje charakterystyczna postaci

(Ct,t)

px(t) =927 teR"

dla pewnego a € R" i symetrycznej, nieujemnie okreélonej macierzy C € M, «,. Uzywamy
oznaczenia X ~ N(a,C). W przypadku, gdy a = 0 oraz C' = Id, X nazywamy kanonicznym
wektorem gaussowskim.

Kazdy wektor gaussowski ma ten sam rozktad co afiniczny obraz wektora gaussowskiego
—jesli X ~ N(a,0), to X ~ a++/CY, gdzie Y ~ N(0,Id). Wektory gaussowskie sa
zamkniete ze wzgledu na przeksztalcenia afiniczne.

Jesli X ~ N(a,C), to EX = a oraz Cov(X) = C. W szczegdlnosci rozklad wekto-
ra gaussowskiego jest jednoznacznie wyznaczony przez wektor wartosci $redniej i macierz
kowariancji.

Uwaga 4.2. Mozna wykazaé, ze X ~ N (a,C) ma gestos¢ wtedy i tylko wtedy gdy macierz
kowariancji C' jest odwracalna i wowczas ta gesto$¢ wynosi

1 (C Yz —a),x —a)
T) = o ex )
9x(2) (2m)zv/det C p( 2 )

Twierdzenie 4.3. Jesli wektor losowy X = (X1, Xs,...,X,) ma rozklad gaussowski to

zmienne X1,...,X, sq¢ niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy sq mieskorelowane, tzn. gdy
Cov(X;, X;) =0dlai#j.

Dowdd. =: Dowolne zmienne niezalezne sa nieskorelowane.
<: Macierz C' = Cov(X) jest diagonalna, zatem

Oxy,x0) () = ¢

co dowodzi niezaleznosci X;. O

Uwaga 4.4. Kluczowym zalozeniem w Twierdzeniu 4.3 jest gaussowskos¢ wektora X, a
nie tylko jego wspélrzednych. Latwo skonstruowaé¢ dwie zalezne zmienne X1, Xo takie, ze
X; ~N(0,1) oraz Cov(X7, X2) = 0.
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4.2 Procesy gaussowskie — definicja i podstawowe wlasnosci
Przypomnijmy definicje, ktéra juz sie pojawila przy omawianiu procesu Wienera.

Definicja 4.5. Proces X = (X})ier nazywamy gaussowskim, jesli wszystkie skonczenie

wymiarowe rozktady X sa gaussowskie czyli wektor (Xi,,..., X, ) ma rozklad gaussowski
dla dowolnych t1,...,t, € T.
Przyktlady

1. X¢ = f(t)g, gdzie f: T — R dowolne, a g ~ N(0,1).
2. Proces Wienera (W¢)¢>0.
3. Most Browna X; =W, —tW, 0 <t < 1.

Wiemy, ze wielowymiarowe rozktady gaussowskie sa wyznaczone przez dwa parametry
— wektor wartosci $redniej i macierz kowariancji. Podobnie jest w przypadku proceséw, by
sformutowaé odpowiednie twierdzenie, najpierw wprowadzimy stosowne definicje.

Definicja 4.6. Zalézmy, ze X = (X;)ier jest procesem stochastycznym caltkowalnym z
kwadratem, tzn. EX? < oo dla wszystkich t € T. Funkcje wartodci sredniej (warto$é sredniq
procesu) X definiujemy wéwczas wzorem m(t) := EXy, t € T, a funkcje kowariancji X
wzorem K (t,s) := Cov(Xy, Xy), t,s € T. Proces X nazywamy scentrowanym, jesli m = 0.

Fakt 4.7. Funkcja kowariancji procesu stochastycznego jest nieujemnie okreslona tzn.

n
vtl,.‘.,tnET vxl,...,anR Z K(t’mt])xlx] P 0.
i,7=1

Dowéd. Liczymy

n n n n
Z K(t;, tj)xix; = Z Cov (X, Xy, )zizj = COV(Z Xtﬁz',thil“i)

i,j=1 i,j=1 i=1 j=1

n
i=1
Wiemy juz, ze proces Wienera mozna scharakteryzowac¢ jako scentrowany proces gaus-
sowskim o ciaglych trajektoriach i funkcji kowariancji K(¢,s) = min(t, s). Ponizsze twier-
dzenie pokazuje, ze rozklad procesu gaussowskiego jest jednoznacznie wyznaczony przez
dwie funkcje — wartos$¢ $rednia i kowariancje.

Twierdzenie 4.8. a) Niech m: T — R bedzie dowolng funkcjg, a K: T x T — R sy-
metryczng funkcjg nieujemnie okreslong. Wowczas istnieje proces gaussowski o wartosci
Sredniej m i funkcji kowariancji K.

b) Jesli dwa procesy gaussowskie majq takie same funkcje kowariancji i wartosci Sredniej,
to majg ten sam rozklad.
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Dowdd. a) Dla {ti,...,t,} C T okreSlamy py, ., jako rozklad wektora gaussowskiego
(X1,...,X,) takiego, ze EX; = m(t;) oraz Cov(X;, X;) = K(t;,t;) (wektor taki istnieje
bo macierz (K (t;,t;))i j<n jest symetryczna nieujemnie okreslona. Latwo sprawdzi¢ (wy-
korzystujac to, ze n-wymiarowy rozklad gaussowski jest zadany przez dwa parametry), ze
rodzina miar (u, ...+, ) spelnia warunki zgodnosci, zatem z Twierdzenia 2.9 wynika istnienie
szukanego procesu.

b) Poniewaz n-wymiarowe rozklady gaussowskie sa wyznaczone przez wektor sredniej
i macierz kowariancji, wiec rozwazane dwa procesy maja te same rozklady skonczenie wy-
miarowe, czyli na mocy Faktu 2.7 maja te same rozktady. O

Uwaga 4.9. Zatézmy, ze X jest osrodkowa przestrzenia Banacha. Powiemy, ze zmienna
losowa o wartosciach w X ma rozklad gaussowski, jesli dla dowolnego funkcjonatu ciaglego
x* € X* zmienna rzeczywista z*(X) ma rozklad gaussowski. Proces Wienera na skonczo-
nym przedziale [0, 7] mozna traktowaé jako gaussowska zmienng losowa o wartosciach w
o, T].

4.3 Proces Ornsteina-Uhlebecka

Definicja 4.10. Proces Ornsteina-Uhlenbecka z parametrem (3 > 0 okreslamy wzorem
Xy =e P"Was, teR.

Zauwazmy, ze zbiér indekséw procesu Ornsteina-Uhlebecka to cala prosta rzeczywista.
Proces Ornsteina-Uhlenbecka jest gaussowski, ma ciagte trajektorie, $rednia zero i funk-
cje kowariancji

K(s,t) = Cov(Xs, X;) = e PeBt2B(tns) — o—Blt=s|,

Fakt 4.11. Proces Ornsteina-Uhlenbecka (Xi)icr jest procesem stacjonarnym, tzn. dla
dowolnego h € R proces (Xi)ier ma ten sam rozklad, co (Xiip)ter

Dowdd. Proces Y; := Xyyp, t € R, jest gaussowski, ma $rednig zero i funkcje kowariancji
réwna Ky (t,s) = Kx(t + h,s + h) = Kx(t,s). Zatem, na mocy twierdzenia 4.8, X i YV
maja ten sam rozklad. ]

4.4 Utlamkowy Ruch Browna

Definicja 4.12. Niech H € (0, 1]. Proces gaussowski (X;)icr 0 $redniej zero, funkcji ko-
wariancji

K(s,1) = Kn(s, 1) = 5 (1s + 112 |t — ") 4)

oraz ciaglych trajektoriach nazywa sie ulamkowym ruchem Browna z parametrem (Hursta)
H.
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Uwaga 4.13. W literaturze si¢ czesto rozwaza utamkowy ruch Browna tylko na [0, 00).

Zauwazmy, ze dla H = 1/2 oraz s,t > 0 dostajemy
1 1
Kyo(s,t) = Kyjo(—s,—t) = §(s—l—t— [t—s|) =sAt, Kyp(—s,t)= 5(34—75— (t+s)) =0,

zatem jesli (Xi)ier jest ulamkowym ruchem Browna z parametrem 1/2, to procesy (X¢)i>o0
i (X_¢)t>0 sa niezaleznymi procesami Wienera.

Dla H =1, K;(s,t) = st = Cov(sg, tg), gdzie g ma rozklad N (0, 1), zatem 1-ulamkowy
proces Wienera mozna okresli¢ wzorem X; = tg, t € R.

By udowodnié istnienie utamkowego ruchu Browna dla H € (0, 1), sprawdzimy najpierw
nieujemng okreslonos¢ funkcji K. Jest ona konsekwencja nastepujacego lematu.

Lemat 4.14. Dia 0 < H < 1 istnieje stata cg > 0 taka, Ze

1 — cos(tz)
2H __

Dowdd. Calka jest dobrze okre$lona, bo w otoczeniu zera funkcja podcatkowa jest rzedu
%(tac)2|gc\_2H_1 = %t2|x\1_2H, ponadto jest nieujemna i szacuje sie z géry przez |z| =121,
Wyktadnik 1 —2H jest wickszy od —1 a —1 —2H mniejszy od —1, wigc funkcja podcatkowa

jest calkowalna na R. Podstawienie y = tx pokazuje, ze

1 —cos(tx) , o [ 1—cos(y)
/R |z [2H+1 dz = || /R [y |2+ dy.

O]

Whiosek 4.15. Funkcja Ky (s,t) = 3 (|s|2H + |t)PH — |t — s|2H) jest nieujemnie okreslo-
na.

Dowdd. Na mocy lematu mamy

cg [ 1—cos(tx) — cos(sx) + cos((t — s)x)
Kp(s,t) = 9 |z[2H+1 dz

_cH (1 — cos(tzx))(1 — cos(sx)) + sin(tx) sin(sz) e
2 Jr |21 :

Ponadto funkcje fi(s,t) = (1—cos(tx))(1—cos(sz)) i fa(s,t) = sin(tx) sin(sz) sa nieujemnie
okreslone na R x R dla dowolnego x € R. O

Twierdzenie 4.16. Dla dowolnego H € (0, 1] istnieje ulamkowkowy ruch Browna z para-
metrem H.
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Dowdd. Dla H = 1 wystarczy okresli¢ X; = tg, dalej bedziemy rozpatrywaé¢ H € (0,1).
Twierdzenie 4.8 oraz wniosek 4.15 implikuja istnienie scentrowanego procesu gaussowskiego
X; o funkcji kowariancji Ky (s,t). Zauwazmy, ze

Var(X; — X;) = Var(X;) + Var(X;) — 2Cov(Xs, X¢) = Knu(s,s) + Ku(t, t) — 2Ky (s, t)
=|s— t\QH.

Zatem zmienna X; — X, ma rozktad normalny A (0, [t — s|?/). Stad
E|X; — X,|® = calt — s|*H.

Twierdzenie 3.4 (zastowane z o > 1/H i # = aH — 1) implikuje, ze proces (X;)icr ma
ciggla modyfikacje, ta modyfikacja to utamkowy ruch Browna. O

Uwaga 4.17. Twierdzenie 3.4 implikuje, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie utamko-
wego ruch Browna z parametrem H sa lokalnie H — ¢ holderowskie dla kazdego ¢ > 0.

Fakt 4.18. Ulamkowy ruch Browna

i) ma stacjonarne przyrosty, tzn. zmienna X; — X5 ma ten sam rozklad co Xiyp — Xgip,
ii) jest samopodobny z wyktadnikiem H, tzn (X.) ma ten sam rozktad co (|a|” X;) dla
a € R.

Dowdd. i) Dowdd twierdzenia 4.16 pokazuje, ze X; — X ma rozktad N(0, |t — s|*H).
ii) Procesy (Xat) oraz (Ja|” X;) sa gaussowskie, maja érednia zero i funkcje kowariancji
réwna |a|? Kg(s,t). O

Uwaga 4.19. Nietrudno wykazaé, ze jesli calkowalny z kwadratem proces (X;)icg ma sta-
cjonarne przyrosty i jest H-samopodobny dla pewnego H # 0, to H € (0,1] oraz X ma
funkcje kowariancji réwna C(|t|?H 4 |s|?H — |s — t|*/) dla pewnego C > 0.

5 Filtracje z czasem cigglym, Momenty Zatrzymania

Celem tej czesci jest pokazanie jak zmodyfikowa¢ definicje omawiane podczas kursowego

wykladu z rachunku prawdopodobienstwa z przypadku czasu dyskretnego na czas ciagly.
Bedziemy zakladaé, ze T jest lewostronnie domknietym przedzialem (typowo T =

[0,00)), choé¢ wiekszosé¢ definicji i wynikéw mozna uogdlnié na szersza klase zbioréw.

5.1 Filtracje

Definicja 5.1. Filtracjg (Fi)ier przestrzeni probabilistycznej (Q, F, P) nazywamy rosnacy
rodzine o-cial zawartych w F, tzn. / C Fsdlat <s, t,s€T.

Zdarzenia z o-ciata F; mozemy interpretowac jako zdarzenia obserwowalne do chwili ¢.
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Definicja 5.2. Niech X = (X})ier bedzie procesem stochastycznym. Filtracjg generowang
przez X nazywamy rodzing (F7X);er dang wzorem F7X = o(Xs: s < t).

Fakt 5.3. Proces Xy ma przyrosty niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych s < t,
s,t € T prayrost X; — X jest niezalezny od o-ciata FX.

Dowdd. =: Rodzina zdarzen A niezaleznych od X; — X tworzy A-uklad, ponadto, z nie-

zaleznodci przyrostéw X, zawiera m-uklad zdarzen postaci {Xy, € Ay,..., Xy, € A,} dla
1 <...<t, <s (bO O'(th,Xt2,... ,th) = O'(th,Xt2 —th,. . .,th _th71>'
<: Ustalmy ¢, < ... < t, oraz zbiory borelowskie Ai,...,A,. Zdarzenie {X;, €

A, Xy, — Xy, € Aoy, Xy, — Xy, , € Ayp_1} nalezy do o-ciala ft‘f
zalezne od zmiennej X;, — X, ,. Stad

_,» Wiec jest nie-

]P(th € Al,XtQ — th S AQ, ey th — th71 S An)
= ]P(th S Al, R ,th71 — th72 S An_l)]P)(th — th71 € An)

Iterujac to rozumowanie pokazujemy, ze

P(th EAl, Xt2 — th c AQ, ... ,th — th_l S An)
=P(Xy € A))P(Xy, — Xy, € Ag,) - P(Xy, — X4, , € Ap). O

Definicja 5.4. Proces X = (X;) nazywamy zgodnym z filtracjq (Fy)ier lub Fy-adaptowalnym,
jesli dla wszystkich t € T, X; jest F; mierzalne.

Uwaga 5.5. Oczywiscie proces X jest zgodny z filtracja (F)ier wtedy i tylko wtedy, gdy
FX c Fdlat € T. W szcezegélnoéci kazdy proces X jest zgodny z filtracja przez siebie
generowana.

5.2 Momenty Zatrzymania

Definicja 5.6. Momentem zatrzymania (momentem Markowa, czasem zatrzymania) wzgle-
dem filtracji (F;)ier nazywamy zmienng losowa o wartosciach w T'U {oo} taka, ze {7 <
t} € F; dla wszystkich t € T

Moment zatrzymania to strategia przerwania eksperymentu losowego (np. zakonczenia
udzialu w pewnej grze losowej) taka, ze decyzje o przerwaniu do chwili ¢ podejmujemy
tylko na podstawie obserwacji dostepnych w tym czasie.

Przyktad. Dla zbioru A C R i procesu stochastycznego (X;)ier okreslmy
Ta=1inf{t € T: X; € A}.

Jesli (Xi)ier jest Fi-adaptowalnym procesem o ciaglych trajektoriach, zas A zbiorem do-
mknietym, to 74 jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F3).
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Dowdd. Niech Ty C T bedzie gestym podzbiorem T zawierajacym lewy koniec. Z domknie-
tosci zbioru A i ciagtosci X dostajemy dla t € T

{TA<t}={E|sthseA}:m U {Xs € Ayynt € F1,

n=1 s<t,s€Ty

gdzie
A. ={x e R": d(x,A) <e} (e-otoczka zbioru A). O

Uwaga 5.7. Jesli w powyzszym przykladzie A bedzie zbiorem otwartym, to 74 nie musi by¢
momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F;)wer, ale musi by¢é momentem zatrzymania
wzgledem filtracji (Fii)ier, gdzie dla t < sup T

ft-l— = ﬂ fs,

s>t

a jesli t jest najwiekszym elementem 7', to ktadziemy Fi = Fy.

Powyzsza uwaga motywuje ponizsza definicje, ktéra ma nieco techniczny charakter, ale
jest powszechnie uzywana w teorii proceséw.

Definicja 5.8. Filtracje (Fi)ier nazywamy prawostronnie cigglq, jesli Fip = F dla
wszystkich ¢t € T. Méwimy, ze filtracja (F)er  spelnia zwykle warunki, jesli

a) jest prawostronnie ciagta,

b) dla wszystkich ¢, F; zawiera wszystkie zbiory miary zero, tzn. jesli A € F, P(A) =0, to
A e F.

Definicja 5.9. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F;)icp. Defi-
niujemy o-ciato zdarzen obserwowalnych do chwili T wzorem

Fr = {Ae]—“oo 3:U<U-7:t)1vteT Aﬂ{Tét}GFt}.

teT

Fakt 5.10. a) Zbior F; jest o-cialem.
b) Jesli T < o, to Fr C Fy.
¢) Zmienna losowa T jest Fr mierzalna.

Dowdd. a) Zbiér Q € Fr, bo QN{r <t} = {r <t} € F. Jesli A € Fr, to A N{r <
th ={r <t} \(AN{r <t}) € F, czyli A € F,. Jedli A, € F, dlan =1,2..., to
(UpAn) N{r <t} =U, (AN {7 < t}) € F, czyli U,, An € Fr.

b) Wezmy A € F,, wowczas dlat € T, AN{o <t} =An{r <t}Nn{o <t} € F, czyli
AcF,.

c) Wystarczy pokazaé, ze {17 < s} € Fr,ale {7 <s}N{r <t} ={r <sAt} € Fonr C
Fi. O
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Kolejny prosty fakt pozostawiamy do udowodnienia na ¢wiczeniach.

Fakt 5.11. Zalozmy, zZe T i 0 s¢ momentami zatrzymania. Wowczas Frpne = Fr N Fy oraz
zdarzenia {1 < o}, {o <7}, {7 <o}, {o <7}, {7 =0} nalezqg do F;ps.

Okazuje sig, ze (inaczej niz w przypadku czasu dyskretnego) adaptowalno$é procesu
nie gwarantuje np. mierzalnodci zmiennych X, dla wszystkich momentéw zatrzymania 7.
Dlatego wprowadzimy jeszcze jedna techniczna definicje.

Definicja 5.12. Proces X = (Xi)ier nazywamy progresywnie mierzalnym wzgledem
filtracji (Fy)ter, jesli dla kazdego ¢t € T, funkcja (s,w) — X (w) traktowana jako funkcja
ze zbioru T N (—o0,t] X @ w R jest mierzalna wzgledem o-algebry B(T N (—oo,t]) @ F;.
Réwnowaznie

VieT VAEB(R) {(s,w) €T xQ: s <t,Xs(w) € A} € B(T N (—o00,t]) @ F.

Fakt 5.13. Zaldézmy, Ze T jest przedzialem oraz dany jest proces X = (Xy)ier 1 filtracja

(Ft)ter-

a) Jesli proces X jest progresywnie mierzalny wzgledem (Fy), to jest Fy-adaptowalny.

b) Jesli proces X jest Fi-adaptowalny oraz ma prawostronnie ciggle trajektorie, to jest
progresywnie mierzalny wzgledem (Fy).

Dowdd. a) Zbior {w: X;(w) € A} jest przekrojem zbioru {(s,w) € T'x Q: s < t, X5(w) €
A}, a zatem nalezy do Fy.

b) Ustalmy ¢ € T i potézmy dla s € T, s < t, Xﬁn) = X;_o9-ny, gdzie k jest liczba
calkowita taka, ze t — 27" (k+ 1) < s < t — 27 "k. Wowczas

{(s,w) €T x Q: s <t, XM (w) € A}

o0 k+1 .k
:kL:JO (Tm (t— %,t—Q—nD x{w: X,y (@) € 4)

€ B(T'N (~00,1]) @ Fi.

Zatem funkcja Xs(n)(w), seTN(—oo,t],we Qjest B(T N (—o0,t]) ® F; mierzalna. Wobec
prawostronnej ciagtosci X mamy X (w) = limy, o0 X, ™) (w), zatem funkcja X (w),s €
TN(—o0,t],w € N jest B(T'N(—o0,t]) ®F; mierzalna jako granica funkcji mierzalnych. [

Jesli 7 jest momentem zatrzymania, a X = (X;)ier procesem, to zmienna X, jest
dobrze zdefiniowana tylko na zbiorze {7 < co}. Musimy zatem okresli¢ co mamy na mysli
mowiac, ze zmienna X, jest mierzalna.

Definicja 5.14. Méwimy, ze zmienna losowa Z okreslona na zbiorze A jest mierzalna
wzgledem o-ciala G zawierajacego A, jesli {w € A: Z(w) € B} € G dla dowolnego zbioru
borelowskiego B.
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Fakt 5.15. Zaloimy, ze X = (Xi)ier jest procesem progresywnie mierzalnym wzgledem
filtracji (Fi)ter, a T jest momentem zatrzymania. Wowczas zmienna losowa X, okreslona
na zbiorze {T < oo} € F, jest Fr mierzalna. Ponadto proces zatrzymany w chwili T,
X7 = (Xynr)ter jJest progresywnie mierzalny.

Dowdd. Odwzorowanie
(s,w) = (T(w) As,w): TN (—00,t] x Q@ — T N(—o0,t] xQ
jest mierzalne wzgledem o-ciata B(T N (—o0,t]) ® F). Jesli zlozymy je z odwzorowaniem
(s,w) — Xs(w) mierzalnym z (T'N (—oo,t] x Q,B(T N (—o0,t]) @ F;) w R,
to otrzymamy odwzorowanie
(5,w) = Xr(w)ns(w) mierzalne z (T'N (—oo,t] x Q, B(T'N (—o0,t]) ® F;) w R.
Stad wynika progresywna mierzalnosé procesu X7. By zakonczyé dowdd zauwazmy, ze
{X;eAn{r <t} ={X;n€A}N{r <t} €F

na mocy progresywnej mierzalnosci (a wlasciwie adaptowalnosci) X7. O

6 Martyngaly z czasem cigglym

6.1 Definicje i przyktady

Definicja 6.1. Méwimy, ze (X;)ier jest martyngalem (odp. podmartyngatem, nadmartyn-
gatem) wzgledem filtracji (Fy)ier lub, ze (X, Fi)ier jest martyngalem (odp. podmartyn-
gatem, nadmartyngatem), jesli

a) dla wszystkich t € T, X; jest F; adaptowalny i E|X;| < oo,

b) dla dowolnych s,t € T, s < t, E(Xy|Fs) = X p-n. (odp. > dla podmartyngatu i < dla
nadmartyngatu).

Przyktad 1. Jesli X jest calkowalng zmienng losowa, a (F;)wer dowolna filtracja, to Xy :=
E(X|F), t € T jest martyngalem wzgledem (Fy)eer.
Istotnie, catkowalnos¢ i mierzalnoéé wynikaja z definicji wwo. Ponadto dla t > s,

E(X|Fs) = E(E(X|F)|Fs) = E(X|Fs) = X pn..
Przyktad 2. (W;)s>0 jest martyngalem wzgledem naturalnej filtracji 7}V = o(W,: s < t).
Calkowalnos¢ i mierzalnosé sa oczywiste. Ponadto, dla ¢ > s mamy z niezaleznosci przyro-

stow

E(Wy|Fs) = E(Ws|Fs) + EWy — Wi |Fs) = Ws + E(Wy — W) = W5 pan..
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Przyklad 3. (W?)i>0 jest podmartyngalem, a (W2 — t);>0 martyngalem wzgledem natu-
ralnej filtracji F}V = o(Wy: s < t).
Calkowalnos¢ i mierzalno$¢ sa jasne. Ponadto, dla ¢ > s

E(Wt2|-7:8) = IE(W52|.7:S) + E(ZWS(Wt - WS)|JTS) + E((Wt - W5)2‘-7:5)
= W2+ 2W,E(W; — W) + E(W; — W) = W2+t —s pn.

Uwaga 6.2. W ostatnich dwu przykladach filtracje (F}") mozna zastapi¢ filtracja (F}}).

Fakt 6.3. Zaloimy, ze (Xi, Fy) jest martyngalem (odp. podmartyngalem) o wartosciach
w przedziale I, za$ f: I — R funkcjg wypukle (odp. wypukle i@ niemalejocq) takq, Ze
E|f(X¢)| < oo dla wszystkich t. Wowczas (f(X+), Fi) jest podmartyngatem.

Dowdd. 7 nieréwnosci Jensena mamy E(f(X;)|Fs) > f(E(X¢|Fs)) p-n., a ostatnia zmienna
jest réwna f(X,) w przypadku martyngatu i nie mniejsza niz f(X;) dla podmartyngatu. [

6.2 Jednostajna catkowalnosé

By przenieéé twierdzenia martyngatowe z przypadku dyskretnego na przypadek ciagly, wy-
korzystuje sie czesto metode aproksymacyjng. Dla uzasadnienia przejscia do granicy po-
trzebne sa dodatkowe zalozenia o procesie (najczesciej wystarczy prawostronna ciaglo$é)
oraz pewne narzedzia analityczne. Jednym z bardzo uzytecznych pojeé jest jednostajna
calkowalno$é — przypomnimy teraz jej definicje, oméwimy podstawowe przyklady i wla-
Snosci.

Definicja 6.4. Rodzing zmiennych losowych (X;);er nazywamy jednostajnie calkowalng,
jesli

lim SupE’Xi|I{|Xi|>C} =0.

C—00 jer

Fakt 6.5. Rodzina zmiennych losowych (X;);cr jest jednostajnie calkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione sqg nastepujgce dwa warunki

a) sup;c; E[X;] < oo,

b) Ves03s>0 P(A) < 0 = sup,;c; E|X;|I4 < e.

Dowéd. =-: Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy C' takie, ze sup;c; E|X;|If x, >} < /2. Wéwezas
Vier E’XZ| < C+E|X¢‘I{‘Xi‘>c} < C+€/2 < 00
oraz, jesli P(A) < 6 := 55, to
£
E’XAIA < CP(A) +E|Xi|1{\Xi\>C} <Co+ 5 = €.

<: Niech M := sup;c; E|X;| oraz § > 0 bedzie takie, ze sup;c; E|X;|Ia < e dlaP(A) <
d. Wowezas, jesli C = M/6, to P(|X;| > C) < M/C = § dla dowolnego i € I, czyli
SUp;cr E|Xi|l{|Xi|>C} < e OJ

36



Przykltady rodzin jednostajnie catkowalnych
1. Rodzina jednoelementowa {Y'} taka, ze E|Y| < oco.
Istotnie limg oo E|Y [If)y sy = 0.

2. Rodzina wspdlnie ograniczona przez zmienna calkowalna tzn. rodzina (X;);er taka, ze
Vier|Xi| <Y oraz EY < oo.

Wynika to z Faktu 6.5, poprzedniego przykladu i oczywistej obserwacje E|X;|I4 <
E|Y|L4.
3. Rodzina usrednien ustalonej catkowalnej zmiennej losowej, tzn. rodzina postaci (E(X|F;))qicr,
gdzie E| X | < o0, zas (F;)ier dowolna rodzina o-podcial F.
Na podstawie nieréwnosci Jensena E|X;| = E|[E(X|F;)| < E|X|, a zatem
ElXi| _ E|X| 0
< < —

Zbior {|X;| > C} € F;, wiec z nier6wnosci Jensena
ElXill x; 101 = EIE(XTj x>0 Fi)| < EE(| X[ x, >3 F0)
< E(XIx,>c1) <&,
jesli tylko dobierzemy odpowiednio male § korzystajac z jednostajnej catkowalnosci {| X|}.

Fakt 6.6. Zaloimy, ze 1 < p < oo, a X, s¢ zmiennymi losowymi takimi, zZe rodzina
(| Xn|P)oe, jest jednostajnie calkowalna. Wowczas X, zbiega do zmiennej X w L, wtedy i
tylko wtedy, gdy X,, zbiega do X wedlug prawdopodobienstwa.

Dowdd. Wystarczy udowodnié, ze zbieznos¢ X, wedlug prawdopodobienstwa implikuje
zbieznos¢ w Ly, bo przeciwna implikacja jest zawsze prawdziwa. Zatézmy wiec, ze X, Ex ,
wowczas dla pewnego podciagu ny, X, zbiega do X p.n., stad na mocy Lematu Fatou

E|X|P =Elim |X,, |’ < liminf E|X,, |’ < supE|X,|P < .
n

Zatem rodzina {|X,|P: n=1,2,...} U{|X|P} jest jednostajnie catkowalna. Ustalmy ¢ > 0
i dobierzmy 0 > 0 tak by dla P(A) < ¢ zachodzilo E|X,,[PI4 < € oraz E|X[P14 < e. Mamy

E|X, — X|? < & + E|X, — X'I{jx,_x|>e}
< P + 2PE X, [PI x, - x|>ey + 2PEIX I x, - X |>e} s

a poniewaz X, LA X, wiec P(|X,, — X| > ¢) < § dla duzych n, czyli

E| X, — X|P < &P + 2771 dla dostatecznie duzych n.
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Whiosek 6.7. Jesli rodzina (X,)02, jest jednostajnie catkowalna oraz X, zbiega prawie
na pewno do zmiennej X, to lim, .o EX, 14 = EXI4 dla wszystkich zdarzen A.

Dowdd. Stosujemy Fakt 6.6 i oczywiste szacowanie |EX, 14 — EXI4| < E|X,, — X|. O

6.3 Twierdzenia Dooba o stopowaniu

Zacznijmy od przypomnienia lematu Dooba o stopowaniu martyngaléow z czasem dyskret-
nym.

Lemat 6.8. Zaldimy, ze (Xn, Fn)o<n<n jest martyngatem (odp. nad-, pod-), zas 0 < 7 <
o < N dwoma momentams zatrzymania. Wowczas

E(X,|Fr) = X7 p.n. (odp. <, >).

Dowdd. Pokazemy dowdd dla martyngatéw. Musimy pokazaé, ze dla A € F, EX; 14 =
EX,14. Polézmy Ay := An{r =k} dlak=0,1,...,N. Mamy

o—1 N
(Xo — Xr)la, = (Xo — Xi)la, = Z(XiJrl = Xi)1a, = Z(XiJrl = Xi)Layn{o>i}s
i=k i=k
zatem
N
E[(Xy — X)1a,] = Y E[(Xit1 — Xi)La,n(o=i] =0,
i=k
gdyz A N {O’ > Z} e F;. Stad
N
E[(XJ - XT)ILA] = Z E[(Xa - XT)ILA/J =0.
k=0

Dla nadmartyngaléw (podmartyngaléw) trzeba niektére réwnosci zastapi¢ nieréwno-
Sciami, szczegdly pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

O

Uwaga 6.9. Lemat 6.8 nie jest prawdziwy, jesli nie zalozymy ograniczonosci momentdw
zatrzymania, np. biorac X,, = Y p_; ey, gdzie &,, niezalezne zmienne losowe takie, ze P(g,,
+1) =1/2, F, = o(e1,...,en), 7 =0, 0 = inf{n: X,, = 1} widzimy, ze EX; =0 # 1
EX,.

Sformutujemy teraz ciagla wersje Lematu 6.8.

Twierdzenie 6.10. a) Zaldzmy, ze T jest przedzialem, (Xy)ier jest prawostronnie cigglym
martyngatem, za$ o © T sq¢ czasami zatrzymania takimi, Ze 0 < T < tpmax 0702 tmax € 1.
Wéwczas BE(X,|Fy) = Xy pon..

b) Jesli (Xt)o<t<oo jest prawostronnie cigglym martyngalem z ostatnim elementem X to
dla dowolnych dwu czasow zatrzymania o < 7, E(X-|F,) = X p.n.
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Dowdéd. Udowodnimy czesé a) (cze$¢ b) mozna za pomoca zmiany czasu sprowadzi¢ do a)).
Zdefiniujmy

T (w) — tmax_% dla T(w)e(max_%atmax_%], k:(),l,...,HZ,
" tmax — 1 dla 7(w) <tpax — 1
oraz
o (w) . tmax_% dla U(w)e(max_%Jmax_%], k:(),l,...,nz,
" tmax — 1 dla 0(w) < tmax — n.

Wéwczas 0, < T, < tmax S ograniczonymi czasami zatrzymania przyjmujacymi jedynie
skonczenie wiele wartosci. Zatem na mocy Lematu 6.8 mamy E(X,, |Fs,) = X5, p.n.,
E(Xt,..|Fs,) = X5, pn. oraz E(X; . |Fr,) = X5, pn., w szczegdlnosci wiec rodziny
(X7, )02, oraz (X, )02 sa jednostajnie catkowalne. Poniewaz 7, — 7+ oraz o, — o+,
wiec z prawostronnej ciagtosci X oraz Faktu 6.6 X, — X;, X, — X, p.n.iw L. WeZmy
Ae F, C F,,, woéwczas

EX,I4 = lim EX, I4 = lim EX, I4 = EX,I,,
n—oo n—oo
co oznacza, ze E(X;|F,) = X, p.n.. O

Uwaga 6.11. Powyzszy dowod pokazuje tez catkowalno$é zmiennych X, i X, .

Uwaga 6.12. Niewielka modyfikacja dowodu pokazuje, ze jesli (X;)ier jest prawostronnie
cigglym nieujemnym podmartyngalem, zas o i 7 sa czasami zatrzymania takimi, ze o <
T < tmax Oraz tyax € T, to E(X;|Fy) > X, p.n.. Nieujemnosé jest tu potrzebna po to, by z
warunkow E(Xy . |Fs,.) = X,, p.n. oraz E(Xy, . |Fr,) = X;, wywnioskowaé jednostajna
catkowalnosé (X, )2, oraz (Xs, )02 .

6.4 Nier6wnosci maksymalne

Lemat 6.13. Niech (X, Fpn)o<n<n bedzie podmartyngatem, wowczas dla wszystkich X > 0
mamy

a) AIP( max X, > )\) <EXN fmaxoencn Xu32) < EX7,

b) /\IP’( min X, < —)\) <EXNL {mingep e X2} — EXo < EX3 — EXo.

0<n<
Dowdd. a) Niech 7 := inf{n: X,, > A}, z lematu 6.8 dostajemy (wobec 7 A N < N)

EXN 2 EXran = EXr Limaxocnen Xn2A) T BXNLimaxgcnon Xa<i}

)\P(Og}ixzv Xn 2 )+ EXN L maxocncn Xo<A}

>
2>
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i po przeniesieniu wartoéci oczekiwanych na jedna strone dostajemy postulowana nieréw-
nosé.
b) Definiujemy 7 := inf{n: X,, < —A}, z lematu 6.8 dostajemy (wobec 7 A N > 0)

EXy < EX Ay =EX; ]l{mmo<n<N Xp<-A} + EXNl{man<7L<NXn> A
< )\IP’(OgrlLlélN Xp < =N+ EXNﬂ{minogngN o>}

i znéw wystarczy pogrupowaé wartoéci oczekiwane. O

Whiosek 6.14. Jesli (X, Fn)o<n<n jest martyngatem, badZ nieujemnym podmartynga-
tem, to

a) Yps1 Yaso )\p]P’( max |X,| > A) <E[XnP,

P P < p
b) Vps1 E[Xy[P < Eog}%m | (p ) EIX NP

Dowdd. a) Funkcja f(t) = [t|P jest wypukla, niemalejaca na R, stad na mocy Faktu 6.3
| X|P jest nieujemnym podmartyngatem, zatem z Lematu 6.13 mamy

App(ogax Xl > A) < EIXNPLmaxgc e [Xaprzary < EIXn[P.
b) Niech X* := maxog<n<n |[Xn|, z rachunku przeprowadzonego powyzej (dla p = 1)

mamy
AP(X* > \) < E|[Xn|Lxesyy-

Stosujac kolejno wzér na catkowanie przez czesci, twierdzenie Fubiniego i nieréwnos$é Holdera
dostajemy

P _ p—1 *> < /OO p—2 .
E max [X,| p/ NIR(X > M)A <p | N IELX N[ xesadA

X*
—pE|Xy| [ M2\ < LlE|XNy(X*)P*1
0 p—

< SE @) PO
W przypadku E|Xy|P 4+ co lub E(X*)? = 0 dowodzona nieréwnosé jest oczywista. Jesli

E|XN[P < 00, to E|X,|P < E|Xn[P < codla0<n< N oraz E(X*)P <EXN (| X,|P < oo
Dzielac wiec otrzymana poprzednio nieréwnoéé stronami przez (E(X*)P)P=D/P dostajemy

(B < o1 EXN 7).
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Udowodnimy teraz nierdwnosé maksymalng Dooba w przypadku ciagtym.

Twierdzenie 6.15. Zaldimy, Ze (X, Fi)ier martyngalem lub nieujemnym podmartynga-
tem, o prawostronnie cigglych trajektoriach. Wowczas

a) Vps1 Yazo NWP(sup |X| > \) < supE[X|7,
teT teT
P P P _\P P
b) Vp>1 supE|Xy|P < Esup |X| <(7) sup E| X¢|P.
teT teT p—1/ ter
Uwaga 6.16. Oczywiscie jesli T' zawiera element maksymalny tmax, to przy zalozeniach
twierdzenia sup,cp E| X |P = E| X, |P.

Dowdd. Jedli D jest skoniczonym podzbiorem 7', to na podstawie Wniosku 6.14 dostajemy

/\p]P’(sup | X¢| > )\) <sup E|X;|P < sup E|Xy|P.
teD teD teT

Niech Ty bedzie gestym podzbiorem T zawierajacym prawy koniec T' (o ile taki istnieje),

zas Dy, wstepujacym ciagiem skonczonych podzbioréw Ty takim, ze U, Dy = To. Wowcezas

dla dowolnego A > 0 dostajemy na mocy prawostronnej ciggltodci

XPP(§2$|XI«/| > :\) = SxpP<f€qu; | X > 5\)

= lim S\Z’IP)< sup |X¢| > 5\) < sup E| X |P.
teT

n—oo tEDn
Biorgce ciag A\, " A dostajemy postulowana w a) nieréwnosé. Nier6wno$é z punktu b)

wynika z Wniosku 6.14 w podobny sposéb. O

Uwaga 6.17. Punkt b) twierdzenia 6.15 nie zachodzi dla p = 1 — mozna skonstruowaé¢ mar-
tyngal dla ktérego sup, E| X;| < oo, ale Esup, |X;| = co. Zachodzi jednak (przy zalozeniach
Twierdzenia 6.15) nier6wnosé

Esup | X;| < —— (1 +supE|X|In" [ X;]).
teT e—1 teT

Whniosek 6.18. Dla dowolnych u,s > 0 zachodzi

P( sup Wy > u) <e .
0<t<s
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Dowdd. Ustalmy A > 0, woéwcezas My := exp()\Wt—/\TQt) jest martyngatem wzgledem filtracji
F}V generowanej przez proces Wienera. Stad na mocy Twierdzenia 6.15 a) i nieujemnosci
M, dostajemy

IP’( sup Wy > u) < IP’( sup M,; > eku—kis)

0<t<s 0<t<s
Ot Als —dutAls —AutAos
<e 2 sup E[M;| =e 2 EMy=e z .
0<ts
Zatem
. —)\u+>‘23 _u?
]P’(suth>u><)1\nfe 2 =e 2.
>0

0<t<s

7 Twierdzenia o zbieznos$ci martyngaléw

7.1 PrzejScia w dot przez przedzial

Definicja 7.1. Zatézmy, ze I C R, f: I — R oraz a < . Jedli I jest skoniczone, to
okreélamy

m:=inf{t € I: f(t) > B} oraz o1 :=inf{t € [: t > 7, f(t) < o}
i dalej indukcyjnie dla? =1,2,...
Tiv1:=1inf{t € I: t > oy, f(t) > B} oraz o;41 :=inf{t € I: t > 7,41, f(t) < a}.

oraz definiujemy
Di(f,[a, B]) :=sup{j: oj < o0} VO
W przypadku, gdy I jest nieskonczone ktadziemy

Di(f, o, B]) = sup{Dp(f, [a, B]): F C T skoficzone}.
Wielko$é Dy(f, [av, ]) nazywamy liczbg przejsé w dot funkcji f przez przedzial [a, ().

Przypomnijmy fakt z rachunku prawdopodobienstwa wiazacy skonczonosé liczby przejéé
ciggu przez przedzial z istnieniem granicy

Lemat 7.2. Cigg liczbowy x, jest zbiezny do pewnej, niekoniecznie skonczonej granicy
wtedy i tylko wtedy, gdy Dn((zy), [, B]) < 0o dla dowolnych liczb wymiernych a < 3.

Nastepny lemat jest niewielka modyfikacja poprzedniego.
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Lemat 7.3. Jesli f: [a,b) — R, b < oo jest prawostronnie ciggla funkcjq takq, Ze dla
dowolnych liczb wymiernych o < B, Digpnolf, [, B]) < oo, to istnieje (niekoniecznie
skonczona) granica limy_y, f(t).

Dowadd. Zalézmy, ze postulowana granica nie istnieje, wtedy mozna znalezé liczby wymierne
a, O takie, ze
lirtniglff(t) <a<f< lianil?ff(t).

Stad wynika, ze istnieje rosnacy ciag liczb wymiernych ¢, z przedzialu [a,b) taki, zZe
f(tar—1) = B oraz f(tox) < a. Przyjmujac I = {t1,12,...} widzimy, Ze Di,p)no(f; (o, B]) >
DI(f? [Oz7ﬂ]):OO O

Lemat 7.4. Zalozmy, ze X = (Xi)ier jest podmartyngalem wzgledem pewnej filtracji, a
F' jest przeliczalnym podzbiorem T, wowczas

gy
EDr(X, [, 8]) < fggw

Dowdd. Stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej widzimy, ze wystarczy
udowodnié¢ lemat dla skonczonych zbioréw F', dla uproszczenia notacji mozemy oczywiscie
przyjaé, ze F = {1,2,..., N}. Zauwazmy, ze (przy oznaczeniach jak w Definicji 7.1)

X, — X5, 20—« gdy o; < o0,
XiaN —XoaNn =X, —Xn2B-Xny>—(Xn—0B)T gdy 7 <o = o0,
XN—Xn=0 gdy 7; = 0.
Zatem
N
Y (Xean = Xoian) = (B = a)Dp(X, [o, B]) — (Xn — B) 7.
i=1
Na mocy Lematu 6.8, EX;,, , <EX,,, ., wiec

N
0>ED> (Xran — Xoan) > E(B — ) Dp(X, [, 8]) — E(Xy — )"
=1

7.2 Zbieznosé prawie na pewno

Przypomnijmy twierdzenie dotyczace zbieznosci podmartyngaléw z czasem dyskretnym:

Twierdzenie 7.5. Zaldzmy, Ze (Xp)nen jest podmartyngalem wzgledem pewnej filtracji
takim, ze sup,cny EX;F < oo (lub nadmartyngalem takim, ze sup,cy EX,, < o), wéwczas
X = lim,, o0 X, istnieje i jest skoriczona p.n., ponadto E|X| < co.
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Sformultujemy teraz odpowiednik powyzszego twierdzenia dla czasu ciagglego.

Twierdzenie 7.6. Zaloimy, Ze (Xt)te[a,b); b < oo jest podmartyngalem o prawostronnie
cigglych trajektoriach takim, Ze sup;cpqyp) EX;" < co. Wéwczas X = limy_, X; istnieje i
jest skoriczony p.n., ponadto E|X| < oo.

Dowdd. Dla ustalonego a < 8 na podstawie Lematu 7.4 mamy

EDiqp)no(Xe, [o, B]) < sup E(X; — 3)T < oo,

B —a t€(a,b)

zatem P(Dyg pyno (X, [, B]) = 00) = 0. Niech

A = m {D[a’b)ﬂQ(Xh [Oé,ﬁ]) < OO}’
a,BEQ,a<p

wowczas P(A) = 1, bo A jest przecigciem przeliczalnej liczby zbioréw pelnej miary. Jesli
w € A, t0 Digp)no(Xt(w), [a, B]) < oo dla dowolnych liczb wymiernych a < 3, czyli na pod-
stawie Lematu 7.3 granica X (w) := lim;_, X;(w) istnieje (cho¢ apriori moze by¢ nieskon-
czona). Zauwazmy, ze E|X;| = 2EX;" — EX; < 2EX;” — EXo, zatem sup(, ) E|X¢| < co.
Z Lematu Fatou

E|X| = E%ing | X¢| < liliniglf]E|Xt| <supE|Xy| < oo,
— — t

zatem zmienna X jest catkowalna, a wiec w szczegdlnosci skonczona p.n.. O

Whniosek 7.7. Zalézimy, ze (Xt)ic[ap) jest niedodatnim podmartyngalem (lub nieujemnym
nadmartyngatem) o prawostronnie cigglych trajektoriach, wowczas X = limy_, Xy istnieje
i jest skoriczony p.n., ponadto E|X| < oco.

7.3 Zbieznos¢ martyngalow w L,
Zacznijmy od warunkéw zbieznodci martyngaléw z czasem ciggltym w L.

Twierdzenie 7.8. Zaloimy, zZe (Xt)te[a,b)a b < oo jest prawostronnie cigglym martynga-
tem. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) Rodzina (Xi)iejap) jest jednostajnie catkowalna.

b) Istnieje calkowalna zmienna losowa Xy taka, Ze X; zbiega do X, w Ly przy t — b, tzn.
lim; ., E| Xy — X3 = 0.

¢) Istnieje catkowalna zmienna losowa Xy mierzalna wzgledem o-ciala Fy := 0(Uyepap) Ft)
taka, ze Xy = E(Xp|Fy) dlat € [a,b).

W przypadku, gdy zachodzq warunki (a)-(c), to Xy = limy_, X; p.n. i w L'

44



Dowdéd. a)=b). Rodzina X; jest jednostajnie calkowalna, wiec sup, E|X;| < oo, czyli wobec
Twierdzenia 7.6 istnieje calkowalna zmienna losowa X taka, ze Xy — X3 p.n. przy t — b.
7 jednostajnej catkowalnosci i Lematu 6.6 wynika zbieznosé¢ w L.

b)=-c). Dla pewnego podciagu t, — b, Xy, — Xp p.n., stad mozemy zakladaé, ze
zmienna X jest Fp mierzalna. Ustalmy ¢ 1 A € F;, wowcezas dla s > t

EXid4 =EXIq4 = EXply, s — o0.

Zatem X; = E(X,|F;) pn..
c)=a). Wiemy, ze rodzina usrednien ustalonej zmiennej jest jednostajnie catkowalna.
Ostatnia cze$¢ twiedzenia wynika z dowodu implikacji a)=-b). O

Twierdzenie 7.9. Zaldézmy, Ze (Xt)ie|a,p) Jest prawostronnie cigglym martyngatem. Woéw-
czas nastepujgce warunki sq rownowazne:

@) sup;cpqp) B[ X P < oo.

b) Rodzina (|X¢|P)ielap) jest jednostajnie catkowalna.

c) Istnieje zmienna losowa Xy, € L, taka, ze Xy zbiega do Xy w Ly, przy t — b, tzn.
lim; ., E| Xy — X3P = 0.

d) Istnieje losowa Xy, € Ly, mierzalna wzgledem Fy := 0(Uyeap) Ft) taka, ze Xy = E(Xp|F7)
dlat € [a,b).

W przypadku, gdy zachodzq warunki (a)-(d), to Xy = limy_p Xy p.n. i w LP.

Dowdd. a)=b). Na podstawie Twierdzenia 6.15 wiemy, ze

E sup |X¢P < ( P sup E|X;P < oo,
t€la,b) p—= tela,b)
co implikuje jednostajna caltkowalnosé |X|P.
d)=-a) Z nieréwnosci Jensena wynika, ze E|X;|P < E|X,|P dla wszystkich ¢ € [a,b).
Implikacje b)=-c) i ¢)=d) wykazujemy jak w dowodzie Twierdzenia 7.8. O

7.4 *Regularnos$é trajektorii

Ta czes¢ byta oméwiona na wyktadzie, ale nie bedzie wymagana na egzaminie

W wielu twierdzeniach zaklada sie, iz (X;) jest prawostronnie ciaglym podmartynga-
tem. Oczywiscie modyfikacja podmartyngatu jest podmartyngatem — problem jest tylko
z mierzalnoécia, ale znika on, gdy filtracja speilnia zwykle warunki. Naturalnie jest wiec
zapytaé kiedy dany podmartyngal mozemy zmodyfikowaé tak, by stal sie prawostronnie
ciagty.

Nastepny lemat jest prosta modyfikacja Lematu 7.3, wiec przytoczymy go bez dowodu.
Lemat 7.10. Jesli f: [a,b]NQ — R jest funkcjg ograniczong takq, Ze dla dowolnych liczb
wymiernych o < B, Digpno(f; [a, B]) < o0, to granice

Viclap) f(t+) = S_}PJFIT;EQJC(S) oraz Vie(ap f(t—) = S_}%i_ﬂie(@f(s)
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istniejq 1 sq skonczone.
Bedziemy tez wykorzystywacé prosty fakt.

Fakt 7.11. Zalozimy, ze (X,)n<o jest podmartyngalem z czasem odwréconym o wartosciach
Srednich ograniczonych z dolu, tzn. a := lim,_,_ . EX,, > —oco. Wéwczas rodzina (X, )n<o
jest jednostajnie catkowalna.

Dowdd. Ustalmy £ > 0 i dobierzmy k takie, ze EX) < a + /2, wéwezas EX — /2 <
EX, < EX} dla n < k. Zatem dla takich n, z wlasnoéci podmartyngatu
E‘Xn|1{\Xn\>C} = IEXnI{Xn>C} - IEXnI{Xn<—C}
= EXnI{Xn>C} + EXnI{Xn>7C} —EX,

g
< EXkI{Xn>C} + EXkI{Xng—C} — EXk + 5

g g
=EXilix,>0) — EXilix, <y + 5 < ElXillyx, >0y + 5

Mamy E|X,| = 2EX,} — EX,, < 2EX{ — a, wigc a := sup,, E|X,,| < co. Zatem

E|X « «

|C”| gagé dlaC’::g,
czyli, wobec jednostajnej catkowalnosci rodziny jednoelementowej, dla odpowiednio matego
6 >0, B[ Xkl x, >0y < €/2, awiec E|X,|Ijx, >0y < & dlan < kiodpowiednio duzego C.
Poniewaz rodzina { X411, Xg42,..., Xo} jest skonczona, a zatem i jednostajnie catkowalna,
wige dla duzych C' i wszystkich n < 0, E[X,[Ijx,|>c) < & O

P(|Xn| > C) <

Twierdzenie 7.12. Zalézmy, ze T jest przedzialem, a (X;)ier podmartyngalem (lub nad-
martyngalem). Wowczas istnieje zbior A taki, ze P(A) = 1 oraz dla wszystkich w € A i
t € T poza odpowiednio lewym i prawym konicami T granice

Xt+ (CU> - S—JE%EQ XS (w) oraz Xt_ (w) - s%llfl—rge(@ XS (W)

istniejq i sq skonczone.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy zaktadaé, ze X; jest podmartyngalem. Poniewaz
mozemy znalezé niemalejacy ciag przedzialéw [an, by| taki, ze T = U, [an, bn], wiec dowdd
wystarczy przeprowadzi¢ w przypadku T = [a, b]. Zauwazmy, ze

sup E(X; — 8)" = E(X, - )" < o0,
te(a,b]

zatem z Lematu 7.4 dostajemy

Va<p P(Dygpjng(Xt, [o, 8]) = 00) = 0.
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Ponadto, na mocy Lematu 6.13, dla dowolnego A > 0

AP( sup Xy > A\) < sup EX; =EX;” <o

t€[a,b]NQ t€la,bjNQ

oraz

AP( inf Xy <-A)< sup EX;—EX,=EX, —EX, < cc.

t€[a,bNQ t€[a,b)NQ
Stad
]P’(—oo < inf Xy < sup Xi< oo) = 1.
t€[a,b]NQ tefa,bjNQ

Niech

A= ﬂ {D[&b]mQ(Xn, [a, B]) < 0} N { sup | Xy < oo},

a,B8eQ,a<3 tG[a,b]ﬂQ

wtedy P(A) = 1. By wykazaé, ze zbiér A ma postulowane wlasnosci wystarczy skorzystacé
z Lematu 7.10. 0

Definicja 7.13. Funkcje f: T'— R okreslona na przedziale T nazywamy PCLG (czesto
réwniez uzywa sie pochodzacej z francuskiego nazwy cadlag) jesli jest prawostronnie ciagla i
w kazdym punkcie T' (poza ewentualnie lewym konicem) ma skoniczone lewostronne granice.

Twierdzenie 7.14. Zaldéimy, ze T jest przedzialem, a X = (X¢)ier jest podmartyngalem
(odp. nadmartyngatem) wzgledem filtracji (Fy)ier spelniajgcej zwykle warunki. Wowczas
X ma prawostronnie ciggle modyfikacje wtedy i tylko wtedy gdy funkcja t — EX; jest
prawostronnie ciggla. Co wiecej, jesli taka modyfikacja istnieje, to istnieje réwniez mody-
fikacja PCLG i Fi-adaptowalna bedgca podmartyngalem (odp. nadmartyngatem) wzgledem
(Ft)ter-

Dowdd. <= Wystarczy rozpatrzeé przypadek podmartyngatlu oraz T = [a,b]. Na mocy
Twierdzenia 7.12 istnieje zdarzenie A takie, ze P(A) = 1 oraz dla wszystkich w € A granice
limg—i4 scq Xs, t € [a,b) oraz limg_;— scq X5, t € (a,b] istnieja i sa skonczone. Polézmy
Yy, :=Xpidlat€ [a,b),

limg_yy se0 Xs(w) w € A,
Y (w) := {O t+,5€Q (w) A

Proces Y; ma trajektorie PCLG oraz jest Fi-adaptowalny (korzystamy z tego, ze filtracja
spelnia zwykle warunki).

Niech ¢, \, t+, poniewaz EX; > EX,, wiec (X, ), jest jednostajnie catkowalny jako
podmartyngal z czasem odwréconym (Fakt 7.11). Wezmy A € F;, wowczas

EX 4 <EX; 14 — EY 14 przy n — oo,
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stad YV; = E(Y;|F:) > X p.n.. Co wiecej
E(Y; — X;) = lim EX,, —EX, =0
n—oo

na mocy prawostronnej ciagloéci t — EXy, czyli Y; = X; p.n., a zatem Y jest szukang
modyfikacjg X.

=: Zauwazmy, ze jesli X; prawostronnie ciagly, to Xy = X, biorac t, \, t+ i
wykorzystujac jednostajna catkowalno$é¢ (Xi,), (Fakt 7.11) dostajemy EX; = EX;, =
limy, oo EX3, . O

8 Procesy Markowa

8.1 Definicja i przyktady

Podczas wyktadu z Rachunku Prawdopodobienstwa II bada sie tancuchy Markowa z prze-
liczalna przestrzenia Markowa E, tzn. takie ciagi zmiennych losowych (X,),>0 0 warto-
Sciach w E dla ktorych dla wszystkich n = 1,2, ... oraz wszystkich xg,...,z, € E takich,
ze ]P(Xn_l =Tn_1,-..,X0 = .730) > 0 zachodzi

P(Xn = xn’Xn—l = Tp—T1y-- -, XO = l’o) = P(Xn = Jjn‘Xn_l = xn_l).

Nieformalnie, powyzsza wlasnosé méwi, ze do wyznaczenia przysztego potozenia rozwaza-
nego procesu wystarczy znajomosé jego potozenia w chwili obecnej, a nie jest wazne jak
zachowywat sie w chwilach wczesniejszych. Naturalnie jest zapytacé jak taks wlasnosé sfor-
malizowaé¢ w przypadku, gdy przestrzen stanéw nie jest przeliczalna, a zbior indekséw nie
jest dyskretny — gtéwna trudnosé jest jak zobaczymy w tym pierwszym przypadku.

Zanim sformutujemy definicje przypomnijmy, ze Fi¥ = o(X,: s € T,s < t) oznacza
filtracje generowana przez proces X. Ponadto dla zdarzenia A, P(A|G) = E(14|G) to cal-
kowalna, G-mierzalna zmienna losowa dla ktorej

P(ANB) =Elslp =E(P(A|G)1lp) dla wszystkich B € G.

Definicja 8.1. Niech X = (X;)ier bedzie procesem stochastycznym o wartos$ciach w
pewnej przestrzeni (E, &) takim, ze T' C R. Méwimy, ze X jest procesem Markowa, jesli
dla wszystkich ¢t € T oraz h > 0 takich, ze t + h € T oraz wszystkich I' € £ zachodzi

P(Xypp € D|FY) =P(Xin € T|X:) pon (5)
Czesto wygodniej jest korzystaé z funkcyjnej wersji wlasnoéci Markowa.

Fakt 8.2. Zaléimy, ze X = (Xy)er jest procesem Markowa o wartosciach w (E,E).
Wowczas dla wszystkich t € T, h > 0 takich, ze t + h € T oraz funkcji f : E — R
mierzalnych takich, ze E|f(Xiyp)| < 0o zachodzi

E(f(Xesn)|F7) = E(f(Xern) | Xe) - pon. (6)
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Dowdd. Wykorzystamy, znang z teorii maiary i catki, metode komplikacji funkcji.

i) Dla f = 1, wzor (6) wynika z (5);

ii) Dla funkcji prostej f wykorzystujemy i) i liniowo$¢ wwo;

iii) Dla funkcji nieujemnej f takiej, ze Ef(X;1,) < oo znajdujemy ciag nieujemnych funkeji
prostych f,, zbiezny punktowo w sposéb niemalejacy do f i korzystamy z ii) oraz twierdzenia
o zbieznosci monotonicznej dla wwo;

iv) Dowolna funckje f spelniajaca zalozenia mozemy wyrazi¢ jako f = fy — f_ i skorzystaé
z iii) i liniowosci wwo. O

Kolejne twierdzenie (ktérego dowdéd pominiemy) pokazuje, ze jest wiele innych réwno-
waznych sposobéw wyrazania wlasnosci Markowa. Jego sformutowanie wymaga definicji
o-ciala zdarzen zaleznych od przysztoéci procesu

.7'-; =0(Xs:s5€T,s>t), teT

Twierdzenie 8.3. Niech X = (Xy)ier bedzie procesem stochastycznym o wartoSciach w
pewnej przestrzeni (E,E) takim, ze T C R. Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:
i) Dla wszystkicht € T, A€ F&, i B e Fj*

P(AN BIX;) = PAIX)B(BIX,) p.ns

i1) Dla wszystkich t € T, zmiennych losowych Y, Z takich, ze Y jest fﬁ(t mierzalne, Z jest
FX mierzalne oraz Y, Z i Y Z sq calkowalne zachodzi

E(YZ|X¢) = E(Y[X)E(Z|X:)  p.n;

i11) Dla wszystkich t € T oraz calkowalnych i Fﬁ(t mierzalnych zmiennych losowych Y
zachodzi

E(Y|FY) = E(Y|X);
iv) Dla wszystkich t € T oraz A € ]:gt zachodzi
P(A|IFY) =P(AlX:) pon;
v) Dla wszystkicht € T', h > 0 takich, Ze t + h € T oraz ' € £ zachodzi
P(Xiyp € T|FY) = P(Xpyn € TIX0)  pons

vi) Dla wszystkich t € T', h > 0 takich, Ze t + h € T oraz funkcji f : E — R mierzalnych
takich, ze B|f(Xn)| < 0o zachodzi

E(f(Xt+h)|~7:tX) = E(f(Xegn)|Xe)  pones;

vii) Dla wszystkich t € T', h > 0 takich, zet+h € T oraz s1 < s9 < ... < s, =t takich, Ze
sj € T' zachodzi

P(Xisn € T Xy, .o, Xs,) = P(Xyqn €T|Xy)  pong
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Zauwazmy, ze warunek i) powyzszego twierdzenia implikuje, ze jesli (X¢)ier jest pro-
cesem Markowa, to réwniez proces (X_)icr ma wlasno$é Markowa.

Terminologia. Zalézmy, ze X = (X;)ier jest procesem Markowa. Wowczas
e jesli T' C Z, to X nazywamy tancuchem Markowa;

e jesliT C Z oraz FE jest zbiorem conajwyzej przeliczalnym, to X nazywamy dyskretnym
taricuchem Markowa;

e jesli T jest przedzialem (najczesciej [0,00)), a E jest zbiorem conajwyzej przeliczal-
nym, to X nazywamy lanicuchem Markowa z czasem cigglym.

Dowdd kolejnej uwagi bedzie na ¢wiczeniach.
Uwaga 8.4. 1) Jesli T jest przedzialem w Z, to (Xy, )ner jest procesem (lancuchem) Markowa
wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich n € T
P(Xpni1 € T|F) = P(Xnt1 € T|X5);

ii) Jesli przestrzen stanéw E jest przeliczalna, a € to wszystkie jej podzbiory, to (Xy)er
jest procesem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich t; < to < ... < t, i
x1,...,Tn € E takich, ze t1,...,t, € T oraz P(Xy, = x1,..., X4, , = Tn—1) > 0 zachodzi

P(th = xn]th = T1y.-. ,th71 = $n_1) = ]P)(th = Z‘n|th71 = .I‘n_l).

Przyktad 1. Proces Poissona jest procesem Markowa
Mozemy albo rozumowac tak jak w kolejnym przyktadzie albo skorzysta¢ z poprzedniej
uwagi i zauwazy¢, ze dla 0 < t; <ty < ... < t, oraz liczb naturalnych ki < ko < --- < kyy,
P(Ny, = kn|Nyy = k1, . Ny, = kn—1)
=P(Ny, — Ny, y = kn — kn—1|N¢yy = k1,..., Ny, | = kn—1)
= ]P)(Ntn - Ntn_l = kn - kn—l) - P(Ntn - kn|Ntn_1 - kn—l)a

gdzie druga i trzecia rownos$¢ wynikajg z niezaleznosci przyrostéw procesu Poissona.

Przyktad 2. Proces Wienera jest procesem Markowa.
Istotnie, dla dowolnego ¢ > 0, h > 0 i funkcji mierzalnej f takiej, ze f(Wiyp) jest
catkowalne zachodza p.n. réwnosci

P(f(Wign)|F") = B(f(We + Wesn = W)IF) = g(We) = E(f (W + (W — W) |Wa),
gdzie g(z) = Ef(x + Wiy, — Wi). Wykorzystujemy tu nastepujaca wlasnosé wwo.

Lemat 8.5. Zalozmy, ze X 1Y sq zmiennymi losowyms, | funkcjg mierzalng, za$ G sigma
cialem takimi, ze X jest G mierzalne, Y jest niezalezne od G oraz E|f(X +Y)| < oo.
Wowczas E(f(X +Y)|G) = g(X) p.n., gdzie g jest dane wzorem g(z) = Eg(x +Y).
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Powyzszy przyklad pokazuje, ze kazdy proces o przyrostach niezaleznych jest procesem
Markowa.
Uzywa sie tez ogdlniejszej definicji procesu Markowa wzgledem filtracji.

Definicja 8.6. Niech X = (Xi)ier bedzie procesem stochastycznym o wartosciach w
pewnej przestrzeni (E, £) takim, ze T C R. Méwimy, ze X jest procesem Markowa wzgledem
filtracji (Fi)ier, jesli

i) proces (X¢)ier jest (Fi)ier-adaptowalny

ii) dla wszystkich ¢t € T oraz h > 0 takich, ze t + h € T oraz wszystkich I € £ zachodzi

P(Xt—i—h € F|ft) = P(Xt—i—h S F|Xt) p.n. (7)

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli X = (X)ier jest procesem Markowa wzgledem filtracji
(Fi)ter, to Fy D FX dla wszystkich ¢t € T oraz X jest procesem Markowa w zwyklym
sensie.

Rozumowanie z przykladu 2 pokazuje, ze kazdy prawostronnie ciagly proces (Xi)ier 0
niezaleznych przyrostach jest procesem Markowa wzgledem filtracji (fﬁ)teT.

8.2 Funkcje przejscia. Ro6wnanie Chapmana-Kolmogorowa

Fundamentalng role w badaniu tancuchéw Markowa pelnig macierze przejscia. Ich uogol-
nieniem sg funkcje przejscia. Niech (Xy)ier bedzie lancuchem Markowa. Wowczas dla s < ¢,
s,t € T istnieja funkcje nieujemne P, (z,I'), z € E, T' € £ takie, ze

P(X; € T|FX) = P(X; € T|X,) = Poy(2,T) pon..

Nietrudno zauwazy¢, ze Ps (X, ) = 1 p.n. oraz dla parami roztacznych zbioréw I'1, ', . . .
2 &, Pst(Xs,Uis1 T4) = i1 Pst(Xs, T'i) pn. Motywuje to nastepujace definicje.

Definicja 8.7. Rodzine funkcji (Ps¢(x,I))s et s<tzcb res Nazywamy funkcjg przejscia
(funkcjq prawdopodobieristwa przejScia, jadrem przejscia) jesli zachodza nastepujace trzy
wlasnosci

i) VsteT s<tVacr Psi(x,-) jest miara probabilistyczna na (E, £);

ii) Vster s<tVree © — Psy(x,T') jest funkcja mierzalng z (E,&) w (R, B(R));

111) VseTverVFeg PS’S(.CE, F) = 5m(F)

Definicja 8.8. Jedli (Ps.(-,-)) jest funkcja przejscia, to méwimy, ze (Ps;) jest funkcjg
przejscia dla procesu Markowa X = (Xy), jesli

Vs,teT,sgtvFGS ]P)<Xt € F’Xs) = Ps,t(XSa F) p-n.
Uwaga 8.9. Nieco nieformalnie mozna powyzsza definicje zapisa¢ jako

Piy(z,T) =P(X; € T'| X5 = ).
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Przyktad 1 Zalézmy, ze E jest zbiorem przeliczalnym oraz £ to wszystkie podzbiory E.
Funkcja przejscia w tym przypadku jest wyznaczona przez macierz przejécia

Pz, y) = (Dst(2,Y))zyer, gdzie psi(z,y) == Psy(z, {y}).

Wtedy dla dowolnego I' C E mamy Ps¢(x,I') = 32 cr Pst(z,{y}) = X yer Pst(,y).
Macierz przejscia musi spetniaé¢ nastepujace dwa warunki:

1) Vs<tVaer D yepPst(®,y) =1 oraz Vo yep psi(z,y) > 0, czyli P*t jest macierza stocha-

stycznag;

ii) pss(x,y) = 62(y), czyli P> =1d .

Przyktad 2 Zalézmy, ze (E,€) = (R, B(R)) (lub (R?, B(RY))) Méwimy, ze rodzina funkcji

(Ps,t(T,Y))zyeE s<t.steT jest gestoscig przejscia jesli

vs<t,s,tGTv:L’EEvFEE PS,t(x7F) = /FPS,t(x?y)dy'

Gestos¢ przejécia musi spelniaé nastepujace dwa warunki:

a) Vo<iVayer Pst(,y) 2 0, [ppst(z, y)dy =1,
b) Ve<r (x,y) — pse(x,y) jest funkcja mierzalng z (E x E,E®E) w (R, B(R)).

Proces Wienera jest procesem Markowa z gestoscia przejscia

(y—w)2)‘

Psi(2,y) = N o) exp( - 2(t — s)

W podobny sposéb jak w dowodzie faktu 8.2 pokazujemy, ze jesli Ps; jest funkcja
przejscia dla procesu Markowa (Xy)ier, to dla dowolnej funkcji mierzalnej ograniczone;
f+ E—R,

vs,tET,s<t P(f(Xt)|Xs) = /E f(y)Ps,t(X&dy) p-1. (8)

Nie kazda funkcja spelniajaca definicje 8.7 jest funkcja przejscia pewnego lancucha
Markowa, tak jak nie kazda rodzina macierzy stochastycznych jest rodzing macierzy przej-
Scia. Musza by¢ spelnione jeszcze pewne warunki zgodnosci. Istotnie, zauwazmy, ze dla
s<t<wu

Pyu(X;,T) = P(X, € T|FY) = E(P(Xy € T|F)|F) = E(Pu(Xe, T)|F)

- [E Pru(y, D) Psa(Xsdy) pon.,

gdzie ostatnia réwnos$¢ wynika z (8).
Motywuje to nastepujaca definicje
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Definicja 8.10. Méwimy, ze funkcja przejscia Ps ; spetnia réwnanie Chapmana-Kotmogorowa,
jesli dla wszystkich s,t,u € T takich, ze s < t < u zachodzi

VmEEVFEFJ Ps,u(wv F) = /E Pt,u(% F)Ps,t(xa dy)-

Uwaga 8.11. a) W przypadku przeliczalnej przestrzeni fazowej E i macierzy przejécia PS! =
(ps,t(,Y))e,yer réwnanie Chapmana Kolmogorowa przyjmuje postaé

vs<t<uvax,z€E ps,u(xa Z) = Z ps,t(% y)pt,u(yy Z)
yerR

czyli P34 = pstpty,
b) W przypadku E = R" i gestosci przejscia p,; réwnanie Chapmana Kolmogorowa ma
postaé

vs<t<uvac€E ps,u(xv Z) = /Eps,t(xvy)pt,”u(y: z)dy dla p.w. z € E.

8.3 Rozklady skonczenie wymiarowe proceséw Markowa

Wiemy, ze (X,)n>0 jest lancuchem Markowa o warto$ciach w przeliczalnej przestrzeni E
z rozkladem poczatkowym p i macierzami przej$cia w jednym kroku (pn—1,n(%,¥))zyeEs
n=1,2,... wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich n = 1,2,... oraz xg,21,...,2, € FE
zachodzi

P(Xo =0, X1 =21...,Xpn = 2n) = p({x0})p0,1(T0, 1) - - Pne1,0(Tn—1, Tn).

Ponadto, tancuch Markowa o zadanym rozktadzie poczatkowym oraz macierzach przejscia
istnieje i ma jednoznacznie wyznaczony rozklad.

W tej czesci odpowiemy na pytanie jak powyzsze wlasnosci uogélni¢ na przypadek
procesow Markowa. Niestety sformutowania dla przestrzeni nieprzeliczalnych sg diuzsze i
nieco bardziej techniczne. Zacznijmy od prostego lematu.

Lemat 8.12. Zaléimy, ze (Xi)ier jest procesem Markowa wzgledem filtracji (Fi)ier o0
wartosciach w (E,&) i funkcji przejscia Psy. Wowczas dla wszystkich s, t1,...,t, € T
takich, Ze s < t1 <ty < ... <t, it wszystkich ograniczonych fukcji mierzalnych fj: E — R,
j=1,...,n zachodzi

E(f1(Xe,) - fu(Xe,) | Fs)
—/ F) - FoWn) Poytn Y1, dyn) -+ Poy o (1, dyo) Pogy (X, dy1)  pon. (9)

Dowod. Wykazemy teze indukcyjnie po n.
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Dlan =11 f; = 1p teza wynika z definicji procesu Markowa i funkcji przejécia. Przy-
padek n =1 i dowolne f; otrzymujemy metoda komplikacji funkcji (mozna tez skorzystaé
z Faktu 8.2 i wzoru (8)).

Zatézmy, ze teza zachodzi dla n. By wykazaé¢ ja dla n + 1 zauwazamy, ze

E(f1(Xe,) - fr(Xen) 1 (X0 Fs)
= EE((f1(Xt,) -+ fn (Xt i (X, )1 F )| F5)
= E(f1(Xe,) - fu (X JE(frpa (X, )1 F2 )| F5)

—E(fi(Xy) - fu(Xe,) /E FWni1) Pt (X dyns1)|Fs)  pony

gdzie ostatnia réwnosé wynika z udowodnionego przypadku n = 1. By zakonczyé dowod
kroku indukcyjnego wystarczy zastosowaé teze indukcyjng z

fal®) /E F@ns1)Pro s (0, A1)

zamiast f,(y). O

Kolejny wniosek opisuje rozklady skonczenie-wymiarowe procesu Markowa o zadanym
rozktadzie poczatkowym i funkcji przejscia.

Whniosek 8.13. Zalézimy, Ze (Xi)ier jest procesem Markowa o wartosciach w (E,E) i
funkcji przejscia Ps;. Wowczas dla wszystkich s,t1,...,t, € T takich, Ze s < t1 < ta <
... <ty oraz T € E®"

B(Xiyso X0) €0) = [ [ P nridyn) -+ Pra 1,4 P (2, dy )i, ()
(10)
Dowdd. DlaT =T x---T'), takiego, ze I'; € £, 1 < i < n wzér (10) wynika z odcatkowania
wzoru (9) zastosowanego z f; = 1p,. Rodzina A podzbioréw £™ spelniajacych (10) tworzy

A-uktad zawierajacy m-uktad B zbioréw postaci I' =1'7 x ---I',,. Zatem, na mocy lematu o

m-,A-ukladach, A D o(B) = £®™. O

Mozemy teraz sformutowaé i udowosni¢ twierdzenie charakteryzujace wlasnosé Marko-
wa w terminach rozkladow skonczenie-wymiarowych.

Twierdzenie 8.14. Niech X = (X;)ier bedzie procesem o wartosciach w (E,E) i zbiorze
indeksow T C R, zas Ps; bedzie funkcjq przejécia. Wowczas X jest procesem Markowa z
funkcjq przejécia Ps; wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla wszystkich s,t1,...,t, € T takich, Ze
s<ti<ta<...<thorazl; €E&,i=1,...,n, zachodzi

]P’(th elq,... ,th S Fn)

:/E/F /F Pt (Un—1,dyn) - -+ Pry 1o (Y1, dy2) Ps g, (2, dyr)dpx, (z).  (11)
1 n
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Dowdd. Implikacja ”=" wynika z wniosku 8.13. By wykazaé¢ przeciwng implikacje musimy
wykazaé, ze dla dowolnego t € T', h > 0 takiego, ze t + h € T oraz I' € £ mamy

P(Xeyn € D|FY) = Prysn(Xi,T) pon,
czyli dla wszystich A € FX,
P({X,n €T} NA) = EP, 4 n(Xe,T)14. (12)

Ustalmy ¢, h i I'. Rodzina zbioréw A € F;* spelniajacych (12) tworzy A-uklad, wystar-
czy wiec pokazaé, ze zawiera m-uktad zbioréw (generujacy F;¥) postaci

A={Xy, €Ty, Xy, €T}, t1,.. . thn €T 1 <ta<...<t,=t I, €E.

Oznaczajac tpy1 (=t + h, I'y11 = I’ wystarczy pokazaé, ze dla t; < ... < tp41, t; € T,
Ie&, 1 <i<n+1 zachodzi

P(Xy, €T, Xy € Tng1) =EP 4,0 (Xt Tns) Lixg ey o X erny- (13)

Zalozenie (11) implikuje, ze dla dowolnej ograniczonej funkcji mierzalnej f zachodzi
Ef(Xt.)L{x, ers,..X,, €l 1}
— [ [ [ F )Pt et dga) - P, dg) P (. dy)dpx, (). (14)
EJTq I'n.1/JE

Istotnie, dla f = 1p powyzszy wzér wynika z (11) (zastosowanego z I',, = I'), a ogdlny
przypadek otrzymujemy metoda komplikowania funkcji. Stosujac (14) z

fW) =Pty (¥, Tng1) 1, (y) = 1, (y)/ Pry b (Y5 AYnt1)
n+1

oraz (11) z n + 1 widzimy, ze obie strony (13) sa réwne

/ /F Pyt Wns QYng1) - Pry iy (y1, dy2) Ps g, (2, dy ) dpx, ().
1

Fn+1

O

Uwaga 8.15. Jesli w T istnieje najmniejszy element tg, to wystarczy zaktadaé, ze wzér (11)
zachodzi dla s = t.

Twierdzenie 8.16. Niech (E,£) = (R", B(R™)) (lub ogdlniej (E,E) jest przestrzenig pol-
skq z o-cialem zbioréw borelowskich), T C R bedzie zbiorem z najmniejszym elementem
s, Py bedzie funkcjq przejscia spetniajgcq rownania Chapmana-Kotmogorowa, a p bedzie
rozktadem probabilistycznym na (E,E). Wowczas istnieje proces Markowa X = (Xi)ier 2
funkcjq przejscia Psy i rozktadem poczqtkowym px, = p. Ponadto rozklad X jest wyzna-
czony jednoznacznie, a rozklady skoriczenie wymiarowe X sq zadane wzorem (10).
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Dowdd. Jednoznaczno$é rozktadu X wynika z wniosku 8.13 i faktu 2.7.
By wykazaé istnienie procesu wystarczy skorzystac¢ z twierdzenia Kotmogorowa o istnie-
niu (twierdzenie 2.9) i sprawdzi¢, ze rodzina miar (tu, ..., )t1<...<tn t1,...tneT Zadana wzorem

pit et (0= [ [ Py (0ne1,000) - Py s 01, d) Py 2, ).

spelnia warunki zgodnosci. Trzeba zatem wykazaé, ze dla wszystkich ¢1,...,t, € T takich,
ze t; < ...<t, oraz zbioréw I'y,...,I',, € £ zachodzi
1) ity ot (B X T X oo X Ty) = gyt (T2 X X Ty)

11) uth,,,7tn(I‘1 X ... X Fi,1 x E % Fi+1 X...xI ) Kty b1t (Fl X ... X FZ‘,1 X Fi+1 X
xTy)
oraz

i) pey oy (T1 X oo X Ty X E) = gy (T X oo x D).
Warunek iii) jest oczywisty (odcatkowywujemy wzgledem dy,,), sprawdzimy ii) (i) sie do-
wodzi analogicznie).

Zauwazmy wpierw, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej i ograniczonej f: E — R zachodzi

u / / f(Z)PS,t(mvdy)Pt,u(ya dZ) = / f(Z)Ps,u(l',dZ). (15)
EJE E
Istotnie dla f = 1p, (15) to réwnanie Chapmana-Kolmogorowa, z liniowosci obu stron
otrzymujemy, ze (15) zachodzi dla funkcji prostych, a stad przez jednostajna aproksymacje
dla dowolnych funkcji mierzalnych ograniczonych.
Pokazmy wiec ii). Stosujac (15) dla

FE) = Trn @) [ [ PG dun) -+ Pr s (01, dire)
Tito I'n
dostajemy

Py, tn T x oo x Ty x ExTipq xooox Iy)

// / // | Pritn WUn—1,dyn) - Piy 1o (y1, dy2) Pe g, (x, dyr )dp(z)

Iy i Tig1 T'n

:// / //f(yz'+1)Pti,ti+1(yz',dyi+1)”'Ptl,tQ(ylydw)Ps,tl(ﬂ?vdyl)du(x)
EJr; ri.JEJE

— / / / / FWis1)Prr s tos (Wi ts dyis) - Poy oy (91, dya) P, (2, dyy)dpa()
FE JI' I,_1JF

:// / / v | Pry oyt Un—1,dYn) - Py (Yie1, dYign)
EJT | P ] ry

= Py gty (Yim2,dYi-1) - -+ Poy 1o (Y1, dy2) Pst, (2, dy1)d ()
= Mty b1 eyt (Fl X ... xFi_l Xri-i-l X ... xl“n).

O
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8.4 Jednorodne Procesy i Rodziny Markowa

Jesli T' = [0,00) lub T' = N, to méwimy, ze funkcja przejicia jest jednorodna, jesli Ps; =
Pyyptyn dla wszystkich b in T. Wéwczas Psy(x,I) = Ps_¢(z,T"), gdzie funkcja Py(z,T),
teT, xe E, T €& spelnia nastepujace warunki
i) VierVeer Pi(x,-) jest miara probabilistyczna na (E, E);
ii) VierVree * — Pi(x,T") jest funkcja mierzalna z (E, &) w (R, B(R));
ill) VyerVree Po(x,T') = §,(T).

Réwnanie Chapmana-Kotmogorowa ma w tym przypadku postaé

VeeEVreg Poyi(z,T) = /EPs(y,F)B,(a:,dy).

Proces Markowa nazywamy jednorodnym, jesli ma jednorodng funkcje przejscia. Pro-
cesy Poissona i Wienera sg jednorodnymi procesami Markowa.

W wielu zastosowaniach bada si¢ nie jeden ustalony procesem Markowa, lecz cata ro-
dzine proceséw posiadajaca wspolna funkcje przejécia, ale rézne rozktady poczatkowe. Wy-
godniej jest jednak nie zmienia¢ samego procesu, a jedynie modyfikowaé przestrzen pro-
babilistyczna — motywuje to nastepujaca definicje, ktéra sformutujemy tylko w przypadku
jednorodnym.

Definicja 8.17. Zalézmy, ze T = [0,00) lub T' = N, X = (X;)ier jest procesem o war-
tosciach w (E, &), (Pg)zer jest rodzinag miar probabilistycznych na (2, F) a (P;)ier jest
jednorodna funkcja przejscia. Mowimy, ze ((X¢)ier, (P2)zck) jest jednorodng rodzing Mar-
kowa wzgledem filtracji (Fi)ier, jesli spelnione sa warunki
i) dla wszystkich x € E proces stochastyczny (Xy)ier na przestrzeni (2, F,P,) jest proce-
sem Markowa wzgledem (F;)ier z funkcja przejscia Py;
i) Voep Pr(Xo=2) = 1.

Jedli Fy = F{X jest filtracja generowana przez X, to ((Xi¢)ier, (Ps)ecr) nazywamy
jednorodng rodzing Markowa.

Z wniosku 8.13 wynika, ze rozktady skoniczenie wymiarowe rodzin Markowa sg zadane
wzorem

]P)x((th e 7th) S F) = ‘/I‘Ptn—tnq(yn—la dyn) Py (y1, dyQ)Ph (a;, dyl)' (16)

Stad latwo wyprowadzié¢ nastepujacy lemat.
Lemat 8.18. Dia dowolnego A € FX funkcja v — P, (A) jest mierzalna.

Dowdd. 7 lematu o m— A— uktadach wystarczy pokazac¢ teze dla zbioréw A postaci A =
{Xy, €Ty,..., Xy, € T}, ato jest latwy wniosek z (16) i mierzalnosci funkeji przejscia. [
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Uwaga 8.19. Dla rozkladu probabilistycznehgo p na E mozemy zdefiniowaé¢ miare P, na
FX wzorem

Po(A) = /E P, (A)du(z).

Wéwezas (Xi)ier jest na (Q,F%,P,) jednorodnym procesem Markowa z rozkladem po-
czatkowym p i funkcja przejscia P;.

Twierdzenie 8.20. Niech (E,E) = (R™, B(R™)) (lub ogélniej (E,E) jest przestrzeniqg pol-
skq z o-cialem zbioréw borelowskich), T € {R4,N} oraz P, bedzie jednorodng funkcjg przej-
scia spetniajgeqg rownania Chapmana-Kolmogorowa. Wowczas istnieje jednorodna rodzina
Markowa ((Xy)ier, (Pz)zer) 2 funkcjq przejscia P;.

Dowéd. Okreslamy Q := ET oraz F := B(ET). Ustalmy = € E, z twierdzenia 8.16 istnieje
jednorodny proces Markowa Y? = (Y;*)ier z rozkladem poczatkowym d, i funkcja przejscia
P;. Proces Y* mozna traktowaé jako zmienna o wartosciach w (ET, B(ET)) i przyjaé za
P, rozktad tej zmiennej. Wéwcezas, jedli okredlimy X; na E7 wzorem X;(w) = w(t), to
((Xt)ter, (P2)zer) jest poszukiwana jednorodna rodzina Markowa. O

Przyktad (Proces Wienera jako rodzina Markowa)

Niech P/V bedzie funkcja przejécia dla procesu Wienera. Funkcja ta spetnia réwnania
Chapmana-Kolmogorowa, wigc istnieje jednorodna rodzina Markowa ((W3)i>0, (Pg)zer) 0
funkcji przejscia P;. Ponadto mozemy wykonaé taks konstrukcje jak w dowodzie twierdzenia
8.20, przyjmujac jednak Q = C ([0, 00)) zamiast ET a za P, rozklad W; — z, gdzie W; jest
»zwyklym” procesem Wienera. Wowczas tak skonstruowany proces ma trajektorie ciagte,
a wzgledem P, ma ten sam rozklad co Wy — x. Z (prawostronnej) ciaglosci trajektorii
i niezaleznosci przyrostow wynika, ze rozwazana rodzina jest rodzing Markowa réwniez
wzgledem fﬂ/ .

Ten wykiad zakonczymy nastepujacym faktem o jednorodnych rodzinach Markowa. By
uproécié¢ notacje definiujemy proces X % wzorem th =Xypdlat,heT.

Fakt 8.21. Zalozmy, ze T € {R4,N} oraz ((Xi¢)ier, (Px)zer) jest jednorodng rodzing
Markowa o wartosciach w (E, E) z funkcjq przejscia Py wzgledem filtracji (Fi)ier. Wowczas
dla kazdego A € 2T oraz x € E zachodzi

Py (X" € A|Fy) =Py, ()(X € A) p.n.
Dowdd. Wystarczy udowodnié wzér dla m-ukladu generujacego £97 zbioréw postaci
A={zeEl: z,ely,...,0, €Ty}, ti<to<...<tpty,....,tn € T,T1,..., T, €E.
Ale wowczas,

P.(XT" € A|F,) = P(Xy,on €T1,..., Xt 40 € Dol Fr)

:/r /F Prp—tr (Yn—1,dYyn) - - Pry—t, (y1, dy2) P, (X, dyn),
1 n
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gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z (9), zastosowanego z f; = Ir,, 1 <i < n.
7 drugiej strony

IP)Xh(w)(X € A) = th(w)(th elq,... ,th € Fn)

= A o /1" Ptn—tn_1(yn—l)dyn) "'Ptz—tl (yludyQ)Ptl(Xh(w))dyl))
1 n

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z (16). O

9 Mocna wlasnosé¢ Markowa i jej zastosowania

W czasie calego wykladu 7' = [0,00) lub N. Wtlasnos¢ Markowa jednorodnej rodziny
((Xt)ter, (Py)zer) wzgledem filtracji (F;)ier z funkcja przejscia P, mozna wyrazi¢ jako

Py(Xeyn € U[Fp) = B(Xp, T) = Py, () (Xe €T')  pn.

Mniej formalnie oznacza to, ze jesli znamy warto$¢ procesu Markowa do chwili h, to dalsze
zachowanie procesu odbywa si¢ tak jakby proces startowal w chwili A z losowego punktu
Xp(w) (bardziej ogélna forma tej wlasnoéci byta wyrazona w fakcie 8.21). Czesto jednak
obseruwjemy zachowanie sie procesu do chwili losowej 7(w) - czy wéwezas analogiczna
wlasnosé jest prawdziwa, tzn. czy

Px(X7—+t S F|f7—) = Pt(XT,F) p.n. (17)

Przyklad. Niech (X,,),—0.1... bedzie symetrycznym btadzeniem losowym po Z3. Wiadomo,
ze | Xp| — oo. Niech 7 oznacza moment ostatniej wizyty X,, w punkcie 0 — wéwezas 7 < oo
p.n.. Ponadto X, (w) = 0 oraz

]:EDO(X7—+2 = 0) =0 75 Po(XQ = 0) > 0.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze nasze oczekiwania byty zbyt optymistyczne — nawet

w bardzo prostym przypadku nie mozemy mieé¢ postulowanej wlasnosci dla wszystkich 7.

Jednak zwykle decydujemy o zatrzymaniu obserwacji na podstawie zachowania procesu,

czyli naturalnie jest dodaé¢ zalozenie, ze 7 jest momentem zatrzymania. Uzyteczne jest tez
uogdlnienie (17) na

Py (Xr4n € T|Fr) = Py(X;,T) pan., (18)

gdzie 7 jest zmienna F,-mierzalna o wartosciach w T'N {oo}.

Pojawiaja sie tu pewne trudnosci techniczne - po pierwsze warto by bylo wiedzieé,
ze zmienna P, (X;,T") jest F; mierzalna, po drugie trzeba nada¢ odpowiedni sens réwno-
ci (18), gdy 7 i n przyjmuja wartosci nieskonczone. Z pierwsza trudno$cia mozna sobie
poradzi¢ zakladajac, ze X jest progresywnie mierzalny, i stosujac ponizszy fakt.
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Fakt 9.1. Niech (X;,P,) bedzie jednorodng rodzing Markowa z funcjg przejscia (P;). Za-
lozmy, ze (Fi)ier jest pewng filtracjq takq, ze Fy C fo)g oraz X; jest progresywnie mierzalny
wzgledem Fy. Wowczas dla wszystkich I' € € funkcja (t,xz) — Py(z,T') jest mierzalna jako
funkcja z (T x E,B(T) ® £) w (R, B(R)).

Dowdd. Dla T = Z,, B(Zy) to wszystkie podzbiory Z, czyli funkcja (n,z) — fu(x)
jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n funkcja x — f,(x) jest mierzalna.
Zatem w tym przypadku teza wynika z mierzalnoéci funkcji przejscia. Mozemy wiec przyjaé
T=R..
Okreslmy
A:={(s,w) € Ry x Q: X (w) €T}

Wéwczas na podstawie progresywnej mierzalnosci X dostajemy
AN([0,u] x Q) = {(s,w): 0< 5 <u, Xs(w) € T} € B0,u]) @ F, € B([0,u]) @ FX.
Stad A € B(R;) ® FX. Zauwazmy, ze
P (z,T) =P, (X; €T) =Py(w: (t,w) € A),

wystarczy zatem iz pokazemy, ze dla wszystkich A € B(Ry) ® FX funkcja (t,2) —
Py(w: (t,w) € A) jest mierzalna.
Jesli A=C x B, C € BR,),B e FX to

Po(w: (t,w) € A) = Lo(t)B.(B)
jest funkcja mierzalng jako iloczyn funkcji mierzalnych. Niech
A={AeBR,)®FX: (t,2) - Pp(w: (t,w) € A) jest mierzalna},

wowcezas A jest A-ukladem zawierajacym m-system zbioréw postaci C' x B, C' € B(R,), B €
FX, azatem A zawiera o cialo generowane przez powyzszy m-system, czyli B(R | )@FX. O

Zanim sformutujemy definicje funkcji przejscia wprowadzmy notacje
Ny ={we: ow)<oo} dlac: Q—TU{co}.

Definicja 9.2. Niech ((X;)ier, (P2)zer) bedzie jednorodna rodzing Markowa z funkcja
przejécia P, zaé (F;)ier filtracja taka, ze dla wszystkich t > 0, F; C FX. Méwimy, ze
rodzina (X, P,) jest mocno markowska lub ma mocng wlasnosé Markowa wzgledem filtracji
Ft, jesli zachodza nastepujace warunki

a) Xy jest progresywnie mierzalny wzgledem F;

b) Dla kazdego momentu zatrzymania 7 i dla kazdej funkcji F,-mierzalnej n: Q, — TU{oco}
zachodzi

VeeEVreeVaca.na, Acr, Po(AN{Xry €T} = Eo P (X7, T) 1 4.
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Uwaga 9.3. 1) Progresywna mierzalno$é X; implikuje Fr-mierzalnosé¢ X, ponadto na pod-
stawie faktu 9.1 funkcja (t,2) — Pi(z,T') jest mierzalna, zatem zmienna P, (X.,T") jest
Fr-mierzalna na zbiorze (2. N (Y.

ii) Warunek b) czesto zapisuje sie jako

Py (X7 € T|F;) = Py(X;,T') P,-p.n. na zbiorze Q. N Q.

Uwaga 9.4. Dla jednorodnej rodziny Markowa okre$lmy rodzine operatoréw P! = P,
t € T wzorem

Plf(z) :=E.f(X¢) = /E fy)P(z,dy), =z € E, f: E— R ograniczona, mierzalna.

Operatory P! maja szereg waznych wlasnodci (niektére z nich, w tym wiasnoéé pédtgrupy,
oméwimy na kolejnym wykltadzie). Na razie zauwazmy, ze warunek b) implikuje (metoda
komplikacji funkeji), ze dla dowolnej funkcji mierzalnej ograniczonej f zachodzi

Py (f(Xrqn)|Fr) = PTf(X / f(y)Py(X7,dy) P,-p.n. na zbiorze Q2 NQy,
czyli, ze dla kazdego A C Q, NQ,, A c F;

Exf(XT-i-n)]lA =E,P"f(X:)1a

Fakt 9.5. Kazdy jednorodny lancuch Markowa (X,,P;) o dowolnej przestrzeni standw
(E, &) ma mocng wlasnoéé Markowa wzgledem filtracji (F;X).

Dowdod. Warunek a) definicji jest spelniony, bo dla zbioru dyskretnego 7' progresywna
mierzalno$é jest réwnowazna adaptowalnosci. Zalézmy wiec, ze 7,7, A sa jak w czesci b)
definicji. Okreslmy

Apm =AN{r=m,n=n}, n,meN.

Woéwezas
Po(AN{X,y, €T}) = Z Py (Apm N {Xn4m €T'}) (19)
m,n=0
oraz
E.P,(X,,T)1 Z EPy(Xm, )14, (20)
m,n=0

Z Fr-mierzalnosci A i n wynika, ze AN {n = n} € F, zatem A, , € Fx. Z whasnosci
Markowa P,.(Xyim € T|FX) = Py(Xon, T), Pe-p.n., wiec

Po(Anm N {Xpim € T}) = EPy(Xpn, D)4, .,

czyli kazdy sktadnik sumy (19) jest réwny odpowiedniemu sktadnikowi sumy (20). O
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W analogiczny sposéb wykazujemy

Fakt 9.6. Niech (Xy,P,) bedzie dowolng rodzing Markowa oraz Fy = F;7X. Wéwczas wa-
runek b) Definicji 9.2 jest spelniony jesli T i n przyjmujqe przeliczalnie wiele wartosci.

Sformutujemy i udowodnimy teraz wazne twierdzenie, ktérego zastosowania bedg omo-
wione na ¢wiczeniach.

Twierdzenie 9.7. Proces Wienera ma mocng wlasno$é Markowa wzgledem .7-"2;+ (czyli
réowniez wzgledem .7-"22 .

W dowodzie istotna role odgrywa nastepujaca wlasnoéé operatoréw P! zwigzanych z
procesem Wienera.

Fakt 9.8. Jesli f jest ciggla i ograniczona, to P, f tez jest ciggle i ograniczone dla do-
wolnego t > 0.

Dowdd. Teza wynika natychmiast z reprezentacji Pfy, f(z) = Eo f(z + W4). O

Uwaga 9.9. Nie wszystkie procesy Markowa maja powyzsza wlasnosé, ale podany dowod
pokazuje, ze zachodzi ona dla proceséw o niezaleznych przyrostach.

Dowadd twierdzenia 9.7. Najpierw zauwazmy, iz wystarczy udowodni¢, ze dla dowolnego
momentu zatrzymania 7 wzgledem fz o, oraz zmiennej losowej F mierzalnej n: {1 — R,
dla kazdej ograniczonej funkcji ciagtej f zachodzi

Vaco,na, aeF, Bof(Wrin)la = EP7f(Wr)14. (21)

Istotnie, jesli zachodzi (21) i I' C E jest zbiorem domknietym, to mozemy znalezé funkcje
ciagla f taka, ze f(z) =1 dlaz € T oraz 0 < f(z) < 1 dla = ¢ T'. Stosujemy wéwczas (21)
dla f™ w miejsce f, przechodzimy z n do nieskonczonosci i dostajemy

vI‘CE domkniety Pz(A N {WT+7] S F}) = ExPn(Wfa F)]lA.

Stad w zwykly sposob (przy uzyciu twierdzenia o m — X\ ukladach) dowodzimy, ze powyzszy
warunek zachodzi dla wszystkich I' € B(FE) czyli W; jest mocno markowski.

Tozsamosé (21) udowodnimy w trzech krokach.

KROK I. Zmienne 7 i n przyjmuja przeliczalnie wiele wartosci, 7 jest momentem za-
trzymania wzgledem ]—'g ,aniAsa ]—ZVT mierzalne. Wowczas (21) zachodzi na mocy faktu
9.6.

KRrROK II. Zmienna 7 jest momentem zatrzymania wzgledem }—Z 4, amnjest ]—ZVT 4 Mie-
rzalna, ale przyjmuje jedynie przeliczalnie wiele wartosci. Okre$lmy 7, := 27"(|2"7| + 1),
woéwcezas T, > T, T, przyjmuje tylko wartosci 27"k, k = 1,2,... oraz co. Co wiecej 7, jest
momentem zatrzymania wzgledem ]-'g{ i ]-ZVT . C .7:2/7”. Zatem 7 oraz A sa .7-"2/7 mierzalne
i na mocy Kroku I,

Eyf(Wr,45)la =E,P"f(Wr)1a.
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Poniewaz 7, — 7, wigc cigglos¢ f i trajektorii procesu Wienera implikuja f(Wr, 4y)1a —
J(Wryn)1a. Ponadto |f(Wr,4)1a| < sup|f| < oo, zatem na mocy twierdzenie Lebesgue’a

n

o zbieznosci zmajoryzowane;j

Eof(Wro4n)la — Eo f (Wriy)1a.

7 drugiej strony na mocy faktu 9.8 dla wszystkich w, P"“) f jest ciagla, czyli na zbiorze
Qr, Pf(X;,) — P"f(X;). Zatem w podobny sposéb co poprzednio dostajemy

E,P"f(W;, )14 — Eu P f(W;)1 4.

n

Krok III. Zmienne 7 i i spetniaja tylko wymagane w definicji zalozenia. Okreslamy
wowczas 1, = 27"(|2"n| + 1) i zauwazamy, ze 0, — 1, Ny = N, 0(n,) C o(n) C ]—"gVTJr.
Zatem T i n, speliaja zalozenia Kroku II, czyli jak juz wiemy

Eof (Wrin,)1a = Eu P f(W;)1a.

Ponadto, z ciagtoéci W, f(Wry,,) — f(Wriy) i jak poprzednio twierdzenie Lebesgue’a o
zbieznosci zmajoryzowanej implikuje

El‘f(WT+T]n)]]-A - Exf(WTJrn)ﬂA-

Zauwazmy wreszcie, ze funkcja t — P! f(z) jest ciagta (bo P! f(x) = B, f(Wy) — Eof(Wy,)
przy t — tg), zatem P f(W. )14 — P"f(W,.)14 i

E, P f(W:)1a — E,P"f(W;)14. O
Uwaga 9.10. Powyzsze twierdzenie (z tym samym dowodem) pokazuje, ze wielowymiarowy
proces Wienera tez ma mocna witasnos¢ Markowa wzgledem .7-'23[: . Niewielka modyfikacja

daje tez mocna wlasnos¢ Markowa dla proceséw o niezaleznych, stacjonarnych przyrostach
i prawostronnie ciaglych trajektoriach (tzn. proceséw Levy’ego).

10 Poélgrupy operatoréw zwigzane z jednorodnymi rodzina-
mi Markowa

10.1 Definicja i Przyktady

Jak widzieliSmy juz na poprzednim wyktadzie z kazda jednorodna rodzina przeksztalcen
mozemy zwigzaé¢ pewna rodzing operatoréw (P!)ier. W tym wykladzie bedziemy badaé
wlasnosci tej rodziny — w szczegdlnosci pokazemy, ze tworzy ona potgrupe. Bedziemy za-
ktadaé, ze T = [0, 00). Zacznijmy od definicji waznej przestrzeni Banacha.

Definicja 10.1. Zalézmy, ze (E,E) jest przestrzenia mierzalna. Przez B(E) bedziemy
oznaczaé przestrzen wszystkich funkcji mierzalnych ograniczonych z £ w R z norma

[f1l :==sup |f ()|, f € B(E).
zeE
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Uwaga 10.2. Nietrudno wykazaé, ze B(FE) jest przestrzenia Banacha (tzn. zupelna prze-
strzenia unormowana).

Definicja 10.3. Zal6zmy, ze (X¢,P,) jest jednorodng rodzina Markowa z funkcja przejsécia
P,. Definiujemy operatory P': B(E) — B(FE) wzorem

P f(x) = B, f(X)) = /E f@) Pz, dy), t >0,

Uwaga 10.4. Zauwazmy, ze operatory P! wyznaczaja funkcje przejécia, bo
Pi(z,T) =Py(X; € T) = E,1r(Xy) = P'lp(z).

Fakt 10.5. Operatory (P;)i>0 zdefiniowane powyzej spelniajq nastepujgce wlasnosci
i) P sq operatorami liniowymi;

ii) Pt sq kontrakcjami tzn. |Ptf|| < || f| dla f € B(E);

iii) P! sq operatorami nieujemnymi tzn. P'f >0 dla f > 0;

iv) P'1 =1, gdzie 1 oznacza funkcje stalqg réwng 1;

v) PO =1d;

vi) P*Tt = P5P! dla s,t > 0.

Dowdd. Punkty 1), iii)-v) sg oczywiste. Wlasno$¢ ii) wynika stad, ze
[P f(2)| = | f (Xo)| < Eol f(Xo)| <E[fIl = I £]I-

Wreszcie by udowodnié vi) zauwazmy, ze

PH(a) = [ Paaleda)f@) = [ [ Pedn) Pl d)s ()
— [ Pway) [ Py daf() = [ Po.dy)Piy) = PP (@),
E E E

gdzie druga réowno$¢ wynika z funkcyjnej formy réwnania Chapmana-Kolmogorowa (15).
O

Uwaga 10.6. Rodzine operatoréw liniowych (P!);>( okreslonych na przestrzeni Banacha
(F,||-|) taka, ze P° = Id oraz P*Tt = P*P! nazywamy polgrupg operatoréw.

Przyktad 1. W przypadku gdy E jest przeliczalna i P' = (pi(2,y))zyep, to Pif(z) =
> yer pe(2,y) f(y). Zatem utozsamiajac funkcje f: E' — R z wektorami [f(z1), f(22), .. JF
dostajemy, ze P! jest mnozeniem przez macierz Pf. W szczegdlnosci dla procesu Poissona

mamy E =N, p;(n,m) = e ((’\TZ)Z:)T,L Lipn) Oraz

o0 k
Pif(n) =e M Z ()Z') f(n+k). (22)
k=0 :
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Przyktad 2. Jedli ((Wy)i>0, (Py),cra) jest d-wymiarowa rodzing Wienera, to

Py = @et) 2 [ f)e Py = Bf (e 4+ ViW).

Poétgrupe zwiazang z procesem Wienera nazywamy tez pdlgrupa ciepla.

Przyktad 3. Niech X; = e ‘W 2 bedzie d-wymiarowym procesem Ornsteina-Uhlenbecka.
Nietrudno sprawdzi¢, ze X jest jednorodnym procesem Markowa z funkcja przejscia

ly — e 'z

Py(z,T) = (27r(1—e*2t))*d/2/exp( ooy

A )dy, t>0,

(inaczej P;(z,-) to rozktad V(e 'z, (1 — e~ 2!)Id). Otrzymana funkcja P, spetnia réwnania
Chapmana-Kolmogorowa, wiec mozemy zdefiniowa¢ jednorodna rodzine Markowa (X, P,)
z ta funkcja przejscia. Z rodzing ta jest zwiazana poélgrupa Ornsteina Uhlenbecka zadana
na B(R?) wzorem

x — e ty|?
Pta) = nt =) [ sexn(- 5 )

= (27)~4/? /R fle 7tz + 1 - e*Qty)e_ly‘Q/Qdy =Ef(e 'z + V1 —e 2W)).

Uwaga 10.7. Przestrzen B(FE) jest bardzo duza. Czesto (przy dodatkowych zalozeniach o
rodzinie Markowa) wygodniej jest rozpatrywaé poélgrupe na przestrzeni funkcji ciagtych
ograniczonych lub na oérodkowej przestrzeni Co(R?) funkcji ciagtych, zbieznych do zera w
nieskoniczonosci. Zaréwno pélgrupa ciepta, jak i potgrupa Ornsteina-Uhlenbecka dziata z
C()(Rd) w Co(Rd>

10.2 Operatory infinitezymalne

W czesci tej pokazemy, ze z kazda pdlgrupa operatorow da sie zwiazaé¢ pewien operator zde-
finiowany na liniowej (zazwyczaj niedomknietej) podprzestrzeni. Operator taki nazywamy
operatorem infinitezymalnym badz generatorem pdlgrupy, gdyz na ogét jednoznacznie wy-
znacza on poltgrupe. Przedyskutujemy tez kilka przyktadéw i pewne zwigzki z rownaniami
rézniczkowymi.

Zacznijmy od ogdlnej definicji.

Definicja 10.8. Zalézmy, ze (F, || - ||) jest przestrzenia Banacha, a (P');>o jest pélgrupa
ograniczonych operatoréw liniowych na F' (tzn. P': F — F liniowe ograniczone, P! =
P'Ps, P? = 1d). Definiujemy wéwczas

t

P
Dy = {f €F: lim istnieje w F}
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oraz

Af = lim

P'f—f
t—0+ t ’ f < DA.

Operator A okreslony na zbiorze D4 nazywamy operatorem infinitezymalnym (generato-
rem) potgrupy P!, a Dy dziedzing generatora A.

Fakt 10.9. Zbior Dy jest podprzestrzeniq liniowg F, a A: Dy — F jest liniowy.

Dowdd. Jest to natychmiastowa konsekwencja liniowosci granicy. O

Przyktad 1. Zalézmy, ze A: F — F jest ograniczonym operatorem liniowym, a

t2 A2 13 A3
Pli=ed =Td+tA+ — + — + ..
2! 3!
Wtedy P? =1d,
t2 A 2 t3 A 3
IWW<1+mAw+”W”+ %ﬂ_h“:ww

i nieco zmudny, choé¢ standardowy rachunek pokazuje, ze P! = P!P?% czyli P! jest pot-
grupa ograniczonych operatoréw liniowych na F. Mamy

Pif— f t oo, 12
T = Af AN A
stad
Pf—f Ean2 s
| = - Ar| < IAPIA+ AP+
t| Al
<t APPIFINQ 4t Al + A2 +...) = 1||—||t||/{|| —0 przyt—0+.

Zatem Dy = F oraz generatorem e' jest A.

W kolejnych przyktadach rozwazamy juz tylko potgrupy zwiazane z rodzinami Markowa
(X¢,P,). Wtedy F = B(E) (lub przy dodatkowych zalozeniach C(R?) albo Cy(R%)) z
normg supremum. W tym przypadku P!f(x) = E, f(X;) oraz

Af(w) = t£%1+ Exf(th - f(x)

Przyktad 2. Niech P! bedzie pélgrupa zwigzana z procesem Poissona na przestrzeni £o
wszystkich ciggéw ograniczonych. Wéwcezas P! jest zadana wzorem (22) i nietrudno wyka-
zal, ze Dy = lo oraz Dyf(n) = A(f(n+1) — f(n)).

66



Przyktad 3. Niech E = R oraz X; = X+t deterministyczny ruch w prawo. Wowczas
dla f: R—=RoxeR

Jim ; = f;(:r) (pochodna prawostronna w )

oraz

ot ti — /@) zbiega jednostajnie do funkcji z B(E)}.

Dy={f:R—R: tlim

Niech f € Dy, wowczas dla t < to, |[t7H(f(z +t) — f(z)) — Af(2)| < 1, czyli

sup|f(z+1t) — f(z)| <t+t|Af|| = 0gdy t — 0 +.
zeR

Stad tatwo wynika, ze f jest funkcja ciagla, a zatem Af jest granicg jednostajng funkcji
cigglych, czyli tez jest funkcja ciggla. Nietrudno stad wywnioskowaé, ze

D4 = {f: R — R rézniczkowalne, o pochodnej ciaglej i ograniczone;j}

oraz Af(z) = f'(x) dla f € Dy.

Przyktad 4. Dla d wymiarowego procesu Wienera mozna wykaza¢, ze D(A) zawiera
052) (RY) — przestrzen funkcji f: R* — R dwukrotnie rézniczkowalnych ograniczonych o
pochodnych pierwszego i drugiego rzedu ograniczonych i jednostajnie ciagglych oraz Af =
IAf dla f € C(RY).

Wykazemy ten wzér dla d = 1. Ustalmy f € 01(1,2) (R) oraz x € R. Okre$lmy h(t) :=
Plf(x) = f(X + VtW1). Woéwczas h jest ciagla na [0, 00), h(0) = f(x) oraz dla t > 0

1
=37

Ostatnie przejécie wynika ze wzoru (ktéry tatwo udowodnié catkujac przez czesci) Eg(W1 )W, =
Eg'(W7) dla g € CL, (R). Zatem z twierdzenia o wartoéci $redniej

ogr

ﬁﬂ@;fmxzmwzwm:hﬁ@:;Ew@+¢%Wm

gdzie to = to(t,x) € [0,t]. Zatem

I 20 L )| = Lep' @+ VW) — ()| < SEIF @+ VW) - ()

1 1
< gElf”@ + VtoWr) — f" ()| Lgws <ay + §E\f”(a: + VtoW1) — [ (@) Ly > A

B (t) Ef(x + VAWL) = SEf"(z + VAA).

1
<5 sup 1" () = (@) + | f" |ooP([W1] > A).
lz—y|<AV?E
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Dla ustalonego € > 0 mozemy wybra¢ A takie, ze drugi sktadnik jest mniejszy od €, z
jednostajnej cigglosci ¢” wynika, ze pierwszy skladnik dazy do zera przy t — 0 i ustalonym

A. To pokazuje, ze
pt — 1
i sup| @ = @) 1
=0+ 2R t 2

stad f € D(A) 1 Af = 5"

Uwaga 10.10. Doktadne wyznaczenie D4 bywa bardzo trudnym (czesto beznadziejnym)
zadaniem. Np dla jednowymiarowego procesu Wienera mozna wykazaé, ze D(A) = C,(R),
ale juz dla d > 1 D(A) 2 C,(RY).

Przyktad 5. Dla d-wymiarowego procesu Ornsteina-Uhlenbecka mozna wykazaé, ze
D(A) zawiera C2(R%) — przestrzen funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych w sposéb ciagty,
o nogniku zwartym oraz Af(z) = Af(z) — (z,Vf(z)) dla f € C2(R?).

Ostatnie twierdzenie jakie oméwimy pokazuje, ze pdlgrupa zastosowana do funkcji z
dziedziny generatora spelnia pewne réwnanie rézniczkowe. Jak zobaczymy na przyktadzie
wynik ten mozna stosowa¢ do badania zwigzkéw miedzy procesami Markowa a réwnaniami
rézniczkowymi.

Zanim jednak sformutujemy twierdzenie bedziemy potrzebowali waznej definicji i pro-
stego faktu.

f”(x)‘ — 0,

Definicja 10.11. Dla pétgrupy P! operatoréw na przestrzeni Banacha F' okreslmy

Fo:={feF: IP'f = fl = 0}.

lim
t—0+

Fakt 10.12. Zaléimy, ze P': F — F jest polgrupqg kontrakcji, zas A: Dy — F jest jej
generatorem. Wowczas

a) Fy jest domknietq liniowq podprzestrzeniq F,

b) Dla f € Fy funkcja t — PUf jest ciggla na [0,00), w szczegdlnosci P Fy C Fy,

c) Dao C Fy oraz AD4 C Fy (tzn. jesli f € Da, to f,P'f € Fp).

Dowdd. a) Liniowosé Fy jest oczywista, trzeba wykazaé¢ domknietosé. Niech f,, € Fy takie,
ze fn — f € F, wtedy

1P f = Sl < WP = P full + 1P oo = full +11fn = £ < UP foo = fall + 20 fn = I
Dla ¢ > 0 dobierzmy n takie, ze || f, — f|| < &/3 i to takie, ze ||P'f, — fu]| < &/3 dla t < .
Woéwezas |[Ptf — f|| < e dlat < tg, czyli |P'f — f|| — 0 przy t — 0+, wiec f € Fy.

b) Mamy dla s <t

IP'f = PP fl =P (P f = A < 1P f = £,

skad latwo wynika jednostajna ciggltosé t — Pf dla f € Fy.
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c¢) Niech f € Da, wtedy t~1(P'f — f) jest funkcja zbiezna przy t — 04, a zatem
ograniczong w otoczeniu zera, czyli ||t~ (P'f — f)|| < M dla t < to. Stad |Ptf — f|| <
Mt — 0 przy t — 0+, wiec f € Fy. Z liniowosci Fy i punktu b), réwniez t (P! f — f) € Fy
dlat > 0, a zatem Af = lim; oyt (P'f — f) € Fy z domknietosci Fy. O

Twierdzenie 10.13. Niech P! bedzie pélgrupg kontrakcji oraz f € Da. Wéwczas PUf €
Dy dla wszystkich t, funkcja t — Ptf jest réiniczkowalna w sposéb ciggly oraz

%Ptf = AP'f = P'Af.

Co wiecej
t t
Ptf=f+/ APSfds:f+/ PSAfds.
0 0
Dowdd. Ustalmy f € D4, wtedy

Pt+hf_Ptf PhPtf_Ptf th_f
h B h =P/ h )

Zatem z ciagloéci P?,

Pt-‘rh _ pt

im L =P pt gy
h—0+ h h—0+

czyli P'f € Dy oraz AP'f = P'Af. Pokazali$my tez, ze limj,_ oy h™ (P f — Pt f) =

PtAf. Musimy jeszcze policzyé lewostronng pochodng P! czyli

O
o DAL

) Pt-‘rhf _ Ptf ] Pt—hf _ Ptf ) Ptf o Pt—hf
. h R T S o
Mamy
|PL=P  prag] = pton(PL=Lap) | 1phar - Phag
< HPhJ;L_f — Af|| +1Af = P"Af| = 0 pray h — 0+,

bo f € Dy oraz Af € Fy. Zatem wykazaliémy, ze limj,_o_ h~ (P!t f — Ptf) = P'Af
czyli rzeczywiscie %Pt f = P!Af = AP'f. Ciggloéé pochodnej wynika stad, ze ADy C Fp.
Wreszcie ostatnia czeéé¢ faktu wynika z podstawowego twierdzenia analizy matematyczne;j.

O

Przyktad. Jedli g € C2(R"™), a P! jest pélgrupa ciepta to funkcja f(z,t) = Pif(x) =
E. f(z + W}) spelnia réwnanie
0 1
z warunkiem poczatkowym f(0,x) = g(x).
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