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Czes¢ zadaniowa (40pkt)

Sposrdd ponizszych szesciu zadan prosze wybraé pie¢. Rozwiazanie kazdego zadania,
z pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi, nalezy napisa¢ na osobnej kartce podpisanej u gory
imieniem, nazwiskiem i numerem indeksu. Kazde z zadan bedzie oceniane w skali 0-8.
Mozna (i warto) korzystaé¢ z faktéw oméwionych na wyktadzie i ¢wiczeniach.

1. Okreslmy
1
Tf:= —mint Lo[—1,1].
f (/—lfe dx>n21’ fe 2[ ) ]

a) Wykaza¢, ze istnieje f € Lo[—1,1] taka, ze Tf ¢ £, dla p < 2.

b) Udowodni¢, ze dla p € [2,00], T jest ciaglym operatorem liniowym z La[—1,1] w
¢, oraz obliczy¢ jego norme.

c) Czy T jest operatorem zwartym z Lo[—1,1] w {57

2. Wykazaé, ze ciag funkcji f, zbiega stabo do zera w L4[0, 2] wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzg nastepujace dwa warunki:
i) sup, 3 [ fn()|'dz < o0,
i) lim, oo fi 2% fo(z)dz =0 dla k= 0,1,2.. ..

3. Ciagle funkcjonaty liniowe ¢, na przestrzeni Banacha X spelniaja warunek
oo
Z lon(2)]? < 0o dlaz € X.
n=1
Czy wynika stad, ze

o0
a)  sup > |pn(x)® < oo,
lel<1 2=

)
b) > llgnl® < o0?
n=1

4. Okreslmy operator T': L]0, 00) — ¢y wzorem

n+1

Tf= <arctg(n)/

n

f (x)dl‘)
n>1

i) Udowodnié, ze T jest dobrze okreslony i ciagly. Oblicz ||T||.

ii) Znalez¢é T* i obliczy¢ ||T].

5. Wykazaé, ze operator liniowy T z przestrzeni Banacha X w ¢y jest zwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy jest granicg w normie operatorowej ciagtych operatoréw liniowych
skoniczonego rzedu.

6. Okreslmy operator T’ na przestrzeni L?[0, 00) wzorem T'f = (i 4 (z + 1)I1,<1y) f ().
i) Wyznaczy¢ sprzezenie Hilbertowskie 7.
ii) Znalez¢ wartosci wlasne operatoréw T' i T™*.
ii) Znalez¢ widmo operatoréow T i T.

Prosze obréci¢ kartke by rozwigzaé czesé testowg egzaminu!



Czesé testowa (20pkt)
Prosze uzupelié¢ wykropkowane miejsca i poda¢ odpowiedzi na zadane pytania.
1. (3pkt) Jesli

1 1
inf / |z° — a — bx|*dr = / |2° — ag — box|*dz,
a,beR Jo 0

) bO =

2. (3pkt) Niech

WEWEZAS M = .ottt
oraz Py (22119 10)()) = cvvoveveriiereiecces

3. (3pkt) Wzér o(f) = [¢°(2+t)~ Y4 f(t)dt zadaje funkcjonal ciagly na L,[0, 00) wtedy i
tylko wtedy gdy ......oovvveeenrnnnnnn Norma tego funkcjonatu wynosi............ccoeeeeeeeiiinnnnnn..

4. (2pkt) Poda¢ definicje (wraz z okresleniem normy) przestrzeni dualnej do C[0, 1].
5. (2pkt) Sformulowaé twierdzenie Banacha o przeksztalceniu otwartym.

6. (2pkt) Ktore z ponizszych przestrzeni sa refleksywne (podkresl prawidtowe odpowie-
dzi): L4[0,1], co, f2, ¢s, C]0,1]7

7. (2pkt) Podaé definicje stabej topologii na przestrzeni Banacha X.

8. (3pkt) Sformulowaé twierdzenie o diagonalizacji operatoréw zwartych samosprzezo-
nych na o$rodkowych przestrzeni Hilberta nieskoniczonego wymiaru.



