10.

11.

12.

13.

Zadania ze Wstepu do proceséow stochastycznych — seria 1

Znajdz rozkltad zmiennej 5Wy — 2W5 + Wi

. Dla jakich parametréw a i b, zmienne aWW; — Wy oraz bW3 + W5 sa niezalezne?

. Udowodnij, ze lim;_,, % =0 p.n.

Znajdz rozktad wektora losowego (Wi, , Wy, ..., W, ) dla 0 <t; <ty < ... <t,.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera sg nieograni-

czone.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera nie sg jedno-

stajnie ciagle na R,.

Udowodnij7 ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera
a) X; = —W; (odbicie)

b) Y; = ¢ /2W, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu)

c) Zt = tWi, dlat > 0 oraz Z, = 0 (inwersja czasu)

d) =Wprp =W, T 20

e) Vi=Wydlat < T, V,=2Wr—W,dlat > T, gdzie T > 0.

. Niech (W})sepo,1) bedzie procesem Wienera na [0, 1]. Wykaz, ze ((1 +t>Wﬁ — W10

jest procesem Wienera na calej potproste;j.

. Niech 7, = {tén),tgn),...,téz)}, gdzie a = t(”) < tg") < ... < tk = b bedzie

ciagiem podziatéw odcinka [a, b] oraz |7, | = max |t,(€n) — t,(§n_)1| oznacza Srednice 7.
Udowodnij, ze

S—Z]W<n— t<n] —b—a,n— ocow L*(Q,F,P),

jeshi ||m,]| — 0 oraz S,, — b —a p.n., jesli 3, ||m,]| < oco.

Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera majg nieskoniczone wa-
hanie na kazdym przedziale.

Wykaz, ze uktad Haara jest baza ortonormalna w Lo([0, 1]).

Wykaz, ze dla dowolnych Zmiennych losowych X, X, ... oraz funkcji fi, fo,... €
C(]0,1]) zbior A = {w € Q: >, X, (w)f, jest zbiezny jednostajnie} jest zdarze-
niem.

Wykaz, ze jezeli (X¢)i>o jest procesem o ciagtych trajektoriach, stacjonarnych, nie-
zaleznych przyrostach oraz Xy, = 0 p.n., to istnieje proces Wienera (W;);>¢ oraz
state a,b € R, takie ze X; = alW; + bt.



Zadania ze Wstepu do procesé6w stochastycznych — seria 2

. Udowodnij, ze dla g ~ N(0,1) it >0,

Vor\t 3 \ 27t

. Niech X, ..., X,, bedg niezaleznymi symetrycznymi zmiennymi losowymi. Udowod-
nij nieréwnos$é¢ Lévy’ego

dlat > 0.

. (Prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera) Wykaz, ze
a) limsup;_, \/% =1pmn.

b) liminf, \/#ﬁ =—1pn.

Wskazowki:

i) Niech C' > 1 oraz u > C/2. Wykaz, ze

ZPr ( sup W, > uv2C"Inln C’”) < 00

cn <t<0n+1

1 wywnioskuj stad, ze limsup,_, \/% < u p.n.
—1 p.n.

.o . . . W . . W
ii) Wykaz, ze limsup,_, T < 1 p.n. oraz liminf,_ T 2

iii) Wykaz, ze dlaC' > 1iu<1
> Pr(Wen — Wena > uy/1 — 1/CV2C" InIn C™) = oo

i wywnioskuj stad i z ii), ze lim sup,_, ., ngﬁﬁ > u(l—1/C)Y2 = C~Y2 pn.

. Udowodnij, ze

a) limsup,_,, ﬁ =1pn.

b) hm inft_,0+ ﬁ = —1 p.n.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1, trajektorie procesu Poissona przyjmuja

wartosci z N, sg niemalejace, maja wszystkie skoki réwne 1 oraz daza do nieskon-
CZONOSCi.

. Niech 7, = inf{t: N; = k} bedzie momentem k-tego skoku procesu Poissona. Wykaz,
ze Ty, Ty — T1,... 5§ niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
wyktadniczym.

. Niech N bedzie procesem Poissona z parametrem A. Udowodnij, ze lim,, . % =\
p.n.

. Wykaz, ze jezeli N jest procesem Poissona z parametrem A i T' € [0,00), to M =
(Nisr — Nr)i>0 tez jest procesem Poissona z parametrem .

. Niech N bedzie procesem Poissona z parametrem A, 7, = inf{t > 0: N, = k}. Dla
t > 0 znajdz rozklad warunkowy (7q,...,7;) pod warunkiem N; = k.



10. Niech N i M beda niezaleznymi procesami Poissona. Wykaz, ze N 4+ M tez jest
procesem Poissona.

11. Niech X = (X}):>0 bedzie procesem o o niezaleznych, stacjonarnych przyrostach,
przyjmujacym warto$ci w N, trajektoriach cadlag, o skokach réwnych 1, Xy = 0.
Wykaz, ze X jest procesem Poissona.



