. Niech (X})¢epo,1) bedzie scentrowanym procesem gaussowskim, takim ze dla dowol-
nych s,t € [0, 1], E| X, — X,|? < |t —s|?/®. Wykaza¢, ze X ma ciagta modyfikacje oraz
ze trajektorie kazdej ciggtej modyfikacji sa z prawdopodobienstwem 1 y—holderowsko
ciggte dla dowolnego v € (0,1/3).

. Niech (W})i>0 bedzie procesem Wienera. Wyznaczy¢ takie state a, b, ¢, aby zmienne
losowe Wy, [ (t + a)dW,, [y (£ + bt + ¢)dW, byty niezaleine.

. Niech X = (X});>0 bedzie procesem o niezaleznych, stacjonarnych przyrostach, ta-
kim ze dla kazdego t > 0, EX; = 0 oraz EX}? < cc.

a) Wykazaé, ze istnieje funkcja f: Ry — Ry, taka ze M; = X? — f(t) jest mar-
tyngatem.

b) Czy proces Y; = % jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa dla ¢t — oo? Jesli
tak, wyznaczy¢ granice.

. Niech (W,);>0 bedzie procesem Wienera. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej Y = [} Wids.
(Wskazéwka: wyrazi¢ YV jako catke Paleya—Wienera).

. Zatozmy, ze a > 0, za$ £ jest zmienng losowa niezalezng od W. Zdefiniujmy proces
t
X, = §ebt + \/E/ =) qw,.
0

Wykaz, ze jezeli b < 0 oraz  ma rozktad (0, 3), to dla kazdego ¢, X; réwniez ma
rozktad N (0, 5).

. Niech W = (W})¢>0 bedzie procesem Wienera, a > 0 oraz
7, = inf{t > 0: W; + at = 5}.

a) Wykazaé, ze 7, < oo p.n.

b) Obliczy¢ Er,.

. Wyznaczy¢ taka funkcje f: [0,00) — [0,00), aby proces Y; = Of(t) \/llﬂclVVS byt
procesem Wienera.

. Niech N = (N)i>0 bedzie procesem Poissona czyli procesem o prawostronnie cia-
ghtych trajektoriach, niezaleznych przyrostach, Ny = 0 p.n. oraz dla 0 < s <t < o0,
N; — N ma rozklad Poissona z parametrem ¢ — s. Zdefiniujmy proces X = (X})t>0
wzorem

X; = exp(Ny —t(e —1)).

Wykazaé¢, ze X, jest zbiezne p.n. dla t — oo i zidentyfikowa¢ granice. Czy X, jest
zbiezne w L7 Czy rodzina {X;}i>o jest jednostajnie catkowalna?

. Dany jest scentrowany proces gaussowski X = (X;)¢>o o funkcji kowariancji
Cov (X,, X;) = emin(st),

Wykaza¢ ze proces X ma modyfikacje, ktorej trajektorie sg lokalnie holderowsko
ciagte z dowolnym wyktadnikiem v < %



10.

11.

12.

Niech W = (W})i>0 bedzie procesem Wienera, zas Y bedzie procesem o ciagtych
trajektoriach, takim ze Y; = f(f sdWg pn. dlat > 0. Niech 7 = inf{t > 0: Y, €
{—2,4}}. Wykazaé, ze T < oo p.n. oraz obliczy¢ E73. (Wsk. Wyznaczy¢ taka funkcje
f,2e Y2 — f(t) jest martyngalem).

Niech W = (W})¢>0 bedzie procesem Wienera. Niech proces Y = (Y});>0 bedzie dany
wzorem

t
Y, = / sin sdWW..
0

Wykazaé, ze proces Y ma modyfikacje o trajektoriach lokalnie hélderowsko ciagtych
z dowolnym wykladnikiem v < 1/2.

Niech W = (W;);>0 bedzie procesem Wienera, Znajdz wszystkie liczby a > 0,
b,c € R, takie ze (b(1 + 2t)W,(112¢) — cWa)i=0 jest procesem Wienera.



