10.

11.

Zadania ze Wstepu do Analizy Stochastycznej — seria 1

Znajdz rozkltad zmiennej 5Wy — 2W5 + Wi

. Dla jakich parametréw a i b, zmienne aWW; — Wy oraz bW3 + W5 sa niezalezne?

. Udowodnij, ze lim;_,, % =0 p.n.

Znajdz rozktad wektora losowego (Wi, , Wy, ..., W, ) dla 0 <t; <ty < ... <t,.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera sg nieograni-

czone.

. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera nie sg jedno-

stajnie ciagle na R,.

Udowodnij7 ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera
a) X; = —W; (odbicie)

b) Y; = ¢ /2W, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu)

c) Zt = tWi, dlat > 0 oraz Z, = 0 (inwersja czasu)

d) =Wprp =W, T 20

e) Vi=Wydlat < T, V,=2Wr—W,dlat > T, gdzie T > 0.

. Niech (W})sepo,1) bedzie procesem Wienera na [0, 1]. Wykaz, ze ((1 +t>Wﬁ — W10

jest procesem Wienera na calej potproste;j.

. Niech 7, = {tén),tgn),...,téz)}, gdzie a t(”) < tg") < ... < tk = b bedzie

ciagiem podziatéw odcinka [a, b] oraz |7, | = max |t,(€n) — t,(§n_)1| oznacza Srednice 7.
Udowodnij, ze

Sh, —Z]W<n - t<n > —b—a,n— oow L*(Q,F,P),

jeshi ||m,]| — 0 oraz S,, — b —a p.n., jesli 3, ||m,]| < oco.

Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera majg nieskoniczone wa-
hanie na kazdym przedziale.

Wykaz, ze jezeli (X;)i>o jest procesem o ciagtych trajektoriach, stacjonarnych, nie-
zaleznych przyrostach oraz Xy = 0 p.n., to istnieje proces Wienera (W;);>¢ oraz
stale a,b € R, takie ze X; = aW, + bt.
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. Udowodnij, ze jedli zbior A € B(RT) to istnieje zbior przeliczalny Ty C T taki, ze
jesli z,y € RT oraz x(t) = y(t) dlat € Ty tox € A & y € A.

. Niech T = [a,b] a < ty < b, wykaz, ze nastepujace zbiory nie naleza do B(RT).

Ay = {2z € RT: supyepy o] < 1}

Ay = {x € RT: t — z; ciagle na [a,b] };

Az ={x e RT: limy 4, z, = 0}:

Ay ={x e RT: t — z; ciagle w t;}.

Wykaz mierzalnosé tych zbioréw przy zalozeniu ciaglodcei (prawostronnej ciagltosei)
trajektorii tzn. wykaz, ze wszystkie te zbiory po przecieciu z C(T) (RC(T) odp.)
naleza do B(RT) N C(T) (B(RT) N RC(T) odp.).

. Niech T' = [a,b]. Wykaz, ze F = {ANC(T): A € B(RT)} jest sigma ciatem zbior6w
borelowskich (w metryce supremum) na C(7).

. Rozwazmy rodzine rozktadéw {s,  4,:n > 0,0 < ¢ < ... < t, < oo}, zadang

Wzoremnl

n

utl,,,.7tn(0) = ]P’((Xl,Xl + XQ, . >Xl + ...+ Xn) - C)

dla C € B(R"®), gdzie X1,..., X, niezalezne oraz X; ~ N(0,t; — t;_1) (przyjmu-
jemy to = 0). Wykazaé, ze ta rodzina spelia warunki zgodnosci.

. Wykaz, ze istnieje proces (X;);>0 0 przyrostach niezaleznych, startujacy z 0 taki, ze
X;— X, marozktad Cauchy’ego z parametrem t —s (proces taki nazywamy procesem
Cauchy’ego, badz procesem 1-stabilnym).

. Proces X jest modyfikacjg procesu Wienera. Ktére z nastepujacych wtasnosci sg
spelione dla procesu X:

a) niezaleznosé¢ przyrostow,

b) stacjonarnosé¢ przyrostow,

c) ciagtos¢ trajektorii,

d) limy s 2t = 0 p.n.

e) lim;_. 5+ = 0 wedtug prawdopodobieristwa?

. Rozpatrzmy nastepujace 3 wtasnosci procesow:

a) ciaglosé trajektorii;

b) stochastyczna ciagtosé (tzn. X, 5 X, gdy t — s);

¢) ciagto$é wg p-tego momentu (tzn. E|X; — X,|P — 0 gdy t — s).
Jakie implikacje zachodza miedzy powyzszymi wlasno$ciami?
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. Wykaz, ze trajektorie procesu Wienera z prawdopodobienstwem 1 sa lokalnie -

holderowskie dla dowolnego v < 1/2, ale nie sa lokalnie 1/2-hdlderowskie.

Scentrowany proces gaussowski nazywamy utamkowym ruchem Browna, jesli E| X, —
X * = |t — s|>** (mozna wykaza¢, ze taki proces istnieje dla 0 < a < 1). Udo-
wodnij, ze utamkowy ruch Browna ma ciagta modyfikacje. Co mozna powiedzie¢ o
holderowskosci jej trajektorii?

Zatoézmy, ze T jest przedziatem i okreslmy:

Fiy = ﬂfs, Fi = J<U.7:s).

s>t s<t
a) Wykaz, ze filtracja F;, jest prawostronnie ciagta, tzn. Fy . = Fiy.
b) Udowodnij, ze jesli F; = F;X jest filtracja generowang przez proces X o lewo-
stronnie ciggltych trajektoriach, to 7 = F;.
¢) Niech T'=[0,00), A € F oraz X; = (t — 1) 4. Znajdz F;X.
d) Dla X jak w punkcie c¢) okreslmy 7 := inf{t: X; > 0}. Wykaz, ze 7 nie jest
momentem zatrzymania wzgledem FX ale jest momentem zatrzymania wzgledem

X
Fi

Zatozmy, ze T jest przedziatem, wykaz, ze:

a) jesli 7 jest momentem zatrzymania, to {7 < t} € F; dla wszystkich ¢

b) jesli {7 < t} € F; dla wszystkich ¢, to 7 jest momentem zatrzymania wzgledem
Fi-

. Niech T" = [0,00), a T bedzie momentem zatrzymania, ktére ze zmiennych 7 +

1,72, 72 4+ 1,7 — 1 musza by¢ momentami zatrzymania?

. Niech T' = [0, 00), a X; procesem Fi-adaptowalnym o ciggtych trajektoriach. Wykaz,

ze dla A domknietego 74 := inf{t: X; € A} jest momentem zatrzymania wzgledem
Fi.

Niech T' = [0, ), a X; procesem Fi-adaptowalnym o ciaglych trajektoriach. Wykaz,
ze dla A otwartego 74 := inf{t: X; € A} jest momentem zatrzymania wzgledem F; .

. Wykaz, ze jesli 71 0 sa momentami zatrzymania to zdarzenia {7 < o},{r = o} i

{r < o} naleza do F,, Fy i Frpo-

. Wykaz, ze jesli 7 jest momentem zatrzymania, to proces X, := Ij -(t) jest progre-

sywnie mierzalny.

Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem (F)er, a (X;) bedzie procesem
Fi-adaptowalnym. Wykaz, ze

a) T jest Fr-mierzalne

b) Jesli T przyjmuje przeliczalnie wiele wartosci, to X, jest F, mierzalny na zbiorze
T < 00.

Wykaz, ze jesli o jest momentem zatrzymania, 7 > o oraz 7 jest F, mierzalny, to 7
jest momentem zatrzymania.

Wykaz, ze jesli proces X; ma niezalezne przyrosty i prawostronnie ciggte trajektorie
oraz s < t, to to X; — X, jest niezalezne od F.\ .
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1. Zalézmy, ze N; jest procesem Poissona, tzn. procesem o prawostronnie ciggtych
trajektoriach takim, ze Ny = 0, N ma przyrosty niezalezne, oraz N; — Ny ~
Poiss(A(t — s)) dla t > s. Wykaz, ze (N;y — A)iso oraz ((Ny — A)? — At)is0 sa
martyngatami wzgledem (F7 )0

2. Wykaz, ze (exp(AW; — ’\72"/), FM)is0 jest martyngatem dla dowolnego A € R.

3. (Prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera) Wykaz, ze

. W _
a) limsup,_,,, 5= =1 p.n.

b) liminf, \/% = —1pn.
Wskazowki:
i) Niech C' > 1 oraz u > C/2. Wykaz, ze

ZPr ( sup W, > uv2C"Inln C’”) < 00
n Cn<t<0n+l

1 wywnioskuj stad, ze limsup,_, \/% < u p.n.

—1 p.n.

.o . . . W . . W
ii) Wykaz, ze limsup,_, T < 1 p.n. oraz liminf,_ T 2

iii) Udowodnij, ze dla g ~ N (0,1) i ¢ > 0,

1<1 _ 1>e_t2/2 < Pr(g > t) < 1 —t2/2‘

——e
Vor\t 3 \ 27t

iv) Wykaz, zedlaC > 1iu <1
> Pr(Wen — Wen > uy/1 — 1/CV2C" InIn C™) = oo
i wywnioskuj stad i z ii), ze limsup,_, % >u(l—1/C)/2 —C~ 2 pn.

4. Udowodnij, ze
Wi

a) limsup,_q, o 1 p.n.

b) hm inft_,0+ ﬁ = —1 p.n.

5. Niech I(0) = {1} oraz I(n) = {1,...,2"'} dla n € N. Ukladem Haara nazywamy
rodzing funkcji {fn, i }nenkerm) na [0,1] zadang wzorami ho; = 1 oraz dlan > 1 i

ke l(n),

2=D/2 dla  (2k—2)27" <t < (2k —1)27"
Bog(t) = ¢ —20=D/72  dla (2k —1)27" <t < 2k27
0 W D.p-
Uktadem Schaudera nazywamy rodzine funkcji (Sp k) n>o0.ker(n) dang wzorem S, ;. (t) =
Jo P ge(8)ds. Niech {gn.k }n>0ker(n) edzie rodzing niezaleznych standardowych zmien-
nych gaussowskich. Wykaza¢, ze cigg funkcji losowych

WHw) =" > Gmr(w)Smi(t)
m=0keI(m)
z prawdopodobienstwem jeden zbiega jednostajnie do pewnej funkcji ciggtej W;.
Ponadto jesli dla pozostatych w zdefiniujemy W;(w) = 0, to tak otrzymany proces
W bedzie procesem Wienera.
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. Ktére z podanych nizej warunkow implikuja jednostajng catkowalnosé ciggu X,,:
a) sup,, E| X, | < oo,

b) sup,, E|X,|? < oo,

¢) Esup,, | X,| < oo,

d) zbieznosé X, w Ly,

e) zbieznosé X,, p.n.?

. Wykaz, ze martyngal M; = exp(AW; — A%t /2) jest zbiezny p.n. i znajdZ jego granice.
Czy jest on zbiezny w Lq7?

. Niech W bedzie n-wymiarowym procesem Wienera, za$ f: R” — R funkcjg har-
moniczna (odp. podharmoniczna, nadharmoniczng), taks ze dla kazdego ¢ > 0,
E|f(Wy)| < co. Wykazaé, ze (f(Wy))i=o jest martyngatem (odp. nadmartyngatem,
podmartyngatem) wzgledem F".

. Niech Wy = (W}, ..., W) bedzie d wymiarowym procesem Wienera, a g € R? oraz
d> 2.

a) Wykaz, ze |W; — x0|>~¢ jest nieujemnym nadmartyngatem.

b) Udowodnij, ze |W; — x¢|>~¢ zbiega przy t — oo do 0 p.n. i wywnioskuj stad, ze
lim; o |[W;| = 00 p.n..

c) Wykaz, ze dla prawostronnie ciagltego nadmartyngatu (X;):>, zachodzi

Vaso APr(sup X; > ) <supEX, + EX,.
t

t>a
d) Wykaz, ze Pr(3;s0 W, = 2¢) = 0.

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem F)V.
a) Wykaz, ze (Wopnn, Fran)o2, jest martyngatem.
b) Udowodnij, ze jesli ET < oo, to Esup, W2,, < oo.

c) Wykaz, ze jesli ET < oo, to EW? = Er i EW, = 0.
. Niech W; bedzie jednowymiarowym procesem Wienera oraz
T, = 1inf{t > 0: Wy = a}, 7, :=inf{t > 0: |W;| = a}.

Rozpatrujac martyngaty W, i W2 — t wykaz, ze
a) Pr(r, < 7) = a%b dla a,b > 0,

b) 7, < 0o p.n. dla wszystkich a € R,

¢) E7, =a* dlaa >0,

d) Ery A7y = ab dla a,b > 0,

e) E7, = oo dla wszystkich a # 0.

. Rozpatrujac martyngalty M} = exp(AW, — \*t/2) oraz N} = (M} + M) /2 wykaz,
ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania, dla wszystkich a,s > 0,
a) Ee 5™ = ¢=av2s

b) Ee~*7 = (cosh(av/2s))~".
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. Udowodnij, ze jezeli f: [a,b] — R ma wahanie skonczone, to istnieja funkcje niema-

lejace f1, f2: [a,b] — R, takie ze fi(a) = fo(a) =0 oraz f(t) = f(a) + f1(t) — f2(t).
Co wiecej, jezeli f jest ciaglta (odp. prawostronnie ciagta) to funkcje fi, fo mozna
wybraé¢ ciagle (odp. prawostronnie ciagte).

Zatézmy, ze h jest niemalejaca funkcja ciagla na przedziale [a, b]. Udowodnij, ze
a) Jesli ¢ ma wahanie skoriczone na [h(a), h(b)], to g o h ma wahanie skoniczone na
[a, b].
e hib) o
b) Jesli Jn(y fdg istnieje, to

h(b)

b
[, Fdg(n(e)) = [ f(s)dg(s).

Zatozmy, ze f,g,h: [a,b] — R, przy czym f i g sa ciagle, a h ma wahanie skoficzone.
Udowodnij, ze

a) H(x) = [ g(t)dh(t) ma wahanie skoficzone na [a, b].

b) i fdH = [ fgdh.

. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji ciagtej f o wahaniu skoficzonym na [a, b] zachodzi

Jo F(s)df (s) = 5(/*(0) = f*(a)).

Oblicz granice w Lo(€2) przy n — oo
a) ZZ;é Wik jn Wetks1)/n — Wikyn)
b) 3720 Witk 1)/n(Watk1)/m — Witem)-

Oblicz Cov( [ hy(t)dWs, [ ha(t)dW,) dla hy, hy € Lo([0, 5)).

Niech C,, := (E|W;|P)'/P. Wykaz, ze dla 0 < p < oo, przeksztalcenie h — ct S h(t)dWw,

jest izometrycznym wlozeniem Lo ([0, 7)) w L,(€2).

. Wykaz, ze dla 0 <u < tih € Ly([0,¢]) zachodzi

u t
/ h(s)dW, = / hj.(s)dW, pon.
0 0

. Wykaz, ze dla h € C'(0, ] zachodzi

/Ot h(s)dW, = h(t)W, — /Ot B (s)Wads pon.

Wykaz, ze proces
v — (1—1) fy {=dW, 0<t<1
10 t=1

ma takie same rozktady skonczenie wymiarowe co proces Z; = W, — tW; (most
Browna).
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. Wykaz, ze jesli X € £2,0 <t < s < T oraz ¢ jest ograniczong zmienng losowa F;
mierzalng to (X 1 g € L3 oraz [ EXdAW = € [ XdW (Uwaga: [ XdW definiujemy
jako [i Loy XdW).

. Wykaz, ze jesli 0 < t; < ... < t,, < T oraz & sa zmiennymi losowymi w L?(2),
Fy, mierzalnymi to proces X := Y5 &l ., nalezy do L% oraz [; XdW =
St & (W one — Wene)-

. Zalézmy, ze X jest procesem prognozowalnym, ciagtym w L? (tzn. t — X; jest ciggla
2z [0,T] w L*(Q)). Wykaz, ze wowczas X € L% oraz dla dowolnego ciagu podzialow

tei1

0=t <t <. . < t,(;z) = T o $rednicy zbiegajacej do zera zachodzi dla t < T
kn—1 T

Z Xtm)(VVt(n) _Wt(n)) —>/ XdW

k=0 k k+1 k 0

w L?(Q) przy n — oo.

. Oblicz [j WdWi.

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania takim, ze ET < co. Wykaz, ze 1y, € L2
oraz [5° 197 (s)dW, = W,. Wywnioskuj stad, ze EW, = 0 oraz EW? = Er.

. Dla a,b > 0 okreslmy 7 = inf{t: |W;| = avb+1t}. Wykaz, z2e 7 < oo p.n. oraz
ET < oo wtedy i tylko wtedy, gdy a < 1. Ponadto dla a < 1, ET = a’b

1—a?"

. (*) Niech ¢ bedzie zmienng losowa o skoniczonej wariancji, taka ze B¢ = 0. Wykazad,
ze istnieje moment zatrzymania 7, taki ze W, ma ten sam rozktad co £ oraz EtT =

Ee2.

. Zaloézmy, ze M jest adaptowalnym, prawostronnie ciggtym procesem takim, ze My =
0 i dla wszystkich t, E|M;| < co. Wykaz, ze M jest martyngalem wtedy i tylko wtedy
gdy EM, = 0 dla wszystkich ograniczonych momentoéw zatrzymania 7.
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. Niech A bedzie pewna klasa procesoéw adaptowalnych na [0,7") taka, ze jesli X € A
to X7 € A dla dowolnego momentu zatrzymania 7. Przez A, oznaczamy wowczas
klase tych proceséw adaptowalnych na [0,7) dla ktérych istnieje rosnacy ciag mo-
mentéw zatrzymania 7, taki, ze 7, — T oraz X™ € A dla wszystkich n.

a) Wykaz, ze jesli X € Aj,. to X7 € A, dla dowolnego momentu zatrzymania 7
b) Wykaz, ze (Aloc)loc = Aloc

c) Wykaz, ze jesli A jest liniowa to A, tez jest liniowa.

wtedy i tylko wtedy, gdy M — M, € M>°

loc*

. Wykaz, ze M — My € M5,
. a) Wykaz, ze kazdy ograniczony ciagly martyngat lokalny jest martyngatem.

b) Wykaz, ze kazdy nieujemny catkowalny ciagly martyngal lokalny jest nadmar-
tyngatem.

c¢) Podaj przyklad ciaglego nieujemnego catkowalnego martyngatu lokalnego, ktéry
nie jest martyngatem.

d) Niech X bedzie martyngatem lokalnym, takim ze | X;| <Y p.n. dla wszystkich ¢
oraz EY < oo. Wykazaé, ze X jest martyngatem.

. Niech X € A2, 0 <t < s < T oraz ¢ bedzie zmienng losowa F;, mierzalng (nieko-
niecznie ograniczong). Wykaz, ze (X1 4 € A} oraz [ EXdW =& [7 XdW.

. Niech M € M;¢ oraz X € A2(M). Wykaz, ze dla dowolnego momentu zatrzymania
7 zachodzi

([ Xamy = [ xamm = [ X140 = [ X1 dM7.

W szczegblnosci jesli procesy X 1Y pokrywaja sie na przedziale [0, 7], to ([ XdM)™ =
(JYdM)".

. Wykaz, ze kazdy ciagly martyngal lokalny M = (M), ktorego trajektorie maja
skorficzone wahanie na kazdym przedziale [0, ¢] jest stale réwny M.



