Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 1

Aksjomatyka Kolmogorowa, prawdopodobienstwo klasyczne, prawdopodobienstwo geometryczne
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. Dana jest przestrzen probabilistyczna (Q, F,P), gdzie Q jest zbiorem przeliczalnym oraz F = 2.

Udowodnij, ze istnieja liczby p,, > 0, takie ze P(A) = > 4 po dla wszystkich A € F.

. Udowodnij, ze kazde nieskonczone o-ciato jest nieprzeliczalne.

Udowodnij, ze nastepujace pseudometryki na F spelniaja warunek tréjkata:

p(A,B) = P(AAB)

{ sGion) JesliP(AUB) >0

pQ(Aa B ) = . .
0 W przeclwnym razie.
Klasa liczy 15 uczniéw, na kazdej lekcji do odpowiedzi losowany jest jeden uczen. Oblicz praw-
dopodobienistwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen zostanie przepytany.

Roztrzepana sekretarka rozmiescita losowo N listow w N uprzednio zaadresowanych kopertach.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze doktadnie k listow trafito do wtasciwej koperty.

W n rozréznialnych urnach rozmieszczono losowo n rozréznialnych kul. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze dokladnie jedna urna zostanie pusta?

Do n rozréznialnych urn wrzucono losowo k nierozréznialnych kul. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze dokladnie jedna urna zostanie pusta?

Pewien chtopiec ma dwie babcie, obie oczekuja, ze bedzie on je regularnie odwiedzal. Z przy-
stanku przed jego domem odjezdzaja dwa tramwaje, tramwaj A, ktérym mozna dojechaé¢ do
pierwszej babci i tramwaj B, ktérym mozna dojecha¢ do drugiej. Chlopiec codziennie wychodzi
z domu o losowej godzinie i wsiada w pierwszy tramwaj, ktory pojawi si¢ na przystanku. Oba
tramwaje jezdza co godzineg, a jednak okazuje sie, ze u jednej babci chtopiec bywa duzo czeéciej
niz u drugiej. Jak to wyjaénic¢?

(Igta Buffona) Igle o dlugosci | rzucono na podloge z desek o szerokosci a > [. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze igta przetnie krawedz deski?

Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo liczbe z. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze x jest niewymier-
na?

Z przedzialu [0, 1] wybrano losowo dwa punkty, ktére podzielity go na trzy odcinki. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze z tych odcinkéw da sie zbudowaé trojkat?

Na nieskonczong szachownice o boku a rzuca si¢ monete $rednicy 2r < a. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze a) moneta znajdzie si¢ catkowicie we wnetrzu jednego z pél b) przetnie sie z co
najwyzej jednym bokiem szachownicy?
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Aksjomatyka Kotmogorowa, prawdopodobienstwo klasyczne i geometryczne - c.d.

. (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, A, B,C € F.
a) Zalézmy, ze P(AUB) =1/2, P(ANB) = 1/4, P(A\ B) = P(B \ A). Obliczy¢ P(A) oraz
P(B\ A).

b) Zalézmy, ze PLAUBUC) =1, P(B) =
P(BNC). Wykazaé, ze 1/6 < P(A) < 1/4.
0

P
c) Zalézmy, ze P(A),P(B),P(C) > 2/3 oraz P(AN BN C) = 0. Co mozna powiedzie¢ o P(A)?

~—

9P(A), P(C) = 3P(A), (AN B) = P(ANC) =

. W szafie jest n par butéw. Wyjmujemy na chybil trafit & butéw (k < n). Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wéréd wybranych par butéw bedzie a) co najmniej jedna para, b) dokladnie jedna
para?

. W kolejce po bilety na mecz stoi n kibicow. Kazdy z nich nosi szalik w kolorze A lub B. Za-
t6zmy, ze wszystkie mozliwe uklady koloréw sa jednakowo prawdopodobne. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikéw w tym samym kolorze? Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikéw w kolorze A?

. Miasto zbudowane jest na planie kwadratu i poszatkowane ulicami biegnacymi ze wschodu na
zachdd i z poélnocy na potudnie, przy czym ulic kazdego typu jest po N = 2n + 1. Kierowca
jedzie z poludniowo-zachodniego wierzchotka miasta na kraniec péinocno-wschodni, wybierajac
losowo jedna z najkrétszych drég. Oblicz prawdopodobienstwo, ze kierowca przejedzie przez
srodek miasta.

. 7Z jeziora wylowiono 200 ryb, oznakowano je i wpuszczono do wody. Po pewnym czasie wylowiono
100 ryb, a wéréd nich byto 8 oznakowanych. Za rozsadna ocene liczby ryb w jeziorze mozna uznaé
liczbe ryb, dla ktoérej zrealizowato si¢ zdarzenie o najwickszym prawdopodobienstwie. Jaka to
liczba?

. Kazdy z n chromosoméw w komoérce wystawionej na promieniowanie dzieli sie na dwie czedci
réznych typéw (powiedzmy typu A i typu B). CzeSci te nastgpnie ponownie ltacza si¢ w pary,
przy czym mozliwe jest takze polaczenie w pare 2 czesci tego samego typu. Jakie jest praw-
dopodobienistwo, ze czesci te polacza sie w takich samych kombinacjach, jak przed podziatem?
Jakie jest prawdopodobienistwo, ze po potaczeniu kazda z par bedzie si¢ sktadaé z czesci réznych
typow?

. W kole o promieniu 1 wyrézniono 1025 punktéw. Udowodnié, ze odlegtosé miedzy pewnymi
dwoma punktami nie przekracza 2/31.

. (¥) Dane sy liczby k,n € N (k > 1), spelniajace nieréwnosé n < 2¥/2. Udowodnié, ze liczby ze
zbioru A, = {1,...,n} mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami w ten sposéb, by w kazdym ciagu
arytmetycznym dtugosci k, o elementach ze zbioru A,, wystepowaly liczby w obu kolorach.
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Prawdopodobienstwo warunkowe

. Gracz dostal 13 kart z 52, obejrzal 8 z nich i stwierdzil, Zze nie ma asa. Jaka jest szansa, ze w
ogble nie ma asa?

. Grupa n 0s6b (n > 3), wéréd ktérych sa osoby X, Y, Z, ustawia sie losowo w kolejce. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze

a) X stoi bezposrednio przed Y, jesli Y stoi bezposrednio przed Z?
b) X stoi przed Y, jesli Y stoi przed Z?

. W pierwszej urnie sa 3 kule biale i 2 czarne, w drugiej urnie sa 4 czarne i 1 biata. Rzucamy
kostka. Jesli wypadnie mniej niz 5 oczek, to losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym razie
z drugiej. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej?

. (Paradoks Simpsona) Populacja miasta A sktada sie w 20% z Krakowiakéw i w 80% z Gorali
za$ populacja miasta B w 80% z Krakowiakéw i w 20% z Goérali. 10% Krakowiakéw i 30%
Gorali zamieszkalych w miescie A ma rude wlosy. Z kolei w miescie B rude wlosy posiada
20% Krakowiakow i 40% Goérali. W ktérym miescie jest wiekszy odsetek mieszkancéw z rudymi
wlosami?

. W urnie znajduja sie trzy kule biate i jedna czarna. Losujemy kule, wyrzucamy bez ogladania,
a nastepnie losujemy kolejna kule z urny.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze druga kula jest biala?

b) Zalézmy, ze za drugim razem wyciagnieto kule biata. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze za
pierwszym razem wylosowano kule czarng?

. W teleturnieju gracz ma do wyboru trzy koperty, dwie puste, jedna z nagroda pieniezna. Gdy
dokona wyboru, prowadzacy otwiera jedna z odrzuconych kopert i pokazuje, ze jest pusta. Gracz
moze w tym momencie zatrzymac¢ wybrang wczesniej koperte lub zmieni¢ wybor i wziaé pozostalta
z odrzuconych wczesniej kopert. Ktéra strategia jest lepsza?

. Wybrano losowo rodzine z dwojgiem dzieci i okazalo sig¢, ze jedno z dzieci ma na drugie imie
Franek. Jaka jest szansa, ze drugie dziecko jest chlopcem (nie wykluczamy, ze tez ma na drugie
imi¢ Franek)?

. Wéréd n monet k jest asymetrycznych, orzel wypada na nich z prawdopodobiefistwem 1/3.
W wyniku rzutu wybrana losowo moneta wypadtl orzet. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ta
moneta jest asymetryczna?

. W pewnej fabryce telewizorow kazdy z aparatéw moze byé¢ wadliwy z prawdopodobienstwem p.
W fabryce sa trzy stanowiska kontroli i wyprodukowany telewizor trafia na kazde ze stanowisk z
jednakowym prawdopodobienstwem. Zaldézmy, ze i-te stanowisko wykrywa wadliwy telewizor z
prawdopodobienstwem p; (i = 1,2, 3). Telewizory nie odrzucone w fabryce trafiaja do hurtowni
i tam poddawane sa dodatkowej kontroli, ktéra wykrywa wadliwy telewizor z prawdopodobieni-
stwem pg.

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze dany nowowyprodukowany telewizor znajdzie si¢ w
sprzedazy (tzn. przejdzie przez obie kontrole).

b) Przypus$émy, ze telewizor jest juz w sklepie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest on
wadliwy?
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W populacji jest 15% dyslektykéw. Jesli w tescie diagnostycznym uczen popelni 5 lub wiecej ble-
dow, to zostaje uznany za dyslektyka. Kazdy dyslektyk na pewno popelni co najmniej 6 btedéw
w takim tescie, ale réwniez nie-dyslektyk moze popelnié¢ wiecej niz 5 bltedéw — dzieje si¢ tak z
prawdopodobienstwem 0,1. Jasio popelnit w tedcie 6 bledow. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
jest dyslektykiem? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w kolejnym tescie tez popelni co najmniej
6 bledoéw?

Na loterii jest 10 losow wygrywajacych, 100 przegrywajacych i 1000 uprawniajacych do kolejnego
losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania?

(Zagadnienie ruiny) Dwdéch graczy (nazwijmy ich A i B) gra w ,orla i reszke”, rzucajac
(niekoniecznie symetryczna) moneta. Gracz A zaczyna z kapitalem a z1, gracz B - z kapitatem
b zt. W kazdej kolejce stawka jest 1 zl, gracz A wygrywa, gdy wypadnie orzel (powiedzmy
z prawdopodobienstwem p). Gra toczy sie, dopdki jeden z graczy nie zbankrutuje. Obliczy¢
prawdopodobienistwo ruiny gracza A.

(Schemat urnowy Polya) W urnie mamy b kul bialych i ¢ czarnych. Powtarzamy n razy
nastepujaca operacje: losujemy kule z urny, nastepnie wktadamy ja z powrotem, dokladajac
dodatkowo jeszcze a kul tego samego koloru.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowano dokladnie k razy kule czarna?

b) Wykazaé, ze prawdopodobienstwo wylosowania za n-tym razem kuli bialej wynosi ﬁ.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 4
Niezaleznosé zdarzen

. Podaé przyklad zdarzen A, B, C, ktére sa parami niezalezne, ale nie sa niezalezne.

Zdarzenia A, B sa niezalezne oraz AU B = Q). Wykazaé, ze P(A) =1 lub P(B) = 1.

Czy z tego, ze A, B, C sa parami niezalezne wynika, ze a) ANBiC,b) AUB i C sa niezalezne?
Czy co$ sie zmieni jesli niezalezno$¢ parami zastapimy przez niezaleznosé¢ taczna?

. Na n kartonikach zapisano n réznych liczb rzeczywistych. Kartoniki wlozono do pudelka, staran-

nie wymieszano, a nastepnie losowano kolejno bez zwracania. Niech Ay — k-ta wylosowana liczba
jest wigksza od poprzednich. a) Udowodnié, ze P(Ag) = 1/k, k = 1,2,...,n. b) Udowodni¢, ze
zdarzenia Aj, ..., A, sa niezalezne.

Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby sukceséw w ciagu n préb Bernoul-
liego o prawdopodobienstwie sukcesu réwnym p?

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczba sukcesow w n probach Bernoulliego o prawdopodo-
bienstwie sukcesu réwnym 1/2 jest podzielna przez a) 3, b) 4.

Dwaj gracze rzucajg po n razy symetryczna moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzuca
te sama liczbe ortéw?

Rzucamy n razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze wyrzucimy tacznie
wiecej ortéw niz reszek?

Bolek i Lolek grajg w bierki do momentu gdy jeden z nich wygra dwie partie pod rzad. Ja-
kie jest prawdopodobienstwo, ze wygra Lolek, jesli prawdopodobienstwo wygrania przez niego
pojedynczej partii wynosi p? Zakladamy, ze wyniki poszczegdlnych partii sg niezalezne.

W sytuacji z poprzedniego zadania, przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo, ze Bolek wygra pierw-
sza partie wynosi 1/2, ale poczawszy od drugiej partii, prawdopodobiefistwo wygranej Bolka
zalezy od tego, czy wygral poprzednia partie. Jesli dopiero co odniést sukces, czuje sie pewnie
i wygrywa z prawdopodobienstwem 3/4, jesli poprzednia partia zakonczyla sie jego przegrana,
zzera go trema i wygrywa z mniejszym prawdopodobienstwem, réwnym 1/3. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze Bolek wygra cata rozgrywke?

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu para kostek szesciennych, suma
oczek 2 wypadnie przed sumag oczek 47

Rzucamy kostka do wypadniecia drugiej széstki. Rozwazmy zdarzenia A;, Ao, gdzie A; - przed
pierwszg szostka wyrzucono czwoérke, zas§ Ao - pomiedzy pierwsza i druga széstka padia dwdjka.
Czy zdarzenia Ap, As sa niezalezne?

Owad sklada k jajeczek z prawdopodobiefistwem Ae™ /k! (A > 0). Potomek wylega sie z jaja z
prawdopodobienstwem p. Znalezé prawdopodobienstwo, ze liczba potomkéw bedzie rowna [.
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Niezaleznosé zdarzen, lemat Borela-Cantellego, lemat o m — A-uktadach

. Dane sg liczby catkowite dodatnie m,n oraz liczby nieujemne p, g, takie ze p + ¢ = 1. Wykazaé,

ze
T=p)"+0-¢")">1

. Wyznaczyé¢ najbardziej prawdopodobna liczbe sukceséw w schemacie n prob Bernoulliego z

prawdopodobienstwem sukcesu p.

Rzucono 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w pierwszym rzucie otrzymano
szostke, jedli wiadomo, ze

a) otrzymano trzy szostki?

b) w nastepnych dziewieciu rzutach otrzymano same szostki?

Zdarzenia Aj, As, As, ... sa niezalezne i majg réwne prawdopodobienstwa. Jaka jest szansa, ze
zajdzie skonczenie wiele zdarzen A7

Rzucamy nieskoniczenie wiele razy moneta o prawdopodobienstwie wyrzucenia orta réwnym p €
(0,1), wyniki do$wiadczenia kodujemy jako nieskonczony ciag zer (reszka) i jedynek (orzetl).
Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 dowolny skonczony ciag zerojedynkowy pojawia sie w
ciagu kodujacym wynik nieskonczenie wiele razy.

Rzucamy nieskonczenie wiele razy moneta, dla ktérej prawdopodobienstwo wyrzucenia orta p #
1/2.Dlan = 2,3,6, ... rozwazmy zdarzenie A,, — do rzutu n wlacznie wypadlo tyle samo ortéw co
reszek. Udowodnié, ze z prawdopodobienstwem 1 zajdzie tylko skoficzenie wiele sposréd zdarzen
Ay, Ay, Ag, - . ..

Dane sa dwie miary probabilistyczne p, v na (R, B(R)).

(a) Zalézmy, ze dla dowolnej liczby ¢ > 0, mamy u([—t,t]) = v([—t,t]). Udowodnié, ze jezeli
A € B(R) jest symetryczny wzgledem zera to pu(A) = v(A).

(b) Przypusémy, ze K jest pewna klasa generujaca B(R) (tzn. o(K) = B(R)). Czy z tego, ze
u(A) =rv(A) dla kazdego A € K wynika, ze p = v?

Niech (€2, F) bedzie przestrzenia mierzalna, za$ p,v: F — R miarami probabilistycznymi. Wy-
kazaé, ze rodzina G = {A € F: u(A) = v(A)} jest A-ukladem.

Wykazaé, ze A-uklady spelniaja zalozenia lematu o rodzinie multyplikatywnej.

(Perkolacja) Rozwazmy nieskoticzony graf G o zbiorze wierzchotkéw V = Z? i zbiorze krawedzi
E ztozonym ze wszystkich par (u,v) € V2, takich ze u i v s odlegte doktadnie o 1. Ustalmy
liczbe p € [0,1] i rozwazmy graf uzyskany z G w wyniku nastepujacej procedury: dla kazdej
krawedzi grafu G rzucamy moneta o prawdopodobienstwie orla réwnym p (rzuty sa niezalezne)
i jesli wypadnie orzel, krawedZ pozostawiamy, jesli reszka - usuwamy. Nazwijmy uzyskany w ten
sposob graf przez G’. Niech M oznacza moc skltadowej spdjnosci grafu G’, zawierajacej punkt
(0,0). Wykazad, ze istnieje liczba p. € (0, 1), taka ze dla p < p., M < oo z prawdopodobienstwem
1, zas dla p > p., M = oo z dodatnim prawdopodobienstwem.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 6
Zmienne losowe: rozkltad, dystrybuanta, gestosé

. Dystrybuanta zmiennej losowe X dana jest wzorem

0 dla ¢t < —1
1
) e+ dla —1<t<0
Fx(t) = 3/4 dla t<0<4
1 dla t > 4.

Obliczy¢ P(X = —5), P(2 < X < 5), P(X =4), P(~1 < X < 0).

. Zmienna losowa X ma rozktad o dystrybuancie F(t) = 0V ((271¢) A1). Wyznaczy¢ dystrybuante

zmiennych Y = X V1 oraz Z = X A X2,

Niech F': R — [0, 1] bedzie funkcja niemalejaca, prawostronnie ciagla, taka ze lim;—,_, F'(t) = 0,
lim oo F(t) = 1. Zdefiniujmy funkcje F~': (0,1) — R wzorem F~!(z) = inf{t: F(t) > x}.
Wykazaé, ze funkcja F~! traktowana jako zmienna losowa na przestrzeni ((0,1),B((0,1)),\),
ma dystrybuante F'.

Wyznaczy¢ dystrybuante rozkladéw a) dwupunktowego pd, + (1 — p)dp, gdzie a < b, b) geome-
trycznego z parametrem p, c) wykladniczego z parametrem A

(*) Skonstruowaé rozklad bezatomowy, ktéry nie jest ciagly.

Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku (0, 1). Znalezé rozklad zmiennej Y = —In X.
Zmienna losowa X ma rozklad N(0,1). Wyznaczy¢ dystrybuanty i gestosci (o ile istnieja) dla
a) Y =eX, b)Y = X2,

Uwaga: Dystrybuanty nalezy wyznaczy¢ w terminach dystrybuanty zmiennej X.

Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem \. Znalezé rozklad zmiennych a)
Y =1/(X +1),b) Y = VX.

Wykazaé, ze funkcja g(x) = 3z2e~7 1(0,00) () jest gestoscia prawdopodobienstwa. Niech X bedzie
zmienna losowa o tej gestosci. Wyznaczyé rozklad zmiennej max(z?, 3x).

Losujemy punkt z okregu o promieniu 1 i érodku w punkcie (0,0). Niech (X,Y) oznaczaja
wspolrzedne wylosowanego punktu. Znalezé dystrybuante i gesto$é (jesli istnieje) zmiennej X.

Rozwiaza¢ poprzednie zadanie, jesli punkt (X,Y) losujemy nie z okregu, a z kola o promieniu 1
i srodku w punkcie (0, 0).

Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale (—7/2, 7). Znalezé gestosé zmien-
nej losowej Y = sinx.

Udowodnié, ze funkcja g: R — R, dana wzorem g(x) = \/%e_ﬁ/ 2 jest gestoscia prawdopodo-

bienstwa.

Losujemy punkt P z kuli o Srodku O i promieniu 1. Niech X bedzie odlegtoscia miedzy punktami
O i P. Znalez¢ gestosé zmiennej losowej X.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem A. Znalezé P(X >
t + s|X > s). Rozwiazaé¢ analogiczny problem dla rozkladu geometrycznego.

Ciagla dystrybuanta F' ma ciagla pochodna g a) wszedzie, b) poza zbiorem Z bez punktow
skupienia. Wykazaé, ze g jest gestoscia dla dystrybuanty F. Wykazaé, ze zatozenie cigglosci g
mozna opuscié.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 7
Rozktady taczne, niezalezno$é zmiennych losowych, parametry rozktadow

. Wektor losowy (X,Y) ma rozklad jednostajny na tréjkacie o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1).

Obliczy¢ P(Y < X?).

. Wektor losowy (X,Y) ma gestoé¢ g(z,y) = Ce™liogy<as)- @) Wyznaczy¢ stala C. b) Znalezé

rozklad X. ¢) Obliczyé¢ P(Y < X/2).

Niech X;, i = 1,...,n beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach odp. Exp()\;).
Wyznaczy¢ rozklad zmiennej Y = min(X,..., X,).

Zmienne X,Y sa niezalezne, o rozktadach P(X =n) = (1 —p)" 1p, P(Y = n) = (1 — q)" g,
n=1,2,.... Obliczy¢ P(X <Y).

Niech 7;: [0,1] — {—1,1} beda funkcjami zdefiniowanymi wzorem 7;(t) = sgnsin(2'xt), i
0,1,2,.... Wykazaé, ze funkcje r; traktowane jako zmienne losowe na przestrzeni 2 = [0,1] z
o-cialem borelowskim i miara Lebesgue’a sa niezalezne.

Zmienne X1, Xo,..., X, (n > 6) sa niezalezne i maja ten sam rozkltad, zadany wzorem P(X,, =
1) =PX,=-1)=1/2.

a) Czy zmienne X7 + Xy, X1 X9 sa niezalezne?
b) Czy zmienne X; + Xo, X3, X4 + X5X¢ sa niezalezne?
c) Czy zmienne X7, X1 X9, X1 XoX3,..., X1 X5+ X, sa niezalezne?

Zmienne X, Y sa niezalezne, przy czym Y nie ma atoméw. Wykazaé, ze P(X =Y) = 0.

Rzucamy moneta dla ktérej prawdopodobienstwo wypadniecia orta wynosi p € (0,1], az do
momentu wypadniecia k ortéw (lacznie, niekoniecznie pod rzad). Niech X oznacza liczbe rzutéw.
Wyznaczyé¢ rozktad X.

Dla dowolnej liczby w € [0, 1], niech X,,(w) oznacza n-ta cyfre rozwiniecia dwéjkowego w, n =

1,2,... (jesli w posiada dwa rozwiniecia, bierzemy to ze skonczona liczba jedynek). Wykazaé, ze
X1, Xo, ..., sa niezaleznymi zmiennymi losowymi na p-ni probabilistycznej ([0, 1], B([0,1]),] - |).
Niech ¢;, i = 1,2,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie P(e; = 1) = P(g; =

—1) = 1/2. Niech Z = >>%°, £;/2. Wykazaé, ze Z ma rozklad jednostajny na odcinku [—1,1].

Zmienna X ma rozklad P(X = 0) = P(X = 1) = 1/4,P(X = —3) = 1/2. Obliczy¢ EX,
E cos(mX), Eﬁ oraz VarX.

Zmalez¢ wartosci oczekiwane i wariancje rozkltadow

a) jednostajnego na odcinku [a, b],
b

)

) Bernoulliego z parametrami n, p,
c) wykladniczego z parametrem A,
)
)
)

d

e

geometrycznego z parametrem p.

Poissona z parametrem A,

gaussowskiego z parametrami a, o2.

f
Zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem 2. Obliczyé E6X.

Zmienna losowa X ma rozklad z gestoscia g(x) = %x21[072} . Obliczy¢ EX, Eﬁ oraz VarX.



15. Zmienna losowa X ma dystrybuante

Wyznaczyé E(2X + 1).

16. Zmienna X ma rozktad jednostajny na
Y = f(X), jesli

a) f(z)=sinz,

b) f(x) = cos®z.
¢) f(x)=—Inz
d)

f(z)

0 jesli t<0
t/2 jedli 0<t<1
3/4 jedi 1<t<5
1 jesli ¢>5.

odcinku [0, 27]. Znalezé warto$é oczekiwana zmiennej

x? dlaz € [0, 7/2]
dlaz € (7/2,37/2]
1 dla x € (37/2, 27|

sin x
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 8
Parametry rozktadéw - c.d.

. Roztrzepana sekretarka umieécita n listow w n uprzednio zaadresowanych kopertach. Niech X

oznacza liczbe listow, ktore trafity do wlasciwych kopert. Znalezé warto$é oczekiwana i wariancje
X.

. W urnie znajduje sie¢ 50 biatych kul. Losujemy ze zwracaniem po jednej kuli, przy czym wycia-

gnietg kule malujemy na czerwono, jedli jest biala. Niech X oznacza liczbe czerwonych kul w
urnie po 20 losowaniach. Wyznaczy¢é EX oraz VarX.

Urna zawiera N kul w tym b kul bialych. Losujemy bez zwracania n kul (n < N) i definiujemy
zmienna losowa X jako liczbe wylosowanych kul biatych. Znalez¢ warto$é oczekiwana i wariancje
X.

Wykazaé, ze jezeli X > 0 oraz p > 0, to
oo o
EXP :p/ tPTIP(X > t)dt :p/ tPTIP(X > t)dt.
0 0

Wywnioskowaé stad, ze jesli zmienna X ma rozktad skoncentrowany na liczbach naturalnych, to

o o0

EX =Y P(X>k)=)> P(X >k).
k=1 k=0

Liczby 1,2,...,n ustawiono losowo w ciag (aq,...,a,). Niech N oznacza najwieksza liczbe taka,
ze ap, > ap_1 dla k < N. Wyznaczy¢ EN.

Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych Xg, X1, Xo, ... o tym samym rozkladzie z ciagta
dystrybuanta. Niech n = inf{n: X,, > Xo}. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej n oraz obliczy¢ En.

Kij o dtugosci 1 ztamano w losowym punkcie (z prawd. roztozonym jednostajnie). Obliczyé war-
tos$é oczekiwang stosunku a) dlugosci kawalka lewego do dlugoéci kawatka prawego; b) dlugosci
kawaltka krétszego do dtugosci kawaltka diuzszego.

Zmienne losowe X,Y spelniaja warunki VarX = 3, Cov(X,Y) = —1, VarY = 2. Obliczy¢
Var(4X — 3Y) oraz Cov(5X —Y,3X +Y).

(Nieréwno$é Bernsteina) Wykazaé, ze jesli €1,...,e, to niezalezne zmienne Rademachera,
zad ay,...,an € R, to

n t2
P> ] > ) < 2exp (- —— ).
; o ( 22?:1%2)

(Nieré6wno$é Chinczyna) W sytuacji z poprzedniego zadania, wykazaé, ze dla p > 0 istnieja
state Cp, takie ze

n n
1Y iaill, < Cpll Y iaill2
i=1 =1

(Wielomiany Bernsteina) Niech f bedzie funkcja ciagta okreslona na przedziale [0, 1]. Okresl-

my ciag wielomianéw
- k\ (n .
Baw) =Y 1 (%) <k>x’f(1 — )k
k=0 "

Wykazaé, ze B, zbiegaja jednostajnie do funkcji f.

Niech X,Y beda ograniczonymi zmiennymi losowymi, takimi ze dla k& € N, EX* = EY*. Wy-
kazaé, ze X i Y maja ten sam rozktad. Co si¢ zmieni jesli odrzucimy zatozenie o ograniczonosci
zmiennych X, Y7
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 9
parametry rozkladéw, sploty, Twierdzenie Poissona

Wyznaczyé momenty zmiennej o rozktadzie N (0, 02).
Wyznaczyé¢ kwantyl rzedu p zmiennej o rozktadzie wyktadniczym, z parametrem .

Wyznaczyé¢ kwantyl rzedu p zmiennej o rozktadzie geometrycznym, z parametrem p.

. Wykazaé, ze jesli dla pewnej liczby M i dowolnego p > 1, || X ||, < M, to [|X||oc < M.

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladach

a) Bernoulliego z parametrami odp. p,n i p, m

)
b) Poissona z parametrami odp. A1, Ae.
¢) normalnych z parametrami aq, 0% iag, O‘% .
d) jednostajnych na [0, 1]

)

e) wykltadniczych z parametrem A

Zmalez¢ rozktad zmiennej Z = X + Y.

Zmienne losowe X, Y sg niezalezne i maja gestosci odp. fi, fo. Znalezé rozklad zmiennej losowej
Z=X/Y.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na [0, 1], za$ Y, zmienna losowa
o rozkltadzie jednostajnym na zbiorze 0,1,2,...,n. Znalez¢ rozklad zmiennej X + Y.

Zmienne X,Y sa niezalezne, o rozkladzie wykltadniczym z parametrem 1. Znalez¢ rozklad zmien-
nej X —Y.

Zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = Cryliocacy<iy-
a) Wyznaczy¢ C.
b) Obliczy¢ P(X +Y < 1).
¢) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X/Y.
d)
e) Czy X/Y,Y sa niezalezne?

Czy X,Y sa niezalezne?

Wyznaczyé w przyblizeniu prawdopodobienstwo, ze wéréd 365 wybranych losowo oséb z rocznika
1991, doktadnie 5 urodzilo si¢ 23 lub 24 kwietnia. Zakladamy, ze wszystkie dni urodzin sg réwno
prawdopodobne.

Prawdopodobienstwo, ze nowy zegarek jest wadliwy wynosi 1/1000. Jakie jest w przyblizeniu
prawdopodobienstwo, ze w partii 1000 zegarkéw beda co najmniej 3 zepsute?

W miescie ginie 7 samochodéw tygodniowo. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo, ze
jutro bedzie dzien bez kradziezy przy zalozeniu stalej intensywnoéci dziatania ztodziei?



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 10
Zbiezno$é¢ ciagdw zmiennych losowych. Prawo zerojedynkowe Kolmogorowa.

1. Zmienne (X,)n>1 sa niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Czy ciag (X, )n>1 jest zbiezny p.n.
Czy jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa?

2. Dana jest calkowalna zmienna losowa X. Niech dla n > 1,

—n  jesi X(w) < -—n
Xp(w) =1 X(w) jesli |X(w)|<n
>

n jesli X(w) >n

Czy X, zbiega do X p.n.? Czy X,, zbiega do X w L7

3. Dane sa ciagi (X, )n>1 (Yn)n>1 zbiezne wedlug prawdopodobienstwa odp. do X i Y. Udowodnié,
ze jesli dla kazdego n, X, i Y, maja ten sam rozktad, to réwniez X i ¥ maja ten sam rozktad.

4. Zmienne X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z parametrem .

a) Udowodnié, ze jezeli A > 1 to z prawdopodobienstwem 1 mamy X,, < logn dla dostatecznie
duzych n, natomiast jezeli A < 1 to z prawdopodobienstwem 1 mamy X,, > logn dla
nieskoniczenie wielu n.

b) Zbadaé zbiezno$é p.n. ciagu (X, /logn)n>a.

5. Zmienne (X,),>1 sa niezalezne, nieujemne i maja ten sam rozklad rézny od dg. Wykazaé, ze

me1 Xp =00 p.1.
6. Zmienne losowe X1, Xo,... sa niezalezne, maja ten sam rozklad i speliaja P(|X,| < 1) = 1.

Udowodnié, ze lim,, .o X1+ X, =0 p.n.

7. Zmienne losowe X1, Xs, ... sa niezalezne, maja ten sam rozklad i speliaja E|X,,| < 1. Udowod-
nié, ze lim,, o X1---X,, =0 p.n.

8. Zmienne X1, Xo,... sa niezalezne.
a) Udowodnié, ze ciag Srednich

n

,n=12 ...
jest albo zbiezny p.n., albo rozbiezny z prawdopodobienstwem 1.
b) Udowodnié, ze jezeli ten ciag jest zbiezny p.n., to granica ma rozklad jednopunktowy.

9. Dane s ciagi zmiennych (X,,)n>1, (Yn)n>1, przy czym X, — X w L, oraz Y;, — Y w L, gdzie
p,q > 1 speliaja warunek p~' + ¢~ = 1. Dowieé¢, ze X,,Y,, — XY w L;.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 11
Zbieznos¢ zmiennych losowych. Szeregi niezaleznych zmiennych losowych.

. Wykazaé, ze d(X,Y) = E- XY jest metryka na przestrzeni Ly zmiennych losowych, metryzu-

THX Y]
jaca zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa.

. Wykazaé, ze na dyskretnej przestrzeni probabilistycznej, zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa

jest robwnowazna zbieznoéci p.n.

Wykazaé, ze jezeli na (2, F, P) zbiezno$é wedtug prawdopodobienstwa nie jest réwnowazna zbiez-
nosci prawie na pewno, to nie istnieje topologia na L, zadajaca zbieznos¢ prawie na pewno.

X, jest ciagiem zmiennych losowych, takim ze

za$ X jest inng zmienna losowa. Czy wynika stad, ze Y, := X, X zbiega wedlug prawdopo-
dobienstwa? Czy wynika, ze Y,, zbiega p.n.? Czy z zalozenia X € L,, wynika, ze Y,, zbiega w
L,?

Zmienne X, sa niezalezne, o rozkladzie wyktadniczym z parametrem 1. Niech &, = max(X1, ..., X,),

Np = min( Xy, ..., X,). Wykazaé, ze &, — oo, p.n., n, — 0 p.n. Czy E¢,, — oo? Czy En,, — 07

Niech €1, €9, ... beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Wykazaé, ze szereg Y i a;e; jest
zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy 3°; a? < oo

Niech X1,e Xo,¢€2,... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym &; to zmienne Rade-
machera. Wykazaé, ze 3, £;X; jest zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy >; X2 < 0o p.n.

Wykazaé, ze szereg Y., n" ‘e, (gdzie €, — niezalezne zmienne Rademachera) jest zbiezny p.n.
oraz ze jego granica ma rozklad absolutnie ciagly wzgledem miary Lebesgue’a.

Wykazaé, ze jezeli X; sa niezaleznymi, symetrycznymi zmiennymi losowymi, to Y 72, X; jest
12
zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy > -2, E% < 00

Zmienne X, Xo,... sa niezalezne, przy czym X, ma rozklad symetryczny wyktadniczy z pa-

rametrem n® (czyli o gestosci f(z) = in®exp(—n®|z|). Dla jakich wartosci parametru o > 0

szereg > o2 1 X, jest zbiezny z prawdopodobienstwem 17



