Egzamin z Wstepu do Analizy Stochastycznej
7 wrzesnia 2013

Prosze wybraé piec¢ sposrod ponizszych zadan i petne rozwigzania kazdego z nich napisac
na odrebnej kartce, podpisanej imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Za kazde
zadanie mozna otrzymacé maksymalnie 10 punktow.

1. Wykaza¢, ze dla a,b € R, proces X = (X¢):e(0,1), dany wzorem
t

Xt:a(l—t)—i-bt—i-(l—t)/ 11
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jest jedynym rozwigzaniem rownania
b— X,
1—t

z warunkiem poczatkowym X, = a.

dXt == dt + th,t € [0, 1)7

2. Niech W = (W})i>0 bedzie procesem Wienera zas Y = [WdW. Wyznaczy¢ granice
wedtug prawdopodobienstwa ciggu

Sp=> Yi(Wr — W),
k=1 " " "

3. Zatézmy, ze M = (M;)i>o jest ciagtym martyngatem lokalnym wzgledem filtracji
F = (Fi)iz0- Zaldézmy ponadto, ze dla kazdego T > 0, sup,.p EM? < oo, gdzie
supremum przebiega wszystkie momenty stopu 7 ograniczone przez T'.

a) (7 pkt.) Wykazaé, ze dla dowolnego ograniczonego momentu stopu 7, EM, =
E M.

b) (3 pkt.) Zatézmy dodatkowo, ze sup,- EM? < oo. Wykazaé, ze istnieje zmienna
losowa M, taka ze M; — M., dlat — oo w Ls i p.n.

4. Niech W = (W});>0 bedzie procesem Wienera, zas Y bedzie procesem o ciaglych
trajektoriach, takim ze Y; = [3 sdW, p.n. dla t > 0. Niech 7 = inf{t > 0: Y; €
{—2,4}}. Wykazaé, ze T < oo p.n. oraz obliczy¢ Er3. (Wsk. Policzy¢ (V).

5. Niech W = (W})iejo,1) bedzie procesem Wienera zdefiniowanym na (2, F, (F;)¢x0, P)

oraz niech . |
M= Wi =2 [ sWids - .

Zdefiniujmy miare probabilistyczna @ na (2, F), wzorem dQ(w) = exp(M (w))dP(w).

Znalez¢ taka funkcje f: [0,1] — R, by proces

2
Zy = Wt2 - gt?)Wt + f(t)

byl martyngatem wzgledem miary Q. (Wsk. Wyrazi¢ W — 2 fol sWsds jako catke
stochastyczna).

6. Niech W = (W,);>0 bedzie procesem Wienera. Rozwazmy proces
t t
Y, = / cos(Ws)dW; +/ sin(Ws)ds.
0 0

Znalez¢ proces A; o wahaniu skonczonym, Ag = 0, taki aby M; = Wycos(Y;) — A,
byl martyngatem lokalnym. Czy M jest martyngatem? (Uwaga: proces A mozna
wyrazi¢ w terminach procesu Y').

7. Niech W = (W,);>0 bedzie procesem Wienera. Niech proces Y = (Y;);>0 bedzie dany
wzorem

t
Y, = / sin sdWW..
0

Wykazaé, ze proces Y ma modyfikacje o trajektoriach lokalnie hélderowsko ciagtych
z dowolnym wykladnikiem v < 1/2.



