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Prosze wybraé piec sposriod ponizszych zadan i petne rozwigzania kazdego z nich napisac
na odrebnej kartce, podpisanej imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Za kazde
zadanie mozna otrzymac maksymalnie 10 punktow.

1. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania
dX; = —(tgt)Xydt + (cost)dWy, Xy = x.
na przedziale [0, 7/2). (Wsk. szuka¢ rozwiazan postaci X; = f(t) + g(t)W;).

2. Ciagly martyngal lokalny (M;):>o spetnia My = 0 oraz lim;_,o(M); = oo p.n. Niech
T =inf{t: (M); = 2}. Wykaza¢, ze EM? = 2.

3. Niech W = (W})i>0 bedzie procesem Wienera, Znajdz wszystkie liczby a > 0,
b,c € R, takie ze (b(1 + 2t)W,(112t) — cWa)i=0 jest procesem Wienera.

4. Niech W = (W})eo,1] bedzie procesem Wienera zdefiniowanym na (2, F, (F)¢x0, P)
oraz niech
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Zdefiniujmy miare probabilistyczna @ na (€2, F), wzorem dQ(w) = exp(M (w))dP(w).
Znalez¢ taka funkcje f: [0,1] — R, by proces

Zi = eXP(Wt — f(t))

byl martyngatem wzgledem miary Q. (Wsk. Wyrazi¢ W, — 3 fol s?Wds jako caltke
stochastyczna).

5. Niech W = (W}):>0 bedzie procesem Wienera. Rozwazmy proces
t t
Y, = / cos(Wy)dW, —i—/ sin(Wy)ds.
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Zmalezé proces A; o wahaniu skonczonym, Ay = 0, taki aby M, = W,Y; — A; byt
martyngatem lokalnym. Czy M jest martyngatem? (Uwaga: proces A mozna wyrazi¢
w terminach procesu Y).

6. Proces (X;)iep,1) jest gaussowski, o Sredniej zero i spelnia Var(X; — X,) < 7|t —s|"/7.

Wykazaé¢, ze X ma ciagta modyfikacje. Co mozna powiedzie¢ o holderowskosci jego
trajektorii?



