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Prosze wybraé piec¢ sposrod ponizszych zadan i petne rozwigzania kazdego z nich napisac
na odrebnej kartce, podpisane) imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i numerem grupy.
Za kazde zadanie mozna otrzymac maksymalnie 16 punktow.

1. a) Wykaz, ze dla a > 0, i Fo-mierzalnej zmiennej losowej &, proces

t
X, =& + \/5/ Pt g,
0
jest jedynym rozwigzaniem réwnania
dXt == bXtdt + \/Eth

z warunkiem poczatkowym X, = €.

b) Wykaz, ze jezeli b < 0 oraz { ma rozktad N'(0, 3;'), to dla kazdego t, X; rowniez
ma rozktad N (0, ).

2. Niech W = (W})¢>0 bedzie procesem Wienera. Wyznaczy¢ granice wedtug prawdo-
podobienstwa ciggu

Z WE(We = W),

3. Niech W = (W,);>0 bedzie procesem Wienera, a > 0 oraz
= inf{t > 0: W, + at = 5}.
a) Wykazaé, ze 7, < 0o p.n.
b) Obliczy¢ E7,.
f(t

4. Wyznaczy¢ taka funkcje f: [0,00) — [0,00), aby proces Y; =
procesem Wienera.

5. Niech W = (W})¢eo1) bedzie procesem Wienera zdefiniowanym na (€2, F,P) oraz
niech
B, =W, —tW;, +t —t.
Znalez¢ miare probabilistyczna @ na (2, F), taka zeby B, rozpatrywany jako proces
na (2, F,Q), byl scentrowanym procesem gaussowskim o funkcji kowariancji

Covg (Bs, Br) = s(1 —t)
dla0<s<t< L

6. Niech N = (IVy):i>0 bedzie procesem Poissona czyli procesem o prawostronnie cia-
gtych trajektoriach, niezaleznych przyrostach, Ng = 0 p.n. oraz dla 0 < s < t < o0,
N; — N ma rozktad Poissona z parametrem ¢ — s. Zdefiniujmy proces X = (X¢)i>o

wzorem
Xi = exp(Vy — t(e — 1)).

Wykazaé, ze X; jest zbiezne p.n. dla t — oo i zidentyfikowaé¢ granice. Czy X; jest
zbiezne w L7 Czy rodzina {X;}:>0 jest jednostajnie catkowalna?

7. Dany jest scentrowany proces gaussowski X = (X;);>¢ o funkcji kowariancji
Cov (X, X;) = emin(st),

Wykaza¢ ze proces X ma modyfikacje, ktorej trajektorie sa lokalnie holderowsko
ciagte z dowolnym wyktadnikiem v < %



