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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa - seria 1

(rozgrzewka) Na przyjeciu urodzinowym jest n dzieci i n prezentéw (przy czym kazdy
prezent jest inny). Na ile sposobéw mozna rozdaé prezenty dzieciom tak, aby kazde dziecko
otrzymalto prezent?

Na ile sposobéw mozna rozda¢ n paczkéw k osobom? Paczki uznajemy za nierozréznialne.

Z 24 kart wybieramy 5. Jaka jest szansa, ze otrzymamy fulla? Jaka jest szansa, ze otrzy-
mamy karete?

Z 52 kart wybrano 13. Jaka jest szansa otrzymania a) doktadnie siedmiu kart jednego
koloru; b) dokladnie szesciu kart jednego koloru.

Na bankiecie, przy okraglym stole siadajg losowo Ania, Bartek, Czarek i jeszcze 4 osoby.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Ania bedzie siedzie¢ miedzy Bartkiem i Czarkiem?

Klasa liczy 15 uczniow, na kazdej lekeji do odpowiedzi losowany jest jeden uczen. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen zostanie przepytany.

Grupa studentow liczy 23 osoby. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w tej grupie sa dwie
osoby, ktére maja urodziny tego samego dnia (zakladamy, ze zaden student nie jest uro-
dzony w roku przestepnym).

W urnie jest b kul biatych i ¢ kul czarnych. Losujemy dwie kule a) ze zwracaniem b) bez
zwracania. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kul tego samego koloru?

Pan X spotyka sie z paniami A i B, do ktorych dojezdza autobusami odpowiednio linii 1
i 2. Gdy czuje sie samotny, wychodzi z domu, udaje sie na przystanek i wsiada w pierwszy
autobus, jaki sie pojawi. Oba autobusy kursuja przez cala dobe co godzing, pan X ma
napady samotnosci codziennie w losowym momencie czasu, obie panie lubig pana X tak
samo, a jednak pani A czyni mu wyrzuty, ze odwiedza jg zbyt rzadko, zas pani B ma
wrazenie, ze pan X jej sie narzuca. Jak to wyjasnic¢?

(Paradoks Bertranda) Z okregu o promieniu 1 wybrano losowo cieciwe AB. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie ona dtuzsza niz bok trojkata réwnobocznego wpisanego
w ten okrag?
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. Rzucamy jednoczesnie 7 nieodréznialnymi kostkami do gry. Ile jest mozliwych wynikéw?

. Losujemy 6 liczb z 49. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsréd wylosowanych nie bedzie
dwoch kolejnych liczb?

. W kolejce po bilety na mecz stoi n kibicow. Kazdy z nich nosi szalik w kolorze A lub
B. Zalozmy, ze wszystkie mozliwe uktady koloréw sa jednakowo prawdopodobne. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikéw w tym samym
kolorze? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikow
w kolorze A?

. Miasto N. zbudowane jest na planie kwadratu i poszatkowane ulicami biegnacymi ze
wschodu na zachdd i z pétnocy na potudnie, przy czym ulic kazdego typu jest po N = 2n+
1. Kierowca jedzie z poludniowo-zachodniego wierzchotka miasta na kraniec péinocno-
wschodni, wybierajac losowo jedna z najkrotszych drog. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
kierowca przejedzie przez srodek miasta.

. Mamy n zapatek, kazda z nich dzielimy na dwie czesci (réznych typéw). Nastepnie czesci te
taczymy losowo w pary (mozliwe jest, ze w parze znajda sie dwie czesci tego samego typu).
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze te pary potacza sie w takich samych kombinacjach jak
przed podziatem? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po potaczeniu kazda z par bedzie
sie sktadac¢ z dwoch czesci réznych typow?

. (Paradoks kawalera de Méré) Co jest bardziej prawdopodobne: wyrzucenie co najmnie;
jednej jedynki przy rzucie 4 kostkami czy co najmniej raz obu jedynek przy 24 rzutach 2
kostkami?

. (Igta Buffona) Igte o dtugosci I rzucono na podltoge z desek o szerokosci a > [. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze igla przetnie krawedz deski?

. W n rozréznialnych urnach rozmieszczono losowo n rozroznialnych kul. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze doktadnie jedna urna zostanie pusta?

. Zdarzenia A, B, C spelniaja P(A),P(B),P(C) > 2/3 oraz P(AN BN C) = 0. Co mozna
powiedzie¢ o P(A)?
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. Z jeziora wytowiono 200 ryb, oznakowano je i wpuszczono do wody. Po pewnym czasie
wyltowiono 100 ryb, a wéréd nich byto 8 oznakowanych. Za rozsadng ocene¢ liczby ryb
w jeziorze mozna uznac liczbe ryb, dla ktérej zrealizowalo si¢ zdarzenie o najwigkszym
prawdopodobienstwie. Jaka to liczba?

. Na nieskonczong szachownice o boku a rzuca sie monete érednicy 2r < a. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze a) moneta znajdzie sie catkowicie we wnetrzu jednego z pél b)
przetnie sie z co najwyzej jednym bokiem szachownicy?

. Roztargniona sekretarka rozmiescita losowo N listow w N uprzednio zaadresowanych ko-
pertach. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze doktadnie k listow trafito do wlasciwe;
koperty

. (Paradoks Simpsona) Populacja miasta A sklada sie w 20% z Krakowiakow i w 80% z
Goérali za$ populacja miasta B w 80% z Gérali i w 20% z Krakowiakow. 10% Krakowia-
kow 1 30% Gorali zamieszkalych w miescie A ma rude wlosy. Z kolei w miescie B rude
wlosy posiada 20% Krakowiakéw i 40% Goérali. W ktérym miescie jest wiekszy odsetek
mieszkancow z rudymi wlosami?

. Gracz dostat 13 kart z 52, obejrzat 8 z nich i stwierdzil, ze nie ma asa. Jaka jest szansa,
ze w ogoéle nie ma asa?

. Wybrano losowo malzenstwo z dwojgiem dzieci i okazalo sie, ze a) ich starsze dziecko to
chtopiec b) maja syna. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze maja dwoch synow?

. Wybrano losowo rodzine z dwojgiem dzieci i okazato sie, ze jedno z dzieci ma na drugie
imie Franek. Jaka jest szansa, ze drugie dziecko jest chlopcem (nie wykluczamy, ze tez
ma na drugie imie Franek)?

. W teleturnieju gracz ma do wyboru trzy koperty, dwie puste, jedna z nagroda pieniezng.
Gdy dokona wyboru, prowadzacy otwiera jedng z odrzuconych kopert i pokazuje, ze jest
pusta. Gracz moze w tym momencie zatrzymaé¢ wybrang wczesniej koperte lub zmienic¢
wybor i wzigé pozostaty z odrzuconych wezesniej kopert. Ktora strategia jest lepsza?

. Na loterii jest 10 losow wygrywajacych, 100 przegrywajacych i 1000 uprawniajacych do
kolejnego losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania?
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. W pierwszej urnie sa 3 kule biate i 2 czarne, w drugiej urnie sa 4 czarne i 1 biata. Rzucamy
kostka. Jesli wypadnie mniej niz 5 oczek, to losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym
razie z drugiej. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej?

. (Schemat urnowy Polya) W urnie mamy b kul biatych i ¢ czarnych. Powtarzamy n
razy nastepujaca operacje: losujemy kule z urny, nastepnie wktadamy ja z powrotem,
doktadajac dodatkowo jeszcze a kul tego samego koloru.

e Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowano doktadnie k razy kule czarng?
e Wykazaé, ze prawdopodobienstwo wylosowania za n-tym razem kuli biatej wynosi
b
m.

. Wéréd n monet k jest asymetrycznych, orzet wypada na nich z prawdopodobienstwem 1/3.
W wyniku rzutu wybrana losowo monetg wypadt orzet. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze ta moneta jest asymetryczna?

. Test na chorobe X daje wynik pozytywny u wszystkich chorych oraz fatszywy wynik
pozytywny u 1% zdrowych. Wiadomo, ze na chorobe X cierpi 10% populacji. U pacjenta
test dat wynik pozytywny, jakie jest prawdopodobienstwo, ze pacjent jest chory?

. Krél Artur urzadza turniej rycerski, w ktérym rycerze spotykaja sie systemem turniejo-
wym. Obaj uczestnicy kazdego pojedynku maja réwne szanse na zwyciestwo. Wsrod 2"
uczestnikow jest dwoch braci. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze spotkaja sie w pojedyn-
ku?

. (Zagadnienie ruiny) Dwoéch graczy (nazwijmy ich A i B) gra w ,orta i reszke”, rzu-
cajac (niekoniecznie symetryczna) moneta. Gracz A zaczyna z kapitatem a z1, gracz B
- z kapitatem b zt. W kazdej kolejce stawka jest 1 zt, gracz A wygrywa, gdy wypadnie
orzel (powiedzmy z prawdopodobienstwem p). Gra toczy sie, dopdki jeden z graczy nie
zbankrutuje. Obliczy¢ prawdopodobienstwo ruiny gracza A.

. Powiemy, ze zmienna losowa X ma rozklad geometryczny z parametrem p jesli P(X =

ky=(1—p)Fpdlak=1,2,.... Obliczy¢ P(X >k +1|X > k) dla k,l > 0.

. Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem A, tzn. o gestosci e *1g, (z).
Obliczy¢ P(X >t + h|X > h) dlat,h > 0.
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. Jakie jest prawdopodobienistwo otrzymania parzystej liczby sukceséw w ciagu n prob
Bernoulliego o prawdopodobienstwie sukcesu réownym p?

. Dwaj gracze rzucaja po n razy symetryczna moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wyrzuca te sama liczbe ortow?

. Rzucamy n razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy
tacznie wiecej ortéw niz reszek?

. Bolek i Lolek graja w szachy do momentu gdy jeden z nich wygra dwie partie pod rzad.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wygra Lolek, jesli prawdopodobienstwo wygrania przez
niego pojedynczej partii wynosi p? Zaktadamy, ze wyniki poszczegdlnych partii sg nieza-
lezne.

. W sytuacji z poprzedniego zadania, przyjmijmy, ze prawdopodobienistwo, ze Bolek wygra
pierwsza partie wynosi 1/2, ale poczawszy od drugiej partii, prawdopodobiefistwo wygra-
nej Bolka zalezy od tego, czy wygrat poprzednig partie. Jesli dopiero co odnidst sukces,
czuje sie pewnie i wygrywa z prawdopodobienstwem 3/4, jesli poprzednia partia zakon-
czyla si¢ jego przegrana, zzera go trema i wygrywa z mniejszym prawdopodobienstwem,
réwnym 1/4. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Bolek wygra cata rozgrywke?

. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu para kostek szesciennych,
suma oczek 2 wypadnie przed sumg oczek 47

. Niech p,, bedzie ciagiem liczb z przedziatu (0, 1), takim ze lim, .. np, = A > 0. Dla
n =1,2,3,... przez Py(n) oznaczmy prawdopodobienstwo, ze w n prébach Bernoullie-

go z prawdopodobienstwem sukcesu réwnym p, zaszto doktadnie k sukceséw. Znalezé
lim,, . Pi(n).

. W ciagu miesiaca firma sprzedata 10000 zegarkow. Na podstawie danych z poprzednich
lat wiemy, ze prawdopodobienstwo, ze zegarek bedzie wymagat naprawy w czasie objetym
gwarancja, wynosi 0.0001. Jakie (w przyblizeniu) jest prawdopodobienistwo, ze nie wiecej
niz 3 zegarki beda wymagalty naprawy w ramach gwarancji? Podac¢ oszacowanie btedu.

. Dwoch korektoréw przeczytato ksigzke. Pierwszy znalazt 91 btedow, drugi 53 przy czym
bledéw zauwazonych przez obu byto 39. Nastepnie korektorzy zostali zwolnieni z pracy.
Dlaczego?
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. Wyznaczy¢ dystrybuante rozkltadéw a) dwupunktowego pd, + (1 — p)dy, gdzie a < b, b)

geometrycznego z parametrem p, ¢) jednostajnego na odcinku (a, b).

Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

0 dlat € (—o0,0)

£ dla t 1
POy ={7 o WD

1- & dlatell,2)

1 dlat € [2,00)

Czy zmienna X ma gestos¢? Jesli tak, wyznaczy¢ ja i naszkicowaé jej wykres.

Wykazaé, ze funkcja g(x) = nge_xsl(o,oo)(x) jest gestoscia prawdopodobienstwa. Niech
X bedzie zmienng losowa o tej gestosci. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej max(z?, 3z).

. Bolek, Lolek rzucaja symetryczng moneta, kazdy z nich wykonuje serie rzutéw do mo-

mentu wyrzucenia orta. Niech T (odp. T7) oznacza numer rzutu w ktérym Bolek (odp.
Lolek) wyrzucil po raz pierwszy orta. Znalezé rozktady zmiennych a) min(7Tp,77), b)
Ty + T,

Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku (0, 1). Znalezé rozklad zmiennej ¥V =
—In X.

Zmienna losowa X ma rozktad AV (0,1). Wyznaczy¢ dystrybuanty i gestosci (o ile istnieja)
dlaa) Y =X b)Y = X2

Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem \. Znalez¢ rozktad zmiennych
a)Y =1/(X+1),b) Y = VX,

Losujemy punkt z okregu o promieniu 1 i $rodku w punkcie (0,0). Niech (X,Y’) ozna-
czaja wspolrzedne wylosowanego punktu. Znalezé dystrybuante i gestosé (jesli istnieje)
zmiennej X.

Rozwiaza¢ poprzednie zadanie, jesli punkt (X,Y") losujemy nie z okregu, a z kota o pro-
mieniu 1 i §rodku w punkcie (0, 0).

Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale (—m /2, 7). Znalezé¢ gestosé
zmiennej losowej Y = sinz.

Udowodnié, ze funkcja g: R — R, dana wzorem g(x) = \/%e_ﬂ/ 2 jest gestoscig prawdo-
podobienstwa.

Losujemy punkt P z kuli o srodku O i promieniu 1. Niech X bedzie odlegtoscig miedzy
punktami O i P. Znalez¢ gesto$¢ zmiennej losowej X.

Powtarzamy wielokrotnie doswiadczenie o prawdopodobiefistwie sukcesu réwnym 1/n.
Dla liczby dodatniej ¢ € (0, 00), niech p,(t) oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia “w
pierwszych |nt| rzutach nie byto sukcesu” (|nt| oznacza najwieksza liczbe naturalna nie
przekraczajaca nt). Udowodnié, Ze istnieje granica p(t) = lim,_ p,(t) oraz, ze p(t) jako
funkcja zmiennej ¢ jest gestoscig prawdopodobienstwa.
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1. Poda¢ przyktad trzech zmiennych losowych, niezaleznych parami, ale nie tgcznie.

2. Niech X;, i =1,...,n beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach odp. Ezp()\;).
Wyznaczy¢ rozktad zmiennej Y = min(Xy, ..., X,)

3. Bolek, Lolek rzucaja symetryczng moneta, kazdy z nich wykonuje seri¢ rzutéw do mo-
mentu wyrzucenia orta. Niech T (odp. Tp) oznacza numer rzutu w ktérym Bolek (odp.
Lolek) wyrzucit po raz pierwszy orta. Znalezé rozktady zmiennych a) min(75,7%), b)
Tg +Tr.

4. Zmienne losowe X,Y sa niezalezne i majg gestosci odp. fi, fo. Znalez¢ rozktad zmiennej
losowej Z = X/Y.

5. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladach

a
b

) Bernoulliego z parametrami odp. p,n i p,m
)
¢) normalnych z parametrami ay, o3 i ag, o3.
)

)

Poissona z parametrami odp. A1, As.

d) jednostajnych na [0, 1]

e) wyktadniczych z parametrem A
Zmalez¢ rozktad zmiennej Z = X + Y.

6. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na [0, 1], za$ Y, zmienna losowa
o rozktadzie jednostajnym na zbiorze 0, 1,2, ..., n. Znalez¢ rozktad zmiennej X + Y.
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. Zmienne X, Y sa niezalezne i maja rozktad Fxp(1). Znalez¢ rozktad zmiennej 7 = X —Y.
. Zmienna X ma rozktad
PX=1)=PX=-1)=1/4, P(X =0)=1/2.
Wyznaczy¢ warto$ci oczekiwane zmiennych sin(7X), 2%, X (X —1).
. Zmalez¢ wartosci oczekiwane i wariancje rozktadow

a) jednostajnego na odcinku [a, b],

)
b)
)
)

Bernoulliego z parametrami n, p,

¢) wyktadniczego z parametrem A\,

d

geometrycznego z parametrem p.

. Roztrzepana sekretarka umiescita n listow w n uprzednio zaadresowanych kopertach.
Niech X oznacza liczbe listow, ktore trafity do wlasciwych kopert. Znalezé wartosé ocze-
kiwang i wariancje X.

. Urna zawiera N kul w tym b kul bialych. Losujemy bez zwracania n kul (n < N) i
definiujemy zmienng losowa X jako liczbe wylosowanych kul biatych. Znalezé wartosé
oczekiwana i wariancje X.

. Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku [0, 27]. Znalez¢ wartos$¢ oczekiwang zmien-
nej Y = f(X), jesl

a) f(z)=sinz,

b) f(z) = cos®z.
c) f(r)=—Inz
d)

x? dla z € [0,7/2]
flz) =(¢sinz dlazx € (7/2,37/2]
1 dla x € (37/2, 27|
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. Rzucamy kostka az do momentu wyrzucenia wszystkich mozliwych wynikéw. Znalezé
wartos¢ oczekiwang liczby rzutéw.

. Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie N'(0,1). Dla k € N znalezé EX*.

. Niech (X,Y") bedzie wektorem gaussowskim o $redniej 0 i macierzy kowariancji

o-|y 1]

Udowodnié, ze zmienne X +Y, X —Y sa niezalezne. Znalez¢ gestosé wektora (X+Y, X —Y).

. Zmienna dwuwymiarowa X = (X, X3) ma rozklad jednostajny na tréjkacie o wierz-
chotkach (0,0), (1,0), (0,1). Wyznaczy¢ Srednia i macierz kowariancji wektora X oraz
wspotezynnik korelacji miedzy zmiennymi X i Xo.

© ]

jest nieujemnie okre$lona wtedy i tylko wtedy, gdy a +b > 01iab—c® > 0.

. Wykaza¢, ze macierz

. Niech C bedzie macierza 2 x 2, nieujemnie okreslong. Skonstruowaé¢ wektor gaussowski o
macierzy kowariancji rownej C'.

. Poda¢ przyktad nieskorelowanych zmiennych losowych, ktére nie sa niezalezne.

. Dysponujemy dwoma wynikami pomiarow pewnej wielkosci fizycznej. Bledy poszczegdl-
nych pomiaréw to zmienne losowe X1, X5 o $redniej 0 i wariancjach odpowiednio o%, o3.
Jako ostateczny wynik chcielibyémy przyjaé érednig wazong z wynikow poszczegdlnych
pomiaréw. Jakie wagi przyjaé by blad sredniokwadratowy (czyli wariancja ostatecznego
wyniku) byt jak najmniejszy? Zaktadamy, ze pomiary sa niezalezne.

. Niech X bedzie zmienng losowa. Dla jakiej wartosci ¢ funkcja f(t) = E(X —t)? przyjmuje
warto$¢ najmniejsza?
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. Niech Xj, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Exp(1). Zbadaé
zbieznosé ciggu
X+ 4 X,

- .

Sn

. Niech X1,Y7, X5, Y5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostaj-
nym na przedziale [0,1]. Dla funkcji f: [0,1] — [0, 1] definiujemy zmienne Z; wzorem
Zi = lyy,<f(x,)}- Zbadac zbieznos¢ ciggu

1+ ...+ 2,
-

. Niech Xy, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na
[0, 1] zbadaé zbieznos¢ ciagow

A, =X1Xy---X,,, B, = A/,

. Rozwazmy btadzenie niesymetryczne na zbiorze liczb catkowitych. Niech X;, X, ... beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie P(X; = 1) = p =1 - P(X; = —1), za$
Sn = X1+ ...+ X,. Wykazaé, ze dla p > 1/2, lim,, o S, = 00 p.n., zas dla p < 1/2,
lim,, o S, = —00 p.n.

. Rozwazmy ciag niezaleznych zmiennych losowych (X;)$°, , takich ze X; ma rozklad jed-
nostajny na [0,1] dla ¢ parzystych oraz X; ma rozklad Poissona z parametrem 1 dla i
nieparzystych. Zbada¢ zbieznosé ciaggu S, = n =1 (X, + Xo + ... + X,,).

. Niech X1, Xy, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie AV(0,1). Zbada¢
zbieznosé ciagdw

Xi+...+ X,

X2+ ... +X?

oraz
X1 Xo+ XoXs+ Xs Xy +.. .+ X, 1 X,

n

. Zmienne X, Xy, ... sa niezalezne i maja rozktad wykladniczy z parametrem 1. Niech F,,(¢)
oznacza dystrybuante empiryczna probki Xy, ..., X,,. Znalezé limy . F,(t). Co mozna
powiedzie¢ o zbieznosci tego ciggu funkcji?
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. Rzucono 1000 razy kostka. Znalez¢ przyblizenie prawdopodobienstwa, ze suma oczek jest
zawarta miedzy 3410, a 3590.

. Klient supermarketu z prawdopodobienstwem 0,2 placi kartg i wtedy czas obstugi ma
rozktad wyktadniczy z parametrem 1, z prawdopodobienstwem 0,8 ptaci gotowka, wtedy
czas obstugi ma rozktad jednostajny na przedziale [0,2]. Jaka jest szansa, ze w ciagu 4
godzin uda si¢ obstuzy¢ 250 lub wiecej klientow?

. Pan X w kazdy sobotni poranek sprawdza swoje szczescie rzucajac (symetryczna) mone-
ta. Jesli wypadnie orzet, X udaje sie wieczorem do kasyna, gdzie z prawdopodobienstwem
4/5 traci 100 zt, a z prawdopodobienstwem 1/5, wygrywa 100 zt. Jesli natomiast rankiem
wyrzucit reszke, idzie wieczorem do kina, kupujac bilet za 20 zt. Oszacowaé prawdopo-
dobienstwo, ze w ciggu kolejnych 100 sobot, z portfela Pana X ubyto tacznie wiecej niz
4500 zt.

. W czasie szczytu liczba rozméw taczona przez pewna centrale telefoniczne w ciagu godzi-
ny ma rozktad Poissona ze sredniag 100. Zaktadajac niezaleznos¢ liczby taczonych rozméow
w roznych godzinach oszacuj prawdopodobienstwo, ze centrala potaczy w ciagu 400 ko-
lejnych godzin szczytu miedzy 40 a 42 tysiace rozmoéw.

. W urnie jest 36 kul biatych i 64 czarne. Losujemy kule po jednej ze zwracaniem. lle
losowan nalezy dokona¢, aby prawdopodobienstwo tego, ze czestosé otrzymywania kuli
biatej r6zni sie od 0,36 o co najmniej 0,12 byto rowne 0,17

. Niech X1, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie geometrycznym z
parametrem 1/2. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze Srednia z prébki nalezy do przedziatu
[1,4]?

. Rzucamy symetryczng moneta do chwili gdy wyrzucimy 1000 ortéw. Jakie jest przyblizone
prawdopodobienstwo, ze rzucimy wiecej niz 2100 razy?
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. Niech (U,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie,

P(U, =1) =PU, = —1) = 1/2. Czy a) X,, = U, - Upy1, b) X, = (Up 4+ Upy1)/2 sa
tanncuchami Markowa?

. Podaé¢ przyktad tancucha Markowa X; i dowolnej funkcji f, takich ze f(X;) nie jest

tanncuchem Markowa.

Niech U,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, P(U,, = 1) =1 —P(U,, = —1) = p, za$
X, =U + ...+ U, Wykazaé, ze ciag Y,, = | X,,| jest tancuchem Markowa.

Czastka porusza sie wzdtuz osi OX ze stala predkoscig +v lub —v. W chwilach 1,2, ...
kierunek ruchu pozostaje bez zmian z prawdopodobienstwem p, a z prawdopodobienstwem
q = 1 — p zmienia si¢ na przeciwny. Zmienna X,, opisuje kierunek ruchu w momencie n.
Znalezé P(X,, = +v|Xy = —v), P(Xy = v|X,, = v) oraz rozktad X,,, gdy wiemy, ze
P(Xo = +v) =7.

Rzucamy kostka tak dtugo, az pojawi sie ciag 15 lub 55. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze ciag 15 pojawi sie wczesniej?

Rzucamy symetryczna moneta, az do momentu, gdy wyrzucimy pod rzad cztery orty.
Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang liczby wykonanych rzutéw.

Po wierzchotkach pieciokagta ABCDE porusza sie pionek. W chwili poczgtkowej znajdu-
je sie w punkcie A, a w kazdym kolejnym ruchu przesuwa sie w sposob niezalezny od
poprzednich ruchéow z prawdopodobiefistwem 1/2 do jednego z sasiednich wierzchotkéw.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze pionek powréci do punktu A przed dotarciem do punktu
Ca

Miasta A, B, C, D potozone sg w wierzchotkach kwadratu (w tej kolejnosci). Wzdtuz
kazdej krawedzi kwadratu prowadzi droga, dodatkowo miasta A i C sg potaczone droga
wzdtuz przekatnej kwadratu. Akwizytor startuje w miescie B i objezdza miasta A, B, C,
D za kazdym razem wybierajac losowa droge wyjazdowa. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze odwiedzi on miasto C wczed$niej niz miasto D? Wszystkie drogi sa dwukierunkowe

Znalez¢ rozktad stacjonarny dla tancucha Markowa o macierzy przejscia

(1)

W pudetku A sa 3 kule ponumerowane od 1 do 3, w pudetku B — ani jednej. Wykonano
10000000 rzutéw kostka i po kazdym rzucie przektadano kule z wylosowanym numerem
do drugiego pudetka. Jaka jest w przyblizeniu szansa, ze pudetko B jest puste?

QO [0 =
o =
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. Wykazac, ze jezeli w tancuchu Markowa stany 7, j komunikujg sie, to majg ten sam okres.

. Niech P = (p;j)ij<m bedzie macierzg podwojnie stochastyczna, tzn. taka, ze Y1, pij,

Jg=1...,moraz 37 py; = 1,1 = 1,...,m. Udowodni¢, ze rozktad m; = 1/m jest
rozkladem stacjonarnym dla 1ancucha Markowa z macierzg przejscia P.

Niech po,...,pe-1 = 0, X dp; =1, pp >0, E = {0,...,k — 1}, a macierz P bedzie
zdefiniowana wzorem po; = pj, Pij = D(j—i) mod k- ROzwazmy taiicuch Markowa (X,,) z
macierza przejscia P. Znalez¢ lim,, o, P(X,, = i).

Niech X; bedg wynikami kolejnych rzutéw kostka i niech Z,, bedzie ostatnig cyfra liczby
X1 X5+ X,,. Jakie sa stany pochtaniajace tancucha Markowa Z,,7

Zbadaé czy jest powracajace bladzenia losowe na kracie Z¢, zdefiniowane wzorem Z,,, =
Zn + Jy, gdzie J, sa niezalezne, o rozktadzie P(J, = (e1,...,e4)) = 1/2% &; = +1.

Niech tancuch Markowa z przestrzenig stanow S = {0,1,2,...} ma macierz przejscia

postaci po1 = po, poo = 1 — po, Punt1 = Pny Pno = 1 — pp. Kiedy ten tancuch jest
powracajacy, a kiedy chwilowy?

Niech X® oraz X? beda niezaleznymi symetrycznymi bladzeniami przypadkowymi na
prostej, startujacymi odpowiednio z punktu a € Z i b € Z. Jaka jest szansa, ze te btadzenia
spotkaja sie w jakim$ punkcie?

W populacji gen odpowiadajacy za pewna ceche ma wersje dominujaca (d) i recesywna
(r). Geny wystepuja u osobnikéw w parach, mamy wiec mozliwosci rr, dd, dr. Osobniki
o uktadzie dd nazywamy dominantami, o uktadzie dr - hybrydami. Wyobrazmy sobie,
ze startujac od losowego osobnika krzyzujemy go z hybryda i w kolejnym pokoleniu po-
wtarzamy te operacje na losowym potomku, tzn. w kazdym pokoleniu wybieramy jednego
osobnika i krzyzujemy go znéw z hybryda. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienstwo,
ze po wielu pokoleniach potomek bedzie dominanta? Gdyby osobniki byty za kazdym ra-
zem krzyzowane z dominanta, jaka jest srednia liczba pokolen potrzebna do uzyskania
dominanty?

Wyznaczy¢ mediang dla zmiennej X o rozktadzie wyktadniczym z parametrem .

Wykazaé, ze dla dowolnej catkowalnej zmiennej losowej X, Med X minimalizuje funkcje
z+— E|X — x|

Wykazaé, ze dla dowolnej zmiennej losowej catkowalnej z kwadratem [EX — Med X| <

Var(X).

Zmienna X ma rozktad u, dany wzorem
1 1 1
plA) = 1A (=2, 1)] + 314N (1,2) + 514(0).

Dla p € [0, 1], wyznaczy¢ kwantyle rzedu p zmiennej X. Dla jakich p sa one wyznaczone
jednoznacznie?



