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. Dana jest przestrzen probabilistyczna (2, F,P), gdzie Q jest zbiorem przeliczalnym oraz F = 2.

Udowodnij, ze istnieja liczby p,, > 0, takie ze P(A) = >, c4 po dla wszystkich A € F.
Udowodnij, ze kazde nieskoniczone o-ciato jest nieprzeliczalne.

Klasa liczy 15 uczniéw, na kazdej lekcji do odpowiedzi losowany jest jeden uczen. Oblicz praw-
dopodobiefistwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen zostanie przepytany.

Roztrzepana sekretarka rozmiescita losowo N listow w N uprzednio zaadresowanych kopertach.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze doktadnie k listow trafito do wtasciwej koperty.

(Igta Buffona) Igte o dlugoéci [ rzucono na podloge z desek o szerokosci a > [. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze igta przetnie krawedz deski?

Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo liczbe x. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze x jest niewymier-
na?

W n rozréznialnych urnach rozmieszczono losowo n rozréznialnych kul. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze doktadnie jedna urna zostanie pusta?

Do n rozréznialnych urn wrzucono losowo k nierozrdznialnych kul. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze dokladnie jedna urna zostanie pusta?

Udowodnij, ze nastepujace pseudometryki na F spetniajg warunek tréjkata:

pL(A,B) = P(AAB)

pa(A.B) = {W jesli P(AU B) > 0

0 W przeciwnym razie.

Pewien chlopiec ma dwie babcie, obie oczekuja, ze bedzie on je regularnie odwiedzal. Z przy-
stanku przed jego domem odjezdzaja dwa tramwaje, tramwaj A, ktorym mozna dojechaé¢ do
pierwszej babci i tramwaj B, ktérym mozna dojecha¢ do drugiej. Chlopiec codziennie wychodzi
z domu o losowej godzinie i wsiada w pierwszy tramwaj, ktory pojawi sie na przystanku. Oba
tramwaje jezdza co godzine, a jednak okazuje sie, ze u jednej babci chlopiec bywa duzo czesciej
niz u drugiej. Jak to wyjaénié¢?

Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo dwa punkty, ktére podzielity go na trzy odcinki. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze z tych odcinkéw da sie zbudowaé trojkat?
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W kolejce po bilety na mecz stoi n kibicow. Kazdy z nich nosi szalik w kolorze A lub B. Za-
t6zmy, ze wszystkie mozliwe uklady koloréw sa jednakowo prawdopodobne. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikéw w tym samym kolorze? Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikéw w kolorze A?

Miasto zbudowane jest na planie kwadratu i poszatkowane ulicami biegnacymi ze wschodu na
zachéd i z pélnocy na potudnie, przy czym ulic kazdego typu jest po N = 2n + 1. Kierowca
jedzie z potudniowo-zachodniego wierzchotka miasta na kraniec pétnocno-wschodni, wybierajac
losowo jedna z najkrétszych drég. Oblicz prawdopodobienstwo, ze kierowca przejedzie przez
$rodek miasta.

7 jeziora wytowiono 200 ryb, oznakowano je i wpuszczono do wody. Po pewnym czasie wytowiono
100 ryb, a wérdd nich bylo 8 oznakowanych. Za rozsadna ocene liczby ryb w jeziorze mozna uznaé
liczbe ryb, dla ktoérej zrealizowato sie zdarzenie o najwiekszym prawdopodobienstwie. Jaka to
liczba?

. Zdarzenia A, B, C spelniaja P(A),P(B),P(C) > 2/3 oraz P(ANBNC) = 0. Co mozna powiedzie¢

oP(A)?

Kazdy z n chromosoméw w komorce wystawionej na promieniowanie dzieli si¢ na dwie czesci
réznych typéw (powiedzmy typu A i typu B). CzeSci te nastepnie ponownie lacza sie w pary,
przy czym mozliwe jest takze polaczenie w pare 2 czedci tego samego typu. Jakie jest praw-
dopodobienistwo, ze czedci te polacza sie w takich samych kombinacjach, jak przed podziatem?
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po potaczeniu kazda z par bedzie sie sktadaé z czesci réznych
typow?

(Paradoks kawalera de Méré) Co jest bardziej prawdopodobne: wyrzucenie co najmniej jed-
nej jedynki przy rzucie 4 kostkami czy co najmniej raz obu jedynek przy 24 rzutach 2 kostkami?

Na nieskonczona szachownice o boku a rzuca si¢ monete srednicy 2r < a. Jakie jest prawdopo-
dobienistwo, ze a) moneta znajdzie sie calkowicie we wnetrzu jednego z pél b) przetnie sie z co
najwyzej jednym bokiem szachownicy?

W kole o promieniu 1 wyrézniono 1025 punktéow. Udowodnié, ze odleglo$é miedzy pewnymi
dwoma punktami nie przekracza 2/31.

(%) Dane sg liczby k,n € N (k > 1), spelniajace nieréwnosé¢ n < 25/2. Udowodnié, ze liczby ze
zbioru A, = {1,...,n} mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami w ten sposéb, by w kazdym ciagu
arytmetycznym dlugosci k, o elementach ze zbioru A,, wystepowaly liczby w obu kolorach.
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. (Paradoks Simpsona) Populacja miasta A sklada sie w 20% z Krakowiakéw i w 80% z Gérali
za$§ populacja miasta B w 80% z Krakowiakéw i w 20% z Goérali. 10% Krakowiakéw i 30%
Gorali zamieszkalych w mieécie A ma rude wlosy. Z kolei w mieScie B rude wlosy posiada
20% Krakowiakow i 40% Gorali. W ktérym miedcie jest wiekszy odsetek mieszkancéw z rudymi
wlosami?

. Gracz dostal 13 kart z 52, obejrzal 8 z nich i stwierdzil, Zze nie ma asa. Jaka jest szansa, ze w
ogoble nie ma asa?

. Wybrano losowo rodzine z dwojgiem dzieci i okazato si¢, ze jedno z dzieci ma na drugie imie
Franek. Jaka jest szansa, ze drugie dziecko jest chlopcem (nie wykluczamy, ze tez ma na drugie
imie Franek)?

. W teleturnieju gracz ma do wyboru trzy koperty, dwie puste, jedna z nagroda pieniezna. Gdy
dokona wyboru, prowadzacy otwiera jedng z odrzuconych kopert i pokazuje, ze jest pusta. Gracz
moze w tym momencie zatrzymac¢ wybrang wczesniej koperte lub zmieni¢ wybor i wziaé pozostala
z odrzuconych wczesniej kopert. Ktéra strategia jest lepsza?

. Na loterii jest 10 losow wygrywajacych, 100 przegrywajacych i 1000 uprawniajacych do kolejnego
losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania?

. (Zagadnienie ruiny) Dwéch graczy (nazwijmy ich A i B) gra w ,orla i reszke”, rzucajac
(niekoniecznie symetryczna) moneta. Gracz A zaczyna z kapitalem a z1, gracz B - z kapitatem
b zt. W kazdej kolejce stawka jest 1 zl, gracz A wygrywa, gdy wypadnie orzel (powiedzmy
z prawdopodobienstwem p). Gra toczy sie, dopdki jeden z graczy nie zbankrutuje. Obliczy¢
prawdopodobienistwo ruiny gracza A.

. W pierwszej urnie sa 3 kule biale i 2 czarne, w drugiej urnie sa 4 czarne i 1 biala. Rzucamy
kostka. Jesli wypadnie mniej niz 5 oczek, to losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym razie
z drugiej. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej?

. (Schemat urnowy Polya) W urnie mamy b kul bialych i ¢ czarnych. Powtarzamy n razy
nastepujaca operacje: losujemy kule z urny, nastepnie wktadamy ja z powrotem, dokltadajac
dodatkowo jeszcze a kul tego samego koloru.

e Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze wylosowano doktadnie k razy kule czarng?

e Wykazaé, ze prawdopodobienstwo wylosowania za n-tym razem kuli bialej wynosi %.

. Wéréd n monet k jest asymetrycznych, orzel wypada na nich z prawdopodobienstwem 1/3.
W wyniku rzutu wybrana losowo moneta wypadl orzet. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ta
moneta jest asymetryczna?
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W miescie dzialaja dwa przedsiebiorstwa takséwkowe: Zielone Taxi (85% samochodéw) i Nie-
bieskie Taxi (15%). Swiadek nocnego wypadku zakonczonego ucieczka kierowcy twierdzi, ze
samochdd byl niebieski. Eksperymenty wykazaly, ze §wiadek rozpoznaje kolor poprawnie w 80%
przypadkow, a myli sie w 20% przypadkéw. Jaka jest szansa, ze w wypadku uczestniczyla nie-
bieska taksowka?

. Podaé przyklad zdarzen A, B, C, ktére sa parami niezalezne, ale nie sa niezalezne.

Zdarzenia A, B sa niezalezne oraz AU B = Q. Wykazaé, ze P(A) =1 lub P(B) = 1.

Czy z tego, ze A, B, C sa parami niezalezne wynika, ze a) ANB i C, b) AUB i C sa niezalezne?
Czy co$ sie zmieni jesli niezalezno$¢ parami zastapimy przez niezaleznos¢ taczna?

Wykazaé, ze A-uklady spelniaja zalozenia lematu o rodzinie multyplikatywnej.

Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby sukceséw w ciagu n préb Bernoul-
liego o prawdopodobienistwie sukcesu réwnym p?

Dwaj gracze rzucaja po n razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzuca
te samg liczbe ortéw?

Rzucamy n razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy tacznie
wiecej ortéw niz reszek?

Bolek i Lolek graja w bierki do momentu gdy jeden z nich wygra dwie partie pod rzad. Ja-
kie jest prawdopodobienstwo, ze wygra Lolek, jesli prawdopodobienstwo wygrania przez niego
pojedynczej partii wynosi p? Zakltadamy, ze wyniki poszczegdlnych partii sa niezalezne.

W sytuacji z poprzedniego zadania, przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo, ze Bolek wygra pierw-
sza partie wynosi 1/2, ale poczawszy od drugiej partii, prawdopodobienstwo wygranej Bolka
zalezy od tego, czy wygral poprzednia partie. Jesli dopiero co odnidst sukces, czuje sie pewnie
i wygrywa z prawdopodobienstwem 3/4, jesli poprzednia partia zakonczyla sie jego przegrana,
zzera go trema i wygrywa z mniejszym prawdopodobienstwem, réwnym 1/3. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze Bolek wygra cala rozgrywke?

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu para kostek sze$ciennych, suma
oczek 2 wypadnie przed suma oczek 47

Rzucamy kostka do wypadniecia drugiej szdostki. Rozwazmy zdarzenia A;, As, gdzie A; - przed
pierwsza szostka wyrzucono czwérke, zas Ao - pomiedzy pierwsza i drugg széstka padia dwojka.
Czy zdarzenia Ap, As sa niezalezne?

Owad sklada k jajeczek z prawdopodobienstwem Ae=*/k! (A > 0). Potomek wylega sie z jaja z
prawdopodobienstwem p. Znalezé prawdopodobienstwo, ze liczba potomkéw bedzie rowna [.
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Niech (€2, F) bedzie przestrzenia mierzalna, zas p, v: F — R miarami probabilistycznymi. Wy-
kazaé, ze rodzina G = {A € F: u(A) = v(A)} jest A\-ukladem.

Zdarzenia Aj, Ag, As, ... sa niezalezne i maja rowne prawdopodobienstwa. Jaka jest szansa, ze
zajdzie skonczenie wiele zdarzen A,?

Rzucamy nieskoniczenie wiele razy moneta o prawdopodobienstwie wyrzucenia orta réwnym p €
(0,1), wyniki do$wiadczenia kodujemy jako nieskonczony ciag zer (reszka) i jedynek (orzel).
Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 dowolny skonczony ciag zerojedynkowy pojawia sie w
ciggu kodujacym wynik nieskonczenie wiele razy.

(Perkolacja) Rozwazmy nieskoniczony graf G o zbiorze wierzchotkéw V = Z?2 i zbiorze krawedzi
E zlozonym ze wszystkich par (u,v) € V2, takich ze u i v sa odlegte doktadnie o 1. Ustalmy
liczbe p € [0,1] i rozwazmy graf uzyskany z G w wyniku nastepujacej procedury: dla kazdej
krawedzi grafu G rzucamy moneta o prawdopodobiefistwie orta réwnym p (rzuty sa niezalezne)
i jesli wypadnie orzel, krawedZ pozostawiamy, jesli reszka - usuwamy. Nazwijmy uzyskany w ten
sposob graf przez G’. Niech M oznacza moc skladowej spéjnoéci grafu G’, zawierajacej punkt
(0,0). Wykazad, ze istnieje liczba p. € (0,1), taka ze dlap < p., M < 0o z prawdopodobienstwem
1, za$ dla p > p., M = oo z dodatnim prawdopodobienstwem.

Niech F': R — [0, 1] bedzie funkcja niemalejaca, prawostronnie ciagla, taka ze lim;,_~, F(t) = 0,
limg oo F(t) = 1. Zdefiniujmy funkcje F~': (0,1) — R wzorem F~!(z) = inf{t: F(t) > x}.
Wykazaé, ze funkcja F~! traktowana jako zmienna losowa na przestrzeni ((0,1),58((0,1)),\),
ma dystrybuante F'.

Wyznaczy¢ dystrybuante rozkladéw a) dwupunktowego pd, + (1 — p)dp, gdzie a < b, b) geome-
trycznego z parametrem p, ¢) wykladniczego z parametrem A

Skonstruowaé rozklad bezatomowy, ktéry nie jest ciagly.
Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku (0, 1). Znalezé rozklad zmiennej Y = —In X.

Zmienna losowa X ma rozklad N(0,1). Wyznaczy¢ dystrybuanty i gestosci (o ile istnieja) dla
a) Y =eX b)Y = X2,

Uwaga: Dystrybuanty nalezy wyznaczy¢ w terminach dystrybuanty zmiennej X.

Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem \. Znalezé rozklad zmiennych a)
Y =1/(X +1),b) Y = VX.

Wykazaé, ze funkcja g(x) = 3$2€_x31(0700) (z) jest gestoscia prawdopodobienstwa. Niech X bedzie
zmienna losowa o tej gestosci. Wyznaczyé rozklad zmiennej max(z?, 3x).

Losujemy punkt z okregu o promieniu 1 i érodku w punkcie (0,0). Niech (X,Y) oznaczaja
wspolrzedne wylosowanego punktu. Znalezé dystrybuante i gesto$é (jesli istnieje) zmiennej X.

Rozwiaza¢ poprzednie zadanie, jesli punkt (X,Y) losujemy nie z okregu, a z kola o promieniu 1
i sSrodku w punkcie (0, 0).

Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale (—7/2, 7). Znalezé gestosé zmien-
nej losowej Y = sinx.
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. Udowodnié, ze funkcja g: R — R, dana wzorem g(x) = \/%e*ﬁ/ 2 jest gestoscia prawdopodo-

bienstwa.

Losujemy punkt P z kuli o srodku O i promieniu 1. Niech X bedzie odlegtoscig miedzy punktami
O i P. Znalez¢ gestosé zmiennej losowej X.

Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem A. Znalezé P(X >
t + s|X > s). Rozwiaza¢ analogiczny problem dla rozkladu geometrycznego.

Niech X;, i = 1,...,n beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach odp. Exp();).
Wyznaczy¢ rozklad zmiennej Y = min(Xy, ..., X,).

Ciagla dystrybuanta F' ma ciagla pochodna g a) wszedzie, b) poza zbiorem Z bez punktéw
skupienia. Wykazaé, ze g jest gestoscia dla dystrybuanty F. Wykazaé¢, ze zalozenie cigglosci g
mozna opuscic.

Niech r;: [0,1] — {—1,1} beda funkcjami zdefiniowanymi wzorem 7;(t) = sgnsin(2'nt), i
0,1,2,.... Wykazaé, ze funkcje r; traktowane jako zmienne losowe na przestrzeni 2 = [0,1] z
o-cialem borelowskim i miara Lebesgue’a sa niezalezne.

Bolek, Lolek rzucajg symetryczng moneta, kazdy z nich wykonuje serie rzutéw do momentu
wyrzucenia orta. Niech T (odp. Tf) oznacza numer rzutu w ktérym Bolek (odp. Lolek) wyrzucit
po raz pierwszy orla. Znalezé rozklady zmiennych a) min(7g,71), b) T + Tf.

Niech €;, i = 1,2,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie P(g; = 1) = P(g; =
—1) = 1/2. Niech Z = 3332, ¢;/2. Wykazaé, ze Z ma rozklad jednostajny na odcinku [—1,1].

Zmienne losowe X, Y sg niezalezne i maja gestosci odp. fi, fo. Znalezé rozklad zmiennej losowej
Z=X/Y.

Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladach

a
b

) Bernoulliego z parametrami odp. p,n i p,m
)
¢) normalnych z parametrami a1, 03 i ag,o3.
)
)

Poissona z parametrami odp. Aq, Ao.

d) jednostajnych na [0, 1]

e) wykladniczych z parametrem A
Zmnalez¢ rozklad zmiennej Z =X + Y.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na [0, 1], za$ Y, zmienna losowa
o rozkltadzie jednostajnym na zbiorze 0,1, 2,...,n. Znalez¢ rozklad zmiennej X + Y.

Zmienne X, Y sa niezalezne, o rozktadzie wykladniczym z parametrem 1. Znalezé rozktad zmien-
nej X -Y.
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1. Zmienna X ma rozktad
PX=1)=PX=-1)=1/4, P(X =0) =1/2.
Wyznaczyé wartoéci oczekiwane zmiennych sin(7X), 2%, X(X — 1).
2. Znalez¢ wartosci oczekiwane i wariancje rozktadow

a) jednostajnego na odcinku [a, b],
b

)

) Bernoulliego z parametrami n, p,
c) wykladniczego z parametrem A,
)
)
)

d

e

geometrycznego z parametrem p.

Poissona z parametrem A,

gaussowskiego z parametrami a, o2,

f

3. Roztrzepana sekretarka umiescita n listéw w n uprzednio zaadresowanych kopertach. Niech X

oznacza liczbe listow, ktére trafity do wlasciwych kopert. Znalezé wartoéé oczekiwang i wariancje
X.

4. Urna zawiera N kul w tym b kul biatych. Losujemy bez zwracania n kul (n < N) i definiujemy

zmienng losowa X jako liczbe wylosowanych kul biatych. Znalez¢ warto$é oczekiwana i wariancje
X.

5. Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku [0, 27]. Znalezé warto$¢ oczekiwang zmiennej
Y = f(X), jedli

a) f(x) =sinz,
b) f(z) = cos’x
c) f(x)=—Inzx
d)

x? dlax € [0,7/2]
f(z) =(¢sinx dlaz € (7/2,37/2]
1 dla x € (37/2, 27|

6. Wykazac, ze jezeli X > 0 oraz p > 0, to

oo
EX? = p/ tPIP(X > t)dt
0

7. Niech X,Y beda ograniczonymi zmiennymi losowymi, takimi ze dla k € N, EX* = EY*. Wy-
kazaé, ze X i Y maja ten sam rozktad. Co sie zmieni jesli odrzucimy zalozenie o ograniczonosci
zmiennych X, Y7
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. W miescie X ginie 7 samochodéw tygodniowo. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienstwo,

ze jutro nie bedzie kradziezy , przy zalozeniu stalej intensywnodci dziatania zlodziei?

Wyznaczyé w przyblizeniu prawdopodobienstwo, ze sposréd 365 wybranych losowo oséb, do-
ktadnie 5 urodzito sie 23 lub 24 kwietnia. Poda¢ oszacowanie bledu. Zakladamy, ze wszystkie
daty urodzin sa jednakowo prawdopodobne.

Wykazaé, ze jesli dla p > 1, || X, < M, to || X||c < M.
Wykazaé, ze jeSli X € Lo, to limy—.oo [| X||p = || X || co-
Znalezé momenty zmiennej o rozktadzie N(0, o?).

Zmienna X ma rozktad p, dany wzorem
1 1 1
p(A) = 514N (=21 + 5140 (1,2)] + 514(0).

Dla p € [0,1], wyznaczy¢ kwantyle rzedu p zmiennej z. Dla jakich p sa one wyznaczone jedno-
znacznie?

(Nieré6wno$é Bernsteina) Wykazadé, ze jesli €1,...,&, to niezalezne zmienne Rademachera,
zas ai,...,an € R, to
n t2
(Y aies] > 1) < 2exp (= 53 )-
i=1 2 Ei:l ai

(Nieréwno$é Chinczyna) W sytuacji z poprzedniego zadania, wykazaé, ze dla p > 0 istnieja
stale C), takie ze

n n
1Y eiaill, < Cpll D €iaill
=1 =1

(Wielomiany Bernsteina) Niech f bedzie funkcja ciagla okreslona na przedziale [0, 1]. Okresl-

my ciagg wielomianéw
" kN (n e
Bu(x) =) f () <k>m’“<1 — )" "
k=0 "

Wykazaé, ze B, zbiegaja jednostajnie do funkcji f.

Niech €1, ...,e, beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera, za$ aq,...,an,b1,..., b, spetniaja
la;| < |b;|. Wykazaé, ze woéwcezas

later + ...+ anenllp < ||lbie1 + ... + bpenllp

dlap>1.

Niech Xi,..., X, oraz Y1,...,Y, beda ciagami niezaleznych symetrycznych zmiennych losowych,
takimi ze dla ¢ > 0, P(|X;| > t) < P(|Yi| > t). Wykazaé, ze woéwczas

[X14 ...+ Xpllp <Y1 4. ..+ Yallp
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. Dana jest przestrzen probabilistyczna (2, F,P). Wykazaé, ze jesli P jest rozkladem dyskretnym

to zbiezno$é wedtug prawdopodobienstwa na €2 jest rownowazna zbieznosci p.n.
Udowodnié, ze granica wzgledem prawdopodobienstwa jest wyznaczona jednoznacznie.

Wykazaé, ze jesli dla pewnego ciagu €, o wyrazach dodatnich, zbiegajacego monotonicznie do 0
mamy

o0

ZIP)(|Xn — X|>¢e,) < o0,

n=1

to X,, — X p.n.

Niech L? = L%(Q, F,P) bedzie przestrzenia wszystkich zmiennych losowych (utozsamiamy zmien-
ne réwne p.n.) Zdefiniujmy
x-v )

XY)=E|———

Wykazaé, ze (L°,p) jest przestrzenia metryczna zupelna, w ktérej zbieznoéé jest réwnowazna
zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa. Wykazaé, ze jesli zbieznos¢ wedlug prawdopodobien-
stwa na () nie jest réwnowazna zbiezno$ci p.n., to zbiezno$¢ p.n. nie jest metryzowalna.

Niech X1, X5, ... beda niezaleznymi catkowalnymi zmiennymi losowymi o wspélnym rozktadzie.
Wykazaé, ze %maxign | X;| zbiega do 0 prawie na pewno.

Niech X bedzie dowolna zmienna losowa. Zmienne X, zdefiniowane sa wzorem

1
Xn = Xl{X>n} + ﬁ

Wykazaé, ze X, zbiega p.n.

Rozwazmy ciagi X, Y, zmiennych losowych, takie ze X, Ex Y, Ly, Wykazaé, ze X, +Y, ER
X+4Y, X,Y, & XY oraz, jesli P(Y = 0) =0 to X,/Y,, — X/V (tam gdzie Y, = 0 definiujemy
warto$é X,,/Y,, dowolnie).

Niech X bedzie zmienna losowa, zas X,, = XY, dla pewnego ciagu zmiennych losowych (nieko-
niecznie niezaleznych) o rozkladach P(Y,, = 1) =1 —1/n, P(Y,, = 0) = 1/n. Czy ciag X,, musi
zbiegaé¢ p.n.? Czy musi zbiegaé¢ wedtug prawdopodobienstwa?

Niech zmienne losowe X, beda okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej oraz X,, ~
N(0,1/n). Zbadaé zbieznosé¢ ciagu X,,.

Niech X7, X3, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach jednostajnych na prze-
dziale (—1,1). Zbadaé zbiezno$é ciagu Y,, = X - - - X,,.

Niech X; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi (o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych).
Rozwazmy szereg potegowy > 2, X;z'. Wykazaé, ze promien zbieznosci tego szeregu jest staly
p.n.

Niech X; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wykazaé, ze ciag

Xi+Xo+...+X
Y, 1+ Xo+ + Xn

n

jest albo zbiezny p.n., albo rozbiezny p.n. Co wiecej, jesli jest zbiezny p.n. to jego granica jest
stata p.n.
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. Rodzine zmiennych losowych (X;);c; nazwiemy jednostajnie catkowalna, jezeli

li E|X;|1qx, =0.
Am supE[ Xl 2c)
L
Niech X1, X, ... bedzie ciaggiem zmiennych losowych. Wykazaé, ze X,, = X wtedy i tylko wtedy
gdy X, £ X oraz rodzina | Xn|P,en jest jednostajnie catkowalna.

Udowodnié¢ nieréwno$é Minkowskiego, || X + Y|, < || X||, + ||Y]lp, gdzie p > 1, X,Y — dowolne
zmienne losowe.

Wykazaé, ze jezeli X; sa niezaleznymi, symetrycznymi zmiennymi losowymi, to Y ;o X; jest
12

zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy > ;2 E% < 00
Niech X1, Y7, X2, Y2, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie (0, 1), za$ f: [0,1] —
[0, 1] — funkcja mierzalna. Zdefiniujmy zmienne Z; = Lirx<yiy- Wykazad, ze

1+ Zy+ ...+ Z 1

lim A%t n:/ f(z)dx.
0

n—00 n

Niech X1, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspélnym rozktadzie z dystrybuanta
F.Dlat € R zdefiniujmy F,(t) =n"'> 7", Lix,<ty-

a) Wykazad, ze dla kazdego t € R, F,,(t) — F(t) p.n. b) Wzmocnié punkt a) do P(Vicr F(t) —
F(t)) =1.

Wyznaczyé¢ granice
a)

. 1 1 1
nlir{:o\/ﬁ/() /0 Va4 .o+ a2dry ... day,

1 1
lim / / f(xy - xp)dry .. . doy,
0 0

n—oo

b)

gdzie f: [0,1] — R jest funkcja ciagla.

Niech X1, Xo,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspodlnym rozkladzie, takim ze
EX; = co. Wykazaé, ze n~ 1 (X1 + ...+ X,,) = oo p.n.

Niech X7, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Poissona z parametrem
A. Zbadaé zbieznos¢ ciagdéw

a)

X+ + X2
b)
X1 Xo+ XoXs+ ...+ XpnXnt1
- .
Dany jest ciag X1, X, ... niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie. Wykazaé,
ze jesli E| X | < oo, to

— EX;

n
w L.

Dany jest ciag zmiennych losowych N, taki ze zmienna N,, ma rozklad Poiss(n). Zbadaé zbiez-
no$é¢ w L ciagu Ny, /n.
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. Niech €1, €9, ... beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Zbada¢ zbieznosé p.n. ciagu
e1+...+en
np
dla p € R.
Niech €1, €9, ... beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Wykazaé, ze szereg Y i a;e; jest

zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy 3°; a? < oo

Niech X1,e Xo,e2,... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym &; to zmienne Rade-
machera. Wykazaé, ze 3, ;X; jest zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy 3; X2 < 0o p.n.

. Wykazaé, ze szereg 3., n~ ‘e, (gdzie &, — niezalezne zmienne Rademachera) jest zbiezny p.n.

oraz ze jego granica ma rozklad absolutnie ciagly wzgledem miary Lebesgue’a.

Niech Xi, Xo,... beda zmiennymi niezaleznymi o wspdlnym rozktadzie i skonczonej wariancji.
Zdefiniujmy $érednig i wariancje empiryczng jako

1
2
m = PR gt =
" n ’ " oop—-1

zn:(Xk —my)?.
k=1

Udowodnié, ze Em,, = EXy, Eo2 = VarX; oraz, ze m,, — EX;, 02 — VarXj p.n.

Zmienne losowe X7, Xo,... sa niezalezne, przy czym zmienna X; ma rozklad Exp(i). Zbadaé
zbieznos¢ wg prawdopodobienstwa ciggu

X1+2X2—|—...+an
i .

Prawdopodobienstwo urodzenia chtopca wynosi 0,517. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodo-
bienstwo, ze wsrod 1000 noworodkéw liczba chlopcow nie przewyzszy liczby dziewczat?

Rzucamy symetryczna moneta az do momentu, gdy wyrzucimy 200 ortéw. Jakie jest w przybli-
zeniu prawdopodobienstwo, ze wykonamy wiecej niz 500 rzutéw?

Do sklepu meblowego przywieziono 75 biurek I rodzaju oraz 150 biurek II rodzaju. Wiadomo, ze
biurka IT rodzaju ciesza si¢ dwukrotnie wiekszym powodzeniem (tzn. prawdopodobienstwo tego,
ze klient kupujacy biurko zdecyduje sie na biurko II rodzaju, wynosi 2/3). Jakie jest przyblizone
prawdopodobienstwo tego, ze jeden z pierwszych 200 klientéw kupujacych biurka nie dostanie
takiego modelu, jaki chce?

W pierwszej urnie znajduja sie cztery kule biale i jedna czarna, w drugiej jedna kula biata i
jedna czarna. Rzucamy moneta i jesli wypadnie orzel losujemy 100 razy (ze zwracaniem) kule
z urny pierwszej w przeciwnym wypadku 100 razy (takze ze zwracaniem) z urny drugiej. Jakie
jest w przyblizeniu prawdopodobienstwo, ze kule biata wyciagniemy wiecej niz 70 razy?

Niech X7,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym z parame-
trem A. Znalezé¢ rozklad X7 + ...+ X, oraz rozklad zmiennej N; = sup{n: X1 + ...+ X,, < t}.
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. Zmienne XY sa niezalezne i maja rozktad N (0,1). Wykazaé, ze zmienne X + Y, X — Y sag
niezalezne.

. Podaé przyklad dwdch nieskorelowanych zmiennych losowych o rozkladzie AV(0,1), ktére nie sg
niezalezne.

. Niech X1,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozktadzie z ciagta dystrybuanta
F. Dla w € Q niech Xj.,(w) bedzie ustawieniem liczb X;(w),..., X, (w) w porzadku rosnacym.
Znalez¢ dystrybuante Xj.,, oraz gesto$é tej zmiennej (przy zalozeniu, ze X; maja gesto$é) dla
k=1,...,n.

. Niech U = min(X,Y), V = max(X,Y) — min(X,Y), gdzie X,Y sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozkladzie Exp(\). Wykazaé, ze U 1 V sa niezalezne.

. Zmienne X,Y sa niezalezne o wspélnym rozkladzie wyktadniczym z parametrem 1. Wyznaczy¢
P(X > Y?).

. Pewien matematyk ma w kieszeniach po jednym pudetku zapaltek. Ilekroé¢ chce zapalié, siega do
losowej kieszeni. Jaka jest szansa, ze gdy po raz pierwszy wyciagnie puste pudetko, w drugim
bedzie dokladnie k zapalek (k= 0,1,...,m, gdzie m jest liczba zapalek w pelnym pudetku).



