Seria 1. Zbieznos¢ rozkladoéw

We wszystkich ponizszych zadaniach (E, p) jest przestrzenia metryczna.

1.

2.

3.

10.

Wykazaé, ze dla dowolnych z, z,,, é,, = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy x, — x
Sprawdzi¢, ze %2221 dx = A, gdzie A - miara Lebesgue’a na (0, 1).

Niech X, beda zmiennymi losowymi o wartosciach w F, okreslonymi na tej samej prze-
strzeni probabilistycznej. Wykazac, ze jezeli X, 5 Xx , to X,, = X.

. Poda¢ przyktad ciggu zmiennych losowych okreslonych na wspdélnej przestrzeni probabi-

listycznej, ktore sg zbiezne wedtug rozktadu, ale nie sg zbiezne wedtug prawdopodobien-
stwa.

Niech X, beda zmiennymi losowymi o warto$ciach w F, okreslonymi na tej samej prze-
strzeni probabilistycznej. Wykazaé¢, ze jesli X,, = ¢, to X, 5 Czy musi zachodzi¢
zbieznosé p.n.”?

Twierdzenie Scheffe’go Niech p bedzie miara o-skonczona, f,, f funkcjami nieujemnymi
i takimi, ze miary v,(A) = [, fodu, v(A) = [, fdp sa miarami probabilistycznymi. Niech
fo ™5 f wagledem miary . Udowodnié, ze

sup v(4) = v (A)| < [ 1f = fuldy = 0.

Wywnioskowaé stad, ze jezeli f,, — f p.w. wzgledem miary u, to v, = v.

Poda¢ przyktad rozktadéw ciaglych u, u,, na R o gestosciach odp. f,, f, takich ze p,, = p,
ale nie jest prawda, ze f, — f p.w. wzgledem miary Lebesgue’a.

Niech S C FE bedzie zbiorem przeliczalnym, za$ p, 4, miarami probabilistycznymi sku-
pionymi na S.
a) Wykazaé, ze jezeli u,({x}) — u({z}) dla kazdego x € S, to p, = p.
b) Wykazaé, ze jezeli kazdy punkt zbioru S jest izolowany, to implikacje z punktu a)
mozna odwrocié¢ oraz ze bez tego zatozenia nie jest to prawda.

¢) Czy z istnienia granic lim,, . p,({z}) dla kazdego = € S wynika, ze ciag u, zbiega
stabo?

Udowodnié¢, ze jesli X,, = X oraz sup,, E| X, [P < oo woéwczas E|X|P < oo, ale nickoniecznie
lim, o E|X,,|P = E|X|P. Tak jest jesli sup,, E|X, [P < cc.

Udowodni¢, ze jesli X,, = X, Y, = Y oraz przy kazdym n zmienne X,,,Y,, sa niezalezne
i X jest niezalezne od Y, to (X,,,Y,) = (X,Y).
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Seria 2. Zbieznos¢ rozkladoéw

. Mamy dany okrag S' = {z € C : |z] = 1}. Wybieramy liczbe o € S', ktéra nie spelnia

réwnania of = 1 dla zadnego k € Z\{0}. Dla kazdego n € N, oraz I C S*, borelowskiego
definiujemy

j0<k<n—1:a"el]

pin (1) : 0

Pokaz, ze p, = p, gdzie p jest unormowana miara Lebesgue’a na S1 (jako rozmaitosci).

. Udowodni¢, ze dla rzeczywistych zmiennych losowych X,,, X zachodzi rownowaznos¢ X,, =

X wtedy i tylko wtedy gdy istnieja zmienne X, , X takie, ze X,, ~ X,, X ~ X oraz

X MR X

n

Wykazac, ze jezeli X,,,Y,, Z, sa okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej oraz
X,=X,Y,=a, Z, = b, gdzie a,b € R, to X,,Y,, + Z, = aX +b.

Wykaza¢, ze jezeli X,Y, = X, Y, = 0 oraz f jest funkcja rézniczkowalna w zerze, to

Xa(f(Yn) = £(0)) = f(0)X.

Zmalez¢ warunki konieczne i dostateczne na to, by ponizsze rodziny miar byty ciasne

a) {U(a, b)}(a,b)el
b) {Exp(A)aer

C) {N(a, 0'2)}(a,02)€[.

Wykazaé, ze ciag N (a,,0?) jest stabo zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy istnieja skoriczone

granice a = lim,, a,, 0% = lim,, 02 i wowczas N (an,02) = N(a,d?).

Niech X,, bedzie pierwszg wspotrzedna wektora losowego o rozktadzie jednostajnym na
sferze (odp. kuli) w R" o $rodku 0 i promieniu y/n. Zbadaé staba zbieznosé ciggu X,,.

Niech X; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na (0, 1)
zbadaé stabg zbieznosé ciggu nmin(Xy, ..., X,).

Wykazaé, ze jezeli ciagg dystrybuant jest zbiezny punktowo do dystrybuanty ciggtej, to
zbieznosé jest jednostajna.

Pokazaé, ze
d(p,v) =inf{e: F,(t) < F,(t+¢€)+¢€ F,(t) < F,(t +¢€) + €Vt € R}
definiuje odlegtos¢ w rozktadach na R, ktéra zadaje stabg zbieznosé.

Niech (FE, p) bedzie przestrzenia polska. Wykazaé, ze

dpr(p,v) = sup {’/ fdu —/ fdv|: f: E— [=1,1], f jest 1—Lipschitzowska}
E E

definiuje odleglos¢, ktora zadaje stabg zbieznosé.

Zatozmy, ze X jest ograniczona zmienng losowa, zas X, ciagiem zmiennych losowych
takim, ze dla kazdego k € N EX* — EX. Wykazaé, ze wowczas X,, = X.
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Seria 3. Funkcje charakterystyczne

. Obliczy¢ funkcje charakterystyczne podstawowych rozktadow

a) dyskretnych,
b) ciagltych.

. Pokaza¢, ze kombinacje wypukte funkcji charakterystycznych sa funkcjami charaktery-

stycznymi.

Udowodni¢, ze jesli funkcja charakterystyczna zmiennej losowej ma druga pochodna w
zerze, to EX? < oo.

Wiadomo, ze ¢ jest funkcja charakterystyczng pewnej zmiennej losowej X. Czy funkcjami
charakterystycznymi sa : ¢, Red, |¢]?, |6]?

Niech €1, &9, ... beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Przy pomocy funkcji cha-
rakterystycznych sprawdzi¢, ze zmienna losowa ;512 '; ma rozklad jednostajny na
przedziale [—1, 1].

Sprawdzi¢, ze splot rozktadéw normalnych jest normalny.
Niech X bedzie zmienng losowa taka, ze P(X € Z) = 1. Wykaza¢, ze dla kazdego n € Z,

_ 1
o7

P(X =n) /0 " e My (t)dt.

Zmienne losowe XY, U,V sa niezalezne o rozktadzie N'(0,1). Obliczy¢ funkcje charakte-
rystyczng zmiennej a) XY, b) X2 ¢) X/Y, d) %(X2 — Y% e) XY +UV.

Twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a Udowodni¢, ze jesli X jest zmienng losowsg o
rozkltadzie ciaglym, to ¢x(t) — 0, gdy [¢t| — oc.

2
1—i—eg”2

Czy funkcja jest funkcja charakterystyczna pewnego rozktadu?
Udowodnié, ze ¢(t) = eI nie jest funkcja charakterystyczng dla a > 2.

Wykazaé, ze dla 0 < o < 2 ¢(t) = e~ 1" jest funkcja charakterystyczng pewnego rozktadu.



Seria 4. Funkcje charakterystyczne, rozklady gaussowskie, CLT

. Dane sg niezalezne zmienne losowe X1, Xs, ..., o wspolnym rozktadzie z wartoscig ocze-
kiwang réwng 0 i dodatnig wariancja. Wyznaczy¢ w zaleznosci od a, a0 € R

)

. Zmienne losowe X7, Xs,... sa niezalezne, maja ten sam rozktad, EX; =0, Var(X) = 1.
Zbada¢ zbieznos¢ wzgledem rozktadu ciagow

nlirglo P

(‘X1+...+Xn
>
na

U :\/E(X1+...+Xn) _ X, +...+ X,
! L xre v xe

X2+ ...+ X?
. Powiemy, ze uklad trojkatny (X, ) speia warunek Lyapunowa,
kn
lim Y E|X,; — EX,,[*" =0.
Wykazaé, ze warunek Lyapunowa implikuje warunek Lindeberga.

. Rzucono 1000 razy kostka. Oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze suma wyrzuconych oczek
bedzie zawarta miedzy 3410 a 3590.

. Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi, ze
P(X, = +1) = 2(1 = =), P(X, = 4n) =
" 2 n2”’ n T = o

Wykazaé, ze
Xi+...+X,

NG

= N(0,1),

ale Var(X,,) — 2.

. Niech X bedzie catkowalng z kwadratem zmienna losowa, taka, ze X ~ Y—\;%Z, gdzie Y, Z

- niezalezne kopie X. Wykaza¢, ze X ma rozktad N(0, c?).

. Zmienne losowe X7, Xo, ... sa niezalezne oraz P(X; = k) = P(Xy = —k) = 1/2. Niech
s2 = °7_, Var(X},). Zbadaé staba zbieznosé ciagu

Xi+...+X,
. .
. Zmienne losowe X7, , Xo, ... sa niezalezne i maja rozktady U(—ayg, ax). Zbadaé zbieznosé
ciggu
Xi+...+X,
. .
jesli

(a) ciag (ax) jest ograniczony i s, — 00.
(b) 34 a3 < co.

. Zmienna losowa X, ma rozktad Poissona z parametrem \. Zbadaé stabg zbieznosé (X, —
M) /VA przy A — oo.



10. Niech X, X5, ... beda zmiennymi i.i.d o éredniej zero i wariancji o2, za$ f funkcjg réz-

niczkowalna w 0. Wykaza¢, ze /n(f(Y,)— f(0)) zbiega stabo do rozktadu N (0, a2 f'(0)?),
gdzie

11. (%) Niech X ~ N(0,1). Wykaza¢, ze dla dowolnej funkcji gtadkiej o zwartym nos$niku
f: R — R, zachodzi
Varf(X) <E[f(X)[*.
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Seria 5. Warunkowa wartosé oczekiwana

. Rzucamy dwa razy kostka. Niech X, Y oznacza liczbe oczek wyrzucong odp. w pierwszym

i drugim rzucie. Obliczy¢

a) E(X|X +Y),
b) E(X|XY = 3), E(X|XY =8), E(X|XY = 36).

. Wektor losowy (X,Y) ma rozklad jednostajny na kole o srodku (0,0) i promieniu 1.

Obliczyé¢ E(X2|Y =y), E(X2+ Y2+ 2Y|X = 2),

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na [0, 1].
Niech U = min(X,Y), V = max(X,Y). Wyznaczy¢ rozktady warunkowe U wzgledem V/
iV wzgledem U.

. Niech X} oznacza liczbe sukceséw w pierwszych k prébach nieskonczonego schematu

Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu rownym p. Wyznaczyé¢ E(X|X;) dla k,1 >
1

Zmalez¢ rozktad warunkowy X po warunkiem X + Y = ¢, gdzie X,Y sg niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie a) N'(0,0?%), b) Exzp()), ¢) Poiss()).

Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym o gestosci g(z,y) = 82ylizy>0m2+y2<1}(T,Y)-
Znalezé E(X|Y = y).

Niech (X, Y') bedzie wektorem gaussowskim o macierzy kowariancji Q. Zatézmy, ze det @) #
0. Wyznaczy¢ E(Y|X).

XY sa niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie N(0,1). Znalez¢ E(X? + Y?|X +Y).

Udowodni¢, ze catkowalna zmienna losowa X ma rozktad symetryczny wtedy i tylko wtedy;,
gdy E(X|X?) = 0.

Losujemy liczbe A z przedziatu (0, 1), a nastepnie liczbe X z rozktadu Fxp(A). Wyznaczy¢
gesto$¢ zmiennych (A, X)) oraz X.

Niech G C F beda o-cialami, zas X zmienna losowa, taka ze E[E(X|F)]? = E[E(X|G)]%.
Wykazaé, ze E(X|F) = E(X]G).

Zmienne X, Y sa catkowalne z kwadratem, zas G jest o-ciatem. Wykazaé, ze E[XE(Y|G)] =
E[YE(X|G)].



Seria 6. Filtracje, momenty stopu, martyngaly

. Niech 7,7 beda momentami stopu. Udowodni¢, ze momentami stopu sg takze 7 A 7
oraz 71 V To. Czy s momentami stopu 7 + 1, 71 — 17

. Niech (F;)ien bedzie filtracja, zas (X;)ien ciagiem zmiennych losowych, adaptowalnym do
tej filtracji. Niech 7 oznacza moment pierwszej wizyty ciagu X; w zbiorze borelowskim
B. Wykaza¢, ze T jest momentem zatrzymania.

. Niech X7, Xy, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej 0. Zdefiniujmy S,, =
Xi+...+X, oraz Z, = S? — VarS,,. Wykaza¢, ze (Z,,0(X1,...,X,)) jest martyngatem.

. Niech X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie $redniej 0 i
skoficzonej wariancji, F,, = o(Xj, ..., X,). Zdefiniujmy
Zo=0, Z,=) Xp1X;
k=1

Udowodnié, ze (Z,,F,) jest martyngatem.

. Niech &; (i = 1,2,...) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Pr(¢; = 1) = p,
Pr(§ =—-1)=qg=1—p. Niech F, = o(&,...,&,) oraz

E1+4...+Eén
p

Wykazaé, ze ciag (Z,, F,) jest martyngatem.

. Niech X,, bedzie ciggiem zmiennych losowych, adaptowanych do filtracji F,,. Zatézmy, ze
Xo = 0. Wykazaé, ze (X,,, F,) jest martyngatem, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
ograniczonego momentu stopu 7, EX, = 0.

. Rozwazmy martyngal X,,, catkowalny z kwadratem, tzn. EX? < co dla kazdego n. Zde-
finiujmy przyrosty martyngatowe wzorem

D,=X,—X,_1.
Wykazaé, ze zmienne D,, sa parami nieskorelowane.

. Studenta X czeka egzamin. Zna odpowiedz na 10 z 30 pytan, losowanych przez kolejno
zdajacych studentow. Studenci, wychodzac z egzaminu, informuja czekajacych, jakie py-
tania otrzymali. Jaka strategie powinien przyja¢ X, zeby mie¢ jak najwieksza szanse na
zdanie egzaminu?

. Niech S,, = 31 | €;, gdzie £1, €5 . . . - niezalezne zmienne Rademachera. Niech 7 = inf{n: S, =
1}. Wykazaé, ze ET = oc.
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Seria 7. Martyngaly (c.d.), laicuchy Markowa

. Rzucamy kostka tak dtugo, az otrzymamy wszystkie oczka. Znalez¢ wartosé¢ srednig sumy

wyrzuconych oczek.

Gracze A i B, startujac z kapitatéw odp. a, b ztotych, graja w nastepujaca gre. Rzucaja
(niekoniecznie symetryczna) moneta. Jesli wypadnie orzel, gracz A otrzymuje ztotéwke od
gracza B, jesli reszka — odwrotnie. Graja tak dtugo, az jeden z nich zbankrutuje. Obliczy¢
prawdopodobienstwo wygranej gracza A, korzystajac z teorii martyngatow.

W urnie znajduje si¢ b kul biatych i ¢ czarnych. W kolejnych krokach losujemy ze zwraca-
niem urne z kuli i doktadamy do urny jeszcze a kul tego samego koloru, co wylosowana.

Niech X,, oznacza liczbg biatych kul w urnie po n-tym losowaniu. Wykazac, ze ; fé:”na jest
martyngatem wzgledem naturalnej filtracji.
Niech g1, €, . . . beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Niech ponadto F,, = o(eq, ..

oraz
7 — ea(£1+...+£n)—na2/2
n — .

Wykazac, ze Z,, jest nadmartyngatem. Zbadac jego zbiezno$¢ prawie na pewno i w L.

Niech X7, Xs, ... beda nieujemnymi zmiennymi i.i.d. o $redniej 1. Zbada¢ zbieznos¢ ciagu
Yn = X1X2 c Xn p.n. iw Ll'

Niech Xi, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej zero. Zdefiniujmy
Y, =n"X; + ...+ X,). Wykaza¢, ze rodzina (Y,,),>o jest jednostajnie calkowalna.

W pojemniku znajduje sie m czastek. W kazdej sekundzie kazda z czastek, niezaleznie
od pozostatych moze albo zniknaé (z prawdopodobienstwem 2/3), albo podzieli¢ si¢ na
trzy czastki. Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 po pewnym czasie w pojemniku nie
bedzie zadnej czastki.

Niech (g,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych Rademachera. Czy a) X,, = U,U,1,
b) Y, = (U, + U,11)/2 sa taiicuchami Markowa?

Poda¢ przyktad tancucha Markowa (X,,),>0 1 funkcji f, takich ze (f(X,))n>0 nie jest
tancuchem Markowa.

Niech (X,,) bedzie tancuchem Markowa na przestrzeni stanéw S i o macierzy przejscia P.
Funkcje f: S — R nazwiemy harmoniczng, jesli f(i) = >;cqpij f(j) dla kazdego i € S.
Wykazaé, ze jesli S jest skonczona, za$ f jest harmoniczna, to (f(X,),0(Xo,...,Xn))
jest martyngatem.

Udowodni¢, ze tancuch Markowa o skonczonej liczbie stanéw nie moze sktadaé¢ sie tylko
ze stanéw chwilowych. Czy jest to prawda dla tancuchéw o nieskoniczonej liczbie stanéw?

-1 En)



Seria 8. Lancuchy Markowa
1. Niech X, bedzie bltadzeniem przypadkowym na prostej, tzn.
P X1 =z+1X,=2)=p, PXpj1i=2—-1X,=2)=q¢q=1—-p.
Wykazaé, ze 0 jest stanem powracalnym, wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1/2.

2. Niech Y,, = (X!, X2 ... X% bedzie symetrycznym bladzeniem przypadkowym w Z¢
(czyli X to niezalezne btadzenia na prostej z p = 1/2). Dla jakich wartosci d,Y;, jest
powracalnym tancuchem Markowa?

3. Zmodyfikujmy btadzenie z poprzedniego zadania . Niech X, .1 = X,, + J,11, gdzie J, —
niezalezne zmienne losowe o rozktadzie P(J, = +e;) = gdzie eq,...,eq — wersory w

1
2d°
R?. Dla jakich d btadzenie to jest powracalne?

4. Zmienne Yy, Y7, Ys, ... sg niezalezne i maja ten sam rozktad geometryczny z parametrem
%. Ciag zmiennych X7, X, ... jest okreslony nastepujaco: Xg =1 p.n., adlan > 0,

v [ jesli Y, = 1,
T XY, el Y, £ 1

a) Wykazaé, ze (X,,), jest nieprzywiedlnym taiicuchem Markowa.

b) Czy tancuch ten jest okresowy?

c)
)

d

Udowodni¢, ze wszystkie stany sg powracajace.
Niech N bedzie duzg liczba naturalng. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze Xy

nie przekracza 3.

5. Rzucamy kostka tak dtugo, az pojawi sie cigg 15 lub 55. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze cigg 16 pojawi sie wezesniej?

6. Rzucamy symetryczna moneta, az do momentu, gdy wyrzucimy pod rzad cztery orty.
Obliczy¢ wartosé oczekiwang liczby wykonanych rzutéw.

7. Macierz przejscia tancuch Markowa (X,),>0 na przestrzeni F = {1,2,3,4} zadana jest
nastepujaco:

01310
1 1 1
,,0,
P=|(3 2 = 1
3 00 3
0210

(a) Zakladajac, ze Xo = 1 p.n., obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze X,, bedzie w stanie 2
przed stanem 4.

(b) Zaktadajac, ze Xy = 3 p.n., obliczy¢ warto$é oczekiwana czasu dojscia do stanu 2
(¢) Wyznaczy¢ rozktad stacjonarny
(d) Czy tancuch jest okresowy? Czy jest nieprzywiedlny?

8. W pudetku A jest 6 kul ponumerowanych od 1 do 6, w pudetku B — ani jednej. Wykonano

10000000 rzutéw kostka i po kazdym rzucie przektadano kule z wylosowanym numerem
do drugiego pudetka. Jaka jest w przyblizeniu szansa, ze pudetko B jest puste?



