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. Dana jest przestrzen probabilistyczna (2, F,P), gdzie Q jest zbiorem przeliczalnym oraz F = 2.

Udowodnij, ze istnieja liczby p,, > 0, takie ze P(A) = >, c4 po dla wszystkich A € F.
Udowodnij, ze kazde nieskoniczone o-ciato jest nieprzeliczalne.

Klasa liczy 15 uczniéw, na kazdej lekcji do odpowiedzi losowany jest jeden uczen. Oblicz praw-
dopodobiefistwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen zostanie przepytany.

Roztrzepana sekretarka rozmiescita losowo N listow w N uprzednio zaadresowanych kopertach.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze doktadnie k listow trafito do wtasciwej koperty.

(Igta Buffona) Igte o dlugoéci [ rzucono na podloge z desek o szerokosci a < [. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze igta przetnie krawedz deski?

Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo liczbe x. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze x jest niewymier-
na?

W n rozréznialnych urnach rozmieszczono losowo n rozréznialnych kul. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze doktadnie jedna urna zostanie pusta?

Na przyjeciu dla n os6b podano k identycznych (nierozréznialnych) ciastek. Wszystkie ciastka
zostaly zjedzone. Jakie jest prawdopodobientwo, ze doktadnie jedna osoba nie zjadla ani jednego
ciastka?

Udowodnij, ze nastepujace pseudometryki na F spelniaja warunek tréjkata:

p(A,B) = P(AAB)

{ sGion) Jesli P(AUB) >0

p?(Aa B) = . .
0 W przeciwnym razie.
Pan X spotyka sie z paniami A i B, do ktorych dojezdza autobusami odpowiednio linii 1 i 2. Gdy
czuje sie samotny, wychodzi z domu, udaje sie na przystanek i wsiada w pierwszy autobus, jaki
sie pojawi. Oba autobusy kursujg przez cata dobe co godzine, a pan X ma napady samotnosci
codziennie w losowym momencie czasu, a jednak pani A czyni mu wyrzuty, ze odwiedza jg zbyt
rzadko, za$ pani B ma wrazenie, ze pan X jej sie narzuca. Jak to wyjaénié¢?

Z przedzialu [0, 1] wybrano losowo dwa punkty, ktére podzielity go na trzy odcinki. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze z tych odcinkéw da sie zbudowaé trojkat?
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W kolejce po bilety na mecz stoi n kibicow. Kazdy z nich nosi szalik w kolorze A lub B. Za-
t6zmy, ze wszystkie mozliwe uklady koloréw sa jednakowo prawdopodobne. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikéw w tym samym kolorze? Jakie jest
prawdopodobiennstwo, ze zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikéw w kolorze A?

(Paradoks Bertranda) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze losowo wybrana cieciwa okregu ma
dtugosé wigksza niz bok tréjkata rownobocznego wpisanego w ten okrag?

Miasto zbudowane jest na planie kwadratu i poszatkowane ulicami biegnacymi ze wschodu na
zachdd i z péinocy na potudnie, przy czym ulic kazdego typu jest po N = 2n + 1. Kierowca
jedzie z potudniowo-zachodniego wierzchotka miasta na kraniec péilnocno-wschodni, wybierajac
losowo jedna z najkrétszych drég. Oblicz prawdopodobienstwo, ze kierowca przejedzie przez
srodek miasta.

7 jeziora wylowiono 200 ryb, oznakowano je i wpuszczono do wody. Po pewnym czasie wylowiono
100 ryb, a wérdd nich bylo 8 oznakowanych. Za rozsadna oceng liczby ryb w jeziorze mozna uznaé
liczbe ryb, dla ktoérej zrealizowato sie zdarzenie o najwickszym prawdopodobienstwie. Jaka to
liczba?

Zdarzenia A, B, C spelniaja P(A),P(B),P(C) > 2/3 oraz P(ANBNC) = 0. Co mozna powiedzie¢
o P(A)?

Kazdy z n chromosoméw w komorce wystawionej na promieniowanie dzieli sie na dwie czesci
réznych typéw (powiedzmy typu A i typu B). Czesci te nastepnie ponownie lacza sie w pary,
przy czym mozliwe jest takze polaczenie w pare 2 czesci tego samego typu. Jakie jest praw-
dopodobienistwo, ze czedci te polacza sie w takich samych kombinacjach, jak przed podziatem?
Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze po potaczeniu kazda z par bedzie si¢ sktadaé z czesci réznych
typow?

(Paradoks kawalera de Méré) Co jest bardziej prawdopodobne: wyrzucenie co najmniej jed-
nej jedynki przy rzucie 4 kostkami czy co najmniej raz obu jedynek przy 24 rzutach 2 kostkami?

Na nieskonczong szachownice o boku a rzuca sie monete srednicy 2r < a. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze a) moneta znajdzie si¢ catkowicie we wnetrzu jednego z pél b) przetnie sie z co
najwyzej jednym bokiem szachownicy?

W kole o promieniu 1 wyrézniono 1025 punktéow. Udowodnié, ze odleglo$é miedzy pewnymi
dwoma punktami nie przekracza 1/31.

(%) Dane sg liczby k,n € N (k > 1), spelniajace nieréwnosé¢ n < 25/2. Udowodnié, ze liczby ze
zbioru A, = {1,...,n} mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami w ten sposéb, by w kazdym ciagu
arytmetycznym dlugosci k, o elementach ze zbioru A,, wystepowaly liczby w obu kolorach.
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(Paradoks Simpsona) Populacja miasta A sklada sie w 20% z Krakowiakéw i w 80% z Goérali
za$§ populacja miasta B w 80% z Krakowiakéw i w 20% z Goérali. 10% Krakowiakéw i 30%
Gorali zamieszkalych w mieécie A ma rude wlosy. Z kolei w mieScie B rude wlosy posiada
20% Krakowiakow i 40% Gorali. W ktérym miedcie jest wiekszy odsetek mieszkancéw z rudymi
wlosami?

. Gracz dostal 13 kart z 52, obejrzal 8 z nich i stwierdzil, Zze nie ma asa. Jaka jest szansa, ze w

ogoble nie ma asa?

Wybrano losowo malzenstwo z dwojgiem dzieci i okazalo sie, ze a) ich starsze dziecko to chlopiec
b) maja syna. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze maja dwdch synéw?

Wybrano losowo rodzine z dwojgiem dzieci i okazalo sie, ze jedno z dzieci ma na drugie imie
Franek. Jaka jest szansa, ze drugie dziecko jest chlopcem (nie wykluczamy, ze tez ma na drugie
imi¢ Franek)?

W teleturnieju gracz ma do wyboru trzy koperty, dwie puste, jedna z nagroda pieniezna. Gdy
dokona wyboru, prowadzacy otwiera jedna z odrzuconych kopert i pokazuje, ze jest pusta. Gracz
moze w tym momencie zatrzymaé wybrang wczesniej koperte lub zmieni¢ wybor i wziaé pozostala
z odrzuconych wczesniej kopert. Ktéra strategia jest lepsza?

Na loterii jest 10 losow wygrywajacych, 100 przegrywajacych i 1000 uprawniajacych do kolejnego
losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania?

(Zagadnienie ruiny) Dwéch graczy (nazwijmy ich A i B) gra w ,orla i reszke”, rzucajac
(niekoniecznie symetryczna) moneta. Gracz A zaczyna z kapitalem a z1, gracz B - z kapitatem
b zt. W kazdej kolejce stawka jest 1 zl, gracz A wygrywa, gdy wypadnie orzel (powiedzmy
z prawdopodobiefistwem p). Gra toczy sie, dopdki jeden z graczy nie zbankrutuje. Obliczy¢
prawdopodobienstwo ruiny gracza A.

W pierwszej urnie sa 3 kule biate i 2 czarne, w drugiej urnie sg 4 czarne i 1 biata. Rzucamy
kostka. Jesli wypadnie mniej niz 5 oczek, to losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym razie
z drugiej. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej?

(Schemat urnowy Polya) W urnie mamy b kul bialych i ¢ czarnych. Powtarzamy n razy
nastepujaca operacje: losujemy kule z urny, nastepnie wktadamy ja z powrotem, dokladajac
dodatkowo jeszcze a kul tego samego koloru.

e Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowano dokladnie k razy kule czarna?

o Wykazac, ze prawdopodobienstwo wylosowania za n-tym razem kuli biatej wynosi %.

Wséréd n monet k jest asymetrycznych, orzel wypada na nich z prawdopodobienstwem 1/3.
W wyniku rzutu wybrana losowo moneta wypadl orzet. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ta
moneta jest asymetryczna?

Test na chorobe X daje wynik pozytywny u wszystkich chorych oraz falszywy wynik pozytywny
u 1% zdrowych. Wiadomo, ze na chorobe X cierpi 10% populacji. U pacjenta test dal wynik
pozytywny, jakie jest prawdopodobienstwo, ze pacjent jest chory?
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. W miedcie dzialaja dwa przedsiebiorstwa takséwkowe: Zielone Taxi (85% samochodéw) i Nie-
bieskie Taxi (15%). Swiadek nocnego wypadku zakonczonego ucieczka kierowcy twierdzi, ze
samochdd byl niebieski. Eksperymenty wykazaly, ze §wiadek rozpoznaje kolor poprawnie w 80%
przypadkow, a myli sie w 20% przypadkéw. Jaka jest szansa, ze w wypadku uczestniczyla nie-
bieska taksowka?

. Podaé przyklad zdarzen A, B, C, ktére sa parami niezalezne, ale nie sa niezalezne.

. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby sukceséw w ciagu n préb Bernoul-
liego o prawdopodobienstwie sukcesu réwnym p?

. Dwaj gracze rzucajg po n razy symetryczng monetg. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzuca
te samg liczbe ortéw?

. Rzucamy n razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy ltacznie
wiecej ortéw niz reszek?

. Bolek i Lolek graja w szachy do momentu gdy jeden z nich wygra dwie partie pod rzad. Ja-
kie jest prawdopodobienstwo, ze wygra Lolek, jeéli prawdopodobienstwo wygrania przez niego
pojedynczej partii wynosi p? Zakladamy, ze wyniki poszczegdlnych partii sa niezalezne.

. W sytuacji z poprzedniego zadania, przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo, ze Bolek wygra pierw-
sza partie wynosi 1/2, ale poczawszy od drugiej partii, prawdopodobienstwo wygranej Bolka
zalezy od tego, czy wygral poprzednia partig. Jesli dopiero co odniést sukces, czuje sie¢ pewnie
i wygrywa z prawdopodobienstwem 3/4, jesli poprzednia partia zakonczyla sie jego przegrana,
zzera go trema i wygrywa z mniejszym prawdopodobienstwem, réwnym 1/4. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze Bolek wygra calg rozgrywke?

. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu para kostek szeSciennych, suma
oczek 2 wypadnie przed suma oczek 47
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. Owad sklada k jajeczek z prawdopodobienstwem Ae=/k! (A > 0). Potomek wylega sie z jaja z
prawdopodobienstwem p. Znalezé prawdopodobienstwo, ze liczba potomkow bedzie rowna [.

. Rzucamy n razy symetryczna moneta. Niech O;, i = 1,2,...,n, oznacza zdarzenie “w i-tym
rzucie wypadt orzel”, za§ A zdarzenie “lacznie wypadta parzysta liczba ortow”. Czy zdarzenie
A jest niezalezne od zdarzenia O; przy ustalonym i? Czy zdarzenia A,O1,...,O, sa ltacznie
niezalezne?

. Zdarzenia A, B sa niezalezne oraz AU B = Q. Wykazaé, ze P(A) =1 lub P(B) = 1.

. Czy z tego, ze A, B, C sa parami niezalezne wynika, ze a) ANBiC,b) AUB i C sa niezalezne?
Czy co$ sie zmieni jesli niezalezno$¢ parami zatapimy przez niezalezno$é taczng?

. Rzucamy kostka do wypadnigcia drugiej szostki. Rozwazmy zdarzenia Ai, Aa, gdzie Ay - przed
pierwszg szostka wyrzucono czwoérke, za§ Ao - pomiedzy pierwsza i druga széstka padta dwdéjka.
Czy zdarzenia A1, As sa niezalezne?

. Zdarzenia Aj, As, As, ... sa niezalezne i maja réwne prawdopodobienstwa. Jaka jest szansa, ze
zajdzie skonczenie wiele zdarzen A,?

. Rzucamy nieskonczenie wiele razy symetryczng moneta. Niech A,, oznacza zdarzenie, ze w pierw-
szych n rzutach byto tyle samo ortéw co reszek. Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 zachodzi
nieskonczenie wiele zdarzen A,,.

. Rzucamy nieskoniczenie wiele razy moneta o prawdopodobienstwie wyrzucenia orta rownym p,
wyniki doswiadczenia kodujemy jako nieskonczony ciag zer (porazka) i jedynek (sukces). Wyka-
zaé, ze z prawdopodobienstwem 1 dowolny skonczony ciag zerojedynkowy pojawia sie¢ w ciagu
kodujacym wynik nieskonczenie wiele razy.
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. Wyznaczy¢ dystrybuante rozkladéw a) dwupunktowego pd, + (1 — p)dy, gdzie a < b, b) geome-

trycznego z parametrem p, c) jednostajnego na odcinku (a,b).

Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

0 dlat € (—o0,0)
t2
L dlat € [0,1
F(t) — 2 (2702 a [ )
1- & dqlate1,2)
1 dlat € [2,00)
Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku (0, 1). Znalezé rozklad zmiennej Y = —In X.

. Zmienna losowa X ma rozklad N(0,1). Wyznaczy¢ dystrybuanty i gestosci (o ile istnieja) dla

a) Y =eX b)Y = X2

Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem \. ZnaleZé rozklad zmiennych a)

Y =1/(X+1),b) Y = VX.

Wykazaé, ze funkcja g(x) = 3x26*x31(0,oo) (x) jest gestoscia prawdopodobienstwa. Niech X bedzie
zmienna losowa o tej gestosci. Wyznaczy¢é rozklad zmiennej max(z?, 3x).

Losujemy punkt z okregu o promieniu 1 i érodku w punkcie (0,0). Niech (X,Y) oznaczaja
wspolrzedne wylosowanego punktu. Znalezé dystrybuante i gesto$é (jesli istnieje) zmiennej X.

Rozwiaza¢ poprzednie zadanie, jesli punkt (X,Y') losujemy nie z okregu, a z kola o promieniu 1
i $rodku w punkcie (0,0).

Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale (—7 /2, 7). Znalezé gestosé zmien-
nej losowej Y = sinx.

Udowodnié, ze funkcja g: R — R, dana wzorem g(z) = \/%e*tz/ 2 jest gestoscia prawdopodo-
bienstwa.

Losujemy punkt P z kuli o Srodku O i promieniu 1. Niech X bedzie odlegloscia miedzy punktami
O i P. Znalez¢ gesto$é zmiennej losowej X.

Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem A. Znalezé P(X >
t+ s|X > s). Rozwiazaé¢ analogiczny problem dla rozkladu geometrycznego.
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Podaé przyktad trzech zmiennych losowych, niezaleznych parami, ale nie tacznie.

Niech X;, i = 1,...,n beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach odp. Exp()\;).
Wyznaczy¢ rozklad zmiennej Y = min(X,..., X,,)

Bolek, Lolek rzucaja symetryczng moneta, kazdy z nich wykonuje serie rzutéw do momentu
wyrzucenia orta. Niech T (odp. Tf) oznacza numer rzutu w ktérym Bolek (odp. Lolek) wyrzucit
po raz pierwszy orla. Znalez¢ rozklady zmiennych a) min(7g,7r), b) Tp + Tf.

Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja gestosci odp. fi, fa. Znalezé rozklad zmiennej losowej
Z=X/Y.

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladach

a
b

) Bernoulliego z parametrami odp. p,n i p,m
)
¢) normalnych z parametrami ay,0? i ag, 03.
)
)

Poissona z parametrami odp. A, Ao.

d) jednostajnych na [0, 1]

e) wyktadniczych z parametrem A

Zmnalez¢ rozklad zmiennej Z = X +Y.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na [0, 1], za$ Y, zmienna losowa
o rozktadzie jednostajnym na zbiorze 0,1,2,...,n. Znalez¢ rozklad zmiennej X + Y.

Zmienne X, Y sa niezalezne, o rozkladzie wykladniczym z parameterem 1. Znalezé rozktad zmien-
nej X —Y.

Niech 7;: [0,1] — {—1,1} beda funkcjami zdefiniowanymi wzorem 7;(t) = sgnsin(2'nt), i =
0,1,2,.... Wykazaé, ze funkcje r; traktowane jako zmienne losowe na przestrzeni = [0,1] z

o-cialem borelowskim i miara Lebesgue’a sa niezalezne.

Niech ¢;, i = 1,2,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie P(g; = 1) = P(g; =
—1) = 1/2. Niech Z = 3232, ¢;/2. Wykazaé, ze Z ma rozklad jednostajny na odcinku [—1,1].

Niech U = min(X,Y), V = max(X,Y) — min(X,Y), gdzie X,Y sa niezalezne i maja ten sam
rozktad wykltadniczy z parametrem A. Wykazaé¢, ze U i V' sg niezalezne.
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1. Zmienna X ma rozktad
PX=1)=PX=-1)=1/4, P(X =0) =1/2.
Wyznaczyé wartoéci oczekiwane zmiennych sin(7X), 2%, X(X — 1).
2. Znalez¢ wartosci oczekiwane i wariancje rozktadow

a) jednostajnego na odcinku [a, b],
b

)

) Bernoulliego z parametrami n, p,
c) wykladniczego z parametrem A,
)
)

d

e

geometrycznego z parametrem p.

Poissona z parametrem .

3. Roztrzepana sekretarka umiescita n listéw w n uprzednio zaadresowanych kopertach. Niech X

oznacza liczbe listow, ktére trafity do wlasciwych kopert. Znalezé wartoéé oczekiwang i wariancje
X.

4. Urna zawiera N kul w tym b kul biatych. Losujemy bez zwracania n kul (n < N) i definiujemy

zmienna losowa X jako liczbe wylosowanych kul biatych. Znalez¢ warto$é oczekiwana i wariancje
X.

5. Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku [0, 27]. Znalezé warto$¢ oczekiwang zmiennej
Y = f(X), jesli

x? dla z € [0, 7/2]
f(z) =(¢sinx dlaz € (7/2,37/2]
1 dla z € (37w/2, 27|

6. Wykazac, ze jezeli X > 0 oraz p > 0, to

[e.e]
EXP :p/ tPIP(X > t)dt
0

7. Niech X,Y beda ograniczonymi zmiennymi losowymi, takimi ze dla k € N, EX* = EY*. Wy-
kazaé, ze X 1 Y maja ten sam rozktad. Co sie zmieni jesli odrzucimy zatozenie o ograniczonosci
zmiennych X, Y7
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. Wykazaé, ze jesli dla p > 1, || X, < M, to || X||c < M.
. Wykazaé, ze jedli X € Lo, to limpy o || X||p = || X ||o-

. (Nieréwnos$é Bernsteina) Wykazaé, ze jesli €1,...,e, to niezalezne zmienne Rademachera,
zas ai,...,an € R, to

n tQ
P(| Y agi|l>t) <2exp| — =—=7—5)-
; o ( 2370, a'LZ)

. (Nier6wno$é Chinczyna) W sytuacji z poprzedniego zadania, wykazaé, ze dla p > 0 istnieja
stale C), takie ze

n n
1D ciailly < Cpll Y esaill2
i=1 i=1

. (Wielomiany Bernsteina) Niech f bedzie funkcja ciagla okreslona na przedziale [0, 1]. Okresl-

my cigg wielomianéw
L kN (n e
Bale) = > 7 (+) (k):cm oy
k=0 "

Wykazaé, ze B, zbiegaja jednostajnie do funkcji f.

. Niech €1, ...,e, beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera, zas a1, ..., ay,b1,..., b, spelniaja
la;| < |b;|. Wykazaé, ze wowczas

later + ...+ anenllp < ||bre1 + ... 4+ bpenllp
dlap>1.

. Niech F bedzie dystrybuanta rozktadu . Zdefiniujmy F~': (0,1) — R, uogélniona funkcje
odwrotna do F', wzorem
F7l(r) =inf{t € R: F(t) > r}.

Niech X ma rozklad jednostajny na (0, 1). Znalezé rozktad F~1(X).

. Niech X1,...,X,, oraz Y1,...,Y, beda ciagami niezaleznych zmiennych losowych, takimi ze dla
t>0, P(1X;| > t) <P(|Yi| > t). Wykazaé, ze woéwczas

X1+ ...+ Xallp < Y1 4...+ Y5
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. Wektor losowy (X,Y’) ma gestos¢ g(z,y) = %e*(ﬁ“ﬂ)/ 2. Wyznaczy¢ rozklad i érednig zmiennej

losowej R = VX2 +Y?2,

Wektor X,Y ma gestosé g(z,y) = Ce~|*I=2¥, Wyznaczyé¢ C oraz gestosci zmiennych X, Y. Czy
zmienne X, Y sa niezalezne?

(X,Y) ma rozktad o gestosci g(z,y) = 8xylz2 1 2<1} 1z y>0y Wyznaczyé EX, EXY?2.

Zmienna dwuwymiarowa X = (X1, X3) ma rozklad jednostajny na tréjkacie o wierzchotkach
(0,0), (1,0), (0,1). Wyznaczy¢ srednia i macierz kowariancji wektora X oraz wspélezynnik ko-
relacji miedzy zmiennymi X1 i Xo.

Rozwiazaé zagadnienie regresji liniowej dla wektora z poprzedniego zadania.
Niech wektor losowy (X,Y’) ma rozklad

a) jednostajny na kole o érodku w (0,0) i promieniu 1,

b) jednostajny na kwadracie o wierzchotkach (£1,+1),

c) o gestodci g(w,y) = e " V1, =01 (2, 9)-
Wyznaczyé P(X — Y € [-1,1]).

Niech (X,Y) bedzie wektorem gaussowskim o $redniej 0 i macierzy kowariancji @ = Id. Udo-
wodnié, ze zmienne X + Y, X — Y sa niezalezne. Znalezé gestosé wektora (X +Y, X —Y).

Rzucamy dwa razy kostka. Niech X, X2 oznacza liczbe oczek wyrzucona odp. w pierwszym i
drugim rzucie. Obliczy¢

a) E(X|X+Y),

b) E(X|XY =3), E(X|XY =38), E(X|XY = 36).

Wektor losowy (X,Y) ma rozklad jednostajny na kole o $rodku (0,0) i promieniu 1. Obliczyé
E(X2|Y = y), E(X? + Y2 +2Y|X = ),

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]. Niech
U=min(X,Y), V =max(X,Y). Wyznaczy¢ rozklady warunkowe U wzgledem V i V wzgledem
U.

Niech X}, oznacza liczbe sukceséw w pierwszych k prébach nieskoniczonego schematu Bernoulliego
z prawdopodobienstwem sukcesu réwnym p. Wyznaczy¢ E(X;|X;) dla k,1 > 1

Znalez¢ rozktad warunkowy X po warunkiem X +Y =t, gdzie X,Y sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o tym samym rozktadzie a) N'(0,02), b) Exzp()), c) Poiss(\).

Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym o gestosci g(z,y) = 87yly y>0.22442<1} (7, y). Znalezé
E(X]Y = y).

Niech (X,Y’) bedzie wektorem gaussowskim o macierzy kowariancji Q. Zal6zmy, ze det @ # 0.
Wyznaczyé¢ E(Y]X).
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. Skonstruowacé ciag zmiennych losowych, ktéry zbiega w LP, ale nie zbiega p.n.

. Skonstruowac cigg zmiennych losowych, ktéry jest zbiezny wedtug prawdopodobiefistwa, ale nie
zbiega w LP dla zadnego p.

. Dana jest przestrzen probabilistyczna (Q, F,P). Wykazaé, ze jesli P jest rozkladem dyskretnym
to zbieznosé wedlug prawdopodobienstwa na {2 jest réwnowazna zbieznosci p.n.

. Udowodnié, ze granica wzgledem prawdopodobienstwa jest wyznaczona jednoznacznie.

. Wykazaé, ze jesli dla pewnego ciggu €, o wyrazach dodatnich, zbiegajacego monotonicznie do 0
mamy

o0
ZIP’(]Xn—X\ > e,) < 00,

n=1

to X,, — X p.n.

. Niech L = L°(Q2, F,P) bedzie przestrzenig wszystkich zmiennych losowych (utozsamiamy zmien-
ne réwne p.n.) Zdefiniujmy
xov )

PXY) _E<1+\X—Y\

Wykazaé, ze (L°,p) jest przestrzenia metryczna zupelna, w ktérej zbieznoéé jest réwnowazna
zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa. Wykazaé, ze jesli zbieznos¢ wedlug prawdopodobien-
stwa na €2 nie jest réwnowazna zbieznosci p.n., to zbiezno$¢ p.n. nie jest metryzowalna.

. Niech X7, Xo, ... beda niezaleznymi catkowalnymi zmiennymi losowymi o wspdélnym rozkladzie.
Wykazaé, ze %maxign | X;| zbiega do 0 prawie na pewno.



