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Streszczenie
Praca po$wiecona jest wlasnosciom funkcji radialnych oraz symetryzacji dwupunktowych, okreslonych

na przestrzeniach metrycznych, z zadana miara borelowska, spelniajacych pewne dodatkowe zaltozenia.
Jako wnioski wyprowadzone zostaja m. in. nieréwnoéci izoperymetryczne w R™ oraz S™.

Stowa kluczowe

Symetryzacje dwupunktowe, funkcje radialne, nieréwnoé¢ izoperymetryczna, nieréwnosci catkowe

Klasyfikacja tematyczna

28A75 Length, area, volume, other geometric measure theory
26B15 Integration: length, area, volume
26D15 Inequalities for sums, series and integrals



1. Wstep

Metody symetryzacyjne zostaly wprowadzone do matematyki przez Jakoba Steinera w potowie
XIX w. i zostaly szybko docenione jako uzyteczne narzedzie do dowodu nieréwnoéci geometrycznych
zwiazanych z miara. Na przestrzeni lat wprowadzone zostaly rézne odmiany symetryzacji, odpowiednie
dla poszczegdlnych probleméw czy rozkladéw miar, uogdlniona zostata takze klasyczna symetryzacja
Steinera.

Niniejsza praca poswiecona jest symetryzacji dwupunktowej oraz radialnej na przestrzeni me-
trycznej M z miara borelowska. Udowodnione zostaly istnienie i jednoznacznos¢ symetryzacji radial-
nej funkcji przy pewnych naturalnych zatozeniach odnosnie struktury przestrzeni M. Przedstawione
zostato rowniez graniczne zachowanie symetryzacji radialnej, w szczegdlnosci ciaglto$é przy réznych
rodzajach zbieznosci ciagu funkcji. Gléwne twierdzenie prezentowane w pracy dotyczy nie zwieksza-
nia wartosci pewnego funkcjonalu przez opisywane symetryzacje. Dowdd w przypadku symetryzacji
dwupunktowej jest elementarny, natomiast dla symetryzacji radialnej bazuje w istotny sposéb na
wlasnosciach symetryzacji dwupunktowej, ukazujac zwiazek miedzy tymi symetryzacjami.

Kolejnym prezentowanym zagadnieniem jest zamknieto$é zbioru funkeji lipschitzowskich o ograni-
czonym nosniku ze wzgledu na symetryzacje radialng. Konsekwencja tego faktu jest m. in. klasyczna
nier6wnosé izoperymetryczna w przestrzeni R” oraz jej analog dla sfery S™, bedacy podstawa niekté-
rych dowodoéw znanej nieréwnosci izoperymetrycznej dla rozkladéw gaussowskich.

2. Podstawowe definicje i oznaczenia

W dalszej czesci pracy M oznaczaé bedzie przestrzen metryczna z metryka p oraz miara borelowska
1, 0 nastepujacej wlasnosci:

0 < p(B) < oo dladowolnej kuli B C M.

7 reguly obowiazywaé bedzie dodatkowe zaltozenie

p(S(x,r)) =0,

gdzie S(z,r) ={y € M: p(x,y) =r}.

Istotng role odgrywaé bedzie pewna relacja na M oraz zwigzana z nig klasa p-izometrii przestrzeni
M, zdefiniowane ponizej:

Definicja 1 Niech i bedzie p-izometrigq, zdefiniujmy relacje ~; na M poprzez réwnowaznosé
z iy = plz,y) <pz,i(y)).

Uwaga Jesli ¢ jest inwolucja, to relacja ~; jest symetryczna.

Definicja 2

J = {z M — M|i? = Id, i jest p-izometrig, i(p) = p, ~; jest przechodnia na M} .

W przestrzeni M wyrézniony zostanie ustalony punkt xg. W wieckszosci waznych przypadkow be-
dziemy zakladaé, ze spelnione jest:

Podstawowe zalozenie Dla dowolnych z,y € M istnieje i € J, takie, ze i(x) = y.



Inne oznaczenia:

R - zbiér liczb rzeczywistych,

Rt = {t e R: t >0},

R=RU{oc}U{-00},

B(y,r) = {x € M: p(z,y) < r} - kula otwarta o srodku w y i promieniu r,
B(y,r) = {x € M: p(z,y) < r} - kula domknigta o érodku w y i promieniu r,
pr = p(B(zo,7)).

Dla AC M, A. ={z € M: p(A,z) < €} - e-otoczka zbioru A,

Lip(C) - zbiér funkcji lipschitzowskich ze stala C, okreslonych na przestrzeni M, o wartosciach
w R.

3. Przyktady

Do klasy przestrzeni spelniajacych podstawowe zalozenie naleza:

1.

M =R", z dowolnym ustalonym punktem z( oraz odlegloscia euklidesowa i miara Lebesgue’a.
Dowéd

Poniewaz dla dowolnych x,y € R™ istnieje symetria wzgledem pewnej hiperplaszczyzny (n — 1)-
wymiarowej, przeprowadzajaca x w y, wystarczy pokazaé, ze tego typu symetrie naleza do J.
To jest prawda, gdyz dwa punkty z,y € R™ sa w relacji x ~; y wtedy i tylko wtedy, gdy leza po
tej samej stronie plaszczyzny symetrii.

M = S™ - sfera n-wymiarowa z odlegtoscig geodezyjng, miara Haussdorfa i dowolnie ustalonym
punktem xg.

Dowéd

Teza wynika z faktu, ze symetrie wzgledem hiperptaszczyzn n-wymiarowych w R"*1, przechodza-
cych przez érodek kuli sa izometriami zachowujacymi miare Haussdorfa, za$ odleglo$é geodezyjna
jest monotoniczng funkcja odlegtosci euklidesowe;j.

M = {0, 1} - zbiér Cantora z miara, bedaca produktem symetrycznych miar probabilistycznych
na {0,1} oraz odlegloscia p((an), (by)) = 2~ 2f{n: an#bal},

Dowdd

Dla zbioru K C N niech ixg: M — M bedzie funkcja zdefiniowana wzorem

ix((an)) (k) = { o . y K

Woéwcezas iy, € J. Oczywiscie i jest izometria i inwolucja. Przeksztalcenie i zachowuje miare,
gdyz zachowuje miare cylindréw, ktore generuja o-cialo zbioréw mierzalnych. Aby wykazad,
ze ~;, jest przechodnia, rozwazmy dowolne parami rézne a = (ay,), b = (by), ¢ = (¢,), takie, ze
a ~i;,. borazb ~;, c. Niechly = min{n: a, # b,}, mo = min{n: b, # ¢, }, no = min{n: ap # cp}.
Istnieja j, k ¢ K, takie, ze j < lo, k < mg. Mamy ng > mg lub ng > ly. Zatem

pla,ig(c)) > 270k > 970 = p(q, c),

czyli a ~;, c. Relacja ~;, jest wiec przechodnia. Dla dowolnych punktéw a,b € M istnieje zbiér
K, taki, ze ix(a) = b. Podstawowe zalozenie jest wiec spelnione.



4. Symetryzacja dwupunktowa funkcji
Definicja 3 Dia i € J definiujemy zbiory
Mt = {zeM: z~;m,}
M; = (M) ={x € M:iz ~; 2o}
Uwaga M;r oraz M, sa zbiorami otwartymi.
Dowéd Niech z € M;". Dla y oddalonych od z o mniej niz %(p(m, xo) — p(z, o)) mamy

p(iy, zo) > p(xo,ix) — p(iz,iy) = p(xo,iz) — p(x,y) > p(x0,x) + p(z,y) > p(x0,y).

Dowodzi to otwartosci zbioru M;r. Zbiér M, jest otwarty jako przeciwobraz Mi+ przy przeksztalceniu
ciaglym 1.

O

Definicja 4 Dla i € J oraz f: M — R, mierzalnej definiujemy funkcje

{ max(f(z), f(iz)) dla z € M;"

[ (@) =< min(f(z), f(ix)) dla ze M

f(z) dla x ¢ M} UM, .
Lemat 1 Niech ¢: R — RT bedzie funkcjg wypuktq, natomiast k: R™ — R funkcjg nierosngcq. Za-
tozmy ponadto, ze i € J. Wowczas dla dowolnych funkcji mierzalnych f,g: M — R zachodzi nierow-
nosc:

//w(fl#(w)—gl#(y))k(p(x,y))u(dx)u(dy)</ / o(f(x) — g()k(p(z,y))p(dz)u(dy)
M JIM M JIM

Jesli funkcja ¢ jest scisle wypukia, natomiast k scisle malejgca oraz catki po obu stronach sqg réwne
i skoniczone, to prawie wszedzie na (M;" U M; ) x (M;¥ UM, ) zachodzi fl-#(x) = f(x) igz#(y) =g(y)
b f (@) = f(iz) i g} (y) = g(iy)-

Dowdd  Przeksztalcenie i z zatozenia zachowuje miare u, zatem zachodza réwnosci

. /M /M o () — g (9) (o, ) () u(dy) = /M /M a(, y)p(da)(dy),

gdzie
a(z,y) = o(ff (@) — gF W)k(p(z.y) + (fF (i) — g (v)k(pliz,y))
+o(fF (@) — gF (i) k(p(x, iy)) + o(fF (ix) — gF (iy) k(p(iz, iy)).
Podobnie
1 /M /M () — g()k(p(z, y)p(dr)u(dy) = /M /M b, y) ) dy),
gdzie

bx,y) = o(f(x)—gw)k(p(z,y)) + (f(ix) — g(y))k(p(iz, y))
+ o(f(x) — g(iy))k(p(z, iy)) + o(f(iz) — g(iy))k(p(iz, iy)).



Dla udowodnienia zadanej nieréwnoéci wystarczy wiec pokazaé, ze dla dowolnych z,y € M zacho-
dzi

a(z,y) < b(z,y).

Jedli z,y ¢ Mt UM, , to takze iz,iy ¢ M;" UM, i mamy fl#(t) = f(t) oraz gl#(u) =g(u), dla
t =uz,iz, u=y,iy, zatem a(x,y) = b(x,y).

JeSliz € M;" UM,y ¢ M;" UM, ,toiy ¢ M;" UM, ,zprzechodnioci ~; mamy wiec p(x,y) = p(, iy).
Przeksztalcenie i jest p-izometria i inwolucja, wiec p(z,y) = p(iz,iy) oraz p(z,iy) = p(iz,y). Razem
daje to réwnosé

plz,y) = pliz,iy) = p(z,iy) = p(iz,y),
skad wobec gl#(u) = ¢g(u) dla u = y, iy, mamy ponownie a(x,y) = b(x,y).
Analogicznie a(z,y) = b(z,y) dla x ¢ Mt UM, y € M;" UM, .
Pozostaje rozpatrzy¢ przypadek x,y € M;r U M, . Poniewaz
a(z,y) = a(iz,y) = a(x,iy) = a(iz,iy),
b(xz,y) = bliz,y) = b(x,iy) = b(ix, iy),

bez straty ogélnoéci mozemy przyjac x,y € M;r. Nalezy wiec wykazaé, ze:

Klp(e,y) (e(f (1) = 9(w)) + oS i) — (i) — e (S (@) = g () = e(f (i) =g ) =
k(p(a,iy)) (o (f7 i) = o (1) + o(fF (@) = o (1)) = ([ (iz) — 9(v)) — o(f (z) — g(in))).
Z przechodniosci ~; mamy p(z,y) < p(z,iy), wiec k(p(z,y)) > k(p(x,iy)). Ponadto wyrazenie w na-
wiasie po lewej stronie nieréwnosci jest nieujemne. Aby to wykazaé, wprowadzmy nastepujace ozna-
czenia:

a = f(x)—g(y),
b = f(iz) - g(iy),
= fF@) -gf ),
v = fF(ix) — g7 (iy).

Mamy a + b = a¥ + b oraz |a — b| > |a™ — b7, gdyz:

|f(z) = fliz) — (9(z) — g(iy))| =

1f (@) = f(iz)] — |g9(x) — g(iy)|| =

= |(FF(z) = f*(ix)) — (g% (x) — g% (iy))| =
= \a# — b#|.

|a — 0]

v

7 wypuklosci funkcji ¢ mamy wiec: ¢(a) + o(b) > @(a™) + p(b*). Wyrazenie w nawiasie po prawej
stronie nieréwnosci (1) jest rowne wyrazeniu po lewej stronie, gdy liczby f(z) — f(ix) oraz g(y) — g(iy)
sa przeciwnego znaku, w przeciwnym przypadku oba te wyrazenia sa réwne 0. Dowodzi to nieréwnosci
(1) i tym samym pierwszej czesci lematu.

Pozostaje rozpatrzyé¢ przypadek réwnosci, przy zatozeniu Scistej wypuklosci ¢ i monotonicznosci
k. Woéwezas dla x,y € M;" zachodzi k(p(x,y)) > k(p(x,iy)). Ponadto przy wprowadzonych uprzed-
nio oznaczeniach, dla z,y € M;' takich, ze liczby f(z) — f(iz) oraz g(y) — g(iy) sa przeciwnego znaku
mamy |a — b > |a¥ — b¥ |, wiec p(a) + @(b) > p(a™) + o(b¥). Zatem jesli u(M;") > 0, to fi#(x) = f(x)
i g7 (y) = g(y) lub fl#(:r) = f(iz) i g7 (y) = g(iy) prawie wszedzie na M;" x M lub réwnowaznie

fi#(:c) = f(x) igz#(y) = g(y) lub fz#(a:) = f(iz) i gf(y) = g(iy) prawie wszedzie na (MZ»+ U Mi_)z.
Jesli u(M;") =0, to réwniez p(M; ) =0 (gdyz i zachowuje miare), zatem fi# =fi gl# =g p.w.

na M.
O



Lemat 2 Jeslii € J, oraz funkcja f jest lipschitzowska ze stala C, to fi# rowniez jest lipschitzowska
ze stalg C.

Dowéd Nalezy wykazac, ze

@) = 1F W) < O play)
dla dowolnych x,y € M. Jedlix,y ¢ Mf U M, jest to oczywiscie prawda. Jesli doktadnie jeden z punk-
téw x, y nalezy do zbioru M;r U M, , to podobnie jak w poprzednim lemacie mamy:

p(z,y) = pliz,y) = p(z,iy) = pliz,iy),

zatem teza tez zachodzi. Dla z,y € M;" wystarczy rozwazy¢ przypadek fz#(a:) = f(x), fz#(y) = f(iy).
Ale wowczas

fliz) = f(iy) < £ (@) = £ () < fl0) = F (W),
wiec teza jest prawdziwa. Gdy x,y € M;” podobnie. Jesli np. z € M;r, y e M, to

p(x,iy) = pliz,y) < p(z,y) = pliz,iy),

co rowniez implikuje teze.

W dalszej czeéci potrzebny bedzie jeszcze jeden techniczny lemat:

Lemat 3 Niech f bedzie funkcjg mierzalng, i € J. Wowczas dla dowolnej liczby rzeczywistej t zbiory
{f >t} oraz {fi# >t} sq réwnej miary.

Dowéd Ustalmy t € R. Dla funkcji mierzalnej g niech

Ai(g) = {ze M UM :g(x)>tig(iz) > t},
Ax(g) = {ze M g(x) >tigliz) <t},

As3(g) = {xeM; :g(x)>tiglix) <t}

A4(g) {z e M\(M; UM;"): g(z) > t}.

Oczywiscie
4
{o>1=U A9,
j=1
przy czym powyzsza suma jest suma zbioréw roztacznych. Zauwazmy, ze wprost z definicji operacji
()7 wynikaja réwnosci

Zbior As( fl#) jest pusty, ponadto

z € As(ff) @) > ti ff (i) <t
(f(z) > ti fliz) <t) lub (f(z) < ti fliz) > 1)
x € As(f) lub iz € As(f)

z € Ao(f) lub o € i(A3(f)).

1o

Zatem, poniewaz ¢ zachowuje miare

w(As(F)) = p(Aa(f)) + p(As(f)),

co konczy dowdd lematu.



5. Funkcje radialne

Definicja 5 Funkcje f: M — R nazywamy radialna jesli dla dowolnych x,y € M zachodzi
p(wo, ) < p(zo,y) = f(y) < f(z).

Lemat 4 Funkcja radialna jest stata na sferach o $rodkach w punkcie xg, za wyjgtkiem co najwyzej
przeliczalnej liczby sfer.

Dowéd Niech f bedzie funkcja radialna. Oznaczmy A = {r € R : S(xo,r) # (}. Niech B oznacza
zbiér punktéw izolowanych zbioru A. B jest zbiorem przeliczalnym. Zdefiniujmy funkcje f*, f~: A — R.
Niech

ffr) = sup f(2),
z€S(zo,r)
fﬁ(T) - meg'l(lafo,r)f(aj)‘

Dla funkcji f*, f~ zachodzi

frr)
f(r)
W szczegdlnosdcei obie te funkcje sa nierosnace, a zatem zbiér punktéow zbioru A\ B, w ktérych jedna

z tych funkcji jest nieciggla, jest przeliczalny. Z kolei dla punktéw cigglodci f+, f~ nie nalezacych do
zbioru B mamy

> f7(r) dla dowolnego r € A oraz
> fT(ry) dla dowolnych r1,79 € A, 71 < 7o.

ff(ro) < lim f~(r) = f (ro), gdy ro jest lewostronnym punktem skupienia A,

r—r)

f~(ro) > lim fT(r) = f"(ro), gdy ro jest prawostronnym punktem skupienia A,

T‘HTO

Stad zbiér tych r € A, dla ktérych f+(r) # f~(r), jest przeliczalny.

Definicja 6 Niech rodzina S bedzie okreslona nastepujgco

S = {f: M —=R: fjest mierzalna } dla p(M) < oo,
S = {f: M =RV : fjest mierzalna i Vo p(f > t) < oo} dla (M) = oco.

Definicja 7 Dia f € S niech s;: R — R bedzie funkcjq zdefiniowang wzorem
sg(t) = u(f > 1).
Uwaga s¢(t) jest funkcja nierosnaca, prawostronnie ciggta. Ponadto lim; . s¢(t) = 0.

Definicja 8 (Symetr_yzacja radialna funkcji) Dla funkcji f € S przez f* oznaczamy dowolng funk-
cje radialng g: M — R, takq Ze
Vier sp+(t) = sf(t).

Lemat 5 Jesli dla kazdej liczby r zachodzi pu(S(xo,7)) = 0, to funkcja p, jest funkcjq ciggla.



Dow6d Niech r € RT. Mamy

> 1
B(zo,r) = | Blao,r - ol
n=1

Zatem

lim g, 1 = pr,
n—o0o n

co razem z monotonicznoscia ., daje lewostronng cigglo$é. Podobnie

B(o,) U S(xo,) = () Blao,r + %).

n=1

Stad, poniewaz miary kul w M sa skonczone oraz p(S(xo, 7)) = 0, mamy

lim fpy L=

n—oo
To implikuje prawostronng ciagtosé funkcji p,.

O

Lemat 6 Jesli dla kazdej liczby r zachodzi u(S(xo,r)) = 0, to f* istnieje dla dowolnej funkcji f € S.

Dowéd  Zdefiniujmy funkcje F: Rt — R wzorem
F(r) =1inf{t: s(t) < p,}.

Niech f*(x) = F(p(z,z0)) dla & € M. Ustalmy teraz ty € R. Rozpatrzmy ro = inf{r: u, = sf(to)}.

Jesli {r: p, = s¢(to)} = 0, to z wlasnosci Darboux funkeji p, wynika, ze i, < s¢(to) dla kazdego r.
Stad s¢(to) = p(M). Ponadto dla dowolnego x € M, wobec monotonicznosci i prawostronnej cigglosci
funkcji sp, mamy:

inf{¢: Sf(t) < Mp(ac,:t:o)} > 1o,
zatem
[(@) > to, caylisp=(to) = p(M) = s5(to)-

Jesli {r: pur = s¢(to)} # 0, to ro < oo. Niech & € B(xq,70). Wtedy pip(z.2,) < s¢(to) 1 analogicznie

jak w poprzednim przypadku f*(z) > tg. Z kolei dla x € M, takich, ze p(zg,z) > 7o, zachodzi

to € {t: sp(t) < tp(w,m0)}-

Rzeczywiscie, z definicji ro istnieja r < p(x,xq), takie, ze s(tg) = p,. Zatem z monotonicznosci p,
marny S(to) < Ho(z,20)- Stad f*(.CU) < to.
Udowodnilismy zatem, ze
B(l’o,’l’o) - {f*(ﬂj‘) > t} - B(Jlo,’l“o) U S(l‘o, 7‘0).

Poniewaz zbiér punktéw oddalonych od xy dokladnie o rg jest zerowej miary, wynika stad, rownosé
s¢«(to) = s¢(to). Funkcja F' jest funkcja malejaca, zatem funkcja f* jest radialna, co konczy dowdd
lematu.

O

Uwaga Powyzszy lemat mozna rozszerzy¢ na przypadek miar bezatomowych. W takiej ogélnosci
nie zachodzi jednak jednoznacznosé, o ktorej méwi nastepujacy lemat:

Lemat 7 Jesli dla kazdej liczby v zachodzi p(S(xo,7)) = 0, to funkcja f* jest wyznaczona jednoznacz-
nie z doktadnoscig do zbioru p-miary 0.



Dowdéd Niech f € §. Przypuéémy, ze funkcje radialne g,h spelniaja warunek

s7(t) = s¢(t) = sn(t).

Z uwagi na lemat 4 mozemy zaktadaé, ze funkcje g, h sa stale na zbiorach S(xg,r). Oznaczmy podobnie
jak w dowodzie lematu 4
A={reR: S(xo,r)#0}.

Dla r € A niech
G(r) = g(x), H(r) = h(x) dla dowolnego = € S(zg, ).

Zalozenie p(S(zg,r)) =0 implikuje, ze A nie ma punktéw izolowanych. Rzeczywiscie, gdyby r byt
punktem izolowanym zbioru A, istnialby punkt = € S(xq,r) oraz liczba e > 0, taka, ze B(x,e) C S(xq,7),
co wobec pu(B(z,¢e)) > 0 jest niemozliwe. By zakonczyé dowdd wystarczy wiec wykazaé, ze jezeli r € A
jest punktem ciagtosci funkcji g oraz h, to

G(r)=H(r).

Przypu$émy przeciwnie, ze réwnosé nie zachodzi, np. G(r) > H(r). Rozpatrzmy dwa przypadki. Jesli
r jest lewostronnym punktem skupienia A, to istnieje r1 < r, takie, ze H(ry) < G(r). Niech ¢ bedzie
dowolna liczba lezaca pomiedzy H(r1) i G(r). Mamy

sn(t) < p(B(zo, 1)) < p(B(xo, 1)) < s4(t),

przy czym ostra nier6wnosé¢ miedzy miarami kul wynika z faktu, ze pierscien B(xzg, r)\B(zo, 1) zawiera
niepusty zbiér otwarty (bo 7 jest lewostronnym punktem skupienia A). Jesli r jest prawostronnym
punktem skupienia A, istnieje 1 > r, takie, ze G(r1) > H(r). Dla ¢, lezacych pomiedzy H(r) i G(r1),
mamy

sn(t) < p(B(wo, 7)) < p(B(wo,m1)) < 54(1).

W obu przypadkach doszliémy wiec do sprzecznosci z zalozeniem.

Uwaga W dalszej czesci pracy zakladam, ze pu(S(z,r)) = 0 dla dowolnych x € M, r € R.

Lemat 8 Niech f,g: M — R oraz f: M —-R, n=0,1,...,. Je$li f, = f oraz dla dowolnej liczby
rzeczywistej t: p({fn > t}) = u({g > t}), to u({f > t}) = p({g > t}) dla kazdego t € R.
Dowdd o =

(f>ttcly Nifa>t

m=0n=m

Ciag zbioréw (2, {fn > t} jest wstepujacy. Zatem

u{f > 1)) < lim p ( e t}) < dim p({fm > 1)) = Tim u({g > 1}) = p(lg > 1))

n=m

Niech a bedzie dowolng liczba mniejsza od p({g > t}). Mamy

{g>t}=©{g>t+i}

n=1

1
{g>t+}
n

8
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jest wstepujacy, wynika stad réwnosé

p({g >t}) = lim p ({g >t 4+ ;})

a§u<{g>t+]1v}>.

poniewaz f, = f, istnieje ng, takie, ze

Zatem istnieje N, takie, ze

Vaert Lnal®) = S0 <

Zatem 1
{n > t+ 1 C{f > 1)

u({f>t}>zu<{fno>t+}v}) =u<{g>1+;f}> >

7 dowolnosci a mamy wiec

Stad

p({f >1t}) > p({g > t}),

czyli ostatecznie

p({f > t}) = u({g > t}).
]

Lemat 9 Niech k: R — R bedzie dowolng funkcjg. Jesli przestrzenn M speinia podstawowe zatoze-
nie, to catka

/ k(p(x,y))u(dy)
M

nie zalezy od x.

Dowdéd  Wiystarczy pokazaé, ze dla kazdego i € J

| Mot uutds) = [ Kotiz,)utan).

M M

Wynika to z definicji zbioru J, bowiem wykorzystujac kolejno to, ze i jest izometria, zachowuje miare
1 oraz jest inwolucja, mamy

/M k(p(z,y))u(dy) = /M k(p(iz, iy))p(dy) :/

K(p(iz, i o iy))u(dy) = / k(p(iz, y))u(dy).
M

M
O

Lemat 10 Jezeli u(M) < 0o, to dla dowolnej funkcji cigglej, ograniczonej f: M — R istnieje cigg
funkcji lipschitzowskich, f,: X — R, zbieiny do [ prawie wszedzie.



Dowé6d Dla dowolnego zbioru otwartego U C M istnieje funkcja lipschitzowska h., taka, ze

plfz € M Iy(z) # he(2)}) <e.

Aby udowodnié ten fakt rozpatrzmy funkcje
gn(z) =min(1,n - p(z,U")) n=1,2,3,...,

gdzie U’ = M\U. Funkcja g, jest lipschitzowska ze stala n. Dla z ¢ U mamy g,(z) =0 = Iy(x).
Z kolei jedli p(x, M\U) > L to g,(z) = 1 = Iy(z). Zatem

—n’

[o € M: Ty(w) # gua)} € US\U’

Ale -
Uy DU, oraz ﬂU: =U,

n+1

bo zbiér U’ jest domknigty. Zatem (poniewaz pu(M) < oo)

lim p(U%) = u(U).

n— oo n

Istnieje wiec n, takie, ze
p({z € M: Iy(x) # gnl(2)}) < p(U') — p(Us) <e.

Wynika stad, ze analogiczne funkcje istnieja takze dla zbioréw domknietych (wystarczy wziaé
1 — hl, gdzie h. jest funkcja dobrana dla dopelnienia danego zbioru domknietego) oraz dla zbioréw
bedacych suma rozlaczna zbioru otwartego i domknigtego (bierzemy sume odpowiednich funkeji dla
g1 = %5)

Korzystajac z funkcji h., skonstruujemy ciag funkcji lipschitzowskich zbieznych prawie wszedzie
do f. Zatézmy, ze f(M) C [-A, A]. Niech t,,, = —A + MT]“

n—1
fn = Ztn,k : hn,lm
k=0

gdzie hpj jest funkcja lipschitzowska rdéznigca si¢ od funkcji Iyrep )} na zbiorze miary co

n,k>s tn,k+1)
najwyzej # dla k < n. Niech

n—1
Xp={z e M: fol@) Ytk Iipetn b tnre} (@)}
k=0

Mamy p(X,) < 3. Zatem
p(lim sup(Xy)) = 0,

n—oo

czyli dla kazdego x poza zbiorem miary 0, istnieje ng, takie, ze dla kazdego n > ng

n—1

Jn(z) = Z bnk - I{fe[tn,ku tn,k+1)}($)
k=0

Wezmy dowolne x spelniajace powyzszy warunek, ng jak wyzej. Mozemy zalozyé, ze dla kazdego x
f(x) # A. Zatem
Jezeh f(l') € [tn,k’7 tn,k-i—l)v to fn($) = tmk“

10



Stad
fnl) = ()] < 22,

dla dostatecznie duzych n, czyli

lim fo(x) = f(2).

n—oo

O

Lemat 11 Jesli przestrzenn M jest lokalnie zwarta oraz spetnia podstawowe zatozenie, to dla dowolnego
podzbioru C C M zachodzi

C jest zwarty <= C jest domkniety i ograniczony.

Ponadto jesli p(M) < oo, to M jest przestrzeniq zwartq.

Dowdéd 7 podstawowego zalozenia wynika, ze dla kazdego € > 0 i dowolnego z € M kula B(x,¢)
jest izometryczna z B(xo, €) oraz pu(B(z,€)) = u(B(xo, €)). Rzeczywiscie istnieje izometryczna bijekcja,
zachowujaca miare u, taka, ze

i(z) = xo.

Stad i(B(z,¢)) = B(xo,¢). Z lokalnej zwartoéci istnieje € > 0, takie, ze kula domknieta B(zg, 2¢) jest
zwarta, zatem, podobnie jak wyzej, zwarta jest dowolna kula o promieniu 2¢. Niech C' C M bedzie
dowolnym zbiorem domknigtym i ograniczonym (w przypadku pu(M) < oo dopuszezamy tez mozliwosé
C = M). Rozpatrzmy zbiér

A= {TL e N: axl_”,xnec v1§i<j§n p(mi, xj) > 28}

Dla dowolnego n € A mamy n - u. < u(C:), gdyz kule o promieniu ¢ i érodkach w punktach z; sa
parami rozltaczne, za$ ich suma jest zawarta w zbiorze C.. Zatem, poniewaz u(C:) < oo (jako zbidr
ograniczony lub z zalozenia u(M) < oo), mamy n < u(C:)/e, czyli zbiér A jest ograniczony. Niech N
bedzie maksymalnym elementem zbioru A, za$ x; - odpowiadajacymi liczbie N punktami z definicji
tego zbioru. Zachodzi inkluzja

B(x;,2¢) D C.

-

Il
—

)

Rzeczywiscie, dowolny punkt zbioru C, nie nalezacy do zadnej z kul B(w;,2¢), bylby oddalony od
punktow x; o ponad 2e¢, wbrew definicji liczby N. Zatem C jest zbiorem zwartym, jako domkniety
podzbiér zbioru zwartego.

O

Twierdzenie 1 Przypusémy, ze przestrzern M jest lokalnie zwarta, ¢: R — RT jest wypukla, nato-
miast k: RT — R™ niemalejgca oraz spelnione jest podstawowe zatozenie. Niech funkcje f,g € S
beda funkcjami ograniczonymi, spelniajgcymi dla p(M) = oo dodatkowy warunek

f(z) =g(x) =0 dlax ¢ B(xg, R).

Wowczas zachodzi nieréwnodé

/ / o (@) — 9" () k(p(, ) ulder) pu(dly) < / / o(F(@) — g(u)k(p(z, ) de)u(dy).  (2)
MIM MIM

11



Dowéd Mozna zalozyé, ze funkcja k spelnia warunek
HTZO k’(t) =0dlat>T.

Rzeczywiscie, jesli nieréwnosé z tezy zachodzi dla funkcji o tej wlasnoéci, to zachodzi dla dowolnej
funkcji k, spelniajacej zalozenia twierdzenia, gdyz k jest granicg rosnacego ciagu

kn - k . I[O,n]'

W szczegoblnosei dla funkcji k, znikajacych dla duzych argumentéw, mamy

/ E(p(z,xo))p(dx) < oo
M

zadang nieréwno$é¢ udowodnimy najpierw przy dodatkowym zalozeniu, ze f,g sa lipschitzowskie
ze statg C.
Jedli (M) < oo, niech

A= { (h,1) € Lip(C) x Lip(C): s, = Sf, sl = s, }
St S p(0(@) = Uy))E(p(z, y))ldz)u(dy) < o Jpq —9W)k(p(x, y))pudz)p(dy) |-

W przypadku (M) = oo, niech

A= { (h,1) E Lip(C) x Lip(C): sp, = sf, 81 = 54, f(x) = g(x) =0dlax ¢ B(xo, R) }
S T o) = LWy k(o y))ulda) pwldy) < [pq g o(f(x) = g)k(p(z, y))p(da) p(dy)

Zbiér A ma nastepujace wlasnoéci:

1. Jedli (h,1) € Aoraz i€ J, to (h¥,17) € A.

[
Zadana w deﬁn1031 zbioru A nier6wno$é jest spelniona na mocy lematu 1. O lipschitzowsko-
$ci funkcji hl , ll# moéwi lemat 2. Réwnosé rozktadéw wynika z lematu 3. Konczy to dowdd
w przypadku ,u(M) < 0. Aby zakonczyé¢ dowdéd w przypadku p(M) = oo, pozostaje wykazad,
ze funkcje hl#, ll zeruja sie poza kula B(zg, R). Wynika to wprost z definicji operacji ()217é Przy-

puéémy bowiem, ze x ¢ B(xg, R). Wéwezas h(z) = 0. Jedli x € M.', to i(x) ¢ B(zo, R). Zatem
h(i(z)) = 0. Stad h#(:ﬂ) =0. Jesli x € M, to

hY (x) = min(h(z), h(i(x))) = 0,

gdyz funkcja h przyjmuje tylko wartosci nieujemne. Jesli nie zachodzi zaden z powyzszych przy-
padkéw, to hfﬁ(x) = 0 z definicji operacji ()Z#

2. A jest zamkniety ze wzgledu na zbieznosé jednostajna, tzn. jesli (hp,l,) € A, n=1,2,... oraz
hn = h, 1, =1, to (h,1) € A.

Jednostajna granica ciagu funkcji lipschitzowskich ze stala C' jest takze funkcja lipschitzowska
ze stala C'. Rownosé rozkladéw wynika z lematu 8. Zerowanie si¢ funkcji poza kula B(zg, R)
rowniez zachowuje sie w granicy. Aby zakonczyé dowdd tego punktu nalezy wiec wykazaé, ze
jesli hy, = h, I, = 1, to

/ / o (h(x) — L)k (p(e, y)) () p(dy) < / / P(F(x) — g(0))k(p(a, 1) p(da )l dy).
MIM MIM

Aby udowodni¢ zadana nieréwnoé¢, wystarczy pokazaé, ze

[ [ eth@ =twkotappudnudy = i [ oo -tk ),

12



Oznaczmy przez B zbiér B(zg, R), w przypadku pu(M) = oo. Dla pu(M) < oo niech B = M.

Zachodzi réwnosé

/ / () — () k(p(e, y))u(da)u(dy) = / / () — () k(pl, ) a(da)p(dy)
MJIM BJB
T /B /M\Bso(—zn(y))k(p(x,y))u(daz)u(dy)

B

+ /M\B / o (ha ())k(pl, ) () dy)
+ /M\B /M\B (O)k(p(z, y))(dr)u(dy)

oraz analogiczna réwnoéé¢ dla funkcji granicznych. Zbieznosé catek mozna wiec udowodnié, po-
kazujac zbieznosé poszczegdlnych sktadnikéw.

Funkcja ¢ jest ograniczona na przedziale [—||f|| — |lgll, [| f1| + lg]]] (przyjmijmy, ze p(t) < M dla
t z tego przedzialu). Mamy wiec

P(hn(x) = la(y)k(p(z,y)) < ME(p(z,y))-

Poniewaz na mocy lematu 9
[ Mkptautde)ntdy) < uB) M- [ kol zoutds) < oo
BJM\B M

oraz oczywiscie
| [ Mkt pntaontay) < .

z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoéci zmajoryzowanej wynika zbieznos¢ dwéch pierwszych sktad-
nikéw. Trzeci sktadnik, poprzez twierdzenie Fubiniego, sprowadza sie do sytuacji analogicznej
jak drugi. Poniewaz ostatni sktadnik jest staty, taki sam dla funkcji h,, I, jak dla h, [, dowodzi
to 3, koniczac tym samym dowdd wilasnosci 2.

3. A jest zwarty w metryce zbieznosci jednostajnej, tzn. dla dowolnego ciagu (hy, 1) € A istnieje
podciag (hn, ,ln, ) oraz funkcje h, I, takie, ze (h,l) € A, hyp, =2 h, I, = L.

Z uwagi na poprzedni punkt wystarczy udowodnié, ze z kazdego ciagu (hy,l,) mozna wybraé
podciag (hn,,ln, ), taki ze ciagi hn, , ln, sa jednostajnie zbiezne. Wynika to bezposrednio z twier-
dzenia Arzeli — Ascoliego dla zbioru zwartego (zob. np. [4], str. 304-311)

Jesli X jest zwartg przestrzenig metryczng, natomiast F jednakowo ciggle rodzing odwzorowarn
okreslonych na X, o wartosciach rzeczywistych, spelniajgcg

Veex {f(z): f € F} jest ograniczony,

to z kazdego ciggu funkcji z F' mozna wybraé podciqgg jednostajnie zbiezny na X.

Zalozenia twierdzenia sg w tym przypadku spelnione, gdyz funkcje hy,, I, maja wspolna stata
Lipschitza oraz sa wspdlnie ograniczone (gdyz maja ten sam rozklad, co odpowiednio f i g).

Rozpatrzmy funkcje w: M — R, zdefiniowana wzorem
w(zr) = e_p(x’xo)IB(xo,R) (z)

oraz funkcje k: RT™ — R, okreslong réwnaniem

k(t) =e mt,

13



Funkcja k jest $cisle malejaca. Ponadto [, k(p(zo,z))p(dz) < co. Dla pu(M) < 0o nieréwnosé ta jest
oczywista, dla u(M) = oo, niech k,, bedzie ciagiem, takim, ze g, = n (istnieje na podstawie lematu 5).
Wéwcezas

oo

/ F(p(xo, 2))u(dz) = F(p(xo, 2))pu(dz)
M

n=0 /fB(xo,kn+1)\B(xO,kn)

< ie_”knukn <Ze (n+1) < o0,
n=0

zatem nieréwnos¢ zachodzi takze w tym przypadku.
Niech Z bedzie funkcjonatem, zdefiniowanym na A, poprzez wzér

0= [ / (@) = ) P (ol ) p(da)tdn) + [ [ (la) =100 2Rt )t

7 jest funkcja ciagla w metryce zbieznoéci jednostajnej. Wynika to z ciggloéci poszczegdlnych
sktadnikéw, ktora dowodzi sie analogicznie, jak przejécie graniczne w punkcie 2 (podstawiajac ¢(t) = t2
oraz zastepujac funkcje k przez k).

Zatem, ze zwartodci A, istnieja funkcje h, [, takie, ze (h,l) € A oraz Z(h,l) przyjmuje wartosé
i l#) € A. Funkcja w jest radialna, wigc w) = w

[

najmniejsza na A. Ale dla kazdego i € J zachodzi (
dla kazdego ¢ € J. Zatem z lematu 1 mamy

/ / (w(z) — h(y))*K(pla, v))u(de)u(dy) = / / (wiz) — b (9)) %R (ol ) ()l dy).
MIM
/M /M<w<:c>—1<y>>2k<p<m,y))u(da:wy) - / / £) — 1 ()2 R(p(z, ) () ().

Poniewaz powyzsze calki sa skonczone, z drugiej czeéci lematu 1 wynika, ze prawie wszedzie na
(M UM ) x (M*UM;.) zachodzi

(h¥ () = h(@) i w] (y) = w(y)) b (A} () = h(iz) i w] (y) = w(iy)). (4)

Dla 4, takich, ze i(z¢) = zo mamy p(x, x) = p(iz,izg), wiec M;" = M; = (). Zatem hfﬁ = h, ll# =1
Jeslii(xg) # g, to xp € M;r. Niech r = p(z, izg). Dla pewnego otoczenia otwartego U 3 xp mamy
U C B(xo, R) N M;". Dla x € U zachodzi

w (&) = max(w(z), w(iz)) = max(e /O™ I p(@), e PO Iy (ix)) = e P £ w(ia).

Poniewaz p(U) > 0, musi zachodzié
h¥ =hp. w

Gdyby bowiem bylo inaczej, tzn. zbiér V = {z € M: hfé (z) # h(z)} € M;" UM, mial miare dodat-
nia, to zbidér V. x U C (MZ»+ U MZ»_)27 na ktérym nie zachodzi alternatywa 4 réwniez bytby dodatniej
miary, co jest niemozliwe.

Zatem dla kazdego ¢ € J mamy h;# = h p.w. Analogicznie li# =lpw.dlai € J. Ale funkcje h, h?,
1,17

wynika stad, ze

sa lipschitzowskie, a wiec ciagle. Poniewaz miara niepustych zbioréw otwartych jest dodatnia,

{w: W (2) # h(@)} = {a: f (2) £ U2)} = 0.

Zatem

5

; =h oraz l;#:l.

Stad jednak wynika, ze funkcje h i [ sa radialne. Rzeczywiscie, rozwazmy dowolne z,y € M,
p(x,x0) < py,xo). Z podstawowego zalozenia istnieje i € J, takie, ze

i(y) = .
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Zatem
ye M.,

czyli
h(y) = hf (y) = min(h(y), hi(y))) < hli(y)) = h()
oraz analogicznie [(y) < [(x).
Zatem h = h*, [ = [*. Funkcje h i | speliajg nieréwnos¢ 2 z definicji zbioru A. Konczy to dowdd
dla przypadku funkcji lipschitzowskich.

Aby rozszerzy¢ teze na dowolne funkcje spetniajace zalozenia zadania, mozna przyblizaé je funkcjami
lipschitzowskimi, zgodnie z lematem 10. Nalezy jednak wiedzie¢ czy oraz w jaki sposéb zbieznoéé ciggu
funkcji f,, przeklada sie na zbieznosé¢ ciagu funkcji f;;. Méwia o tym ponizsze lematy.

Lemat 12 Jesli f,g € S oraz f > g p.w., to f* > g* p.w.

Dowdéd 7 lematu 7 i konstrukeji podanej w lemacie 6 nastepujace rownosci zachodza prawie wszedzie

na M
fH (@) =inf{t: s5(t) < pp(ag,a)}

g"(x) =1inf{t: s4(t) < o(zo,2) }-
Ale
sp(t) = p({f > t}) > p({g > t}) = s4(t)
Stad

[H(x) = g*(z) p-w.
O

Lemat 13 Jesli f, f, € S dlan =0,1,..., oraz sy, (t) — s¢(t) dlat € A, gdzie A jest gestym podzbio-
rem prostej rzeczywistej, to

fo— f* pw. na M.

Dowdd Rozpatrzmy dowolny punkt z € M, dla ktérego zachodza réwnosci

f*(CU) = inf{t: Sf(t) < Mp(mo,m)}

oraz
fn(z) = inf{t: Sfn (t) < Np(:ro,z)}

dla wszystkich n.
Niech f*(x) = to, p(x,29) =7, € > 0. Niech 0 < €1 < ¢ spelnia lim,, .« s¢, (to — €1) = sf(to — €1).
Mamy sf(tg —e1) > pp. Stad dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé:

an (to - 5l) > M,

czyli
f;(l‘) >tg—e1 >1tyg—e. (5)

Zalézmy teraz, ze s¢(to + €) < p, dla kazdego € > 0. Dla dowolnego ¢, istnieje 0 < €1 < ¢, takie, ze
lim St (t() + 61) = Sf(to + 51).
n—oo

Stad dla duzych n
Sfn (to + 61) < M.
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Zatem dla duzych n
f:;(.%) <to+ter <tg+e. (6)

Z (5) 1 (6) wynika f}(x) — f*(x). Wystarczy zatem pokazaé, ze poczynione zalozenie jest spelnione
prawie wszedzie na M. Oznaczmy przez A zbidr tych punktéw = € M, dla ktérych zalozenie to jest
fatszywe, tzn.

A= {(IZ € M: Ela>0vs€(0,a)sf(f* (LL’) + E) = Mp(z,xo)}'

Niech

B ={r: S(zo,r) N A # 0}.
Mamy A C {J,c5 S(®o,7). Wystarczy zatem pokazaé, ze zbiér B jest przeliczalny, gdyz wéwczas A
ma miare zero, jako podzbiér sumy zbioréw o mierze zero. Zauwazmy, ze dla r € B zbior 3;1(/”)
zawiera odcinek otwarty. Ponadto dla r1,ry € B, r1 # ro zachodzi p,, # pr, (gdyz miary otwartych,
niepustych podzbioréw M sa dodatnie). Zatem zbiory s}l(um), s}l(um) sg rozlaczne, a wiec zbiér B
rzeczywidcie jest przeliczalny.

O

Wynikaja stad w szczegdlnoéci nastepujace lematy
Lemat 14 Jesli u(M) < oo oraz f, — f slabo, to f — f* p.w.

Lemat 15 Jesli f, f, € S oraz f, — f rosngco, to f: — f* rosngco p.w.

Dowéd -
(>t =tk >t

n=0
Ponadto {f, >t} C {fny1 >t} dla kazdego n. Zatem s¢(t) = lim, . Sy, (t). Teza wynika z poprzed-
nich lematéw.

O

Udowodnione lematy pozwalaja zakonczyé dowdd twierdzenia 1, poprzez stopniowe rozszerza-
nie tezy, najpierw na funkcje ciagle, nastepnie na dowolne, spelniajace zalozenia twierdzenia. Niech
f, g9 € S beda funkcjami ciagltymi, spelniajacymi zalozenia twierdzenia. Istnieja ciagi f,, g, funkcji lip-
schitzowskich o wspdlnie ograniczonych noénikach, wspdlnie ograniczonych, zbiezne prawie wszedzie
odpowiednio do f i g. Dla udowodnienia tego faktu rozpatrzmy dwa przypadki:

1. p(M) < o0

Na podstawie lematu 10 istnieje ciag h,, funkcji lipschitzowskich zbiezny do f prawie wszedzie.
Niech M = ||f|| (M jest dobrze okreslone, gdyz z lematu 11 M jest zbiorem zwartym). Niech
Ap ={z e M: |hp(z)| < M + 1}, B,, = {z € M: |hy(z)| > M + 2}. Zbiory te sa domkniete, wigc
zwarte.

Oznaczmy przez d, liczbe min{p(z,y): x € A,y € B,}. Mamy d,, # 0, gdyz zbiory A,, B,
sa rozlaczne dla dowolnego n. Niech G,: R — [0,1] bedzie funkcja lipschitzowska, taka, ze
G, (0) =1 oraz Gy (t) = 0 dla t > d,,. Zdefiniujmy funkcje f,, wzorem

fa(@) = ho(z) - Gu(p(z, An)).

fn sa funkcjami lipschitzowskimi, jako iloczyny funkcji lipschitzowskich ograniczonych. Ponadto
| fnll < M +2 dla dowolnego n, czyli f, sa wspélnie ograniczone. Co wiecej dla dowolnego
x € M, takiego, ze hp(x) — f(xz) mamy h,(x) < M +1 dla duzych n, co implikuje x € A,,
czyli fn(x) = hy(x). Zatem f, — f p.w. Sytuacja w przypadku funkcji g jest analogiczna.
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2. p(M) =00

Zgodnie z zalozeniem twierdzenia funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne oraz zeruje sie poza
kulg B(zg, R). Z lematu 10 istnieje ciag funkcji lipschitzowskich h,: B(xg,3R) — R, zbieiny
do f p.w. na B(zg,3R). Mozemy zalozy¢, ze funkcje te sa wspoélnie ograniczone, gdyz w prze-
ciwnym przypadku mozna je zmodyfikowaé jak w poprzednim punkcie (istotna tu jest jedynie
zwarto$é kuli B(zo, 3R), wynikajaca z lematu 11). Niech H: R — [0, 1] bedzie dowolna funkcja
lipschitzowska, taka, ze H(t) =1 dla t < R oraz H(t) = 0 dla t > 2R. Funkcje hl,, zdefiniowane
wzorem

W () = { hn(z) - H(p(zo,z)) dla x € B(zo,3R)
n 0 dla x ¢ B(zo,3R)
sq lipschitzowskie, ponadto hl,(x) = h,(z) dla € B(zg, R) oraz |h],(z)| < |h,(z)| dla
x € B(xo,3R). Wynika stad, ze hl, — f p.w. na M oraz funkcje hl, sa wspélnie ograniczone.
Przyjmujac f,(x) = |hl,(x)|, dostajemy ciag funkcji lipschitzowskich, nalezacych do klasy S,
o wspOlnie ograniczonym no$niku, wspélnie ograniczonych, zbiezny do f p.w. Analogiczny ciag
gn, istnieje dla funkcji g.

Dla p(M) < oo z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej mamy

[ [ et —gwkiota sy = tim [ [ (fu@) -0 w)k(ole puldnnia) ()
M JIM
[ [ elr @ =g koteptanntan) = tim [ [ o5 = i)kt o)t
MIM

(8)

Fakt ten zachodzi takze dla (M) = oo, jednak dowdd jest nieco bardziej techniczny. Niech B C M

bedzie dowolng kula o $rodku w z¢, zawierajaca nosniki funkcji f, g, fn, gn. Wowczas zawiera ona
takze nosniki funkcji f*, ¢*, f, g;. Ponadto

/ / o () — g(y)k(p(, y))u(dau(dy) = / / o (@) — g k(p(z, y))u(da)u(dy)
MIM B
4 /B /M\Bsa(f(x))k(p(x,y))u(daz)u(dy)

- /M\B/ e(—g(W)k(p(z,y))u(dx)u(dy)

+ /M\B /M\B (O)k(p(z, y) () (dy)

oraz

/ / (@) — gn(®))E(p(z, ) (dz) p(dy) = / () — gn (W) E(p(z, ) )l de) u(dly)
M JIM

/.
/ o ful@)E(p(, ) ) u(dly)
M

Sy}

+
S

=
8]

+ /M\B /B (= gn () k(p(z, ) pu(der) ()

; /M\B /M\B P (0)k(p(a, y))(d)u(dy).

Wystarczy zatem wykazaé¢ zbieznosé poszczegblnych skiadnikéw. Zbieznosé ta jednak zachodzi
z twierdzenia Lebesgue’a, gdyz zgodnie z nie zmniejszajacym ogdlnosci zalozeniem zatozeniem, poczy-
nionym na poczatku dowodu catka fM kE(p(z,y))p(dx) jest skonczona. Sytuacja dla funkeji f*, g* jest
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analogiczna. Zatem réwniez w tym przypadku zachodza réwnosci (7) i (8). Poniewaz nieréwnosé dana
w tezie zachodzi dla funkcji lipschitzowskich, konczy to dowdd twierdzenia dla funkcji ciaglych. Aby
rozszerzy¢ teze na dowolne funkcje spelniajace zalozenia twierdzenia, nalezy skorzystaé¢ z zalozenia
o lokalnej zwartosci przestrzeni M oraz nastepujacego znanego faktu (zob. [6], str. 62-65):

Jesli p jest miarg borelowskq na lokalnie zwartej , o-zwartej przestrzeni metrycznej M, zas f: M — R
funkcjqg ograniczong, znikajecg poza zbiorem skonczonej miary, to istnieje cigg fn funkcji cigglych,
wspdlnie ograniczonych, zbiezny do f p.w. na M.

Dowolna funkcje spelniajaca zatozenia twierdzenia mozna zatem przyblizaé¢ ciagiem funkcji cig-
glych wspdlnie ograniczonych, o wspélnie ograniczonych nosnikach (aby byl spelniony ten warunek
mozna zmodyfikowaé cigg dany w powyzszym fakcie podobnie jak powyzej w przypadku funkcji lip-
schitzowskich dla (M) < o). Dalszy ciag dowodu przebiega juz analogicznie jak w przypadku funkcji
cigglych.

O

Uwaga Podstawowe zalozenie mozna ostabié, zakladajac, ze dla dowolnych x,y € M, spelniajacych
p(xo,x) < p(xo,y) istnieje ciag i1,...,i, € J, taki, ze

in...i1(y) ==

oraz ciag (p(xo, ik - .- 11(y))j_o jest Scidle malejacy. Twierdzenie 1 pozostaje wowczas prawdziwe.

6. Dalsze wlasnos$ci i zastosowania

Twierdzenie 2 Jesli M spelnia podstawowe zalozZenie, f € S, lipschitzowska ze stalg C, to ist-
nieje f*, rowniez lipschitzowska ze stalg C.

Dowéd Dla pu(M) < oo lub funkeji o no$niku ograniczonym teza wynika z dowodu twierdzenia 1 dla
funkcji lipschitzowskich, gdzie gtéwna nieréwnos¢ zostala wykazana witaénie poprzez skonstruowanie
zadanej funkcji. W przypadku miar nieskonczonych pomocny bedzie nastepujacy lemat

Lemat 16 Jesli p(M) = oo oraz f € S jest funkcjq lipschitzowskq, to

lim  f(xz)=0.

p(z,20)—00
Dowéd  Przypu$émy przeciwnie, ze istnieje ciag (z,) punktéw przestrzeni M oraz e > 0 takie, ze

lim p(x,x9) = 0o oraz Vuen f(x,) > €.

n—oo

Z lipschitzowskosci funkcji f istnieje r > 0 takie, ze f(x) > § dla wszystkich = € B(z,,r). Istnieje ciag
(kn) liczb naturalnych, taki, ze
B(zy,,r) N B(wy,r) =0

dla i # j. Zatem, poniewaz u(B(zg,,7)) = iy dla dowolnego n (zostalo to wykazane w dowodzie
lematu 11), mamy

s (5) =0 (1> 5)) 2 SnBner) = S =,

co nie jest prawda dla f € S.
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Wracajac do dowodu twierdzenia 2, rozwazmy ciag funkcji

1
)——, n=12,...
n

fn(@) = max(f(z),

3=

Z udowodnionego lematu wynika, ze sa to funkcje o nosniku ograniczonym. Ponadto funkcje f, sa
lipschitzowskie ze stata C. Oczywiscie funkcje te przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Z udowodnione;j
juz czesci twierdzenia 2 wynika, ze istnieja f; lipschitzowskie ze stata C. Poniewaz funkcje f, zbiegaja
rosngco do funkcji f, z lematu 15 mamy

fr=lim fo pw.

Zatem istnieje funkcja f* lipschitzowska ze stata C.

Twierdzenie 3 (Nier6wnos¢ izoperymetryczna w R" i S” (twierdzenie Levy’ego))

Zatoimy, ze M =R" lub M =S5", A C M, u(A) < oo oraz u(A) = u(B(xg,1)). Wowczas
1(Ae) = p(B(xo,7)e)-
Dowdéd Rozwazmy funkcje f: M — R
/() = max(z - p(A,2),0)
Funkcja f jest lipschitzowska ze stalg 1. Zatem f* tez jest lipschitzowska ze stalg 1. Mamy
pn({f* > 0}) = pu({f > 0}) = u(4e).
Zatem, aby wykazaé teze, wystarczy udowodnié, ze B(xo,7): C {f* > 0}. Ale
{f* >0} 2{f* >¢}e 2 B(zo,7)e.

Pierwsza inkluzja wynika z lipschitzowskosci f*. Rzeczywiscie, jesli p(x, { f* > €}) < e to istnieje punkt
y € {f* > e}, taki, ze p(x,y) < . Zatem

() > f*(y) —1-plz,y) > —e=0.

Druga inkluzja wynika z faktu, ze {f* > €} jest kula o §rodku z¢ i promieniu nie mniejszym niz r, zas
operacja (-) — (+)¢ jest monotoniczna ze wzgledu na inkluzje.

O

Twierdzenie 4 (Nieréwnos¢ izodiametryczna w R™) Sposrdd wszystkich mierzalnych podzbioréw
R"™ o zadanej skonczonej Srednicy, najwiekszq objetosé ma kula.

Dowdd  Przypusémy whrew tezie, ze istnieje zbior A C R™, o zadanej $rednicy d = 2 - r, taki, ze
w(A) > p, (tutaj p oznacza n-wymiarowa miare Lebesgue’a). Niech R > r bedzie taka liczba, ze
R = p(A). Podstawmy w nieréwnosci z twierdzenia 1, o(t) =%, f = g = I, k = Ijg 9. Otrzymu-
jemy

|| @i wr-2r @ ee-yisdy < [ [ (1@ o =2 @gw)k(la—yl)dady.
©)
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L[ sk yiydedy = [ gae [ ki

/ £ (22K (| — yl|)dxdy = / Fa@)2dz- | k(lyl)dy
n JRn Rn Rn

Stad, wobec [, f( r)%dr = Jn [* r)%dx, mamy

L[ 5 @ihtle = yidsay = [ [ p2k(le = yl)dady
|| s @sla = sldudy = [ [ ga@i(le - yl)dady.

Zatem nieréwnos¢ 9 przyjmuje postaé

[ [ s@awitle sy < [ [ @ikl — vihdods,

[ [ i@ nwkle—odsdy = [ [ i) 1a)k(le - yl)dody
- / n / Ia(e) - Laly)dudy = p(4)°.

To jest jednak niemozliwe, bo noénik I’} jest kulg o promieniu R, zatem zawiera dwa zbiory otwarte,
oddalone od siebie o wiecej niz 2r. Mamy wiec

(@) - Ti(y) - k(llz = yll) < Ti(z) - Ti(y),

przy czym nier6wnosé jest ostra na zbiorze miary dodatniej. Stad

[ [ 5@ 13w kele)dsdy < [ [ 1) Iiw)dsdy = n(a)®

oraz
i analogicznie

czyli

O

Twierdzenie 5 Jesli M spelnia podstawowe zatozenie, to dla dowolnych funkcji nieujemnych f1,..., fn € S

zachodzi nierownosé
/ fi@ (dz) / Fi(@) .. fal@)u(de).

Dowéd W dowodzie pomocny bedzie nastepujacy fakt:
Dla dowolnej funkcji nieujemnej f € S oraz zbioru miary skoniczonej A, zachodzi

(f-14)" < f*- T p.w.

Rzeczywiscie, poniewaz f > f - I4, mamy f* > (fI4)*. Jesli przez B oznaczymy kule o srodku z,
taka, ze pu(B) = pu(A), to zaréwno (fIa)*, jak i f*I’ znikaja prawie wszedzie poza kula B. Natomiast
na tej kuli (fIa)* < f* = f*I3}.

Wiasciwa czes¢ dowodu poprowadzona zostanie indukcyjnie. Dla n =1 teza jest oczywista. Za-
t6zmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby n. Wykazemy, ze nieréwnosé jest prawdziwa, gdy fn+1 jest
postaci

m
for1 =Y arla,, ap >0,
k=1
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gdzie zbiory Ay sa rozlaczne oraz ciag ay jest SciSle malejacy (nie zmniejsza to ogdlnosci, bo kazda
funkcje prosta mozna reprezentowaé w ten sposéb). Poniewaz f,,+1 € S, zbiory Ay sa skoficzonej miary.
Co wigcej standardowe monotoniczne przyblizanie funkeji nieujemnej funkcjami prostymi dla funkcji
z S, daje przyblizenie funkcjami z S. Zatem z tego szczegolnego przypadku wynika ogdlna nieréwnosé,
czyli krok indukcyjny.

Niech By = A1 U As ... U A;. Zachodzi tozsamosé Abela:

fo+1 = (a1 —a2)Ip, + (a2 —a3)Ip, + ...+ (am—1 — am)IB,, , +amlp,,
Zatem
/M fioo forp(dz) = » fi-- fu((a1 —a2)Ip, + (a2 — a3)Ip, + ... + anlp,, )p(dx)
= (al - GQ)/ fl <o fn—l(ntBl)/j’(dx) +...t am/ fl ce fn—l(ntBm)M(dx)
M M
< (a1 —an) / Fi o (s ) p(de) + o+ / Fr o fo(fulp, ) u(de)
M M
< @-a) [ fef BT e [ F T, )
M M
_ /M fro filaady, +as(Ihy — Tp) + -+ am(Iy, — I ))u(dz)
— [ fr )
M

Pierwsza nier6wno$¢ wynika z zalozenia indukcyjnego, druga ze spostrzezenia z poczatku dowodu.

0
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