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Zadanie 1.

Dla p = 0 teza jest trywialna, wiec zalézmy p > 1. Pokazemy, ze dla ¢ = wcol,_; (C) teza
zadania zachodzi. Wezmy dowolny graf G € C i niech 0 € V(G) — {1,2,...,|V(G)|}
bedzie takim liniowym porzadkiem na wierzcholtkach G, ze wcol,_1 (G,0) = c. Niech D =
(V(G),{(vi,vj) : v; € WReach,_; (v;,0)}). Oczywiscie graf D jest grafem skierowanym na
wierzchotkach grafu G — zeby skonczy¢ zadanie wystarczy pokazaé, ze ma obie pozadane
wlasnosci.

Po pierwsze, z definicji grafu D wynika, ze z danego wierzchotka v € V(D) wychodza
skierowane krawedzie do i tylko do wierzchotkéw nalezacych do zbioru WReach,_; (v, o).
Zbidér ten ma moc < ¢, wiec oczywiscie stopien wyjsciowy v jest nie wiekszy niz c.

Po drugie, wezmy dowolne A C V(G) takie, ze |A| < p oraz G[A] jest spojny. Niech
a € A bedzie najmniejszym, wzgledem porzadku o, wierzchotkiem z A. Poniewaz A jest
spojny, to dla dowolnego b € A\ {a} mamy Sciezke z b do a wykorzystujaca tylko wierz-
chotki z A. Oczywiscie, najkrotsza Sciezka z b do a wykorzystujaca tylko wierzchotki z A
nie powtarza zadnego wierzchotka z A, wiec ma dtugo$¢ nie wieksza niz p— 1. Korzystajac
z tej obserwacji oraz z faktu, ze Vyeab >, a, mamy a € WReach,_; (b,0). To daje nam,
ze w grafie D mamy dla kazdego b € A\ {a} krawedz (b,a). To dowodzi, ze graf D ma

obie wlasnosci, czyli konezy (konstruktywny) dowod zadania 1.



Zadanie 2.

Ustalmy C i d € N tak jak w tresci zadania. Udowodnimy, ze istnieje szukany schemat
etykietowania w odleglosci d, omawiajac dzialanie algorytmow kodowania i dekodowania.
WeZzmy dowolny graf G € C. Na mocy zadania 4. z ¢wiczen 5. wiemy, ze istnieje liniowy
algorytm obliczajacy liniowy porzadek o na wierzchotkach G, taki, ze wcoly(G,0) < ¢,
gdzie ¢ = ¢(C, d).

Zaczniemy od omowienia algorytmu kodowania, ktory zwroci etykietowanie wierzchot-
kow G dlugosci O(logn). Algorytm ten zaczyna od odliczenia wspomnianym juz algoryt-
mem porzadku liniowego o (czas liniowy). Nastepnie dla kazdego wierzchotka v € V(G)
oblicza jego zbior WReachy(v, o), ktory jest mocy nie wiekszej niz ¢ (moze by¢ naiwnie
zaimplementowane w czasie szeSciennym). W kolejnym kroku dla kazdego wierzchotka
v i kazdego wierzchotka u € WReach, (v, o) oblicza dlugosé najkrotszej sciezki bedacej
swiadkiem, ze u € WReach, (v, o) (naiwnie zaimplementowany czas kwadratowy (BFS dla
kazdej z cn par)) — zauwazmy, ze podobnie jak w zadaniu 1. te dlugosci sa mniejsze niz n.
Po tych obliczeniach algorytm moze juz wyprodukowaé etykietke dla danego wierzchotka
v — sktada sie ona z binarnego zapisu o (v), nastepnie znaku #, a potem | WReachy (v, 0)|
par oddzielonych znakami # — dla kazdego u € WReach, (v, 0) zapisujemy o(u), znak
# 1 dlugosé najkrotszej $ciezki od v do u $wiadczacej o tym, ze u € WReachy (v, 0).
W tredci zadania oczekiwalidmy, ze etykieta bedzie sktada¢ sie tylko ze znakow 0 i 1,
natomiast w tym algorytmie uzywamy takze znaku # — mozna tatwo to naprawi¢ po-
prawiajac wygenerowane etykiety przyktadajac do nich funkcje, ktéra zamienia kolejne
litery — 0 — 00,1 — 11,# +— 10. Dostajemy w ten sposob etykietowania nie dluzsze
niz 2([logn] + 1+ ¢([logn] + 1+ [logn] + 1)) = O(logn). Poniewaz, jak juz zauwazyli-
Smy, dziata on w czasie wielomianowym i zwraca etykiety odpowiedniej dtugosci, to jest
poprawnym algorytmem kodowania.

Omowimy teraz algorytm dekodowania i wykazemy, ze dziala poprawnie. Zalézmy
wiec, ze mamy dwie etykiety dla wierzchotkow u,v € V(G) — od razu mozemy z nich
odczytaé zbiory WReach, (u, o) i WReachy (v, o) oraz wspomniane juz dtugosci najkrot-
szych Sciezek (dla v' € WReachy (v, 0) oznaczmy ja przez [,(v')). Nastepnie dekoder
zwraca liczbe min {l,(w) + l,(w) : w € WReachy (u, o) N WReach, (v,0)}, o ile jest ona
nie wieksza niz d — w przeciwnym razie zwraca +oo. Algorytm dekodera jest oczywi-
Scie wielomianowy, pozostaje wiec wykazaé, ze jest poprawny. Oczywiscie dla dowolnych
wierzchotkow u, v € V(G), ktore sa w odleglosci nie wiekszej niz d, na najkrotszej $ciezce
miedzy nimi istnieje wierzchotek o-najmniejszy — oznaczmy go w. Jesli wspomniang naj-
krotsza Sciezke podzielimy na dwie czesci od v do w i od w do u to dostaniemy $ciezki be-
dace $wiadkami, ze odpowiednio w € WReach, (u, o) oraz w € WReachy (v, o). Ponadto,

jako ze rozwazaliSmy najkrotsze Sciezki z w do v, to réwniez otrzymaliSmy najkrotsze



Sciezki z u do w oraz z w do v — to wszystko implikuje, ze dekoder nie zwroci liczby wiek-
szej niz odlegtos¢ z u do v, o ile jest ona nie wicksza niz d. 7 drugiej strony, jesli dekoder
zwraca liczbe m < 400, to musi istnie¢ wierzcholek w € WReach (u, o) "WReachy (v, o)
taki, ze mamy $ciezki z v do w iz w do v o lgcznej dtugosci nie wiekszej niz d, co oznacza,
ze dekoder zwraca warto$¢ nie mniejsza niz rzeczywista odlegtos¢ z v do v. Tak wiec
dekoder musi zwréci¢ rzeczywista odlegto$é od u do v jesli jest ona nie wieksza niz d,
oraz +oo w przeciwnym wypadku. To dowodzi poprawnosci dzialania dekodera, a wiec

rowniez konczy konstruktywny dowod istnienia schematu etykietowania w odlegtosci d.



Zadanie 3.

Rozwazany w treSci zadania algorytm opiszemy w kolejnych fazach, aby ulatwié¢ jego
analize. Na samym poczatku V,cy () obliczamy WReach, (v,0), co bedziemy w skro-
cie zapisywaé WReach(v), jako ze o i r sa ustalone na caly czas dzialania algorytmu.
Nastepnie w petli przegladamy wszystkie wierzchotki A w kolejnosci od o-najwiekszego
do o-najmniejszego utrzymujac zbior U (poczatkowo pusty). Jesli w petli przegladamy
wierzcholek v, to sprawdzamy, czy w U mamy jakis wierzcholek u taki, ze v € WReach(u).
Jesli nie, to dodajemy v do U, jesli tak, to wykonujemy kolejny obrot petli. Oczywiscie
wida¢, ze mozemy te petle zaimplementowaé tak, aby dziatala w czasie wielomianowym.
Zauwazmy, ze kazde dodanie wierzchotka v do U usuwa co najwyzej ¢ — 1 potencjalnych
kandydatow do U — wierzcholki z WReach(v) inne niz v. To daje nam, ze |U| > %. Co
wiecej, dla dowolnych vy, vy € U mamy v; € WReach(vq) oraz vo ¢ WReach(vy).

Gdyby udalo nam sie wskaza¢ m wierzchotkow {vy,...,v,} C U takich, ze istnieje
S C G,|S| < ciViz; WReach(v;) N WReach(v;) € S, to mogliby$my zwrocié vy, ..., v,
oraz S\ {vi, ..., v, } jako wynik dzialania algorytmu. Istotnie, dla dowolnych i # j, gdyby
w G\ (S\ {vi,...,v,}) istniataby Sciezka dtugosci < r miedzy v; oraz v; to istniatby
na niej wierzcholek o-najmniejszy. Nalezy on oczywiscie do WReach(v;) N1 WReach(v;).
Poniewaz v;,v; ¢ WReach(v;) N WReach(v;) € S, to dostajemy sprzecznosé. Mozemy
wiec lekko zmieni¢ nasz cel — majac juz policzony zbiér U szukamy wspomnianych juz
zbiorow {vy,...,v,} oraz S. Jesli nam sie to uda, bedziemy mieli poprawnie dziatajacy
algorytm.

Taki algorytm mozemy zrealizowac za pomoca procedury rekurencyjnej solve o arnosci
5 — przyjmuje ona graf G, zbior U, liczby m i ¢ oraz tablice WReach zdefiniowang jak
powyzej, a zwraca omowione zbiory {vy, ..., v, } oraz S. Dziata ona nastepujaco — zaczyna,
od ustalenia pomocniczego zbioru W (poczatkowo pustego) i skopiowania zbioru U do
zbioru U’. Nastepnie, pobiera losowy wierzchotek v € U’, dodaje go do W i z U’ usuwa
wszystkie uw € U takie, ze WReach(v) N WReach(u) # (). Powtarza te instrukcje w
petli while dopdki U’ nie jest pusty. Zauwazmy, ze jesli otrzymany na koniec zbior W
bedzie mocy przynajmniej m, to mozemy zwroci¢ go jako zbiér B, a jako S zwrdcié
zbior pusty. To, ze spelniaja one zalozenia oméwione w drugim akapicie jest oczywiste.
Pozostaje drugi przypadek — gdy |W| < m. Wtedy mamy taki wierzcholek, ktory przy
dodawaniu go do W usunal z U’ co najmniej % > ‘mﬂ wierzchotkéw. Oznaczmy go przez
w, za$ {u € U : WReach(w) N WReach(u) # (0} przez N,,. Kazdemu n € N,, mozemy

przyporzadkowa¢ jakis e € WReach(w) w taki sposob, ze e € WReach(w) N WReach(n).
[Nw| U]

C - cm

razy. Te rozwazania prowadza nas do wniosku — jesli [IW| < m to mamy jakis e € V(G)

Poniewaz | WReach(w)| < ¢, to jakie§ e bedzie przyporzadkowane co najmniej

taki, ze [{v € U : e € WReach(v)}| > % Mozemy wiec zapamietaé, ze dodamy e do S
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i wywola¢ rekurencyjnie procedure solve z parametrami G, {v € U : e € WReach(v)},
m, ¢ — 1, Av. WReach(v) \ {e}, a nastepnie zwroci¢ to co da ona, poprawiajac zbior S
poprzez dodanie e. Zauwazmy, ze wszystkim wierzchotkom w nowym zbiorze U nowa
funkcja WReach zwraca zbiory mocy nie wiekszej niz ¢ — 1, wiec przy rekurencyjnym
schodzeniu nie dostaniemy zbioru S mocy wiekszej niz ¢ — 1, wiec to co zwrdcimy bedzie
mocy nie wiekszej niz c. Pozostaje tylko pytanie, czy nie natkniemy sie nigdzie na problem
— mianowicie, czy c nie spadnie nigdy ponizej 0. OczywiScie, gdy ¢ = 1, to zbior U, ktory
solve dostanie jako argument ma te wlasnosé, ze V,cpy WReach(v) = {v}. To oznacza,
ze dostaniemy W = U. Pytanie jaka bedzie moc U, kiedy ¢ spadnie do 1. Na poczatku
w A mieliSmy przynajmniej 4 - (2cm)°! wierzcholkow. Do pierwszego U wlozylismy ich
przynajmniej 4 - (2cm)¢ - 2m > 4 - (2em)¢. Potem w kazdym kroku, jesli schodzimy z
rekurencja, dzielimy zbiér wierzchotkow przez cm < 2em, wiec jesli zejdziemy ¢ — 1 razy
do ¢ = 1, to bedziemy mieli przynajmniej 4 - (2cm)! = 8em > m wierzchotkow, czyli
wszystko jest w porzadku. Co wiecej, wida¢ ze ten algorytm dziata nawet przy zatozeniu

|A| > (em)©. Te wszystkie rozwazania korcza rozwiazanie zadania.



Dotaczam réwniez, w celu lepszego zobrazowania algorytmu, jego pseudokod:

Algorithm 1: Gléwna czesé algorytmu

Dane: graf G, porzadek o0 na V(G),A CV(G),r e Nym e N
Wynik: B C A, S C V(G) jak w tresci zadania
for v € V(G) do
‘ WReach(v) < WReachy (v, 0);
end
U + 0,
for v € A from o-najwickszy to o-najmniejszy do
if Ju € U A v € WReach(u) then
‘ continue;
end
U<+ UU{v};
end
B, S « solve(G, U, m, ¢, WReach);
return B,S\ B

Algorithm 2: Procedura solve

Dane: graf G, U C V(G), m, c¢ i funkcja WReach : U — P(V(G)) taka, ze
zwracane podzbiory sa mocy nie wiekszej niz c
Wynik: m wierzchotkéw z U i zbior S, |S| < ¢ takie, ze przeciecia WReach
kazdej pary z tych m wierzchotkow zawieraja sie w S.
W+ 0;
U+ U,
while U’ # () do
v < losowy wierzcholek z U’;
N, < {u € U": WReach(u) N WReach(v) # 0};
W+ Wu{vk;
U' <+ U\ Ny;
end
if |W| > m then
‘ return W, ()

end

e < taki element € V(G), ze |{v € U : e € WReach(v) }| maksymalne;
B, S «<solve(G,{v € U : e € WReach(v)}, m,c — 1, \v. WReach(v) \ {e};
return B, S U {e};




