
Trzecia praca domowa z grafów rzadkich

Wojciech Przybyszewski

Zadanie 1.

Dla p = 0 teza jest trywialna, wi¦c zaªó»my p ≥ 1. Poka»emy, »e dla c = wcolp−1 (C) teza
zadania zachodzi. We¹my dowolny graf G ∈ C i niech σ ∈ V (G) → {1, 2, . . . , |V (G)|}
b¦dzie takim liniowym porz¡dkiem na wierzchoªkach G, »e wcolp−1 (G, σ) = c. Niech D =

(V (G), {(vi, vj) : vj ∈WReachp−1 (vi, σ)}). Oczywi±cie grafD jest grafem skierowanym na

wierzchoªkach grafu G � »eby sko«czy¢ zadanie wystarczy pokaza¢, »e ma obie po»¡dane

wªasno±ci.

Po pierwsze, z de�nicji grafu D wynika, »e z danego wierzchoªka v ∈ V (D) wychodz¡

skierowane kraw¦dzie do i tylko do wierzchoªków nale»¡cych do zbioru WReachp−1 (v, σ).

Zbiór ten ma moc ≤ c, wi¦c oczywi±cie stopie« wyj±ciowy v jest nie wi¦kszy ni» c.

Po drugie, we¹my dowolne A ⊆ V (G) takie, »e |A| ≤ p oraz G[A] jest spójny. Niech

a ∈ A b¦dzie najmniejszym, wzgl¦dem porz¡dku σ, wierzchoªkiem z A. Poniewa» A jest

spójny, to dla dowolnego b ∈ A \ {a} mamy ±cie»k¦ z b do a wykorzystuj¡c¡ tylko wierz-

choªki z A. Oczywi±cie, najkrótsza ±cie»ka z b do a wykorzystuj¡ca tylko wierzchoªki z A

nie powtarza »adnego wierzchoªka z A, wi¦c ma dªugo±¢ nie wi¦ksz¡ ni» p−1. Korzystaj¡c
z tej obserwacji oraz z faktu, »e ∀b∈Ab ≥σ a, mamy a ∈ WReachp−1 (b, σ). To daje nam,

»e w gra�e D mamy dla ka»dego b ∈ A \ {a} kraw¦d¹ (b, a). To dowodzi, »e graf D ma

obie wªasno±ci, czyli ko«czy (konstruktywny) dowód zadania 1.
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Zadanie 2.

Ustalmy C i d ∈ N tak jak w tre±ci zadania. Udowodnimy, »e istnieje szukany schemat

etykietowania w odlegªo±ci d, omawiaj¡c dziaªanie algorytmów kodowania i dekodowania.

We¹my dowolny graf G ∈ C. Na mocy zadania 4. z ¢wicze« 5. wiemy, »e istnieje liniowy

algorytm obliczaj¡cy liniowy porz¡dek σ na wierzchoªkach G, taki, »e wcold(G, σ) ≤ c,

gdzie c = c(C, d).
Zaczniemy od omówienia algorytmu kodowania, który zwróci etykietowanie wierzchoª-

ków G dªugo±ci O(log n). Algorytm ten zaczyna od odliczenia wspomnianym ju» algoryt-

mem porz¡dku liniowego σ (czas liniowy). Nast¦pnie dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V (G)

oblicza jego zbiór WReachd(v, σ), który jest mocy nie wi¦kszej ni» c (mo»e by¢ naiwnie

zaimplementowane w czasie sze±ciennym). W kolejnym kroku dla ka»dego wierzchoªka

v i ka»dego wierzchoªka u ∈ WReachd (v, σ) oblicza dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki b¦d¡cej

±wiadkiem, »e u ∈WReachd (v, σ) (naiwnie zaimplementowany czas kwadratowy (BFS dla

ka»dej z cn par)) � zauwa»my, »e podobnie jak w zadaniu 1. te dªugo±ci s¡ mniejsze ni» n.

Po tych obliczeniach algorytm mo»e ju» wyprodukowa¢ etykietk¦ dla danego wierzchoªka

v � skªada si¦ ona z binarnego zapisu σ(v), nast¦pnie znaku #, a potem |WReachd (v, σ)|
par oddzielonych znakami # � dla ka»dego u ∈ WReachd (v, σ) zapisujemy σ(u), znak

# i dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki od v do u ±wiadcz¡cej o tym, »e u ∈ WReachd (v, σ).

W tre±ci zadania oczekiwali±my, »e etykieta b¦dzie skªada¢ si¦ tylko ze znaków 0 i 1,

natomiast w tym algorytmie u»ywamy tak»e znaku # � mo»na ªatwo to naprawi¢ po-

prawiaj¡c wygenerowane etykiety przykªadaj¡c do nich funkcj¦, która zamienia kolejne

litery � 0 7→ 00, 1 7→ 11,# 7→ 10. Dostajemy w ten sposób etykietowania nie dªu»sze

ni» 2(dlog ne+ 1 + c(dlog ne+ 1 + dlog ne+ 1)) = O(log n). Poniewa», jak ju» zauwa»yli-

±my, dziaªa on w czasie wielomianowym i zwraca etykiety odpowiedniej dªugo±ci, to jest

poprawnym algorytmem kodowania.

Omówimy teraz algorytm dekodowania i wyka»emy, »e dziaªa poprawnie. Zaªó»my

wi¦c, »e mamy dwie etykiety dla wierzchoªków u, v ∈ V (G) � od razu mo»emy z nich

odczyta¢ zbiory WReachd (u, σ) i WReachd (v, σ) oraz wspomniane ju» dªugo±ci najkrót-

szych ±cie»ek (dla v′ ∈ WReachd (v, σ) oznaczmy j¡ przez lv(v
′)). Nast¦pnie dekoder

zwraca liczb¦ min {lu(w) + lv(w) : w ∈WReachd (u, σ) ∩WReachd (v, σ)}, o ile jest ona

nie wi¦ksza ni» d � w przeciwnym razie zwraca +∞. Algorytm dekodera jest oczywi-

±cie wielomianowy, pozostaje wi¦c wykaza¢, »e jest poprawny. Oczywi±cie dla dowolnych

wierzchoªków u, v ∈ V (G), które s¡ w odlegªo±ci nie wi¦kszej ni» d, na najkrótszej ±cie»ce

mi¦dzy nimi istnieje wierzchoªek σ-najmniejszy � oznaczmy go w. Je±li wspomnian¡ naj-

krótsz¡ ±cie»k¦ podzielimy na dwie cz¦±ci od u do w i od w do u to dostaniemy ±cie»ki b¦-

d¡ce ±wiadkami, »e odpowiednio w ∈WReachd (u, σ) oraz w ∈WReachd (v, σ). Ponadto,

jako »e rozwa»ali±my najkrótsze ±cie»ki z u do v, to równie» otrzymali±my najkrótsze
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±cie»ki z u do w oraz z w do v � to wszystko implikuje, »e dekoder nie zwróci liczby wi¦k-

szej ni» odlegªo±¢ z u do v, o ile jest ona nie wi¦ksza ni» d. Z drugiej strony, je±li dekoder

zwraca liczb¦ m < +∞, to musi istnie¢ wierzchoªek w ∈WReachd (u, σ)∩WReachd (v, σ)

taki, »e mamy ±cie»ki z u do w i z w do v o ª¡cznej dªugo±ci nie wi¦kszej ni» d, co oznacza,

»e dekoder zwraca warto±¢ nie mniejsz¡ ni» rzeczywista odlegªo±¢ z u do v. Tak wi¦c

dekoder musi zwróci¢ rzeczywist¡ odlegªo±¢ od u do v je±li jest ona nie wi¦ksza ni» d,

oraz +∞ w przeciwnym wypadku. To dowodzi poprawno±ci dziaªania dekodera, a wi¦c

równie» ko«czy konstruktywny dowód istnienia schematu etykietowania w odlegªo±ci d.
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Zadanie 3.

Rozwa»any w tre±ci zadania algorytm opiszemy w kolejnych fazach, aby uªatwi¢ jego

analiz¦. Na samym pocz¡tku ∀v∈V (G) obliczamy WReachr (v, σ), co b¦dziemy w skró-

cie zapisywa¢ WReach(v), jako »e σ i r s¡ ustalone na caªy czas dziaªania algorytmu.

Nast¦pnie w p¦tli przegl¡damy wszystkie wierzchoªki A w kolejno±ci od σ-najwi¦kszego

do σ-najmniejszego utrzymuj¡c zbiór U (pocz¡tkowo pusty). Je±li w p¦tli przegl¡damy

wierzchoªek v, to sprawdzamy, czy w U mamy jaki± wierzchoªek u taki, »e v ∈WReach(u).

Je±li nie, to dodajemy v do U , je±li tak, to wykonujemy kolejny obrót p¦tli. Oczywi±cie

wida¢, »e mo»emy t¦ p¦tl¦ zaimplementowa¢ tak, aby dziaªaªa w czasie wielomianowym.

Zauwa»my, »e ka»de dodanie wierzchoªka v do U usuwa co najwy»ej c− 1 potencjalnych

kandydatów do U � wierzchoªki z WReach(v) inne ni» v. To daje nam, »e |U | ≥ |A|
c
. Co

wi¦cej, dla dowolnych v1, v2 ∈ U mamy v1 6∈WReach(v2) oraz v2 6∈WReach(v1).

Gdyby udaªo nam si¦ wskaza¢ m wierzchoªków {v1, . . . , vm} ⊆ U takich, »e istnieje

S ⊆ G, |S| ≤ c i ∀i 6=j WReach(vi) ∩WReach(vj) ⊆ S, to mogliby±my zwróci¢ v1, . . . , vm

oraz S\{v1, . . . , vm} jako wynik dziaªania algorytmu. Istotnie, dla dowolnych i 6= j, gdyby

w G \ (S \ {v1, . . . , vm}) istniaªaby ±cie»ka dªugo±ci ≤ r mi¦dzy vi oraz vj to istniaªby

na niej wierzchoªek σ-najmniejszy. Nale»y on oczywi±cie do WReach(vi) ∩WReach(vj).

Poniewa» vi, vj 6∈ WReach(vi) ∩WReach(vj) ⊆ S, to dostajemy sprzeczno±¢. Mo»emy

wi¦c lekko zmieni¢ nasz cel � maj¡c ju» policzony zbiór U szukamy wspomnianych ju»

zbiorów {v1, . . . , vm} oraz S. Je±li nam si¦ to uda, b¦dziemy mieli poprawnie dziaªaj¡cy

algorytm.

Taki algorytm mo»emy zrealizowa¢ za pomoc¡ procedury rekurencyjnej solve o arno±ci

5 � przyjmuje ona graf G, zbiór U , liczby m i c oraz tablic¦ WReach zde�niowan¡ jak

powy»ej, a zwraca omówione zbiory {v1, . . . , vm} oraz S. Dziaªa ona nast¦puj¡co � zaczyna
od ustalenia pomocniczego zbioru W (pocz¡tkowo pustego) i skopiowania zbioru U do

zbioru U ′. Nast¦pnie, pobiera losowy wierzchoªek v ∈ U ′, dodaje go do W i z U ′ usuwa

wszystkie u ∈ U takie, »e WReach(v) ∩ WReach(u) 6= ∅. Powtarza te instrukcje w

p¦tli while dopóki U ′ nie jest pusty. Zauwa»my, »e je±li otrzymany na koniec zbiór W

b¦dzie mocy przynajmniej m, to mo»emy zwróci¢ go jako zbiór B, a jako S zwróci¢

zbiór pusty. To, »e speªniaj¡ one zaªo»enia omówione w drugim akapicie jest oczywiste.

Pozostaje drugi przypadek � gdy |W | < m. Wtedy mamy taki wierzchoªek, który przy

dodawaniu go do W usun¡ª z U ′ co najmniej |U ||W | ≥
|U |
m

wierzchoªków. Oznaczmy go przez

w, za± {u ∈ U : WReach(w) ∩WReach(u) 6= ∅} przez Nw. Ka»demu n ∈ Nw mo»emy

przyporz¡dkowa¢ jaki± e ∈WReach(w) w taki sposób, »e e ∈WReach(w) ∩WReach(n).

Poniewa» |WReach(w)| ≤ c, to jakie± e b¦dzie przyporz¡dkowane co najmniej |Nw|
c
≥ |U |

cm

razy. Te rozwa»ania prowadz¡ nas do wniosku � je±li |W | < m to mamy jaki± e ∈ V (G)

taki, »e |{v ∈ U : e ∈ WReach(v)}| ≥ |U |
cm
. Mo»emy wi¦c zapami¦ta¢, »e dodamy e do S
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i wywoªa¢ rekurencyjnie procedur¦ solve z parametrami G, {v ∈ U : e ∈ WReach(v)},
m, c − 1, λv.WReach(v) \ {e}, a nast¦pnie zwróci¢ to co da ona, poprawiaj¡c zbiór S

poprzez dodanie e. Zauwa»my, »e wszystkim wierzchoªkom w nowym zbiorze U nowa

funkcja WReach zwraca zbiory mocy nie wi¦kszej ni» c − 1, wi¦c przy rekurencyjnym

schodzeniu nie dostaniemy zbioru S mocy wi¦kszej ni» c− 1, wi¦c to co zwrócimy b¦dzie

mocy nie wi¦kszej ni» c. Pozostaje tylko pytanie, czy nie natkniemy si¦ nigdzie na problem

� mianowicie, czy c nie spadnie nigdy poni»ej 0. Oczywi±cie, gdy c = 1, to zbiór U , który

solve dostanie jako argument ma t¦ wªasno±¢, »e ∀v∈U WReach(v) = {v}. To oznacza,

»e dostaniemy W = U . Pytanie jaka b¦dzie moc U , kiedy c spadnie do 1. Na pocz¡tku

w A mieli±my przynajmniej 4 · (2cm)c+1 wierzchoªków. Do pierwszego U wªo»yli±my ich

przynajmniej 4 · (2cm)c · 2m ≥ 4 · (2cm)c. Potem w ka»dym kroku, je±li schodzimy z

rekurencj¡, dzielimy zbiór wierzchoªków przez cm ≤ 2cm, wi¦c je±li zejdziemy c− 1 razy

do c = 1, to b¦dziemy mieli przynajmniej 4 · (2cm)1 = 8cm ≥ m wierzchoªków, czyli

wszystko jest w porz¡dku. Co wi¦cej, wida¢ »e ten algorytm dziaªa nawet przy zaªo»eniu

|A| ≥ (cm)c. Te wszystkie rozwa»ania ko«cz¡ rozwi¡zanie zadania.
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Doª¡czam równie», w celu lepszego zobrazowania algorytmu, jego pseudokod:

Algorithm 1: Gªówna cz¦±¢ algorytmu

Dane: graf G, porz¡dek σ na V (G), A ⊆ V (G), r ∈ N,m ∈ N
Wynik: B ⊆ A, S ⊆ V (G) jak w tre±ci zadania

for v ∈ V (G) do

WReach(v)←WReachd (v, σ);

end

U ← ∅;
for v ∈ A from σ-najwi¦kszy to σ-najmniejszy do

if ∃u ∈ U ∧ v ∈WReach(u) then

continue;

end

U ← U ∪ {v};
end

B, S ← solve(G, U , m, c, WReach);

return B, S \B

Algorithm 2: Procedura solve

Dane: graf G, U ⊆ V (G), m, c i funkcja WReach : U → P(V (G)) taka, »e

zwracane podzbiory s¡ mocy nie wi¦kszej ni» c

Wynik: m wierzchoªków z U i zbiór S, |S| ≤ c takie, »e przeci¦cia WReach

ka»dej pary z tych m wierzchoªków zawieraj¡ si¦ w S.

W ← ∅;
U ′ ← U ;

while U ′ 6= ∅ do
v ← losowy wierzchoªek z U ′;

Nv ← {u ∈ U ′ : WReach(u) ∩WReach(v) 6= ∅};
W ← W ∪ {v};
U ′ ← U ′ \Nv;

end

if |W | ≥ m then

return W, ∅;
end

e← taki element ∈ V (G), »e |{v ∈ U : e ∈WReach(v)}| maksymalne;

B, S ←solve(G, {v ∈ U : e ∈WReach(v)},m, c− 1, λv.WReach(v) \ {e};
return B, S ∪ {e};
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