Z1.0* — ¢éwiczenia 4

Obwody logiczne

Cwiczenia oznaczone przez { sq z poprzednich cwiczen. Zrobimy je jesli bedg pomysly na sali.
Cwiczenia oznaczone przez @ bedziemy robié w miare mozliwosci czasowych. Jesli nie starczy czasu,
to zostang do przemyslenia w domu i nastepne cwiczenia zaczniemy od wybranych z nich.

Przypomnienie definicji

Klasa AC® obejmuje funkcje {0,1}* — {0,1} obliczalne przez wielomianowe obwody o stalej
glebokosci uzywajace bramek NOT oraz AND i OR o nieograniczonym stopniu wejsciowym. Klasa
NC! obejmuje funkcje {0,1}* — {0, 1} obliczalne przez wielomianowe obwody o glebokosci O(log n)
uzywajace bramek NOT oraz AND i OR o stopniu wejéciowym réwnym 2.

Zadania

Zadanie 1 ({). Dana jest formula logiczna nie uzywajaca zmiennych, innymi slowy, term nad
operacjami logicznymi A, V, -, gdzie w lidciach sa state. Wykaz, ze mozna obliczy¢ wartosé logiczna
takiej formuty w logarytmicznej pamieci.

Zadanie 2 (). Ustalmy pewna skohczona algebre A: sklada sie ona ze skonczonego nosnika A
oraz skonczonego zbioru funkcji F. Kazda funkcja f € F ma ustalona arnoéé r, i dziata z A" w A.
Rozwazmy nastepujacy problem: dany term 7 nad A ze stalymi w lisciach, nalezy wyewaluowac 7.
Udowodnij, ze ten problem da si¢ rozwiaza¢ w pamieci logarytmicznej.

Zadanie 3 (). Udowodnij, ze klasy NL, P, NP, oraz PSPACE sa zamkniete na gwiazdke Kleene’ego,
czyli jesli L jest w klasie, to
L= {U1U,2...un: u; € L}

tez jest w klasie.

Zadanie 4. Funkcja majority dla danego ciagu bitéw dlugosci n zwraca 0 jesli mniej niz potowa
wejéciowych bitow to jedynki, oraz 1 w przeciwnym przypadku. Skonstruuj obwdd dla majority
uzywajacy binarnych bramek AND, OR, oraz NOT, o wielko$ci O(n) i gltebokosci O(logn).

Zadanie 5. Skonstruuj obwdd o wielomianowej wielkosci i stalej glebokosci dla funkcji parity,
uzywajacy binarnych bramek AND, OR, oraz NOT, oraz bramek majority o nieograniczonym stopniu
wejsciowym.

Zadanie 6. Wykaz, ze kazdy jezyk regularny jest w NC!.

Zadanie 7. Jezyk regularny jest bezqwiazdkowy (ang. star-free) jesli mozna go opisa¢ wyrazeniem
regularnym nie uzywajacym gwazdki Kleene’ego, tzn. opisywalnym gramatyka

R—al0[(-R)|(RR)|(R+R),

gdzie o to symbol alfabetu. Udowodnij, ze kazdy jezyk bezgwiazdkowy jest w ACC.



Zadanie 8. Jezyk L nad alfabetem Y nazwiemy definiowalnym w logice pierwszego rzedu jesli ist-
nieje formula ¢ nad sygnatura X U{<} o nastepujacej wlasnosci: jesli dane stowo nad ¥ rozwazymy
jako strukture w ktorej kazdy o € X jest interpretowany jako relacja unarna kodujaca pozycje na
ktorych stoi o, zas relacja < jest interpretowana jako relacja binarna kodujaca porzadek w stowie, to
o1, rozpoznaje dokladnie stowa z jezyka L. Wykaz, ze kazdy jezyk definiowalny w logice pierwszego
rzedu nalezy do ACY.

Zadanie 9 (#). Skonstruuj obwdéd o O(n) drutach i stalej glebokosci, ktéry ma n wejsciowych
bramek x1,...,x, i n wyjéciowych bramek y1, ..., y,, oraz wartos¢ bramki wyjsciowej y; jest réwna
1V xa V...V ;. Mozesz uzywaé bramek AND i OR o nieograniczonym stopniu wejéciowym, oraz
bramki NOT.



