7Z1.0* — ¢wiczenia 6

Twierdzenie Barringtona, problemy SAT

Cwiczenia oznaczone przez { sq¢ z poprzednich Cwiczen. Zrobimy je jesli bedg pomysty na sali.
Cwiczenia oznaczone przez @ bedziemy robi¢ w miare mozliwosci czasowych. Jesli nie starczy czasu,
to zostang do przemyslenia w domu i nastepne cwiczenia zaczniemy od wybranych z nich.

Zadania

Branching program szerokosci k, liczbie zmiennych boolowskich n, oraz diugosci m, to m-
wyrazowy ciag instrukcji postaci (i, f, g), gdzie:

e ic{1,2,...,n} to indeks zmiennej;
o fog: {1,2,... )k} —{1,2,...,k} to dowolne funkcje.

Bieg programu na boolowskich zmiennych x1, x2, ..., x, wyglada nastepujaco. Program zaczyna w
stanie 1, a nastepnie aplikuje kolejne instrukcje. Dla instrukeji (7, f, g), obecny stan ¢ jest zmieniany
na f(q) lub g(q), w zaleznoéci czy x; = 0 czy x; = 1. Program zwraca koncowy stan. Powiemy, ze
non-uniform ciag programéw (P,),en rozpoznaje jezyk L, jesli L N {0,1}"™ obejmuje dokladnie te
stowa x1x9...x,, na ktorych program P, zwraca stan 1. Klasa BWBP obejmuje jezyki rozpozna-
walne przez non-uniform ciggi branching programéw o stalej szerokosci i wielomianowej dlugosci.

Na poprzednich éwiczeniach pokazalismy, ze BWBP C NC!. Teraz wykazemy odwrotne zawie-
ranie. Bedziemy teraz pracowali nad grupa S5, permutacji zbioru o 5 elementach. Element g € S;
jest 5-cyklem jedli dziata tranzytywnie na zbiorze.

Zadanie 1 (¢). Udowodnij, ze w grupie S5 sa dwa 5-cykle g, h, ze [g,h] = ghg 'h™! tez jest
5-cyklem.

Kazdy branching program szerokoéci 5 zapuszczony na jakims wejsciu indukuje pewna funkcje
{1,...,5} — {1,...,5}. Ograniczymy sie do programéw zawsze indukujacych jakas permutacje z
Ss. Dla danego obwodu C, powiemy, ze branching program P g-dobrze koduje C, jesli P zapuszczony
na slowie w daje identycznosé jesli C' nie akceptuje w, oraz g w przeciwnym przypadku.

Zadanie 2 (). Niech C bedzie obwodem NC! kodujacym formule (kazda nie-wejéciowa bramka
ma co najwyzej jeden drut wychodzacy) uzywajaca tylko bramek AND i NOT. Udowodnij przez
indukcje po wysokosci, ze dla kazdej bramki na d-tym poziomie od dotu, oraz dla kazdego 5-cyklu
g € S5, istnieje branching program o dlugoéci co najwyzej 4¢, ktoéry g-dobrze koduje podformute
pod ta bramka.

Zadanie 3 (Twierdzenie Barringtona, <»). Skonkluduj, ze BWBP = NC.

Zadanie 4. Formula ¢ w postaci CNF jest hornowska (Horn formula) jesli w kazdej klauzuli co
najwyzej jedna zmienna wystepuje pozytywnie. Wykaz, ze problem SAT dla formul hornowskich
da si¢ rozwiaza¢ wielomianowo.



Zadanie 5. Niech ¢ bedzie formuta w 2CNF, oraz niech x bedzie zmienna. Poprzez propagacje
ustalenia = T rozumiemy zwartosciowanie x na prawde, a nastepnie, dopdki istnieja w formule
klauzule o 1 literale, ustawianie wyforsowanych wartosci tych zmiennych. Powiemy, ze propagacja
jest zgodna jesli nie prowadzi do powstania pustej klauzuli (ktéra nie moze byé spelniona).

Zalézmy, ze propagacja ustalenia x = T jest zgodna, oraz produkuje nowa formute ¢’. Udowod-
nij, ze ¢ jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ jest spelnialna.

Zadanie 6. Na podstawie poprzedniego zadania, zaproponuj algorytm dla problemu 2SAT (spel-
nialnosé formul w 2CNF') o liniowej zlozonosci czasowej.

Zadanie 7. Wykaz, ze problem SAT dla formut CNF, w ktérych kazda zmienna wystepuje co
najwyzej dwa razy, da sie rozwigzywaé¢ wielomianowo.

Zadanie 8. Udowodnij, ze klasy NL, P, NP, oraz PSPACE sa zamkniete na gwiazdke Kleene’ego,
czyli jesli L jest w klasie, to
L* ={uug ... up: u; € L}

tez jest w klasie.

Zadanie 9 ({). Udowodnij, ze nastepujacy problem jest w NP. Dany jest alfabet ¥ (dowolnie
duzy, dany na tasmie) oraz wyrazenie regularne r nad X. Pytanie: czy istnieje stowo w jezyku
generowanym przez r, ktére zawiera wszystkie litery z 3.



