Z1.0* — ¢éwiczenia b

Obwody, twierdzenie Barringtona

Cwiczenia oznaczone przez { sq¢ z poprzednich Cwiczen. Zrobimy je jesli bedg pomysty na sali.
Cwiczenia oznaczone przez @ bedziemy robi¢ w miare mozliwosci czasowych. Jesli nie starczy czasu,
to zostang do przemyslenia w domu i nastepne cwiczenia zaczniemy od wybranych z nich.

Zadania

Zadanie 1 (). Jezyk L nad alfabetem ¥ nazwiemy definiowalnym w logice pierwszego rzedu
jesli istnieje formula ¢ nad sygnatura X U {<} o nastepujacej wlasnosci: jesli dane slowo nad X
rozwazymy jako strukture w ktérej kazdy o € X jest interpretowany jako relacja unarna kodujaca
pozycje na ktorych stoi o, zas relacja < jest interpretowana jako relacja binarna kodujaca porzadek
w stowie, to ¢ rozpoznaje doktadnie stowa z jezyka L. Wykaz, ze kazdy jezyk definiowalny w logice
pierwszego rzedu nalezy do ACC.

Zadanie 2 (). W tym zadaniu zajmujemy sie obwodami z bramkami AND, OR, i NOT o nieogra-
niczonym stopniu wejéciowym. Przez wielko$é obwodu rozumiemy sumaryczng liczbe drutéw.

(a) Wykaz, ze dla kazdego € > 0, dla dostatecznie duzych n istnieje funkcja f: {0,1}" — {0, 1},
ktora nie ma obwodu wielkosci co najwyzej 1000 - n%—zs

(b) Wykaz, ze kazda funkcja boolowska f: {0,1}" — {0,1} ma obwdd wielkosci co najwyzej
1000 - 2™.

(c) Wykaz, ze kazda funkcja boolowska f: {0,1}" — {0,1} ma obwdd uzywajacy co najwyzej
1000 - - bramek.

(d) Wykaz, ze kazda funkcja boolowska f: {0,1}" — {0,1} ma obwdd wielkosci co najwyzej
1000 - £~
n

Zadanie 3. Niech t(n) > n. Wykaz, ze kazdy jezyk rozpoznawalny w czasie t(n) da sie rozpoznaé
przy pomocy obwodu wielkosci poly(¢(n)), konstruowanego przez algorytm dzialajacy w pamieci

O(logt(n)).
Zadanie 4. Wykaz, ze uniform NC = uniform AC C P.
Zadanie 5. Wykaz, ze uniform NC! C L € NL C uniform AC'.

Branching program szerokosci k, liczbie zmiennych boolowskich n, oraz dlugosci m, to m-
wyrazowy ciag instrukcji postaci (i, f, g), gdzie:

e ic{1,2,...,n} to indeks zmiennej;

e fog:{1,2,....k} = {1,2,...,k} to dowolne funkcje.



Bieg programu na boolowskich zmiennych x1, z9, ..., x, wyglada nastepujaco. Program zaczyna w
stanie 1, a nastepnie aplikuje kolejne instrukcje. Dla instrukeji (4, f, g), obecny stan ¢ jest zmieniany
na f(q) lub g(q), w zaleznoéci czy x; = 0 czy x; = 1. Program zwraca koncowy stan. Powiemy, ze
non-uniform ciag programéw (P, ),en rozpoznaje jezyk L, jesli L N {0,1}™ obejmuje doktadnie te
stowa x122...x,, na ktérych program P, zwraca stan 1. Klasa BWBP obejmuje jezyki rozpozna-
walne przez non-uniform ciggi branching programéw o stalej szerokosci i wielomianowej dlugosci.

Zadanie 6. Wykaz, ze BWBP C NC.

Bedziemy teraz pracowali nad grupa S5, permutacji zbioru o 5 elementach. Element g € S5 jest
5-cyklem jesli dziala tranzytywnie na zbiorze.

Zadanie 7 (#). Udowodnij, ze w grupie S5 sa dwa 5-cykle g,h, ze [g,h] = ghg 'h™! tez jest
5-cyklem.

Kazdy branching program szerokoéci 5 zapuszczony na jakim$ wejsciu indukuje pewna funkcje
{1,...,5} — {1,...,5}. Ograniczymy sie do programéw zawsze indukujacych jakas permutacje z
S5. Dla danego obwodu C, powiemy, ze branching program P g-dobrze koduje C, jedli P zapuszczony
na stowie w daje identyczno$é¢ jesli C' nie akceptuje w, oraz g w przeciwnym przypadku.

Zadanie 8. Niech C bedzie obwodem NC! kodujacym formule (kazda nie-wejsciowa bramka ma co
najwyzej jeden drut wychodzacy) uzywajaca tylko bramek AND i NOT. Udowodnij przez indukcje
po wysokoéci, ze dla kazdej bramki na d-tym poziomie od dotu, oraz dla kazdego g € S, istnieje
branching program o diugosci co najwyzej 4%, ktéry g-dobrze koduje podformute pod ta bramka.

Zadanie 9 (Twierdzenie Barringtona). Skonkluduj, ze BWBP = NC!.



