ZY.0* — ¢éwiczenia 10

Zupelnosé, randomizacja

Cwiczenia oznaczone przez { sq z poprzednich cwiczen. Zrobimy je jesli bedg pomysly na sali.
Cwiczenia oznaczone przez 8 bedziemy robié w miare mozliwosci czasowych. Jesli nie starczy czasu,
to zostang do przemyslenia w domu i nastepne cwiczenia zaczniemy od wybranych z nich.

Zadania

Niech t(n), s(n) to funkcje obliczalne w L. Klasa DTiSp[t(n), s(n)] obejmuje problemy rozwiazy-
walne przez deterministyczna maszyne Turinga dzialajaca zaréwno w czasie O(t(n)) jak i pamieci
O(s(n)). Klasa NTiSp[t(n), s(n)] jest zdefiniowana analogicznie, tylko dla niedeterministycznych
maszyn. Skrét poly i polylog oznaczaja odpowiednio, ze sumujemy n* oraz (logn)* po wszystkich
naturalnych k. Definiujemy klase Scotta:

SC = DTiSp|[poly, polylog].

Rozwazmy nastepujacy problem CNF-SAT /PATHWIDTH. Dana jest formuta logiczna ¢ w po-
staci CNF, oraz nastepujaca dekompozycja $ciezkowa tej formuta. Dekompozycja sktada sie z ciagu
workow (B, Ba, ..., By), gdzie kazdy worek jest podzbiorem zmiennych, oraz spelnione sa naste-
pujace warunki:

(P1) Dla kazdej klauzuli C, istnieje worek zawierajacy wszystkie zmienne C'.
(P2) Dla kazdej zmiennej z, zbiér workéw zawierajacych z jest przedzialem w dekompozycji.

Szerokosé dekompozycji to maksymalna wielko$¢ worka. W problemie mamy dana dekompozycje
Sciezkowa ¢ o szerokosci co najwyzej s; mozemy zalozyé, ze p = O(n).

Zadanie 1 (). Wykaz, ze problem CNF-SAT /PATHWIDTH da si¢ rozwiazac:
e w czasie 2°05) . poly(n);

O(s) i pamieci O(s - logn);

e W czasie n
o w czasie 2°0°) . poly(n) i pamieci poly(n).
Uwaga: pierwsze dwa punkty juz byly na ostatnich cwiczeniach.

Zadanie 2 ({). Udowodnij, ze problem CNF-SAT /PATHWIDTH dla s = s(n) > logn jest zupelny
dla klasy NTiSp[poly, s(n)] pod L-redukcjami.

Zadanie 3 ({). Wykaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Problem CNF-SAT /PATHWIDTH posiada algorytm rozwigzujacy go w czasie 2°0) - poly(n)
i pamieci poly(logn, s), dla zadanej na wej$ciu wartosci s.

(ii) NL C SC.



Klasa RP obejmuje problemy, dla ktérych istnieje algorytm randomizowany, ktéry kazda yes-
instancje akceptuje z prawdopodobienistwem co najmniej 1/2, a kazda no-instancje zawsze od-
rzuca. Klasa BPP obejmuje problemy, dla ktérych istnieje algorytm randomizowany, ktory kazda
yes-instancje akceptuje z prawdopodobiefistwem co najmniej 3/4, a kazda no-instancje odrzuca z
prawdopodobienstwem co najmniej 3/4.

Zadanie 4. W problemie PERMUTATION k-PATH mamy dany graf skierowany G z wierzchotkami
pokolorowanymi na k koloréow 1,2, ..., k. Pytamy sie o istnienie Sciezki dtugoéci k takiej, ze pierwszy
wierzchotek jest koloru 1, drugi koloru 2, itd. Wykaz, ze problem PERMUTATION k-PATH da sie
rozwigzaé wielomianowo.

Zadanie 5. W problemie COLORFUL k-PATH mamy dany graf skierowany G z wierzchotkami
pokolorowanymi na k. Pytamy sie o istnienie $ciezki dtugosci k takiej, w ktorej wierzchotki sa parami
réznych kolor6w (ale niekoniecznie w okreslonej kolejnosci). Wykaz, ze problem PERMUTATION k-
PATH da si¢ rozwiazaé w czasie 2F - poly(|G|).

Zadanie 6. W problemie k-PATH mamy dany graf skierowany G i pytamy si¢ o istnienie Sciezki
prostej na k wierzchotkach. Wykaz, ze problem ten da sie rozwigzaé algorytmem Monte-Carlo
z jednostronnym bledem (falszywymi negatywami) w czasie (2¢)* - poly(n). Wysnuj wniosek, ze
pytanie o istnienie skierowanej $ciezki o dlugosci k = O(logn) jest w klasie RP.

Zadanie 7. Wykaz, ze P C RP C NP.
Zadanie 8. Udowodnij, ze BPP jest zamkniete na gwiazdke Kleene’ego.
Zadanie 9. Wykaz, ze jesli NP C BPP, to NP = RP.

Klasa ZPP obejmuje problemy posiadajace wielomianowy algorytm Las Vegas: algorytm uzywa-
jacy randomizacji, ktory jest zawsze poprawny, ale ktérego czas dzialania ma warto$é oczekiwang
ograniczona wielomianowo.

Zadanie 10 (#). Wykaz, ze ZPP = RP N coRP.

Zadanie 11 (#). Ustalmy jakiekolwiek sensowne kodowanie problemu SAT przy pomocy ciagu
bitéw, np. po kolei podajemy klauzule kodujac binarne indeksy zmiennych w literatach. W problemie
SuccINT SAT dany jest obwdd C' o n wejsciach i jednym wyjsciu. Przez ¢(C') oznaczamy formute
logiczna uzyskana nastepujaco: do C' wstawiamy po kolei wszystkie ciagi bitowe dlugosci n, w
kolejnosci leksykograficznej, wyniki C' na tych ciggach ustawiamy w stowo, i interpretujemy to
stowo jako zapis bitowy formuly ¢(C). W ten sposéb, ¢(C) jest zapisywana na 2" bitach. Dla
danego obwodu C, pytamy sie, czy ¢(C) jest spelnialna. Udowodnij, ze problem SuccCINT SAT
jest zupelny dla klasy NEXPTIME pod P-redukcjami. Kodowanie bitowe dla problemu SAT mozesz
sobie dobra¢ dowolnie.



