
ZŁO? — ćwiczenia 10
Alternacja, zupełność

Ćwiczenia oznaczone przez ♦ są z poprzednich ćwiczeń. Zrobimy je jeśli będą pomysły na sali.
Ćwiczenia oznaczone przez ♠ będziemy robić w miarę możliwości czasowych. Jeśli nie starczy czasu,
to zostaną do przemyślenia w domu i następne ćwiczenia zaczniemy od wybranych z nich.

Zadania

Maszyna alternująca to maszyna Turinga, której stany są podzielone na podzbiory Q∀, Q∃,
Qacc i Qrej. W konfiguracjach ze stanami Qacc, Qrej maszyna odpowiednio akceptuje lub odrzuca.
Maszyna akceptuje z konfiguracji ze stanem z Q∃ jeśli istnieje przejście prowadzące do konfiguracji,
z której akceptuje. Maszyna akceptuje z konfiguracji ze stanem z Q∀ jeśli każde przejście prowadzi
do konfiguracji, z której akceptuje. Maszyna działa w czasie t(n) jeśli dla każdego słowa wielkości
n można określić, czy maszyna akceptuje czy odrzuca na podstawie konfiguracji osiągalnych w co
najwyżej t(n) krokach. Maszyna używa pamięci s(n) jeśli dla każdego słowa wielkości n można
określić, czy maszyna akceptuje czy odrzuca na podstawie konfiguracji o pamięci roboczej s(n).

Klasy ATIME(t(n)) oraz ASPACE(s(n)) są zdefiniowane naturalnie. Oznaczamy

AL =
⋃
c∈N
ASPACE(c log n) oraz AP =

⋃
c∈N
ATIME(nc).

Zadanie 1 (♦). Wykaż, że jeśli język L jest w klasie ATIME(t(n)), to również dopełnienie L jest
w tej klasie. Udowodnij również taki sam fakt dla klasy ASPACE(s(n)).

Zadanie 2 (♦). Wykaż, że AP = PSPACE.

Zadanie 3 (♦). Wykaż, że AL = P.

Niech t(n), s(n) to funkcje obliczalne w L. Klasa DTiSp[t(n), s(n)] obejmuje problemy rozwiązy-
walne przez deterministyczną maszynę Turinga działającą zarówno w czasie O(t(n)) jak i pamięci
O(s(n)). Klasa NTiSp[t(n), s(n)] jest zdefiniowana analogicznie, tylko dla niedeterministycznych
maszyn. Skrót poly i polylog oznaczają odpowiednio, że sumujemy nk oraz (log n)k po wszystkich
naturalnych k. Definiujemy klasę Scotta:

SC = DTiSp[poly, polylog].

Zadanie 4. Udowodnij, że klasa SC jest zamknięta pod L-redukcjami. Udowodnij też, że jeśli
s(n) ­ log n, to klasa NTiSp[poly, s] jest zamknięta pod L-redukcjami.

Zadanie 5. Udowodnij następujące zawierania się klas:

NTiSp[poly, s] ⊆ DTIME(2O(s(n)) · poly(n)) oraz NTiSp[poly, s] ⊆ DSPACE(s(n) · log n).

Rozważmy następujący problem CNF-SAT/pathwidth. Dana jest formuła logiczna ϕ w po-
staci CNF, oraz następująca dekompozycja ścieżkowa tej formuła. Dekompozycja składa się z ciągu
worków (B1, B2, . . . , Bp), gdzie każdy worek jest podzbiorem zmiennych, oraz spełnione są nastę-
pujące warunki:
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(P1) Dla każdej klauzuli C, istnieje worek zawierający wszystkie zmienne C.

(P2) Dla każdej zmiennej x, zbiór worków zawierających x jest przedziałem w dekompozycji.

Szerokość dekompozycji to maksymalna wielkość worka. W problemie mamy daną dekompozycję
ścieżkową ϕ o szerokości co najwyżej s; możemy założyć, że p = O(n).

Zadanie 6. Wykaż, że problem CNF-SAT/pathwidth da się rozwiązać:

• w czasie 2O(s) · poly(n);

• w czasie nO(s) i pamięci O(s · log n);

• w czasie 2O(s
2) · poly(n) i pamięci poly(n).

Zadanie 7. Udowodnij, że problem CNF-SAT/pathwidth dla s = s(n) ­ log n jest zupełny dla
klasy NTiSp[poly, s(n)] pod L-redukcjami.

Zadanie 8. Wykaż, że następujące warunki są równoważne:

(i) Problem CNF-SAT/pathwidth posiada algorytm rozwiązujący go w czasie 2O(s) · poly(n)
i pamięci poly(log n, s).

(ii) NL ⊆ SC.

Zadanie 9 (♠). Ustalmy jakiekolwiek sensowne kodowanie problemu SAT przy pomocy ciągu
bitów, np. po kolei podajemy klauzule kodując binarne indeksy zmiennych w literałach. W problemie
Succint SAT dany jest obwód C o n wejściach i jednym wyjściu. Przez ϕ(C) oznaczamy formułę
logiczną uzyskaną następująco: do C wstawiamy po kolei wszystkie ciągi bitowe długości n, w
kolejności leksykograficznej, wyniki C na tych ciągach ustawiamy w słowo, i interpretujemy to
słowo jako zapis bitowy formuły ϕ(C). W ten sposób, ϕ(C) jest zapisywana na 2n bitach. Dla
danego obwodu C, pytamy się, czy ϕ(C) jest spełnialna. Udowodnij, że problem Succint SAT
jest zupełny dla klasy NEXPTIME pod P-redukcjami. Kodowanie bitowe dla problemu SAT możesz
sobie dobrać dowolnie.
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