MAG — éwiczenia 1

Dekompozycje drzewiaste

Zadanie 1. Niech G bedzie grafem.

o Jesli Q jest klika w G, to w kazdej dekompozycji drzewiastej G istnieje worek zawierajacy
cata Q.

o Jedli u, v sa wierzchotkami, ktére mozna potaczy¢ przy pomocy k + 1 wierzchotkowo roztacz-
nych $ciezek, to w kazdej dekompozycji G szerokoéci co najwyzej k istnieje worek zawierajacy
zaréwno u jak i v.

Definicja 1. Graf G jest d-zdegenerowany jesli kazdy podgraf G zawiera wierzchotek stopnia < d.
Zadanie 2. Wykaz, ze kazdy graf o treewidthie < k jest k-zdegenerowany.
Zadanie 3. Wykaz, ze kazdy graf k-zdegenerowany jest (k 4 1)-kolorowalny i ma < kn krawedzi.
Zadanie 4. Zaproponuj algorytmy, ktére dla grafu G oraz dekompozycji G szerokosci k, rozwiazuja:
e problem HAMILTONIAN CYCLE w czasie 20(klogk) . .
e problem MAXIMUM INDEPENDENT SET w czasie 2¥ - poly(k) - n;

e problem MINIMUM DOMINATING SET w czasie 3* - poly(k) - n;

90(klogk)

e problem FEEDBACK VERTEX SET w czasie n.

Definicja 2. Macierzq skojarzen nazwiemy macierz Ay, gdzie wiersze i kolumny A sa indeksowane
skojarzeniami wielkosci k na zbiorze 2k-elementowym, i gdzie na przecieciu wiersza M i kolumny
N wstawiamy 1 jesli M U N jest jednym cyklem, oraz 0 w.p.p.

Fakt 1. Rzad macierzy Ay nad cialem dwuelementowym wynosi 2571,

Zadanie 5. Przypusémy, ze F jest zbiorem doskonalych skojarzen na zbiorze wielkosci 2k, przy
czym |F| > 21 Wykaz, ze istnieje takie skojarzenie M € F, ze dla kazdego skojarzenia N takiego,
ze M U N jest jednym cyklem, istnieje réwniez inne skojarzenie M’ € F, M' # M, ze M' U N jest
cyklem.

Zadanie 6. Zaproponuj algorytm dla problemu HAMILTONIAN CYCLE jak w poprzednim zadaniu,
ale dzialajacy w czasie 200 . n.

Definicja 3. Graf H jest minorem grafu G jesli w G mozna znalez¢ takie parami roztaczne spdjne
podgrafy (Iu)uev(m), ze Lu i I, sa polaczone krawedzia dla wszystkich krawedzi uv grafu H. Takie
(Iu)uev (m) to model minora H w G.

Zadanie 7. Wykaz, ze jesli H jest minorem G to tw(H) < tw(G).

Fakt 2 (Twierdzenie o kracie). Istnieje funkcja taka f: N — N, f € O(k'9), ze jesli tw(G) > f(k)
to G zawiera krate k£ x k jako minor. Ponadto, je$li G nie zawiera jakiego$ ustalonego H jako
minoru, to f(k) < cpy - k.



Zadanie 8. Wykaz, ze szeroko$é¢ drzewiasta planarnego grafu o n wierzchotkach wynosi O(y/n).
Wysnuj algorytmiczne wnioski dla probleméw podanych w zadaniu 4.

Zadanie 9. Wykaz, ze szeroko$¢ drzewiasta planarnego grafu o promieniu r wynosi O(r).

Zadanie 10. Uzywajac twierdzenia o kracie, zaproponuj algorytmy FPT dla problemu FEEDBACK

k,19) \/E)

VERTEX SET o zlozonosci: 20( -n na ogdlnych grafach i 2°(V¥) . n na grafach planarnych.

Definicja 4. Gra Cops and Robber Game rozgrywana jest na grafie G i bierze w niej udziat
k policjantéow i jeden ztodziej. Wpierw policjanci rozstawiaja si¢ w wierzchotkach grafu. Potem
zlodziej ustawia sie w jednym, niezajetym wierzcholtku grafu. Nastepnie policjanci i ztodziej graja
w turach. W kazdej turze wpierw podzbior policjantéw unosi sie w helikopterach deklarujac, gdzie
wyladuje na koniec tury, nastepnie ztodziej przemieszcza sie dowolnie w grafie, ale nie przechodzac
przez wierzchotki na ktérych nadal stoja policjanci zostajacy na ziemi, a nastepnie policjanci w
helikopterach laduja na zadeklarowanych wcze$niej wierzchotkach. Policjanci wygrywaja jesli znajda
sie w tym samym wierzchotku co zlodziej w pewnym momencie, zlodziej wygrywa jesli moze w
nieskonczono$¢ unikaé ztapania.

Zadanie 11. Wykaz, ze jedli tw(G) < k to k + 1 policjantéw ma strategie wygrywajaca w grze
Cops and Robber Game na G.

Fakt 3. Zachodzi w istocie rownos¢: minimalna liczba policjantéw potrzebna do ztapania ztodzieja
jest zawsze o jeden wieksze niz szerokos¢ drzewiasta grafu.



